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O zbiorach rozmytych
(Praca przyjeta do druku 30.5.1978)

1. Uwagi wstepne. Zaréwno w zyciu codziennym, jak i w wielu dziedzinach
nauki i techniki czgsto ma si¢ do czynienia z pojeciami niezbyt precyzyjnie okre$lo-
nymi. Sytuacja taka jest raczej regula anizeli wyjatkiem w tzw. naukach ,,migkkich”
(ang. soft sciences), jak ekonomia, psychologia, biologia itp. Wystgpujace w tych
naukach pojecia takie, jak np. zdrowy cztowiek, maly popyt, duza wydajnos¢ itp.,
formulowane w jezyku naturalnym czesto prowadza do wieloznacznosci lub pomie-
szania poj¢¢, dlatego tez czyni si¢ proby formalnego ich okreslenia, najczgsciej po-
przez odpowiednie mierzenie, tzn. poprzez przyporzadkowanie odpowicdnich liczb
(tracac wowczas duzo z nieraz bardzo istotnej informacji semantycznej), lub tez
czynione sa proby adaptacji tradycyjnego jezyka matematyki poprzez modyfikacje
istniejacych juz poje¢ lub poprzez wprowadzenie nowych koncepcji. Jedna z nich
jest koncepcja zbioréw rozmytych, ktora zaproponowal L. A. Zadeh w 1965 roku.
Pojecie zbioru rozmytegd (ang. fuzzy set) shuzy do opisu réznych aspektéw niepre-
cyzji, niedokladnosci oraz nieokreslonosci otaczajacego $wiata rzeczywistego. Aspek-
ty takie tradycyjnie uwzglednia si¢ (szczegblnie w badaniach ekonomicznych) poprzez
stosowanie jezyka probabilistycznego. Losowos¢ i rozmyto$¢ sa to jednak dwie rézne
rzeczy. Roznice migdzy tymi pojeciami wyjasnia ponizszy przyklad.

Niech X oznacza zbiér kawalerow. Wéwczas, majac dowolnego mezczyzne x,
na pytanie, czy jest on kawalerem (tzn. czy x € X), odpowiadamy tak lub nie, a nie-
pewnos$¢, czy za rok bedzie on kawalerem, wyrazamy pewnym prawdopodobien-
stwem P(x € X). W tym przypadku losowo$¢ wyraza stopiefi niepewnosci naleZenia
do danego zbioru, nie przewiduje za$ ,,cze$ciowego’’ nalezenia (np. prawie kawaler).
Natomiast rozmyto$¢ uwzglednia stopiefi przynaleznosci do danego zbioru. Niech
X oznacza zbidr mezczyzn wysokich. Wowczas na pytanie, czy x € X, odpowiedzie¢
mozna réznie: na pewno nalezy, na pewno nie nalezy, prawie nalezy itp. To znaczy
nie podajemy tu jednoznacznej odpowiedzi tak lub nie, lecz mozliwe sa dowolne
odpowiedzi posrednie, ktére mozna formulowaé, jak to zademonstrowano wyzej,
W postaci lingwistycznej (ciag stéw, np. tak, nie, na pewno, na pewno nie, prawie tak,
mniej wigcej tak itp.) lub tez poprzez podanie pewnej liczby z odcinka [0, 1]. Fakt,
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1
ze x na pewno jest elementem X, zapiszemy wowczas x € X, Z¢ na pewno nie jest

0
elementem X, zapiszemy jako x € X, a kazda inna odpowiedZ zapiszemy w postaci

x::X, gdzie 0 < a < 1.

Koncepcje zbioréw rozmytych zaproponowal L. A. Zadeh w 1965 roku, ktory
w swym artykule [22] podal podstawowe pojecic oraz wskazal mozliwosci zastoso-
wan. Artykut ten spowodowal ogromna ilo$é publikacji, przewaznie entuzjastycznych,
tylko niektdre zawieraja uwagi krytyczne. Obecnie literatura dotyczaca zbioréw roz-
mytych obejmuje co najmniej 300 pozycji, w tym okoto 109 jest autorstwa samego
tworcy teorii(*). Wigkszos$¢ opublikowanych prac ma charakter przekladu wybranych
fragmentdw tradycyjnej matematyki na jezyk teorii zbioréw rozmytych. Stad tez
mozna spotkad si¢ z zastrzeZzeniem, Ze teoria ta nie wnosi nowych tresci matematycz-
nych, gléwna jednak nadzieja zaproponowanej koncepcji jest mozliwosé zastosowari
praktycznych zaréwno do opisu skomplikowanych systeméw, jak tez do rozwiazy-
wania tzw. trudnych, Zle okreslonych zadan.

Artykut niniejszy pomyslany jest jako mozliwie elementarne wprowadzenie
w istot¢ koncepcji zbioréw rozmytych wraz ze wskazaniem wazniejszej literatury
dotyczacej danego problemu.

2. Pojecia podstawowe. W swej pierwszej pracy [22] L. A. Zadeh podat nastg-
pujace okreslenie zbioru rozmytego.

Niech U oznacza dowolny zbidr obiektow zwany przestrzeniq (uniwersum).
Zbior rozmyty A w tej przestrzeni okreslany jest poprzez tzw. funkcje przynaleinosci
(funkcje charakterystyczna) p,(x), ktéra kazdemu x € U przyporzadkowuje pewna
liczbe rzeczywista z odcinka [0, 1] zwana stopniem przynaleznosci elementu x do
zbioru A. Normalnym zbiorem rozmytym nazywa sig taki zbior A, dla ktérego

maxy4(x) = 1.

PrzYKLAD 1. Niech U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; wowczas zbiér rozmyty
,»kilka” w przestrzeni U mozna okre$li¢ za pomoca nastgpujacej funkcji przynalez-
nosci:

Uia(0) = 0, pina(l) = 0, lukilka(z) =03, wawa(3 =09, ,“kilka(4) =1,
Miia(D) = 0,8, pwa(6) = 0,5, pia(7) = 0, ,uknka(g) =0, Mia(9 =0.
Jezeli stopien przynaleznosci u,(x) elementu x € X do zbioru rozmytego A jest
liczba dodatnia, to parg (u4(x), x) nazywa si¢ singletonem i oznacza symbolem

#a(x)/x lub krocej u(x)/x.
Zbior rozmyty A w przestrzeni U zapisuje si¢ wowczas nastepujaco:

6 A= px,

U

gdzie symbol calki oznacza sume¢ mnogos$ciowa singletonéw.

(*) Pelny wykaz bibliografii jest w trakcie przygotowywania.
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Jezeli przestrzen U jest zbiorem skonczonym, to (1) mozna zastapi¢ zapisem

) A= ZMA(xi)/xi = py X Fpafx2F ..+ /X0,
=1

gdzie symbol + oznacza sum¢ mnogosciows oraz u; = p,(x;).
Tak wigc zbidr ,kilka” mozna napisa¢ w postaci zbioru par:
kilka = {(0, 0), (0, 1), (0,3, 2), (0,9, 3), 1, 4),
(0,8, 5),(0,5,6),(0,7), (0, 8), (0, 9}
Iub, zgodnie ze wzorem (2), w postaci
3 kilka = 0,3/2+4+0,9/3+1/4+0,8/5+0,5/6.

PrzYKEAD 2. Niech U = [0, 100], a wigc uniwersum jest zbiorem nieskonczo-
nym. Zbiér rozmyty ,,mlody” w tej przestrzeni mozna okresli¢ za pomoca nastgpu-
jacej funkcji przynaleznoscei:

1, jesli  x < 25,
2\ -1
)] Bmtoay(X) = (1 +(ﬁ%2_5_) ) . jedli 25 < x < 100.
Funkcje t¢ przedstawiono na rys. 1.

l |
25 50 735 100

wick

Rys. 1

Stosujac notacjg (1), zbidr ten mozna zapisa¢ w postaci:

25 100 25 2\ -1
miody =S 1/x+ S (H’-( x—5 ) ) /x.
) 0 25

Tak wigc zbior rozmyty zostal w sposéb posredni okreslony jako funkcja odwzoro-
wujaca przestrzedt U na odcinek [0, 1]. W spos6b bezposredni definicjg taka podat
Goguen przyjmujac, Zze zbior rozmyty 4 w przestrzeni U to funkcje

&) A4: U-[0,1].

Definicja taka konsekwentnie przestrzegana jest we wszystkich pracach Goguena

oraz w monografii [15], w wigkszosci jednak prac przyjmuje si¢ okreslenie zbioru
rozmytego A poprzez jego funkcje przynaleznosci

® ua: U—[0,1].
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Poniewaz zbidr rozmyty A okreflany jest jako pewien podzbidr zbioru U, wigc,
écisle rzecz biorac, nalezaloby méwié o podzbiorach rozmytych danego zbioru,
a nie o zbiorach. Stanowisko takie konsekwentnie przestrzegane jest w monografii
Kaufmana [11], gdzie w celu odréZnienia pod'zbioru rozmytego A od zwyklego
podzbioru oznacza si¢ go symbolem 4. Stad w celu skrécenia zapisu zamiast zwrotu
,,podzbidr rozmyty A4 zbioru U” pisa¢ bedziemy 4 = U. Poza tym klasa wszystkich
podzbioréw rozmytych danego zbioru U oznaczana bedzie symbolem FS(U), stad
tez zapis A € FS(U) réwnowazny jest zapisowi 4 < U. Podzbiér rozmyty, ktérego
funkcja przynaleznosci okre$lana jest nastgpujaco:

Ug(x) =0 dla_ xeU,

nazywa si¢ pustym zbiorem rozmytym i oznacza symbolem &, natomiast zbior, dla
ktorego

wx)y=1 dla xeU,

jest przestrzenia rozmyta oznaczona symbolem 1.
Réwno$¢ oraz inkluzjg dwéch zbioréw rozmytych 4 i B definiuje si¢ nastgpujaco:

VxeU: 4 =B p,x) = py),
VxelU: 4 < @@,ué(x) < pp(x)-
Jesli natomiast przyjmie si¢ definicje (5), okre$lenia powyzsze beda miaty nastgpujaca
postac:
' VxeU: A = B+ A(x) = B(x),
VxeU: 4 € B< A(x) < B(x).

W dalszej czesci stosowany bedzie pierwszy sposob definiowania, przy tym
zamiast zwrotu typu ,,zbiér rozmyty 4 okreélany jest za pomoca nastgpujacej funk-
cji przynaleznosci u,” bedzie tez stosowany zwrot ,,zbior 4 okreslany jest nastepu-
jaco”. i

Rozpatrzmy teraz podstawowe operacje na elementach zbioru FS(U). Operacje
te okreslane sg nastgpujaco:

1. Suma dwdch zbioréw rozmytych AUB:

) Haon(®) = MAX[u,(x), pg(0)]
2. lloczyn dwdch zbiorow AnB:

®) parp(x) = MIN[(x), s ())-
3. Dopelnienie 4— zbioru rozmytego 4—:

©)] /u,z(x) = l—yd(x).

Centralng pozycj¢ w teorii zbioréw rozmytych zajmuja dwie operacje MAX
oraz MIN, ktére czesto oznaczane sa odpowiednio symbolami v oraz A lub tez
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w jednym i tym samym zapisie stosowane sa obaTodzaje oznaczen. Tak wiec operacje
sumy mnogosciowej mozna okresli¢ nastgpujaco:

ng'z_s(x) = ué(x)v,ug(x)
lub, stosujac notacje (1),

(10) AUB = | (1,0 v (),
U

Z definicji (7) i (8) wynika, Ze operacje te spetniaja prawo lacznosci, przemiennosci,
rozdzielnosci i pochlaniania, ale

(n dud # 1,
(12) And # 9.

Tak wigc zbior wszystkich podzbioréw rozmytych w danej przestrzeni U nie stanowi
algebry Boole’a (jak w przypadku zwyktych zbioréw), lecz jest tzw. algebra migkka
(soft algebra), zwana algebrq Morgana [15].

Nieréwnos$¢ (11) zilustrujemy na przykladzie zbioru ,,mtody”’. Zgodnie z (9),
zbidr ,,nie miody” bedzie mial postad:

(13)
0, jesli  x < 25,

Mnie mlody(x) = 1= Umioay(X) = (I -f-( x-;25

2\ —1
)) , jesli 25« x < 100.

Stad np. dla x = 30 otrzymujemy
Bmiody(30) V Unie mioay(30) = 0,5 # 15
przyjmujac, ze U = ,,przestrzen’” = ,,wszyscy ludzie”’, mamy
,»miody”” U ,,nie mlody” # ,,wszyscy ludzie”.
Wykres obu funkcji przynaleznosci (4) i (3) pokazano na rys. 2.

A

miody ni¢ miody

0.5

0 253035 50 70 100
wick

Rys. 2
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Oprécz zdefiniowanych wyzej podstawowych operacji na zbiorach rozmytych
(bedacych odpowiednikami, a zarazem uogdlnieniami operacji na zwyklych zbiorach),
definiuje si¢ jeszcze wiele innych operacji, ktére wprowadzone s3 glownie ze wzgledu
na potrzeby konkretnych zastosowan. Wazniejsze z tych operacji przedstawiono
nizej (por. [11, 28]).

4. Suma algebraiczna A+ B:

(14 ta+(X) = prg(x)+pp(x).
5. Dualna suma algebraiczna A® B:

(15) Haop(x) = py(x)+pup(x) — (%) + pp(x).
6. lloczyn algebraiczny A - B:

(16) - By g(X) = pg(x) pg(x).
7. Hloczyn zbioru A przez liczbe o€ [0,1]:

amn Haé(x) = “'ﬂé(x)-

8. Iloczyn kartezjariski A x B:

(18) Haxp(%,¥) = py(x) A pg(y)-
9. Operacja koncentracji rozmytosci zbioru A

19 | peonip(®) = [y

10. Operacja rozciggania rozmytosci zbioru 4 (odwrotna do operacji koncen-
tracji):

(20) toin(®) = V().
11. Intensyfikacja kontrastu oznaczana symbolem INT (4):
' (2 P jesli p () < 0,5,
@2n HINT(f)(x) = { 1=2[1 = p (O, jedli yé(x) > 0,5,

12. Operacja rozmywania zbioru 4 oznaczona symbolem F(4; K):
(22) F(4; K) = U () K@),
X
gdzie K(x) — podzbiér rozmyty w przestrzeni U.
13. Normalizacja zbioru rozmytego A

1

23) NORM(4) = =

.4,
gdzie u = max p(x).
. e

W pracy [29] rozpatrywane sa takie zbiory rozmyte, dla ktérych stopien przy-
naleznosci elementu do danego zbioru nie jest liczba z odcinka [0, 1], lecz zbiorem
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rozmytym z tego odcinka. Zbiory takie w pracy [13] nazwane zostaly zbiorami
rozmytymi typu 2. Tak wigc podzbiorem rozmytym w zbiorze X nazywa si¢ podzbiér
A < X okreslony za pomoca nastgpujacej rozmytej funkcji przynaleznosci

@4 g X > 0,17,
gdzie 7 — dowolny skonczony podzbiér zbioru [0, 1].

Wartosé¢ funkeji g, w punkcie x € X jest wigc pewnym zbiorem rozmytym z od-
cinka [0, 1]; zbidér ten (tzn. rozmyty stopien przynalezno$ci) przedstawiony jest

w postaci nastgpujacego wyrazenia:

1) = FU)IUs+ .. +/(UUy = D fUIIUs,  Uiel,

gdzie f: I — [0, 1] — funkcja przynaleznodci okreslajaca stopien przynaleznosci
elementu U; do zbioru My 4(X).
PrzYKEAD [13]. Nlech X = {Zuzanna, Anna, Ewa}; podzblor rozmyty typu 2,
s>wspaniala’ (kobieta) moze by¢ okreslony w tym zbiorze nastgpujaco:
wspaniala = wysoka/Zuzanna + $rednia/Anna + niska/Ewa,
gdzie rozmyte stopnie przynaleznosci: wysoka, Srednia, niska, moga by¢ okreslane
nastgpujaco:
wysoka = 0,4/0,7+0,9/0,9+1/1,
§rednia = 0,3/0,3+1/0,5+0,3/0,8,
niska = 1/0,1+0,7/0,2+0,3/0,3
(przyjelismy tu, ze I = {0,1, 0,2, ..., 1}).

Zauwazmy, Ze podstawowe operacje na zbiorach rozmytych definiowane sa
poprzez operacje na funkcjach przynaleznosci. W przypadku zbioréw typu 2 funkcje
przynaleznosci okreslaja zbiory rozmyte typu 1, stad tez operacje na zbiorach typu 2
mozna zdefiniowa¢ poprzez operacje na zbiorach typu 1. W pracy [13] wprowadza

si¢ jeszcze inny sposob definiowania tych operacji, a mianowicie sa one okre§lane
nastgpujaco:

1. Suma

AUB < t0p(x) =py(x) L pglx) = Z Z (fw) A g(9)) /s V).
2. Hoczyn

4B = igngs) = ) Mtga) = D55 () A g00) s A ).

3. Uzupelnienie
fz‘i@ﬂg(x) = _U‘d(x) = E Sw) (1 —w),
£ E 7

gdzie f i g sa to funkcje przynaleznosci odpowiednio zbioréw rozmytych u é(x)
oraz uy(x). "
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W pracy [13] zbadane zostaly wiasnosci wprowadzonych tu operacji. W szczegol-
nosci, dowodzi sig, Zze klasa podzbioréw rozmytych typu 2 tworzy kratg dystrybutyw-
na wzgledem operacji | | i {], ale tylko pod warunkiem, Ze rozmyty stopien przy-
nalezno$ci jest wypukly i normalny, tzn. gdy spelnia nast¢gpujace dwa warunki:

(1) fa) > minlfw), f@)] dla i < k, i <j <k,

(2) maxf(u;) = 1.

i

Poza tym w pracy [13] wskazano mozliwo$¢ definiowania zbioréw rozmytych
typur (n=1,2,..).

Na zakonczenie omawiania podstawowych pojgé teorii zbiorow rozmytych po-
damy tzw. twierdzenie o dekompozycji [11, 15], ktére pozwala przedstawi¢ zbiory
rozmyte w postaci kompozycji zwyklych (nie rozmytych) rozbioréw. Twierdzenie to
moéwi, Zze kazdy zbidr rozmyty A mozna przedstawi¢ w postaci

- (25) A=Uua 4, 0<as<l

gdzie- A, jest tzw. a-warstwq zbioru rozmytego A, okreslona wzorem
Ay = {xeUlp,x)>0a}, O0<a<l.

Zauwazmy, ze A, jest zbiorem w zwyklym sensie, a nie zbiorem rozmytym.
Przyklady zastosowan tego twierdzenia podamy w dalszej czgéci artykutu.

3. Zbiory rozmyte Goguena. Pojecie zbioru rozmytego zaproponowane przez
L. A. Zadeha zostalo w interesujacy sposéb uogdlnione przez J. A. Goguena [7].
Uogdlnienie to polega na tym, ze zamiast odcinka [0, 1] Goguen przyjal dowolny
zbidr czeSciowo uporzadkowany, w szczegblnosci moze to byé¢ krata. Przyjmijmy,
ze dana jest krata dystrybutywna L, w ktérej operacje kresu gérnego i kresu dolnego
oznaczone sg odpowiednio symbolami v i A.Poza tym, niech symbole <,01i7
oznaczaja odpowiednio relacje porzadku czgsciowego, zero oraz jedynke w tej kracie.
Podzbiér rozmyty 4 w pewnej przestrzeni U okreslony jest za pomoca funkcji przy-
naleznosci

(26) iy UL,

ktora kazdemu x € U przyporzadkowuje element i,(x) € L zwany stopniem przy-
naleznosci. )

Okreslony w ten sposob zbidr nazywa si¢ zbiorem L-rozmytym lub L-zbiorem
od stowa krata (ang. lattice).

Definicje rownosci, inkluzji oraz podstawowych operacji (sumy, iloczynu i uzu-
pehnienia) dla przypadku L-zbioréw sa nastgpujace:

1. Inkluzja

VxeU: Ac B < A, (%) < Ax(%).
2. Réwnosé

VxeU: A =B < 1,(x)=Ag(x).
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3. Suma
VxeU: Aéug(x) = Ay(x) v Ap(x).
4, Toczyn
VxeU: Aéng(x) = ld(x) A llz(x).
5. Uzupelnienie A zbioru A
VxeU: Zﬁ,(x)/\lg(x) =0i Zd(x)vlé(x) =1

Jak wida¢, operacja uzupetnienia jest tu okreslona inaczej anizeli uczynit to Zadeh.
Latwo tez zauwazy¢, ze koncepcja Zadeha i Goguena pokrywaja si¢ tylko w przy-
padku kraty dwuelementowej L = {0, 1}.

4. Relacje i grafy rozmyte. Relacje (a wigc i grafy) rozmyte mozna zdefiniowac
dwojako: okreslajac je na zwyklych zbiorach lub okre$lajac je na zbiorach rozmytych.
Zalézmy, ze dane sg dwa zbiory (nie rozmyte) X'i Y. Rozmytq relacjq binarna w X x Y
nazywa si¢ dowolny podzbiér rozmyty R w-zbiorze X x Y funkcji przynaleznosci
l-‘l}l (X » Y )'

Niech X i Y oznaczaja dwa zbiory rozmyte X < X, Y < ¥, ktérych funkcje
przynaleznosci oznaczono odpowiednio symbolami oy oraz oy. Rozmytq relacjq
binarng w zbiorze X x Y nazywa si¢ [30] podzbidr rozmyty Rw zbiorze Xx Y, ktorego
funkcja przynaleznosci Mg spetnia warunek

@7) 1g(x, ¥) < minfoy(x), 5y ().

Na zbiorze wszystkich relacji jako podzbiorach rozmytych mozna okreslic dowolna
operacj¢ zdefiniowana dla zbiordw rozmytych. Ponadto mozna definiowaé jeszcze
nowe operacje. Niektore z nich podane sa nizej.

Niech dane beda dwie relacje 4 i B, ktérych funkcje przynaleznosci oznaczone
sa symbolami u, 1 4z, operacje ztoZenia tych relacji, w wyniku ktdrej otrzymujemy
relacje C, definiﬁje sie trojako: »

(1) max-min zloZenie

pe(x, ) = MAX[MIN (uy(x, 2), pa(z, 2))];
(2) max-iloczyn zlozenie
puc(x, y) = MAX[.uA(x 2) - pp(z, M)

(3) min-max zloZenie
fe(x, y) = MIN[MAX (uy(x, 2), ug(z, »))]-

Poza tym mozliwe sa jeszcze inne definicje wedlug schematu [11]
/{(_:(x, ») = MAX [ﬂé(x, Z)*,ug(zs »l,
z

gdzie * oznacza dowolng operacj¢ taczna monotonicznie niemalejaca.
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Operacje zlozenia relacji A i B oznacza sig symbolem 4 o B i jesli nie ma dodatko-
wych wyjasniefi, to pod symbolem tym rozumie si¢ max-min zlozenie.
Przyjmijmy, ze relacja I = Xx X okreslona jest nastgpujgco:

1, jesli x=y,
HED =10 el x # s
woéwcezas n-ta potege relacji R okreSla si¢ nastgpujaco:
R =1,
‘B"+1 — _Bn ° B
Iteracje (domknigcie) relacji R = X x X okresla si¢ wedtug wzoru [11]
N o0
(28) R=U R,
n=0
natomiast relacje R~! odwrotnq do danej relacji R okresla sig wzorem [15]
Vx,yeX: pp-1(x,y) = pug(y,x).
Rozpatrzymy teraz sposéb definiowania wlasnosci dla relacji rozmytych [11].
1. Zwrotno$¢ najczesciej okresla si¢ nastgpujaco:
VxeX: pug(x,x)=1, czyi [<S R
czasem [30] okresla sig tez tzw. e-zwrotnosc:

’ VxeX: pp(x,x) 2¢e, 0<e<l
W przypadku relacji rozmytej okreslonej na zbiorze rozmytym zwrotno$¢ okresla
si¢ nastgpujaco [30]:
VxeX: pgp(x,x) = o(x), \
gdzie o jest funkcjg przynaleznosci okreélajaca zbior rozmyty, na ktérym okreslona
jest relacja R. :

2. Symetria
Vx,yeX: ug(x,y) = pg(y,x), czyli R =R.
3. Przechodnios$é
Vx,y,zeX: yg(x,y) > MAX [,ug(x, 2) A,u,s(z,y)], czyli R o R

4. Antysymetria
Vx,yeX: x #p = pg(x,y) # pr(y,x) albo  pg(x,y) = pg(y, x) = 0.
Antysymetria okreslana jest tez nastgpujaco [26]:

Vx,yelX: ,ug(x,y) > 0 oraz ,ug(y,x) >S0=>x=y

(tak zdefiniowana antysymetria nazywana jest antysymetriq doskonalg [11]).
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5. Spdjnosé
Vx,yeX:x#y = ,ug(x,y) > 0 lub ,uB(y,x) > 0.

Na podstawie tych wlasnosci definiowane sa rézne relacje rozmyte:

1. Relacja réwnowaznosci rozmytej (zwrotno$é, symetria, przechodnios$¢).

2. Podobieristwo rozmyte (zwrotnos$¢, symetria).

3. Quasiporzqdek rozmyty (zwrotnosé, przechodnio$c).

4. Porzqdek rozmyty (zwrotno$é, przechodnio$¢, antysymetria).

5. Liniowy porzqdek rozmyty (porzadek spdjny).

W pracy [20] relacja podobienistwa rozmytego zostala okreSlona jako iteracja
relacji zwrotnej i symetrycznej. Jedli relacja R jest zwrotna i symetryczna, to [20]

0 < pup(x, ) < pga(x,¥) < ..o S pigeo(x,¥) < 1,

czyli ciag R, R?, ... jest zbiezny. Jesli w ciagu tym wystgpuja powtarzajace si¢ cykle
(co jest mozliwe w przypadku dowolnych relacji), to relacje R nazywa si¢ relacjq
cykliczng [11] lub periodyczng [21].

Jesli relacja rozmyta R okreslona jest na zbiorze skonczonym-o liczebnosci n,
to- wiadomo [11], Ze istnieje takie k < n, ze

#R(X, ) < pp(X, ) < oo < pgi(X, ¥) = pgria(X, ).
Domknigcie (28) okresla wowczas wzor
29 R =RUR*U ... URK.

Zgodnie z ogélnym twierdzeniem o dekompozycji zbioréw rozmytych, kazda relacje
R mozna przedstawi¢ w postaci

(30) R=U R,

W szczegélnodci, jesli R jest relacja rozmytej réwnowaznodci, to R, sa relacjami
réwnowaznosci w zwyklym sensie. Tak wigc relacja rownowaznosci rozmytej (trak-
towana tez jako relacja podobienistwa) moze by¢ przedstawiona w postaci ciagu
»wlozonych® w siebie zwyklych relacji rownowaznosci, gdyz

31 oy 2ty = Ry © Ry,

Fakt ten wykorzystywany jest przy konstrukcji algorytméw rozmytej hierarchicznej
klasyfikacji lub rozpoznawania obrazéw [9]. Pojecie relacji rozmytej, podobnie jak
w zwyklej teorii mnogosci, wykorzystywane jest do definiowania graféw rozmytych.
Najczesciej grafem rozmytym G nazywa si¢ parg (V, R), gdzie V oznacza zbidr
(zwykly) wierzchotkéw, a R relacje rozmyta okreslong na tym zbiorze [11]. Jesli
przyjmie si¢, Ze zbior wierzchotkéw jest zbiorem rozmytym okreslonym za pomoca
funkcji o, to grafem rozmytym G nazywa si¢ [30] taka parg (¥, R), Ze relacja R
speinia warunek (por. (27)):

(32) pg(x,y) < o(x) Ao(y),

tzn. krawgdz grafu nie moze mie¢ stopnia przynaleznosci (do danego grafu) wigk-
szego anizeli stopnie wierzcholkéw, ktére ona laczy.
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Poniewaz w grafie rozmytym kazda krawgdZ ma odpowiedni stopien przynalez-
nosci, wigc moze powsta¢ problem okre$lania stopnia przynaleznosci laficucha lub
drogi w danym grafie (laczacej dwa wierzcholki). Zamiast stopnia przynaleznosci
definiuje si¢ tzw. wytrzymalo$¢ lub moc laricucha (drogi).

Laricuchem w grafie rozmytym G = (V, R) nazywa si¢ ciag wierzchotkow
X1, X2y ey Xy taki, 2e pp(xi, X4 1) > 0. WytrzymaloSciq laricucha nazywa si¢ naj-
mniejsza sposrdd liczb ,u;(xi, X;41) (tzn. wytrzymato$¢ tadcucha réwna jest wytrzy-
matosci najstabszego ogniwa). Najmniejszym laricuchem taczacym wierzcholki x i y
nazywa si¢ ten sposrod wszystkich tancuchéw laczacych te wierzchotki, ktéry ma
najwigksza moc (wytrzymatos¢).

5. Funkcje rozmyte. Jedno z podstawowych pojgé matematyki, jakim jest funk-
cja, w jezyku teorii zbior6w rozmytych definiowane jest bardzo réznie. Wydaje sig,
ze zadna z propozycji nie zostala jeszcze dokladnie zbadana, stad tez zadna z nich
nie zyskala przewagi nad innymi. Zauwazmy przede wszystkim, Zze podobnie jak
w przypadku relacji rozmytych, funkcj¢ rozmyta mozna definiowaé na zwyklych
zbiorach lub na zbiorach rozmytych. W pierwszym przypadku elementowi dziedziny
W sposob rozmyty, a wigc z okreSlonym stopniem przynaleznosci, odpowiada jakis
element przeciwdziedziny. W drugim natomiast przypadku jest to odpowiednio$¢
migdzy dwoma zbiorami rozmytymi typu ,,dobra ksiazka’ — ,,wysoka cena’’, przy
czym odpowiednio$¢ ta nie jest juz rozmytg.

Podamy teraz w skrécie niektore propozycje okreslenia funkcji rozmytych; przyj-
mujemy przy tym, 2e X i ¥ sa to dane zbiory, a py: X - [0,1]1i IH s [0, 1]
sa to funkcje przynaleznosci okreslajace zbiory rozmyte AiB odpowiednio w zbio-
rach X'i Y. Poza tym FS(X) i FS(Y) sa to zbiory wszystkich podzbioréw rozmytych
w zbiorach X'i Y. .

1. Funkcje rozmyta, ktéra zbiorowi 4 < X przyporzadkowuje zbiér B < Y,
traktuje si¢ jako zwykle odwzorowanie:

v S FS(X) - FS(Y).
2. Funkcje rozmyta, ktéra zbiorowi 4 < X przyporzadkowuje zbiér B < ¥,
okreéla si¢ jako odwzorowanie f: X — Y takie, ze
pp(f(0) = ps()
Iub tez jako odwzorowanie spelniajace warune~k

/‘g(f(x)) = ﬂg(x)-
3. Funkcje¢ rozmyta f: X — Y utozsamia si¢ z relacja rozmyta w X' x Y lub tez
z relacja rozmyta w X' x Y.
4. Funkcja rozmyta traktowana jest jako odwzorowanie f: FS(X) — FS(Y), ktore
kazdemu 4 przyporzadkowuje zbiér B wedtug nastgpujacego wzoru [11]:

#p() = MAX [up(x, y) A pug(x)]

gdzie ,u,s(x, y) jest funkcja przynalezno$ci okreslajaca relacjg rozmyta R w X x Y.
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Definicja ta jest uogdlnieniem definicji zwyklej funkcji polegajacym na tym, ze
w przypadku zwyklej funkcji méwimy ,,jesli x = a, to y = b poprzez funkcje /7,
a w przypadku wyzej zdefiniowanej funkcji rozmytej mowimy ,,jesli x = 4toy = B
poprzez relacje R”. ’

5. e-funkcja rozmyta f: X — Y nazywa sié (por. [30]) relacje rozmyta R <« Xx ¥,
taka, ze dla kazdego x € X istnieje dokladnie jeden element y € Y taki, Ze ux(x, y) =
>e 0< e L. i

6. Rozmyto$¢ i prawdopodobienstwo. Zarowno rozmytosé, jak i losowos$¢ okre-
§laja ,,nieokreslonosé” otaczajacego nas Swiata rzeczywistego. Mimo pozornego
podobienistwa sa to dwie rozne rzeczy. Zauwazmy, Ze jesli mamy jaka$ przestrzen X
(np. zbidr skonficzony), to prawdopodobienistwa sa liczbami z odcinka [0, 1] przy-
porzadkowanymi podzbiorom (tzn. zdarzeniom) zbioru X, a rozmytosc
(stopient przynaleznosci) sg to liczby (w ogélnym przypadku elementy pewnej kraty)
w sposOb subiektywny przyporzadkowane elementom zbioru X.

Prawodopodobiernistwo dotyczy nieokreslonosci pojawienia si¢ jakiego$ doktadnie
(precyzyjnie) okreslonego zdarzenia, a rozmyto$¢ dotyczy nieokreslonosci zawartej
w nieprecyzji okreSlenia samego obiektu. Stad tez wydaje si¢ sensowne zbudowanie
teorii probabilistycznej, ktéra dotyczyé bedzie nieokreslonosci pojawienia sig zdarzen
nie okreslonych precyzyjnie, tzn. rozmytych. Propozycj¢ taka po raz pierwszy podat
Zadeh w roku 1968 w pracy [24]. Jako rozmyte zdarzenie losowe 4 w przestrzeni R"
okreslit on dowolny podzbidr rozmyty w R", ktérego funkcja przynaleznosci w4
jest mierzalna wedtug Borela, tzn. rozmyty podzbiér 4 < R" nazywa sig¢ rozmytyr;z
zdarzeniem, jesli dla kazdego « € [0, 1] zbidr 4, = {x € R*| p(x) = o} jest zbiorem
Borela w zwyklym sensie. Prawdopodobienstwo zdarzenia rozmytego A okresla sig
nastgpujacym wzorem [24]: 4

P(4) = {pa(x) P(dx) = Efp ()]

R"
gdzie P — miara probabilistyczna na R".
Tak wigc jest to uogélnienie zwyklej definicji prawdopodobienistwa zdarzenia 4
jako wartosci oczekiwanej funkcji charakterystycznej podzbioru A.

Z wiasnodci zbioréw rozmytych wynikaja nastgpujace wilasnoéci prawdopodo-
bienstwa:

I. 4 < B = P(4) < P(B),
2. P(4UB) = P(4)+P(B)—P(4n B),

0 0
30U 40) < D TP(4)
i=1 i=1
Wykorzystujac iloczyn algebraiczny zbioréw rozmytych (por. (16)), definiuje si¢
niezaleznos¢ dwéch zdarzen rozmytych w postaci nastgpujacej réwnosci

P(4- B) = P(4)- P(B).
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Prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia 4 pod warunkiem, Ze zajdzie zdarzenie
B, okresla wowczas wzor
P(4-B)

P(B)
W pracy [24] wprowadza si¢ tez pojecie wartosci oczekiwanej oraz ,,.kowariancji”
rozmytego zdarzenia losowego 4 < R". Wielkosci te okreslane s3 nastgpujaco (?):

P(4/B) =

1 n
M) = 75@15” x‘ué(x)P(dx) dla AcR, n>1
1

GU) = gy ) e M), 2 =M () P()

Rn

(x,y):Zx,-y, dla x=(x,x2,.... X )€R", y=(V1,Y2,.--, V) ER".

Jak wspomniano na poczatku tego ustgpu, proponowana teoria probabilistyczna
dotyczy nieokreslonosci pojawienia si¢ zdarzen nieokreslonych. Jako miar¢ nicokre-
§lonosci zdarzenia rozmytego w pracy [24] zaproponowano wielko$¢ entropii H
podzbioru rozmytego 4 wzgledem rozkladu P = {(x(,p1), ..., (Xu, Pa)}:

HP(4) = =" py(x) pi log pi.
i=1

Poza tym dowodzi si¢, ze dla dwoch rozktadow P = {(x;,p1), --., (X, Pn)} oOraz
Q = {(yl » ql)s e (yma qm)} zachodzi réwnos¢é
HP2(4 - B) = P(4) H"(4)+P(B) H%(B),
gdzie
P-0={pgq}, i=12,..,nj=12,....,m,
a wigc jest to uogolnienie zaleznosci
H(x,») = HG)+H(),

gdzie x i y sa to dwie niezalezne zmienne losowe, a H entropia w zwyklym sensie.

Jako nieprobabilistyczny wariant entropii dla skoriczonych zbioréw rozmytych
4= Z ,ué(x,-)/x,- zaproponowano w [6]:

H(4) = —KZ /‘A(xz)lnﬂ.ﬂ(xi)v

7. Lingwistyka rozmyta. Znany problem luki migdzy jezykami naturalnymi a jezy-
kami formalnymi usiluje si¢ rozwiazaé poprzez koncepcje jezykow stochastycznych
(probabilistycznych). W pracach [17], [28] proponuje si¢ dodatkowo koncepcje jezy-
kéw rozmytych. Jezyk rozmyty rozpatrywany jest zaréwno jako naturalny jezyk

(®) Podany tu wzér na ,,kowariancj¢” zostat okreslony przez L. A. Zadeha jedynie dla zdarzen
rozmytych 4 < R
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rozmyty, jak tez formalny jezyk rozmyty. Rozpatrzmy najpierw pierwsza konce-
pcje, wedtug ktorej przyjmuje si¢, ze dany jest pewien alfabet zwany zbiorem
terminéw atomarnych. Zbior ten sklada si¢ (jako suma mnogosciowa) z nastgpu-
jacych podzbiorow:

— termy pierwotne (traktowane jako nazwy podzbioréw rozmytych w pewnej
przestrzeni U, np. mlody czlowiek, fadna dziewczyna itp.),

— spojniki logiczne (nie, i, Iub),

h-termy (ang. hedges) — to takie okreslenia, jak: troche, bardzo, mniej wiecej,
nieznacznie, wyjatkowo itp.,

— nawiasy.

Z elementéw zbioru terméw atomarnych wedlug zadanej gramatyki budowane
s stowa poprawne zwane termami. Zbidr wszystkich terméw oznacza si¢ symbolem
T.

Jezykiem rozmytym L nazywa si¢ dowolna relacje rozmyta w zbiorze Tx U,
funkcje¢ przynaleznosci tej relacji oznacza si¢ symbolem p;(x, ), tzn. L <« Tx U.

Dziedzing jezyka L nazywa si¢ podzbiér rozmyty D(L) Zbioru T, okreslony na-
stepujaco:
(33 NQ(Q(X) = SI;p,u,;(x , ).

Podzbior ten nazywa sig tez cieniem (ang. shadow) jezyka L na T.
Pojeciem rozmytym nazywa si¢ dowolny podzbiér rozmyty w zadanym zbiorze U.
Znaczeniem danego termu x € T nazywa si¢ podzbiér rozmyty M(x) zbioru U,
ktory okreslony jest za pomoca nastgpujacej funkcji przynaleznoscei:

(34) Ppeo(¥) = p(x,9), yeU.

Tak wiec znaczeniem termu x jest odpowiednie pojecie rozmyte, np. znaczeniem

-termu ,,}adna dziewczyna” jest pewien podzbiér rozmyty zbioru U (= wszyscy
ludzie).

Zaklada sig, ze znaczenia termow pierwotnych sg z gory dane, a znaczenia ter-
mow zlozonych sg obliczane zgodnie z regutami wykonywania odpowiednich ope-
racji na znaczeniach terméw pierwotnych, tzn. na odpowiednich zbiorach rozmy-
tych. Reguly takie rozpatrzone sa w [25], w szczegdlnosci spojnikom logicznym ,,i”,
,»lub’” oraz ,,nie’” odpowiadaja operacje iloczynu, sumy i uzupelnienia. Na przyklad,
h-termy ,,bardzo”, ,,mniej wigcej”’, realizowane sa poprzez operacje koncentracji
(CON) i rozmywania (F), a znaczenie termu ,,nieznacznie Y’ oblicza si¢ wykonujac
operacjg NORM (,,Y i nie bardzo Y”).

Zalézmy, Ze znaczenie termu pierwotnego ,,mtody’” podano w péstaci zbioru
okre§lonego wzorem (4); wowczas znaczeniem termu ,,bardzo mlody” (w wyniku
zastosowania operacji CON (por. (19))) jest zbiér M (,,bardzo mlody’’) okreslony
nast¢pujaco:

. 25 100 95 \2\-2
(39) o man®) = { 174 { (14(2 7)) v

0 25
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Rozpatrzmy teraz koncepcj¢ formalnego jezyka rozmytego. Podobnie jak w tra-
dycyjnej lingwistyce matematycznej, przy danym alfabecie V, formalnym jezykiem
rozmytym L nazywa si¢ podzbior rozmyty zbioru V*, tzn. L = {u,(x)/x}, x € V*.
Podzbiér L = V* mozna okresli¢ poprzez danie gramatyki rozmytej Iub tez automatu
rozmytego. Przez pojgcie .gramatyki rozmytej G rozumie| si¢ czworke G =
= (Vn, V, P, S), gdzie Vy—zbior symboli pomocniczych, V — alfabet jezyka,
P — zbiér rozmytych regut produkcji oraz S € ¥y symbol poczatkowy (aksjomat).

Kazda produkcja # — v jako element zbioru rozmytego ma swoj stopien przy-
nalezno$ci up(u — ) = r;, stad tez w celu uproszczenia zapisu, rozmyta regulg
podstawienia~zapisuje si¢ w postaci

u'tbo.

W yprowadzeniem lub wywodem stowa y ze stowa x nazywa si¢ nastepujacy ciag:
xL%g Thoy > L P,y v

Jezykiem rozmytym L generowanym przez gramatyke rozmytq G (oznaczonym sym-
bolem L(G)) nazywa si¢ zbidr wszystkich stéw, ktére mozna wyprowadzi¢ z symbolu
poczatkowego S gramatyki G. Kazde stowo x jako element zbioru rozmytego ma
swéj stopiefi przynalezno$ci p,,(x) do danego jezyka. Stopiefi ten okreSla sig
wzorem

lu{:(g)(x) = MAX [MIN(r07 Fis iy I’,,)],
gdzie maksimum brane jest po wszystkich wywodach

Lo, Ny, e x
sfowa x z aksjomatu S.

Z powyzszego tatwo wywnioskowaé, ze w zbiorze P moze istnie¢ kilka takich
samych regul podstawienia u — v réznigcych si¢ tylko stopniem ich przynaleznosci
do P. W powyzszej definicji gramatyki i jezyka nie czynito si¢ zadnych zatozen co
do sposobu wyboru regut przy wyprowadzaniu jakiego$ stowa. W pracy [15] omod-
wiono gramatyke rozmyta, w ktorej stosowanie nastgpnej reguly uzaleznione jest
od reguly poprzednio zastosowanej. Poniewaz jezyk rozmyty jest zbiorem rozmytym,
wigc na zbiorze jezykéw mozna definiowaé takie same operacje jak na zbiorach
rozmytych. Ponadto, podobnie jak w zwyklej teorii jezykéw formalnych, definiuje
si¢ takie operacje, jak: zlozenie jezykow, potggowanie, iteracja itp. (por. [l1O]).

Formalny jezyk rozmyty moze by¢ rowniez definiowany za pomoca automatu
rozmytego, ktéry kazdemu akceptowanemu fancuchowi x € V* przyporzadkowuje
stopien przynaleznosci ,u,;(x). Automat rozmyty jest to system

36) A= (0,V,P,{C(x0)| xxeV}, T),

gdzieQ = {q9,, 92, ..., 4} — zbiér stanéw wewnetrznych automatu, V = {x,, x5, ...
..y X } — alfabet wejsciowy, P = (p;, p2, ..., pn) — wektor okreSlajacy stopien
przynaleznosci p; stanu ¢; do zbioru stanéw poczatkowych, T = (¢, t,, ..., t,) —
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wektor okreslajagcy stany koncowe automatu, C(xi) — macierz przejéé¢ z jednego
stanu do innego przy danym sygnale wejSciowym x;. .

Element c;;(x;) tej macierzy okrela stopien przynalezno$ci przejscia automatu
A ze stanu g; do stanu g; przy sygnale wejsciowym x;.

Jezeli na wejéciu dane jest pewne stowo (ciag sygnatéw wejsciowych), to macierz
przej$¢ dla niego okresla si¢ na podstawie macierzy przejéé poszczegdlnych sygnaléw
wedlug nastgpujacego wzoru:

C(x) = C(x;,) o C(xy,) ... o C(xy,),
gdzie x = x;,x;, ... x;, — slowo wejéciowe, o— operacja, zlozenia okre§lona na-
stepujaco:

ColC' < ¢ = mlectx min(cix, ck}).
Jezykiem rozmytym L generowanym przez automat A nazywa si¢ podzbidr rozmyty
zbioru V*, ktérego funkcja przynalezno$ci okreslona jest nastgpujacym wzorem
[10]:

37 py(x) = PoC(x)o T.

W pracy [14} automat rozmyty zdefiniowany jest jako szczegdlny przypadek tzw.
automatow z wagami. Automat taki definiuje si¢ w postaci systemu

(38) 4= (S’ Za W: ", 7, 77)’

gdzie S — skoficzony zbiér standw, X — alfabet wejsciowy, W — przestrzefi wag,
n— funkcja przejsé¢ u: Sx2Z*x S — W, n— funkcja stanéw poczatkowych =x:
S = W, n — funkcja stanéw koricowych 5: S — W.

W zaleznosci od wyboru przestrzeni W oraz sposobu okre$lania funkcji 4 (jako
szczegllne przypadki powyzszej definicji) otrzymuje si¢ takie automaty, jak: opty-
mistyczne automaty rozmyte, pesymistyczne automaty rozmyte, mieszane automaty
rozmyte i inne.

8. Logika rozmyta. Podstawowym pojeciem logiki rozmytej jest rozmyta for-
mula logiczna. Formula taka jako funkcja F: [0, 1]" — [0, 1] w logice rozmytej jest
definiowana zupelnie podobnie jak w logice tradycyjnej. Réznica polega na tym,
ze kazda ze zmiennych (a wigc i cala formuta) przyjmuje nie dwie, lecz nieskoriczenie
wiele wartoéci (reprezentowanych liczbami z odcinka [0, 1]). Wartosé logiczna T(F)
formuty rozmytej F oblicza si¢ zupelnie podobnie jak w wielowarto$ciowej logice
Fukasiewicza, a mianowicie wedtug regut [12]:

T(F)=1~T(F), T(4AB)= min[T(4), T(B)],
T(A v B) = max[T(4), T(B)].

Poniewaz nie ma syntaktycznych réznic w definicji formut rozmytych i formut
zwyklych, wigc na logike rozmyta mozna przenie$é mechanicznie twierdzenie logiki
klasycznej o mozliwosci przedstawienia dowolnej formuly w normalnej postaci
koniunkcyjnej badz dysjunkcyjne;.
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Formule rozmyta F nazywa si¢ rozmycie prawdziwg, jesli dla dowolnych podsta-
wien zachodzi nieréwnos$¢ T(F) > 1/2. Formula ta jest rozmycie niespetnialna wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych podstawien T(F) < 1/2.

W pracy [12] rozpatrywane sa zwiazki logiki rozmytej z logika klasyczna. W szcze-
golnosci dowodzi sig, ze formula F jest rozmycie prawdziwa (niespeinialna) wtedy
i tylko wtedy, gdy formula ta jest prawdziwa (niespelnialna) w zwyklym sensie.
A wigc formula A4vT]A4 jest rozmycie prawdziwa (rozmyte prawo wylaczonego
$rodka).

Implikacja rozmyta traktowana jest roznie. Rozpatrujac ja z punktu widzenia
czysto syntaktycznego, okresla si¢ ja w postaci wyrazenia [11]: T]4v B; wowczas
T(4 - B) = T(T14V B) = max[l —T(4), T(B)]. Traktujac ja semantycznie, méwi sig’
(por. [12]), ze formuta A rozmycie implikuje formule B wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego « € [0, 1] z nieréwnosci T(4) > o wynika nieréwnos¢ T(B) = «. Wowczas,
podobnie jak w logice Lukasiewicza, T(4 — B) = min[l—-T(4)+ T(B), 1].

Jeszcze inaczej problem implikacji ujmowany jest w pracy [29], gdzie logika roz-
myta rozpatrywana jest z punktu widzenia lingwistycznego, tzn. zamiast wartosci
logicznych z odcinka [0, 1], rozpatrywane sa wartosci lingwistyczne takie jak praw-
da, mniej wigcej prawda, prawie falsz itp., znaczeniem ktorych sg zbiory rozmyte.
Na przyklad warto$¢ logiczna prawda moze by¢ zdefiniowana (znaczenie termu
pierwotnego) w postaci zbioru:

1
praqu = S,uprawda(x)/x; ~
0
wowczas warto$¢ logiczna mniej wigcej prawda mozna obliczyé stosujac operacje
rozciggania (por. (20)):
1
mniej wigcej prawda = S]/ Hprawda(X)[X .
0
Implikacja w tej logice traktowana jest jako zdanie warunkowe ,,jesli 4 to B’ i przy
tym nacisk polozony jest na ,,obliczanie” B, jesli dane jest 4, a nie na obliczanie
wartosci logicznej podanego zdania. Zatézmy, ze dane s3 dwa zbiory Ui V; wowczas
formulg IF 4 THEN B (tzn. jesli 4 to B) w pracy [29] proponuje si¢ traktowa¢ jako
relacje rozmyta na zbiorze U x V okreslong wzorem:

IF 4 THEN B=4 > B= AxBudxV, AcU, BcV.
Majac te relacje oraz majac dane D, wielko$¢ B oblicza si¢ korzystajac z nastgpuja-
cego wzoru:
B=Do(4-B),
gdzie symbol o oznacza zlozenie relacji 4 — B ze zbiorem D traktowanym jako re-
lacja unarna.
W przypadku gdy D jest zwyklym zbiorem oraz D = 4 otrzymujemy znang

A B . .
regule modus ponens L/JB?;’, ktéra w pracy [28] uogdlnia si¢ nastepujaco:

~
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Zamiast zdania ,,IF 4 THEN B” rozpatruje si¢ zdanic ,,IF 4 THEN B ELSE C”,

ktéremu odpowiada relacja rozmyta w Ux V:
AXBU(4XxC), A< U, BcV,CcV.
Reguta wnioskowania przyblizonego przyjmie wowczas postaé [29]:
D, IF 4 THEN B ELSE C
Do (4xBU(4xQ)

9. Algorytmy i programy rozmyte. Koncepcje algorytmu rozmytego po raz
pierwszy zaproponowat L. A. Zadeh w 1968 roku [23]. Przez pojgcie to rozumie sie
algorytm, ktoéry zbudowany jest z instrukcji rozmytych, tzn. takich, ktore w defi-
nicji swej zawieraja zbiory rozmyte. Na przyklad, ,,do x doda¢ mala liczbe™, ,,jesli y
jest male, to zwielokrotni¢ kilka razy” itp. Zbiory rozmyte w tych instrukcjach to
»mala” i, kilka”.

Algorytmy rozmyte moga byé formulowane dla wielu réznych celéw. Stad tez
wprowadza si¢ nastepujacg klasyfikacje algorytméw [28]:

— algorytmy definiujgce: algorytmy te stuza do opisu zlozonych lub Zle okreslo-
nych pojeé, systemow itp., a wigc stuza do definiowania zbioréw rozmytych za po-
mocg innych zbioréw rozmytych;

— algorytmy generujqce: algorytmy te stuza nie do opiséw, lecz do generowania
zbioréw rozmytych, np. muzyki, przepiséw kucharskich, tekstéw pisanych itp.,

— algorytmy behawioralne: algorytmy te sluza do opisu zachowania si¢ syste-
mow;

— algorytmy decyzyjne: stuza do opisu strategii lub regul decyzyjnych w warun-
kach niepelnej okreslonosci, tzn. w $rodowisku rozmytym.

Jednym z wazniejszych problemoéw teorii algorytmdéw rozmytych jest problem
ich realizacji (wykonania). Na przyklad, instrukcja rozmyta ,,wykonaj kilka krokow”’,
gdzie zbidr kilka okreslono nastepujaco:

kilka = 0,5/3+0,8/4+1/5+1/6+0,8/7+0,5/8,
oznacza wykonanie od 3 do 8 krokoéw, ale ktéra sposrdd liczb 3, 4, 5, 6, 7, 8 ma byé
wybrana? W pracy [23] zaproponowano dwie metody: probabilistyczna i niedetermi-
nistyczng. W pierwszym przypadku liczba ma byé wybrana losowo, z prawdopodo-
bienistwem proporcjonalnym do wielkosci stopnia przynaleznosci, a wigc w podanym
przykladzie prawdopodobienistwa te sa nastepujace: 0,5/2,8, 0,8/2,8, 1/2,8, 1/2,8,
0,8/2,810,5/2,8.

W drugim przypadku zbiér rozmyty redukowany jest do tych elementow,
ktérych stopiefi przynaleznosci jest nie mniejszy od zadanej wielkosci progowej «,
tzn. brana jest a-warstwa danego zbioru i algorytm rozpatrywany jest w sposdb
niedeterministyczny (wedlug Floyda).

Algorytm rozmyty mozna tez zdefiniowaé §cisle jako normalny rozmyty algorytm
lub za pomoca rozmytej maszyny Turinga. Rozmytq maszynq Turinga nazywa sig
[18] tréjke M = (Q, U, R), gdzie Q = zbidr stanéw, U — alfabet, R — relacja roz-
myta w QX Qx U o funkcji przynaleznosci ux(g"*?, q", v").
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Normalny algorytm rozmyty [10] definiuje si¢ podobnie jak w zwyklej teorii algo-
rytméw z ta réznica, ze kazdej regule podstawienia u — v przyporzadkowany jest
pewien stopient przynaleznosci. Dowodzi si¢ [18], ze rozmyte algorytmy normalne
sa réwnowazne rozmytym maszynom Turinga. '

W pracy [4] programem rozmytym nazywa si¢ wyraZenie regularne nad danym
zbiorem X, ktdry jest zbiorem instrukcji rozmytych. Aby program taki mégt byé
wykonany przez jakie$ urzadzenie, musi by¢ przettumaczony na ciag zwyklych (nie
rozmytych) instrukeji, ktére moga by¢ wykonane przez dane urzadzenie (automat).
Ttumaczenie takie nazywa si¢ wykonaniem programu rozmytego. Proces tlhumaczenia
programu rozmytego na program zwykly sterowany jest za pomoca dwoéch funkcji:
funkcji mozliwosci i funkcji preferenciji. Pierwsza z nich ,,wybiera” instrukcje, ktore
w danej sytuacji mozna wykonaé, a druga z nich kazdej z wybranych instrukcji
przyporzadkowuje stopien preferencji wykonania. Do wykonywania zwyktych in-
strukcji definiowana jest maszyna skonczona

M = (K,X,"/’,xo; T):

gdzie: K — skoficzony zbiér instrukcji, X’ — zbioréw standéw, x, — stan poczatko-
wy, T — zbiér stanéw koricowych, y — funkcja przejs¢ y: Xx K - X,
Wykonanie programu rozmytego dokonywane jest za pomoca skonczonej ma-
szyny rozmytej
M= (Z,M,f,2)

gdzie: X — skoficzony zbidr instrukcji rozmytych, M — maszyna skoficzona zde-
finiowana wyzej, f— funkcja mozliwosci f: XxXx K — {0, 1}, A — funkcja pre-
ferencji 4: Xx2Z'xK — [0, 1].

Poniewaz wykonanie programu rozmytego nie jest jednoznaczne, to sposrod
wszystkich mozliwych realizacji mozna wybra¢ jedno, ktére jest w pewnym sensie
najlepsze. W pracy [3] rozpatrzony jest sposdb takiej konstrukcji funkcji 4, ktéra
prowadzi do optymalnego wykonania programu, oraz wskazane sa mozliwosci
zastosowan programéw rozmytych do automatycznego rysowania krzywych, roz-
poznawania obrazdéw oraz symulacji jazdy samochodem.

10. Podsumowanie. Omawiajac w poprzednich punktach podstawowe pojecia zbio-
réw rozmytych, nie poruszaliSmy takich probleméw, jak topologia rozmyta [5],
grupy rozmyte [16] i inne struktury algebraiczne [11, 15], aksjomatyka zbioréw roz-
mytych [8] itp. Poza tym nie byly poruszone w ogdle zastosowania teorii zbioréw
rozmytych do rozwiazywania zagadniefn praktycznych. Mozliwoéci zastosowan do
rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych rozpatrzone juz byly w pracy [22],
gdzie w szczego6lnosei zdefiniowano zbiér wypukly, twierdzenie o rozdzielaniu roz-
mytych zbioréw wypuklych, stopien rozdzielnoci, itp. Podstawy zastosowarn opty-
malizacyjnych sformutowane zostaty w [1], gdzie przedstawione zostato nowe (w po-
réwnaniu do tradycyjnego) ujecie problemu optymalizacji. Nowos¢ w gtéwnej mierze
polega na tym, ze zaréwno cel, jak i ograniczenia traktowane sa jako zbiory rozmyte
W tej samej przestrzeni alternatyw, a rozwiazanie optymalne otrzymuje si¢ w wyniku
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iloczynu mnogosciowego obu zbioréw. W pracy tej przedstawiono tez podstawy
wieloetapowych proceséw decyzyjnych w warunkach nieokreslonosci (losowej badz
rozmytej). Uzyskane tam wyniki wykorzystane zostaly do optymalnej realizacji pro-
gramow rozmytych [4]. Zastosowanie automatéw rozmytych do rozpoznawania
obrazéw rozpatrzono w [20], gdzie oprdécz rozwigzan teoretycznych przedstawiono
wyniki eksperymentu praktycznego, polegajacego na rozpoznawaniu portretéw
cztonkdéw 60 rodzin. Podobne problemy rozpatrzono w [21], gdzie eksperymenty
przeprowadzono z rozpoznaniem liter A, B i C. Rozpoznawanie tekstéw recznie
pisanych przy wykorzystaniu logiki rozmytej przedstawiono w [19]. Zagadnienia
klasyfikacji obiektow podobnych rozpatrzone sa w [9], [26] a takze w [17].

Dodane w korekcie. W wydanej w 1979 roku pracy zbiorowej Advances in fuzzy set theory
and applications redagowanej przez M. M. Guptg, R. K. Ragade’a i R. R. Yagera oprocz prezen-
tacji wielu nowych koncepcji zamieszczono tez list¢ zawierajaca ponad 1800 pozyciji literatury do-
tyczacej zbioréw rozmytych i zagadnien pokrewnych. Opracowari ksiagZkowych wydano okolo
20: kilka opracowan zbiorowych o charakterze przegladowym, 5 tomoéw monografii Kaufmanna,
kilkanascie opracowan dotyczacych szczegdlnych dziedzin: podejmowania decyzji, zarzadzania,
teorii systemoéw, automatdw i jezykow itp.
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