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1. Uwagi wstępne. Zarówno w życiu codziennym, jak i w wielu dziedzinach 
nauki i techniki często ma się do czynienia z pojęciami niezbyt precyzyjnie określo­
nymi. Sytuacja taka jest raczej regułą aniżeli wyjątkiem w tzw. naukach „miękkich" 
(ang. soft sciences), jak ekonomia, psychologia, biologia itp. Występujące w tych 
naukach pojęcia takie, jak np. zdrowy człowiek, mały popyt, duża wydajność itp., 
formułowane w języku naturalnym często prowadzą do wieloznaczności lub pomie-
szania pojęć, dlatego też czyni się próby formalnego ich określenia, najczęściej po-
przez odpowiednie mierzenie, tzn. poprzez przyporządkowanie odpowiednich liczb 
(tracąc wówczas dużo z nieraz bardzo istotnej informacji semantycznej), lub też 
czynione są próby adaptacji tradycyjnego języka matematyki poprzez modyfikację 
istniejących już pojęć lub poprzez wprowadzenie nowych koncepcji. Jedną z nich 
jest koncepcja zbiorów rozmytych, którą zaproponował L. A. Zadeh w 1965 roku. 
Pojęcie zbioru rozmytego (ang. fuzzy sei) służy do opisu różnych aspektów niepre-
cyzji, niedokładności oraz nieokreśloności otaczającego świata rzeczywistego. Aspek-
ty takie tradycyjnie uwzględnia się (szczególnie w badaniach ekonomicznych) poprzez 
stosowanie języka probabilistycznego. Losowość i rozmytość są to jednak dwie różne 
rzeczy. Różnicę między tymi pojęciami wyjaśnia poniższy przykład. 

Niech X oznacza zbiór kawalerów. Wówcżas, mając dowolnego mężczyznę x, 
na pytanie, czy jest on kawalerem (tzn. czy x EX), odpowiadamy tak lub nie, a nie-
pewność, czy za rok będzie on kawalerem, wyrażamy pewnym prawdopodobień­
stwem P(x EX). W tym przypadku losowość wyraża stopień niepewności należenia 
do danego zbioru, nie przewiduje zaś „częściowego" należenia (np. prawie kawaler). 
Natomiast rozmytość uwzględnia stopień przynależności do danego zbioru. Niech 
X oznacza zbiór mężczyzn wysokich. Wówczas na pytanie, czy x E X, odpowiedzieć 
można różnie: na pewno należy, na pewno nie należy, prawie należy itp. To znaczy 
nie podajemy tu jednoznacznej odpowiedzi tak lub nie, lecz możliwe są dowolne 
odpowiedzi pośrednie, które można formułować, jak to zademonstrowano wyżej, 
w postaci lingwistycznej (ciąg słów, np. tak, nie, na pewno, na pewno nie, prawie tak, 
mniej więcej tak itp.) lub też poprzez podanie pewnej liczby z odcinka [O, l]. Fakt, 

[5] 
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1 
że x na pewno jest elementem X, zapiszemy wówczas x e X, że na pewno nie jest 

o 
elementem X, zapiszemy jako x e X, a każdą inną odpowiedź zapiszemy w postaci 

OC 

x e X, gdzie O ~ (X ~ 1. 
Koncepcję zbiorów rozmytych zaproponował L. A. Zadeh w 1965 roku, który 

w swym artykule [22] podał podstawowe pojęcie oraz wskazał możliwości zastoso-
wań. Artykuł ten spowodował ogromną ilość publikacji, przeważnie entuzjastycznych, 
tylko niektóre zawierają uwagi krytyczne. Obecnie literatura dotycząca zbiorów roz-
mytych obejmuje co najmniej 300 pozycji, w tym około I 0% jest autorstwa samego 
twórcy teorii(1 ). Większość opublikowanych prac ma charakter przekładu wybranych 
fragmentów tradycyjnej matematyki na język teorii zbiorów rozmytych. Stąd też 

można spotka& się z zastrzeżeniem, że teoria ta nie wnosi nowych treści matematycz-
nych, główną jednak nadzieją zaproponowanej koncepcji jest możliwość zastosowań 
praktycznych zarówno do opisu skomplikowanych systemów, jak też do rozwiązy­
wania tzw. trudnych, źle określonych zadań. 

Artykuł niniejszy pomyślany jest jako możliwie elementarne wprowadzenie 
w istotę koncepcji zbiorów rozmytych wraz ze wskazaniem ważniejszej literatury 
dotyczącej danego problemu. 

2. Pojęcia podstawowe. W swej pierwszej pracy [22] L. A. Zadeh podał nastę­
pujące określenie zbioru rozmytego. 

Niech U oznacza dowolny zbiór obiektów zwany przestrzenią (uniwersum). 
Zbiór rozmyty A w tej przestrzeni określany jest poprzez tzw. funkcję przynależności 
(funkcję charakterystyczną) µA (x), która każdemu x E U przyporządkowuje pewną 
liczbę rzeczywistą z odcinka [O, I] zwaną stopniem przynależności elementu x do 
zbioru A. Normalnym zbiorem rozmytym nazywa się taki zbiór A, dla którego 

maxµA(x) = 1. 

PRZYKŁAD 1. Niech U= {O, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; wówczas zbiór rozmyty 
„kilka" w przestrzeni U można określić za pomocą następującej funkcji przynależ­
ności: 

µkilka(O) = O, µkilka(l) = O, µkllka(2) = 0,3, µkilka(3) = 0,9, µkilka( 4) = 1, 

µkiłka(5) = 0,8, µkilka(6) = 0,5, µkilka(7) = O, µkilka(8) = O, µkilka(9) = O. 

Jeżeli stopień przynależności µA(x) elementu x EX do zbioru rozmytego A jest 
liczbą dodatnią, to parę (µ .... (x), x) nazywa się singletonem i oznacza symbolem 
µA(x)/x lub krócej µ(x)/x. 

Zbiór rozmyty A w przestrzeni U zapisuje się wówczas następująco: 

(1) A=~ µ(x)/x, 
u 

gdzie symbol całki oznacza sumę mnogościową singletonów. 

(1) Pełny wykaz bibliografii jest w trakcie przygotowywania. 
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Jeżeli przestrzeń U jest zbiorem skończonym, to (1) można zastąpić zapisem 

(2) 
n 

A = LµA(x,)/x, = µ1/X1 +µ2/X2+ ... +µn/Xn, 
i= 1 

gdzie symbol + oznacza sumę mnogości ową oraz µ1 = µA (xi). 
Tak więc zbiór „kilka" można napisać w postaci zbioru par: 

kilka = {(O, O), (O, 1), (O, 3, 2), (O, 9, 3), (1, 4), 
(O, 8, 5), (O, 5, 6), (O, 7), (O, 8), (O, 9)} 

lub, zgodnie ze wzorem (2), w postaci 

(3) kilka= 0,3/2+0,9/3+ l/4+0,8/5+0,5/6. 

PRZYKŁAD 2. Niech U = [O, 1 OO], a więc uniwersum jest zbiorem nieskończo­
nym. Zbiór rozmyty „młody'' w tej przestrzeni można określić za pomocą następu­
jącej funkcji przynależności: 

(4) { 

1, 

µmłod,(x) = ( 1+ ( x~25 rr·, jeśli X~ 25, 

jeśli 25 ~ X ~ 100. 

Funkcję tę przedstawiono na rys. 1. 

µ 

25 50 75 100 
wiek 

Rys. 1 

Stosując notację (1 ), zbiór ten można zapisać w postaci: 
25 100 2 -1 

młody=~ l/x+ ~ (1+( x~25 )) /x. 
o 25 

Tak więc zbiór rozmyty został w sposób pośredni określony jako funkcja odwzoro-
wująca przestrzeń U na odcinek [O, 1]. W sposób bezpośredni definicję taką podał 
Goguen przyjmując, że zbiór rozmyty A w przestrzeni U to funkcje 

(5) A: U--+ [O, I]. 
Definicja taka konsekwentnie przestrzegana jest we wszystkich pracach Goguena 
oraz w monografii [15], w większości jednak prac przyjmuje się określenie zbioru 
rozmytego A poprzez jego funkcję przynależności 
(6) µA: U--+ [0, I]. 
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Ponieważ zbiór rozmyty A określany jest jako pewien podzbiór zbioru U, więc, 
ściśle rzecz biorąc, należałoby mówić o podzbiorach rozmytych danego zbioru, 
a nie o zbiorach. Stanowisko takie konsekwentnie przestrzegane jest w monografii 
Kaufmana [Il], gdzie w celu odróżnienia podzbioru rozmytego A od zwykłego 
podzbioru oznacza się go symbolem 4. Stąd w celu skrócenia zapisu zamiast zwrotu 
„podzbiór rozmyty A zbioru U'' pisać będziemy 4 c: U. Poza tym klasa wszystkich 
podzbiorów rozmytych danego zbioru U oznaczana będzie symbolem FS(U), stąd 
też zapis A E FS(U) równoważny jest zapisowi 4 c U. Podzbiór rozmyty, którego 
funkcja przynależności określana jest następująco: 

µ~(x) = O dla_ x EU, 

nazywa się pustym zbiorem rozmytym i oznacza symbolem ę, natomiast zbiór, dla 
którego 

µ_/x) = 1 dla x E U, 

jest przestrzenią rozmytą oznaczoną symbolem J. 
Równość oraz inkluzję dwóch zbiorów rozmytych 4 i lj definiuje się następująco: 

V x E U: Ą = lj <=> µ ,/x) = µ~(x), 

Vx EU: 1 s lj <=> µ;j(x) ~ µlx). 

Jeśli natomiast przyjmie się definicję ( 5), określenia powyższe będą miały następującą 
postać: 

Vx EU: A = B <=> A(x) = B(x), 

Vx EU: A s B <=> A(x) ~ B(x). 

W dalszej częsc1 stosowany będzie pierwszy sposób definiowania, przy tym 
zamiast zwrotu typu „zbiór rozmyty Ą określany jest za pomocą następującej funk-
cjj przynależności µA'' będzie też stosowany zwrot „zbiór Ą określany jest następu-
jąco". ,.. 

Rozpatrzmy teraz podstawowe operacje na elementach zbioru FS(U). Operacje 
te określane są następująco: 

1. Suma dwóch zbiorów rozmytych Ąulj: 

(7) µ~ulx) = MAX[µ_/x), µ~(x)]. 

2. Iloczyn dwóch zbiorów Ąnlj: 

(8) µ~n1!.(x) = MIN[µ~(x), µ~(x)]. 

3. Dopełnienie ł zbioru rozmytego ,[: 

(9) µ~(x) = I -µ'.1(x). 

Centralną pozycję w teorii zbiorów rozmytych zajmują dwie operacje MAX 
oraz MIN, które często oznaczane są odpowiednio symbolami v oraz I\ lub też 
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w jednym i tym samym zapisie stosowane są obaTodzaje oznaczeń. Tak więc operację 
sumy mnogości owej można określić następująco: 

lub, stosując notację (1), 

(10) Ą u§ = ~ (µ1,(x) v µ12(x) )/x, 
u 

Z definicji (7) i (8) wynika, że operacje te spełniają prawo łączności, przemienności, 
rozdzielności i pochłaniania, ale 

(Il) 

(12) 

Ąu4 =P [, 

4nJ # ę. 

Tak więc zbiór wszystkich podzbiorów rozmytych w danej przestrzeni U nie stanowi 
algebry Boole'a (jak w przypadku zwykłych zbiorów), lecz jest tzw. algebrą miękką 
(soft algebra), zwaną algebrą Morgana [15]. 

Nierówność (11) zilustrujemy na przykładzie zbioru „młody". Zgodnie z (9), 
zbiór „nie młody'' będzie miał postać: 

(13) 

{ 
o, 

µ.,, m100,(x) = 1-µmio•h) = (I+ ( x~25 rr' jeśli X~ 25, 

jeśli 25 ~ X~ 100. 

Stąd np. dla x = 30 otrzymujemy 

µmłody(30) V µnie młody(30) = 0,5 =P I ; 

przyjmując, że U= „przestrzeń" = „wszyscy ludzie", mamy 

„młody" u „nie młody" =P „wszyscy ludzie". 

Wykres obu funkcji przynależności (4) i (3) pokazano na rys. 2. 

µ 
młody 

Ji------
nic młody 

U.5 -

o 50 70 100 
wiek 

Rys. 2 
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Oprócz zdefiniowanych wyżej podstawowych operacji na zbiorach rozmytych 
(będących odpowiednikami, a zarazem uogólnieniami operacji na zwykłych zbiorach), 
definiuje się jeszcze wiele innych operacji, które wprowadzone są głównie ze względu 
na potrzeby konkretnych zastosowań. Ważniejsze z tych operacji przedstawiono 
niżej (por. [11, 28]). 

4. Suma algebraiczna 1 + l}: 
(14) f 1,+1!,(x) = µ~(x) + µ!!(x). 

5. Dualna suma algebraiczna ,jffil}: 

(15) µ~(fJE!.(x) = µ~(x)+ µ 11(x)-µ3(x) · µ~(x). 

6. Iloczyn algebraiczny 4 · l}: 

(16) 

7. Iloczyn zbioru 4 przez liczbę a E [O, I] : 

(17) µa.;j(x) = rJ. • µ1(x). 

8. Iloczyn kartezjański 1 x .l}: 

(18) µ~x!!(x, y) = µj(x) A µly). 

9. Operacja koncentracji rozmytości zbioru 4 
(19) 

10. Operacja rozciągania rozmytości zbioru 4 (odwrotna do operacji koncen-
tracji): 

(20) 

11. Intensyfikacja kontrastu oznaczana symb?lem INT (,j.): 

{ 
2[µA(x)]2, jeśli µA(x) ~ 0,5, 

(2l) µINT<,~o(x) = I-i[I-µ
1

(x)]2, jeśli µ~(x) ~ 0,5. 

12. Operacja rozmywania zbioru 4 oznaczona symbolem F(,j; 4): 

(22) 

gdzie ~{x) - podzbiór rozmyty w przestrzeni U. 
13. Normalizacja zbioru rozmytego 4 

(23) 

gdzie µ = max µA(x). 
X "" 

1 
NORM(A) =-=- . A, - µ 

W pracy [29] rozpatrywane są takie zbiory rozmyte, dla których stopień przy-
należności elementu do danego zbioru nie jest liczbą z odcinka [O, I], lecz zbiorem 
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rozmytym z tego odcinka. Zbiory takie w pracy [13] nazwane zostały zbiorami 
rozmytymi typu 2. Tak więc podzbiorem rozmytym w zbiorze X nazywa się podzbiór 
1 c X określony za pomocą następującej rozmytej funkcji przynależności 

(24) µ~: X--+ [O, 1]1, 

gdzie I - dowolny skończony podzbiór zbioru [O, I]. 
Wartość funkcjiµ~ w punkcie x EX jest więc pewnym zbiorem rozmytym z od-

dnka [O, I]; zbiór ten (tzn. rozmyty stopień przynależności) przedstawiony jest 
w postaci następującego wyrażenia: 

µ1,(x) = /(U1)/U1 + ... +f(Un)/Un = Lf(Ui)/Ui, U, E /, 

gdzie/: I--+ [O, I] - funkcja przynależności określająca stopień przynależności 

elementu U, do zbioru µlx). 
PRZYKŁAD (13]. Niech X= {Zuzanna, Anna, Ewa}; podzbiór rozmyty typu 2, 

„wspaniała" (kobieta) może być określony w tym zbiorze następująco: 
wspaniała = wysoka/Zuzanna + średnia/ Anna + niska/Ewa, 

gdzie rozmyte stopnie przynależności: wysoka, średnia, niska, mogą być określane 
następująco: 

wysoka = 0,4/0, 7 + 0,9 /0,9 +I /I, 

średnia = 0,3 /0,3 +I /0,5 + 0,3 /0,8, 
niska = I /O, I +O, 7 /0,2 + 0,3 /0,3 

(przyjęliśmy tu, że I = {O, I , 0,2, ... , I }). 
Zauważmy, że podstawowe operacje na zbiorach rozmytych definiowane są 

poprzez operacje na funkcjach przynależności. W przypadku zbiorów typu 2 funkcje 
przynależności określają zbiory rozmyte typu I, stąd też operacje na zbiorach typu 2 
można zdefiniować poprzez operacje na zbiorach typu 1. W pracy [13] wprowadza 
się jeszcze inny sposób definiowania tych operacji, a mianowicie są one określane 
następująco: 

1. Suma 

1 u F <=> µt-up(x) = µ/x) U µg(x) = L L {!(u,) A g(wi) )/(u1 v wi). 
- - - - i j 

2. Iloczyn 

1n F <=> µ:!nix) = µj(x) n µlx)= L L (!(u,)/\ g(wj) )/(u,/\ Wj). 
,.,,, - ,,,,, - i _; 

3. Uzupełnienie 

1 <=> µ!(x) = I µ:$(x) = Lt(u,)/(I -u1), 
- - i 

gdzie fi g są to funkcje przynależności odpowiednio zbiorów rozmytych µ~(x) 
oraz µg<x). 
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W pracy [13] zbadane zostały własności wprowadzonych tu operacji. W szczegól-
ności, dowodzi się, że klasa podzbiorów rozmytych typu 2 tworzy kratę dystrybutyw-
ną względem operacji LJ i n, ale tylko pod warunkiem, że rozmyty stopień przy-
należności jest wypukły i normalny, tzn. gdy spełnia następujące dwa warunki: 

(I)f(ui) ~ min[f(ui),f(uk)] dla i~ k, i~j~ k, 
(2) maxf(ui) = 1. 

i 

Poza tym w pracy [I 3] wskazano możliwość definiowania zbiorów rozmytych 
typu n (n= I, 2, „.). 

Na zakończenie omawiania podstawowych pojęć teorii zbiorów rozmytych po-
damy tzw. twierdzenie o dekompozycji [11, 15], które pozwala przedstawić zbiory 
rozmyte w postaci kompozycji zwykłych (nie rozmytych) rozbiorów. Twierdzenie to 
mówi, że każdy zbiór rozmyty 4 można przedstawić w postaci 

. (25) 

gdzie Aa jest tzw. a-warstwą zbioru rozmytego ,j, określoną wzorem 

Acx = {x EU I µ~(x) ~ a}, O~ a~ 1. 

Zauważmy, że Aa jest zbiorem w zwykłym sensie, a nie zbiorem rozmytym. 
Przykłady zastosowań tego twierdzenia podamy w dalszej części artykułu. 

3. Zbiory rozmyte Goguena. Pojęcie zbioru rozmytego zaproponowane przez 
L. A. Zadeha zostało w interesujący sposób uogólnione przez J. A. Goguena [7]. 
Uogólnienie to polega na tym, że zamiast odcinka [O, 1] Goguen przyjął dowolny 
zbiór częściowo uporządkowany, w szczególności może to być krata. Przyjmijmy, 
że dana jest krata dystrybutywna L, w której operacje kresu górnego i kresu dolnego 
oznaczone są odpowiednio symbolami v i /\.Poza tym, niech symbole ~,O i I 
oznaczają odpowiednio relacje porządku częściowego, zero oraz jedynkę w tej kracie. 
Podzbi~r rozmyty 4 w pewnej przestrzeni U określony jest za pomocą funkcji przy-
należności 

(26) 

która każdemu x EU przyporządkowuje element AA(x) EL zwany stopniem przy-
należności. -

Określony w ten sposób zbiór nazywa się zbiorem L-rozmytym lub L-zbiorem 
od słowa krata (ang. lattice). 

Definicje równości, inkluzji oraz podstawowych operacji (sumy, iloczynu i uzu-
pełnienia) dla przypadku L-zbiorów są następujące: 

1. Inkluzja 

2. Równość 
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3. Suma 

4. Iloczyn 

\lx EU: iljl"'l!!(x) = J.j(x) A A.lx). 

5. Uzupełnienie 1 zbioru Ą 

\:/ x E U: il./x) A ilj(x) = O i J.~(x) v J.lx) = I. 

13 

_Jak widać, operacja uzupełnienia jest tu określona inaczej aniżeli uczynifto Zadeh. 
Łatwo też zauważyć, że koncepcja Zadeha i Goguena pokrywają się tylko w przy-
padku kraty dwuelementowej L = {O, 1 }. 

4. Relacje i grafy rozmyte. Relacje (a więc i grafy) rozmyte można zdefiniować 
dwojako: określając je na zwykłych zbiorach lub określając je na zbiorach rozmytych. 
Załóżmy, że dane są dwa zbiory (nie rozmyte) X i Y. Rozmytą relacją binarną w Xx Y 
nazywa się dowolny podzbiór rozmyty 1J- w· zbiorze X x Y funkcji przynależności 
µR(X, y). 

- Niech ..f i f oznaczają dwa zbiory rozmyte ..f c X, f c Y, których funkcje 
przynależności oznaczono odpowiednio symbolami <1x oraz <Jy. Rozmytą relacją 

binarną w zbiorze .:r- X r nazywa się [30] podzbiór rozmyty 13- w zbiorze X X Y, którego 
funkcja przynależności µIj spełnia warunek 

(27) 

Na zbiorze wszystkich relacji jako podzbiorach rozmytych można określić dowolną 
operację zdefiniowaną dla zbiorów rozmytych. Ponadto można definiować jeszcze 
nowe operacje. Niektóre z nich podane są niżej. 

Niech dane będą dwie relacje 1 i l], których funkcje przynależności oznaczone 
są symbolami µA i µB, operację złożenia tych relacji, w wyniku której otrzymujemy 
relację (:', definiuje się trojako: -
(1) max-min złożenie 

µc(x,y) = MAX[MIN(µA(x,z),µs(z,y))]; 
- z - ,,., 

(2) max-iloczyn złożenie 
µc(x, y) = MAX[µA(x, z)· µB(z, y)], 

,,.,, z - ,,.,, 

(3) min-max złożenie 

µc(x, y) = MIN[MAX(µA(x, z), µs(z, y))]. 
- z N -

Poza tym możliwe są jeszcze inne definicje według schematu [11] 

µc(x,y) = MAX[µA(x, z)*µB(z,y)], 
- z - ""' 

gdzie * oznacza dowolną operację łączną monotonicznie niemalejącą. 
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Operację złożenia relacji 4 i I} oznacza się symbolem 4 o I} i jeśli nie ma dodatko-
wych wyjaśnień, to pod symbolem tym rozumie się max-min złożenie. 

Przyjmijmy, że relacja [ c X x X określona jest następująco: 

{ 
1, 

µ/x,y) = O, 
jeśli 

jeśli 

X =y, 
X"# y; 

wówczas n-tą potęgę relacji lJ. określa się następująco: 

130 = [, 

Iterację (domknięcie) relacji 1J c XxX określa się według wzoru [11] 

(28) 

natomiast relację IJ- 1 odwrotną do danej relacji 1J określa się wzorem [15] 

Vx, y eX: µ!$-1(x, y) = µ!J(y,x). 

Rozpatrzymy teraz sposób definiowania własności dla relacji rozmytych [11]. 

1. Zwrotność najczęściej określa się następująco: 

Vx eX: µIJ(x, x) = 1, czyli l s; lJ.; 
czasem [30] określa się też tzw. e-zwrotność: 

Vx eX: µg(x,x);;:;:: e, O~ e ~ 1. 

W przypadku relacji rozmytej określonej . na zbiorze rozmytym zwrotność określa 
się następująco [30] : 

Vx eX: µJ}(x, x) = O'(x), 

gdzie O' jest funkcją przynależności określającą zbiór rozmyty, na którym określona 
jest relacja JJ. 

2. Symetria 

V.x, y eX: .u!$(x, y) = µ11.(y, x), czyli JJ- 1 = IJ. 
3. Przechodniość 

Vx,y,zeX: µR(x,y);;;:: MAX[µR(x,z)AµR(z,y)], czyli R => R2 • 
- z ,.,, ,..,, 

4. Antysymetria 

Vx, y eX: x i= y ~ µ1.!(x, y) i= µ1!,(y, x) albo µll(x, y) = µl!(y, x) =O. 

Antysymetria określana jest też następująco [26]: 

Vx,y eX: µ1.!(x,y) >O oraz µly, x) >O~ x = y 

(tak zdefiniowana antysymetria nazywana jest antysymetrią doskonalą [11]). 
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5. Spójność 
Vx,y EX: x # y ~ µ!!-(x,y) >O lub µ13(y, x) >O. 

Na podstawie tych własności definiowane są różne relacje rozmyte: 
1. Relacja równoważności rozmytej (zwrotność, symetria, przechodniość). 
2. Podobieństwo rozmyte (zwrotność, symetria). 
3. Quasiporządek rozmyty (zwrotność, przechodniość). 
4. Porządek rozmyty (zwrotność, przechodniość, antysymetria). 
5. Liniowy porządek rozmyty (porządek spójny). 
W pracy [20] relacja podobieństwa rozmytego została określona jako iteracja 

relacji zwrotnej i symetrycznej. Jeśli relacja B jest zwrotna i symetryczna, to [20] 

O~ µ!J(x, y) ~ µ!32(x, y) ~ „. ::::;;; µ~oo(x, y)::::;;; 1, 

czyli ciąg lp, !J.2 , „. jest zbieżny. Jeśli w ciągu tym występują powtarzające się cykle 
(co jest możliwe w przypadku dowolnych relacji), to relację 13 nazywa się relacją 
cykliczną [11] lub periodyczną [21]. 

Jeśli relacja rozmyta B określona jest na zbiorze skończonym,-0 liczebności n, 
to wiadomo [11], że istnieje takie k ::::;; n, że 

µ~(x,y)::::;;; µB2(x,y)::::;;; „.::::;;; µ~k(x,y) = µ~k+1(x,y). 
Domknięcie (28) określa wówczas wzór 

(29) Ą 2 k lJ. = l.3uJ3 u „. u!J . 
Zgodnie z ogólnym twierdzeniem o dekompozycji zbiorów rozmytych, każdą relację 
13 można przedstawić w postaci 
(30) lJ = LJ rx· Rrx. 
W szczególności, jeśli 13 jest relacją rozmytej równoważności, to Rrx są relacjami 
równoważności w zwykłym sensie. Tak więc relacja równoważności rozmytej (trak-
towana też jako relacja podobieństwa) może być przedstawiona w postaci ciągu 
„włożonych" w siebie zwykłych relacji równoważności, gdyż 

(31) 

Fakt ten wykorzystywany jest przy konstrukcji algorytmów rozmytej hierarchicznej 
klasyfikacji lub rozpoznawania obrazów [9]. Pojęcie relacji rozmytej, podobnie jak. 
w zwykłej teorii mnogości, wykorzystywane jest do definiowania grafów rozmytych. 
Najczęściej grafem rozmytym q nazywa się parę (V, lJ), gdzie V oznacza zbiór 
(zwykły) wierzchołków, a lJ relację rozmytą określoną na tym zbiorze [11]. Jeśli 

przyjmie się, że zbiór wierzchołków jest zbiorem rozmytym określonym za pomocą 
funkcji a, to grafem rozmytym q nazywa się [30] taką parę (f, J3), że relacja B 
spełnia warunek (por. (27)): 

(32) 

tzn. krawędź grafu nie może mieć stopnia przynależności (do danego grafu) więk­
szego aniżeli stopnie wierzchołków, które ona łączy. 
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Ponieważ w grafie rozmytym każda krawędź ma odpowiedni stopień przynależ­
ności, więc może powstać problem określania stopnia przynależności łańcucha lub 
drogi w danym grafie (łączącej dwa wierzchołki). Zamiast stopnia przynależności 
definiuje się tzw. wytrzymałość lub moc łańcucha (drogi). 

Łańcuchem w grafie rozmytym q = (V, 13) nazywa się ciąg wierzchołków 

x 1 , x 2, ... , Xn taki, że µR(xb Xi+ i) > O. Wytrzymałością lmkucha nazywa się naj-
mniejszą spośród liczb µ~(xh xi+ 1) (tzn. wytrzymałość łańcucha równa jest wytrzy-
małości najsłabszego ogniwa). Najmniejszym łańcuchem łączącym wierzchołki x i y 
nazywa się ten spośród wszystkich łańcuchów łączących te wierzchołki, który ma 
największą moc (wytrzymałość). 

5. Funkcje rozmyte. Jedno z podstawowych pojęć matematyki, jakim jest funk-
cja, w języku teorii zbiorów rozmytych definiowane jest bardzo różnie. Wydaje się, 
że żadna z propozycji nie została jeszcze dokładnie zbadana, stąd też żadna z nich 
nie zyskała przewagi nad innymi. Zauważmy przede wszystkim, że podobnie jak 
w przypadku relacji rozmytych, funkcję rozmytą można definiować na zwykłych 
zbiorach lub na zbiorach rozmytych. W pierwszym przypadku elementowi dziedziny 
w sposób rozmyty, a więc z określonym stopniem przynależności, odpowiada jakiś 
element przeciwdziedziny. W drugim natomiast przypadku jest to odpowiedniość 
między dwoma zbiorami rozmytymi typu „dobra książka"-+ „wysoka cena", przy 
czym odpowiedniość ta nie jest już rozmytą. 

Podamy teraz w skrócie niektóre propozycje określenia funkcji rozmytych; przyj-
mujemy przy tym, że X i Y są to dane zbiory, a µA: X-+ [O, 1] i µB: Y-+ [O, 1] 
są to funkcje przynależności określające zbiory rozmyte A i l} odpowiednio w zbio-
rach X i Y. Poza tym FS(X) i FS(Y) są to zbiory wszystkich podzbiorów rozmytych 
w zbiorach X i Y. -

I. Funkcję rozmytą, która zbiorowi 4 c X przyporządkowuje zbiór 1} c Y, 
traktuje się jako zwykłe odwzorowanie: 

f: FS(X)-+ FS(Y). · 

2. Funkcję rozmytą, która zbiorowi 4 c X przyporządkowuje zbiór 1} c Y, 
określa się jako odwzorowanie/: X-+ Y takie, że 

µ~(/(x)) = µ4(x) 

lub też jako odwzorowanie spełniające warunek 

µl},(/(x)) ~ µ~(x). 
3. Funkcję rozmytą f: X-+ Y utożsamia się z relacją rozmytą w Xx Y lub też 

Z relacją rozmytą W -!"X f. 
4. Funkcja rozmyta traktowana jest jako odwzorowanie/: FS(X)-+ FS(Y), które 

każdemu 4 przyporządkowuje zbiór l} według następującego wzoru [11]: 

µB(Y) =MAX [µR(x, y) /\ µA(x)] 
N X N N 

gdzie µ~(x, y) jest funkcją przynależności określającą relację rozmytą 13 w Xx Y. 
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Definicja ta jest uogólnieniem definicji zwykłej funkcji polegającym na tym, że 
w przypadku zwykłej funkcji mówimy „jeśli x = a, to y = b poprzez funkcję f' ', 
a w przypadku wyżej zdefiniowanej funkcji rozmytej mówimy „jeśli x = _,j to y = I} 
poprzez relację !/'. . 

5. e-funkcją rozmytą/: X~ Ynazywa się (por. [30]) relację rozmytą !J. c Xx Y, 
taką, że dla każdego x EX istnieje dokładnie jeden element y E Y taki, że µ IJ(x, y) ~ 
~ e, O~ e ~ 1. 

6. Rozmytość i prawdopodobieństwo. Zarówno rozmytość, jak i losowość okre-
ślają „nieokreśloność'' otaczającego nas świata rzeczywistego. Mimo pozornego 
podobieństwa są to dwie różne rzeczy. Zauważmy, że jeśli mamy jakąś przestrzeń X 
(np. zbiór skończony), to prawdopodobieństwa są liczbami z odcinka [O, 1] przy-
porządkowanymi podzbiorom (tzn. zdarzeniom) zbioru X, a rozmytość 

(stopień przynależności) są to liczby (w ogólnym przypadku elementy pewnej kraty) 
w sposób subiektywny przyporządkowane e 1 e m e n t o m zbioru X. 

Prawodopodobieństwo dotyczy nieokreśloności pojawienia się jakiegoś dokładnie 
(precyzyjnie) określonego zdarzenia, a rozmytość dotyczy nieokreśloności zawartej 
w nieprecyzji określenia samego obiektu. Stąd też wydaje się sensowne zbudowanie 
teorii probabilistycznej, która dotyczyć będzie nieokreśloności pojawienia się zdarzeń 
nie określonych precyzyjnie, tzn. rozmytych. Propozycję taką po raz pierwszy podał 
Zadeh w roku 1968 w pracy [24]. Jako rozmyte zdarzenie losowe Ą w przestrzeni Rn 
określił on dowolny podzbiór rozmyty w Rn, którego funkcja przynależności µA 
jest mierzalna według Borela, tzn. rozmyty podzbiór _,j c Rn nazywa się rozmytym 
zdarzeniem, jeśli dla każdego oc E [O, l] zbiór Acc = {x E Rnl µA(x) ~ oc} jest zbiorem 
Borela w zwykłym sensie. Prawdopodobieństwo zdarzenia rozmytego A określa się 
następującym wzorem [24): 

P(,j) = ~ µA(x)P(dx) = EfµA(x)] 
Rn 

gdzie P - miara probabilistyczna na Rn. 
Tak więc jest to uogólnienie zwykłej definicji prawdopodobieństwa zdarzenia A 

jako wartości oczekiwanej funkcji charakterystycznej podzbioru A. 
Z własności' zbiorów rozmytych wynikają następujące własności prawdopodo-

bieństwa: 

I. Ą c l} => P(Ą) ~ P(l}), 

2. P(Ą u J}) = P(Ą)+P(l})-P(,jn fj), 

Wykorzystując iloczyn algebraiczny zbiorów rozmytych (por. (16)), definiuje się 
niezależność dwóch zdarzeń rozmytych w postaci następującej równości 

P(Ą · I}) = P(~) · P(l}). 
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Prawdopodobieństwo warunkowe zdarzenia 4 pod warunkiem, że zajdzie zdarzenie 
./}, określa wówczas wzór 

P(A/B) = P(Ą · l}) . 
,., ,., P@) 

W pracy [24] wprowadza się też pojęcie wartości oczekiwanej oraz „kowariancji" 
rozmytego zdarzenia losowego 4 c: Rn. Wielkości te określane są następująco (2): 

M(Ą) = P:A) ~ x µ/x)P(dx) dla Ąc:R", n~ I 
- Rn 

G(Ą) = P(~) ).<x-M(Ą), x-M(Ą))µ6(x)P(dx), 
gdzie 

n 

(x,y) = Lxiyi dla X= (x1 ,X2, „.,Xn)ERn, y = (y1,y2, „.,yn)ERn. 
I= 1 

Jak wspomniano na początku tego ustępu, proponowana teoria probabilistyczna 
dotyczy nieokreśloności pojawienia się zdarzeń nieokreślonych. Jako miarę nieokre-
śloności zdarzenia rozmytego w pracy [24] zaproponowano wielkość entropii H 
podzbioru rozmytego 4 względem rozkładu P = {(x1,P1), „., (xn,Pn)}: 

n 

HP(Ą) = - Lµ-i(xt) ·Pi· log Pi· 
i=l 

Poza tym dowodzi się, że dla dwóch rozkładów P = { (x 1 , p 1), •.. , (xn, Pn)} oraz 
Q = {(Y1, q1), „., (ym, qm)} zachodzi równość 

HP·Q(Ą · l}) = P(j.)HP(Ą)+P(l})HQ@), 
gdzie 

P · Q = {Pi qi}, i = 1, 2, . „ , n; j = 1, 2, „. , m, 

a więc jest to uogólnienie zależności 
H(x, y) = H(x)+H(y), 

gdzie x i y są to dwie niezależne zmienne losowe, a H entropia w zwykłym sensie. 
Jako nieprobabilistyczny wariant entropii dla skończonych zbiorów rozmytych 

4 = I µA(xi)/xi zaproponowano w [6]: 
i -

H(Ą) = -K 2: µ A(xt) Inµ ~(xi).. 
i 

7. Lingwistyka rozmyta. Znany problem luki między językami naturalnymi a języ­
kami formalnymi usiłuje się rożwiązać poprzez koncepcję języków stochastycznych 
(probabilistycznych). W pracach [17], [28] proponuje się dodatkowo koncepcję języ­
ków rozmytych. Język rozmyty rozpatrywany jest zarówno jako naturalny język 

(2) Podany tu wzór na „kowariancję" został określony przez L. A. Zadeha jedynie dla zdarzeń 
rozmytych 4 c R 1 • 
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rozmyty, jak też formalny język rozmyty. Rozpatrzmy najpierw pierwszą konce-
pcję, według której przyjmuje się, że dany jest pewien alfabet zwany zbiorem 
terminów atomarnych. Zbiór ten składa się (jako suma mnogościowa) z następu­
jących podzbiorów: 

- termy pierwotne (traktowane jako nazwy podzbiorów rozmytych w pewnej 
przestrzeni U, np. młody człowiek, ładna dziewczyna itp.), 

- spójniki logiczne (nie, i, lub), 
h-termy (ang. hedges) - to takie określenia, jak: trochę, bardzo, mniej więcej, 

nieznacznie, wyjątkowo itp., 
- nawiasy. 
Z elementów zbioru termów atomarnych według zadanej gramatyki budowane 

są słowa poprawne zwane termami. Zbiór wszystkich termów oznacza się symbolem 
T. 

Językiem rozmytym f nazywa się dowolną relację rozmytą w zbiorze Tx U, 
funkcję przynależności tej relacji oznacza się symbolem µL(x, y), tzn. f c Tx U. 

Dziedziną języka f nazywa się podzbiór rozmyty D(L) zbioru T, określony na-
stępująco: 

(33) µnm(x) = supµL(x,y). 
- - y -

Podzbiór ten nazywa się też cieniem (ang. shadow) języka f na T. 
Pojęciem rozmytym nazywa się dowolny podzbiór rozmyty w zadanym zbiorze U. 
Znaczeniem danego termu x ET nazywa się podzbiór rozmyty y(x) zbioru U, 

który określony jest za pomocą następującej funkcji przynależności: 

(34) µ~cxiY) = µ!/x,y), Y EU. 

Tak więc znaczeniem termu x jest odpowiednie pojęcie rozmyte, np. znaczeniem 
· termu „ładna dziewczyna" jest pewien podzbiór rozmyty zbioru U ( = wszyscy 
ludzie). 

Zakłada się, że znaczenia termów pierwotnych są z góry dane, a znaczenia ter-
mów złożonych są obliczane zgodnie z regułami wykonywania odpowiednich ope-
racji na znaczeniach termów pierwotnych, tzn. na odpowiednich zbiorach rozmy-
tych. Reguły takie rozpatrzone są w [25], w szczególności spójnikom logicznym „i", 
„lub" oraz „nie" odpowiadają operacje iloczynu, sumy i uzupełnienia. Na przykład, 
h-termy „bardzo", „mniej więcej", realizowane są poprzez operacje koncentracji 
(CON) i rozmywania (F), a znaczenie termu „nieznacznie Y" oblicza się wykonując 
operację NORM („Y i nie bardzo Y"). 

Załóżmy, że znaczenie termu pierwotnego „młody" podano w postaci zbioru 
określonego wzorem (4); wówczas znaczeniem termu „bardzo młody" (w wyniku 
zastosowania operacji CON (por. (19))) jest zbiór M („bardzo młody") określony 
następująco: 

(35) 
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Rozpatrzmy teraz koncepcję formalnego języka rozmytego. Podobnie jak w tra-
dycyjnej lingwistyce matematycznej, przy danym alfabecie V, formalnym językiem 
rozmytym f nazywa się podzbiór rozmyty zbioru V*, tzn. f = {µL(x)/x}, x E V*. 
Podzbiór f c: V* można określić poprzez danie gramatyki rozmytej lub też automatu 
rozmytego. Przez pojęcie .gramatyki rozmytej (j rozumieJ się czwórkę q = 
= (VN, V, r' S), gdzie VN - zbiór symboli pomocniczych, V - alfabet języka, 
f- zbiór rozmytych reguł produkcji oraz SE VN symbol początkowy (aksjomat). 

Każda produkcja u~ v jako element zbioru rozmytego ma swój stopień przy-
należności µp(u ~ v) = ri, stąd też w celu uproszczenia zapisu, rozmytą regułę 
podstawienia-zapisuje się w postaci 

Yl 
U--+V. 

Wyprowadzeniem lub wywodem słowa y ze słowa x nazywa się następujący ciąg: 

Językiem rozmytym f generowanym przez gramatykę rozmytą Q (oznaczonym sym-
bolem .{.(<])) nazywa się zbiór wszystkich słów, które można wyprowadzić z symbolu 
początkowego S gramatyki Q. Każde słowo x jako element zbioru rozmytego ma 
swój stopień przynależności µI:,<q/x) do danego języka. Stopień ten określa się 

wzorem 

µ~<Q>(x) = MAX [MIN(ro, r1 , „„ rn)], 

gdzie maksimum brane jest po wszystkich wywodach 

S ~ V1 ..!._:_. • •• _!!i__. V 11 ..!..'!_X 

słowa x z aksjomatu S. 
Z powyższego łatwo wywnioskować, że w zbiorze f może istnieć kilka takich 

samych reguł podstawienia u ~ v różniących się tylko stopniem ich przynależności 
do f. W powyższej definicji gramatyki i języka nie czyniło się żadnych założeń co 
do sposobu wyboru reguł przy wyprowadzaniu jakiegoś słowa. W pracy [15] omó-
wiono gramatykę rozmytą, w której stosowanie następnej reguły uzależnione jest 
od reguły poprzednio zastosowanej. Ponieważ język rozmyty jest zbiorem rozmytym, 
więc na zbiorze języków można definiować takie same operacje jak na zbiorach 
rozmytych. Ponadto, podobnie jak w zwykłej teorii języków formalnych, definiuje 
się takie operacje, jak: złożenie języków, potęgowanie, iteracja itp. (por. [10]). 

Formalny język rozmyty może być również definiowany za pomocą automatu 
rozmytego, który każdemu akceptowanemu łańcuchowi x E V* przyporządkowuje 
stopień przynależności µf(x). Automat rozmyty jest to system 

(36) A = (Q, V, P, {C(xk)I xk EV}, T), 

gdzie Q = {q1 , q2 , ••• , q1 } - zbiór stanów wewnętrznych automatu, V = {x 1 , x 2 , ••• 

···, Xm} - alfabet wejściowy, P = (p1 , p 2 , ..• , p 11 ) - wektor określający stopień 

przynależności p; stanu ą; do zbioru stanów początkowych, T = (11 , t2 , „., tr)-
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wektor określający stany końcowe automatu, C(xk) - macierz przejść z jednego 
stanu do innego przy danym sygnale wejściowym xk. . 

Element cii(xk) tej macierzy określa stopień przynależności przejścia automatu 
A ze stanu qi do stanu qi przy sygnale wejściowym xk. 

Jeżeli na wejściu dane jest pewne słowo (ciąg sygnałów wejściowych), to macierz 
przejść dla niego określa się na podstawie macierzy przejść poszczególnych sygnałów 
według następującego wzoru: 

C(x) = C(xii) o C(xiJ ... o C(xin), 

gdzie x = xii xi 2 ••• X;n - słowo wejściowe, o - operacja, złożenia określona na-
stępująco: 

C' o C" <=> cii = max min(c~k' c~j). 
k 

Językiem rozmytym ~ generowanym przez automat A nazywa się podzbiór rozmyty 
zbioru V*, którego funkcja przynależności określona jest następującym wzorem 
[10]: 

(37) µ!.:(x) = Po C(x) o T. 

W pracy (14] automat rozmyty zdefiniowany jest jako szczególny przypadek tzw. 
automatów z wagami. Automat taki definiuje się w postaci systemu 

(38) A= (s,r, W,µ,n,rJ), 

gdzie S - skończony zbiór stanów, J; - alfabet wejściowy, W - przestrzeń wag, 
µ - funkcja przejść µ: S x l:* x S -+ W, n - funkcja stanów początkowych n: 
S -+ W, 'YJ - funkcja stanów końcowych 'YJ: S -+ W. 

W zależności od wyboru przestrzeni W oraz sposobu określania funkcjiµ (jako 
szczególne przypadki powyższej definicji) otrzymuje się takie automaty, jak: opty-
mistyczne automaty rozmyte, pesymistyczne automaty rozmyte, mieszane automaty 
rozmyte i inne. 

8. Logika rozmyta. Podstawowym pojęciem logiki rozmytej jest rozmyta for-
muła logiczna. Formuła taka jako funkcja F: [O, l]n -+ [O, 1] w logice rozmytej jest 
definiowana zupełnie podobnie jak w logice tradycyjnej. Różnica polega na tym, 
że każda ze zmiennyr.h (a więc i cała formuła) przyjmuje nie dwie, lecz nieskończenie 
wiele wartości (reprezentowanych liczbami z odcinka [O, 1]). Wartość logiczną T(F) 
formuły rozmytej F oblicza się zupełnie podobnie jak w wielowartościowej logice 
Łukasiewicza, a mianowicie według reguł [12]: 

T(I F) = I -T(F), T(A AB) = min[T(A), T(B)], 

T(A v B) = max[T(A), T(B)]. 

Ponieważ nie ma syntaktycznych różnic w definicji formuł rozmytych i formuł 
zwykłych, więc na logikę rozmytą można przenieść mechanicznie twierdzenie logiki 
klasycznej o możliwości przedstawienia dowolnej formuły w normalnej postaci 
koniunkcyjnej bądź dysjunkcyjnej. 
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Formułę rozmytą F nazywa się rozmycie prawdziwą, jeśli dla dowolnych podsta-
wień zachodzi nierówność T(F) ~ 1 /2. Formuła ta jest rozmycie niespełnialna wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych podstawień T(F) ~ 1 /2. 

W pracy [12] rozpatrywane są związki logiki rozmytej z logiką klasyczną. W szcze-
gólności dowodzi $.ię, że formuła F jest rozmycie prawdziwa (niespełniaJna) wtedy 
i tylko wtedy, gdy formuła ta jest prawdziwa (niespełnialna) w zwykłym sensie. 
A więc formuła A vjA jest rozmycie prawdziwa (rozmyte prawo wyłączonego 
środka). 

Implikacja rozmyta traktowana jest różnie. Rozpatrując ją z punktu widzenia 
czysto ·syntaktycznego, określa się ją w postaci wyrażenia [11]: IA v B; wówczas 
T(A --+ B) = T(IA v B) = max[l -T(A), T(B)]. Traktując ją semantycznie, mówi się · 
(por. [12]), że formuła A rozmycie implikuje formułę B wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
każdego a E [O, l] z nierówności T(A) ~ a wynika nierówność T(B) ~ a. Wówczas, 
podobnie jak w logice Łukasiewicza, T(A--+ B) = min[l-T(A)+ T(B), 1]. 

Jeszcze inaczej problem implikacji ujmowany jest w pracy [29], gdzie logika roz-
myta rozpatrywana jest z punktu widzenia lingwistycznego, tzn. zamiast wartości 
logicznych z odcinka [O, l], rozpatrywane są wartości lingwistyczne takie jak praw-
da, mniej więcej prawda, prawie fałsz itp., znaczeniem których są zbiory rozmyte. 
Na przykład wartość logiczna prawda może być zdefiniowana (znaczenie termu 
pierwotnego) w postaci zbioru: 

1 

prawda = ~ µprawdaCx)/x; 
o 

wówczas wartość logiczną mniej więcej prawda można obliczyć stosując operację 
rozciągania (por. (20)): 

1 

mniej więcej prawda = ~ y µprawda(x)/x. 
o 

Implikacja w tej logice traktowana jest jako zdanie warunkowe „jeśli 4 to B" i przy 
tym nacisk położony jest na „obliczanie'' lj, jeśli dane jest 4, a nie na obliczanie 
wartości logicznej podanego zdania. Załóżmy, że dane są dwa zbiory U i V; wówczas 
formułę IF 4 THEN l} (tzn. jeśli 4 to l}) w pracy [29] proponuje się traktować jako 
relację rozmytą na zbiorze U x V określoną wzorem: 

IF 1 THEN l} = Ą-+ lj = 4 x .ąuĄ x V, Ąc U, !je V. 

Mając tę relację oraz mając dane I), wielkość l} oblicza się korzystając z następują­
cego wzoru: 

lj =!Jo (Ą-+ fj), 
gdzie symbol o oznacza złożenie relacji 4 --+ lj ze zbiorem IJ traktowanym jako re-
lacja unarna. 

W przypadku gdy l} jest zwykłym zbiorem oraz 1J = 4 otrzymujemy znaną 
A A--+ B , 

regułę modus ponens - ' -1} - ' , ktorą w pracy [28] uogólnia się następująco: 
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Zamiast zdania „IP 4 THEN ..§"rozpatruje się zdanie „IF Ą THEN ..§ ELSE <;", 
któremu odpowiada relacja rozmyta w Ux V: 

Ąx.§u(J"x<;l), Ą c U, l} c V,{; c V. 

Reguła wnioskowania przybliżonego przyjmie wówczas postać [29]: 
1), IP 4 THEN l} ELSE {; 

l}o (4xl}u(JxO) 
9. Algorytmy i programy rozmyte. Koncepcję algorytmu rozmytego po raz 

pierwszy zaproponował L. A. Zadeh w 1968 roku [23]. Przez pojęcie to rozumie się 
algorytm, który zbudowany jest z instrukcji rozmytych, tzn. takich, które w defi-
nicji swej zawierają zbiory rozmyte. Na przykład, „do x dodać małą liczbę'', „jeśli y 
jest małe, to zwielokrotnić kilka razy" itp. Zbiory rozmyte w tych instrukcjach to 
„mała" i „kilka". 

Algorytmy rozmyte mogą być formułowane dla wielu różnych celów. Stąd też 
wprowadza się następującą klasyfikację algorytmów [28]: 

- algorytmy definiujące: algorytmy te służą do opisu złożonych lub źle określo­
nych pojęć, systemów itp., a więc służą do definiowania zbiorów rozmytych za po-
mocą innych zbiorów rozmytych; 

- algorytmy generujące: algorytmy te służą nie do opisów, lecz do generowania 
zbiorów rozmytych, np. muzyki, przepisów kucharskich, tekstów pisanych itp., 

- algorytmy behawioralne: algorytmy te służą do opisu zachowania się syste-
mów; 

- algorytmy decyzyjne: służą do opisu strategii lub reguł decyzyjnych w warun-
kach niepełnej określoności, tzn. w środowisku rozmytym. 

Jednym z ważniejszych problemów teorii algorytmów rozmytych jest problem 
ich realizacji (wykonania). Na przykład, instrukcja rozmyta „wykonaj kilka kroków", 
gdzie zbiór kilka określono następująco: 

kilka = 0,5/3+0,8/4+1/5+ 1 /6+0,8/7 +0,5/8, 
oznacza wykonanie od 3 do 8 kroków, ale która spośród liczb 3, 4, 5, 6, 7, 8 ma być 
wybrana? W pracy [23] zaproponowano dwie metody: probabilistyczną i niedetermi-
nistyczną. W pierwszym przypadku liczba ma być wybrana losowo, z prawdopodo-
bieństwem proporcjonalnym do wielkości stopnia przynależności, a więc w podanym 
przykładzie prawdopodobieństwa te są następujące: 0,5/2,8, 0,8/2,8, 1/2,8, 1/2,8, 
0,8/2,8 i 0,5/2,8. 

W drugim przypadku zbiór rozmyty redukowany jest do tych elementów, 
których stopień przynależności jest nie mniejszy od zadanej wielkości progowej ac, 
tzn. brana jest ac-warstwa danego zbioru i algorytm rozpatrywany jest w sposób 
niedeterministyczny (według Floyda). 

Algorytm rozmyty można też zdefiniować ściśle jako normalny rozmyty algorytm 
lub za pomocą rozmytej maszyny Turinga. Rozmytą maszyną Turinga nazywa się 
[18] trójkę M = (Q, U, !J.), gdzie Q =zbiór stanów, U- alfabet, B- relacja roz-
myta w QxQx u o funkcji przynależności µlq"+ 1, q", un). 
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Normalny algorytm rozmyty [IO] definiuje się podobnie jak w zwykłej teorii algo-
rytmów z tą różnicą, że każdej regule podstawienia u ~ v przyporządkowany jest 
pewien stopień przynależności. Dowodzi się [18], że rozmyte algorytmy normalne 
są równoważne rozmytym maszynom Turinga. · 

W pracy [4] programem rozmytym nazywa się wyrażenie regularne nad danym 
zbiorem 1:, który jest zbiorem instrukcji rozmytych. Aby program taki mógł być 
wykonany przez jakieś urządzenie, musi być przetłumaczony na ciąg zwykłych (nie 
rozmytych) instrukcji, które mogą być wykonane przez dane urządzenie (automat). 
Tłumaczenie takie nazywa się wykonaniem programu rozmytego. Proces tłumaczenia 
programu rozmytego na program zwykły sterowany jest za pomocą dwóch funkcji: 
funkcji możliwości i funkcji preferencji. Pierwsza z nich „ wybiera" instrukcje, które 
w danej sytuacji można wykonać, a druga z nich każdej z wybranych instrukcji 
przyporządkowuje stopień preferencji wykonania. Do wykonywania zwykłych in-
strukcji definiowana jest maszyna skończona 

M = (K,X, 'ljJ, x 0 , T), 

gdzie: K - skończony zbiór instrukcji, X - zbiorów stanów, x 0 - _$tan początko­
wy, T- zbiór stanów końcowych, 1P - funkcja przejść 'IJJ: Xx K ~X. 

Wykonanie programu rozmytego dokonywane jest za pomocą skończonej ma-
szyny rozmytej 

M = (1:, M,f, J.) 

gdzie: I - skończony zbiór instrukcji rozmytych, M - maszyna skończona zde-
finiowana wyżej, f- funkcja możliwości/: Xx l:x K ~ {O, 1 }, J. - funkcja pre-
ferencji J.: XxJ;xK~ [O, I]. 

Ponieważ wykonanie programu rozmytego nie jest jednoznaczne, to spośród 
wszystkich możliwych realizacji można wybrać jedno, które jest w pewnym sensie 
najlepsze. W pracy [3] rozpatrzony jest sposób takiej konstrukcji funkcji J., która 
prowadzi do optymalnego wykonania programu, oraz wskazane są możliwości 

zastosowań programów rozmytych do automatycznego rysowania krzywych, roz-
poznawania obrazów oraz symulacji jazdy samochodem. 

10. Podsumowanie. Omawiając w poprzednich punktach podstawowe pojęcia zbio-
rów rozmytych, nie poruszaliśmy takich problemów, jak topologia rozmyta [5], 
grupy rozmyte [16] i inne struktury algebraiczne [11, 15], aksjomatyka zbiorów roz-
mytych [8] itp. Poza tym nie były poruszone w ogóle zastosowania teorii zbiorów 
rozmytych do rozwiązywania zagadnień praktycznych. Możliwości zastosowań do 
rozwiązywania problemów optymalizacyjnych rozpatrzone już były w pracy [22], 
gdzie w szczególności zdefiniowano zbiór wypukły, twierdzenie o rozdzielaniu roz-
mytych zbiorów wypukłych, stopień rozdzielności, itp. Podstawy zastosowań opty-
malizacyjnych sformułowane zostały w [I], gdzie przedstawione zostało nowe (w po-
równaniu do tradycyjnego) ujęcie problemu optymalizacji. Nowość w głównej mierze 
polega na tym, że zarówno cel, jak i ograniczenia traktowane są jako zbiory rozmyte 
w tej samej przestrzeni alternatyw, a rozwiązanie optymalne otrzymuje się w wyniku 
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iloczynu mnogosc1owego obu zbiorów. W pracy tej przedstawiono też podstawy 
wieloetapowych procesów decyzyjnych w warunkach nieokreśloności (losowej bądź 
rozmytej). Uzyskane tam wyniki wykorzystane zostały do optymalnej realizacji pro-
gramów rozmytych [4]. Zastosowanie automatów rozmytych do rozpoznawania 
obrazów rozpatrzono w [20], gdzie oprócz rozwiązań teoretycznych przedstawiono 
wyniki eksperymentu praktycznego, polegającego na rozpoznawaniu portretów 
członków 60 rodzin. Podobne problemy rozpatrzono w [21], gdzie eksperymenty 
przeprowadzono z rozpoznaniem liter A, B i C. Rozpoznawanie tekstów ręcznie 
pisanych przy wykorzystaniu logiki rozmytej przedstawiono w [19]. Zagadnienia 
klasyfikacji obiektów podobnych rozpatrzone są w [9], [26] a także w [17]. 

Dodane w korekcie. W wydanej w 1979 roku pracy zbiorowej Advances in fuzzy set theory 
and applications redagowanej przez M. M. Guptę, R. K. Ragade'a i R. R. Yagera oprócz prezen-
tacji wielu nowych koncepcji zamieszczono też listę zawierającą ponad 1800 pozycji literatury do-
tyczącej zbiorów rozmytych i zagadnień pokrewnych. Opracowań książkowych wydano około 
20: kilka opracowaó zbiorowych o charakterze przeglądowym, 5 tomów monografii Kaufmanna. 
kilkanaście opracowań dotyczących szczególnych dziedzin: podejmowania decyzji, zarządzania, 
teorii systemów, automatów i języków itp. 
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