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Zasada maksimum dla ukladéw réwnan nieliniowych
(Praca przyjeta do druku 8.01.1975)

1. R. S. Varga [1] sformulowal zasade maksimum dla uktadéw réwnafi liniowych
i podat warunki konieczne i wystarczajace na to, Zeby dana macierz kwadratowa
A spelniala te zasadg. NiZej podajemy warunki spelnienia zasady maksimum w przy-
padku rzeczywistych rozwiazan ukladu réwnan algebraicznych nieliniowych. Dalej,
podamy dowdd zasady maksimum dla schematu réznicowego aproksymujacego
réwnanie eliptyczne nieliniowe.

Niech x = (x;, X;, ..., X8)*, |Ix|l, = max|x;} i niech S" oznacza r-wymiarowa
podprzestrzenn przestrzeni RN rozpigta na wektorach 6; = {e;, e,, ..., ex}, &; =
= {0yi, 03, ..., On;i}. Rozpatrzmy uklad réwnan nieliniowych

M : f(x) = b,
gdzie f(x) = [f'(x),f*(), ..., /N X, b = [by, b,, ..., bal*, f(0) =0, fe C'(R").

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: M(x, #) — macierz kwadratowa stopnia N
z elementami My (%, 0) = f5(0:,%), 0< 0, <1,i,k=1,2,...,N, X € R¥ i norma

N
||1M]] = max }: |Myl; Ps = diagonal(d,, d,, ...,dy), gdzie d;=1 dla ¢ €S,
i k=1
d,‘ =0dla € ¢S’.
LEMAT 1. Jezeli X jest rozwiqzaniem ukladu réwnar f(x) = Psbif = (6,,90,, ..., 0x)

Jest ukladem liczb rzeczywistych takim, zZe f(X)—f(0) = M(%,0)X, to nastepujgce
zdania sq réwnowazne

L lIxllw < ||Psbllw, jezeli M (%, 0)x = P, beR".
2. Macierz M(x, 0) jest nieosobliwa i ||M~1(x, 6) Ps| < 1.
Dowoéd. Ze wzoru Taylora mamy

@ f6) = f&)+ME, 0)(y—3),
gdzie My(x, 6) =j;’§(()—k>°c+(l —6)y), i,k =1,2,...,N. Kladac y = 0, otrzymamy
©) M(%,0)% = Pgb.

Zalézmy, ze macierz M(x, 0) spelnia warunek 2; wtedy mamy nieréwno$¢

l1xlleo < |IM~1(%, 6) PsPsb|| o < ||Psbllw-
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Zatem, z warunku 2 wynika warunek 1. Teraz zalézmy, e spetniony jest warunek 1.
Wtedy dla b = 0 mamy x = 0 i wobec tego macierz M(x, 6) jest nicosobliwa. Z wa-
runku 1 i réwnosci (3) wynika nieréwno$c

xlleo = 11M~1(%, 0) Psbllo < |IBlleo

dla dowolnego b € RY. Stad mamy ||M~1(%, 6) Pg|| < 1.

Jezeli funkcje f(x), f3(x), ..., f¥(x) sa liniowe, to uklad réwnan (1) jest ukta-
dem réwnan algebraicznych liniowych i wtedy, w przypadku rozwiazan rzeczywi-
stych, lemat 1 jest rownowazny z lematem o zasadzie maksimum podanym w [1].

2. Rozpatrzmy nastgpujace réwnanie eliptyczne
(4) G(a9 ﬁs U, Uy, uﬁ9 uaa’uﬁﬁ) = 03 ((Z, ﬂ)GQ,
) u(e, f) = (e, f), (a,f)€dQ,

gdzie 2 = {(a,f): 0 < « < a;, 0 < B < a,}. Zakladamy, ze funkcja G(a, B, 1, s,
t, w, z) jest ciagla i spelnia nastgpujace warunki w obszarze Q2 x R3

1° G.(a, B, 7,5, t, w,2) < O,

2° Gy, By 1y s, 8, w,2) = u(r, s, t,w,2) >0,
3° G, By1, 5,8, W, 2) =

4° |Gy(a, B, 1,5, t, w, 2)| < K(r, 5, t, W, 2), ,
5° |Gla, B, 1, 5, t, W, 2)| <

6° K(r,s,t,w,z) < Myu(r, s, t,w, 2),

7° L(r, s, t,w,2) < My¥(r, s, t, w, 2).

w(r, s, t,w,z) >0,

L(r,s, t,w,z),

Nastepujacy schemat réznicowy aproksymuje réwnanie (4), (5):

(6) G(ih’ kh, Vik,s 6lvik’ 627)1'16, Al‘vik, Az'vik) = 0’ (lh, kh) € Qh’
(7) 7)ik = <pl'ks (lh, kh) € th’
gdzie
Q= {@,kh): i=1,2,..,m=1, k=1,2, ..., n—1},
=4 _ % i
h = m P Vik v(lh, kh)a

1 1
Oloy = “27(711'+1,k—vi—1.k), oy = —27(9:'.“1 — Vi, k-1)»

1 1
Aoy = ‘ilT(vHI.k_z'vik"'vi—l.k): Aoy = F(”i.kn—z‘vik'*'”i. k1)

Dalej wprowadzimy nastgpujace oznaczenia: N = (m+1)(n+1); p = (p1, P2 ---» PN),
Pon+vk+i = (@, kh); X = X1, X250y XN)*, Xme i =0 i =0,1,2, ...,m, k =
=0,1,2,...,n; I—zbidr liczb calkowitych oznaczajacych numery punktéw na-
lezacych do brzegu 02, I= {I;,L,, ..., Limin}> Imiris: = (m+Dk+i, dla
i=0, mlub k=0, n; f/ = —G(p;, %3, 0'x;j, 6%x;, Ay x;, A, xj) dla j¢ I fi=1
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dla jel Teraz okreSlimy elementy macierzy M(x,0, h) dla ukladu réwnan al-
gebraicznych (6), (7):

[2@+e-Gi an ier

M; =
1 dla iel,
1 .1 .
M= ——hTGiv+ —ZZG;’
i | | B 1 .
M= —717624‘5,; ts Miiime = —“hTGi"?{G;-

Pochodne G}, Gi, G}, G',, G' s3 obliczane w punktach 6;x. Pozostate elementy ma-
cierzy M(x,0, k) przyjmujemy za réwne zeru. Niech S2¢"*™ bedzie podprzestrzenia
przestrzeni R" rozpieta na wektorach e; dlaie I

LEMAT 2. Istnieje liczba rzeczywista h, taka, ze dla 0 < h < ho macierz M(x,0, h)
Jest nieosobliwa i

IM=1(x, 0, Il < 1.

D o w 6d. Udowodnimy, Ze macierz M(x, 0, h) jest monotoniczna. Z okresle-
nia macierzy M(x, 0, k) i zalozefi 1°-7° wynika nastgpujaca nieréwnos§¢

Mik(is 0’ h) < 0

dla i # k, h < 2min(u, v)/max(K, L), jezeli K > 0 lub L > 0 i dowolnych 4, jezeli
K=L=0
My(x,6,h) >0

dlai=1,2,...,N. Zatemdla 4 < hy, = min {1, 2min (4, »)/max(K, L)} M(x, 0, h)
jest L-macierza (patrz [2], str. 42). Ponadto, dla 4 < h, macierz M(x,0, h) jest
dominujaca, gdyz

2 i i 2 (i iy .
Mi = G (GhAGD=G> 7 (Gt GD = D Ml dla ¢

M; > Mul=0 dla iel.

;l d
Wobec powyzszego M(%,0,h) jest monotoniczna (patrz [2], str. 44). Z drugiej
strony macierz M(x, 0, h)—D, gdzie D = diagonal (D,, D,, ..., Dn), D; =
=—G! dlai¢ I, D;=0dlai eI, jest unormowana wzgledem podprzestrzeni S2™+™
(patrz [1]) i jako macierz monotoniczna spetnia nieréwno$é ||M~*(x, 0, h)— D|| <
< 1. Zatem, mamy réwniez ||M~(x,0, A)|| < 1.

Z wyzej udowodnionych lematéw wynika nastgpujaca zasada maksimum dla
schematu (6), (7).
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ZASADA MAKSIMUM. Jezeli vy, jest rozwiqzaniem schematu (6), (7), to dla h < hy,
max |v,(ih, kh)| < max|e(ih, kh)].
Qn oQn
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