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1. R. S. Varga [I] sformułował zasadę maksimum dla układów równań liniowych 
i podał warunki konieczne i wystarczające na to, żeby dana macierz kwadratowa 
A spełniała tę zasadę. Niżej podajemy warunki spełnienia zasady maksimum w przy-
padku rzeczywistych rozwiązań układu równań algebraicznych nieliniowych. Dalej, 
podamy dowód zasady maksimum dla schematu różnicowego aproksymującego 
równanie eliptyczne nieliniowe. 

Niech x = (x1 , x 2 , ••• , xN)*, llxll 00 = maxlxil i niech S' oznacza r-wymiarową 
podprzestrzeń przestrzeni RN rozpiętą na wektorach ~i = {e1 , e2 , ••• , eN }, ei = 
= { <51i, <52 h .•. , t5Ni}. Rozpatrzmy układ równań nieliniowych 

(1) f(x) = b, 

gdzie f(x) = [f1(x),f2(x), ... ,JN(x)]*, b = [b1 , b2 , ••• ,bN]*, f(O) =O, fe C1(RN). 
Wprowadzamy następujące oznaczenia: M(x, O) - macierz kwadratowa stopnia N 
z elementami Mik(x, O) =fx~(Ohx), O< Ok< 1, i, k = 1, 2, ... ,N, x eRN i normą 

N 

llMll = max L IMikl; Ps = diagonal(d1 , d2 , ••• , dN), gdzie di = 1 dla ei e S', 
i k=l 

di= O dla e1 ~ S'. 
LEMAT I. Jeżeli xjest rozwiązaniem układu równańf(x) = Psb i o= (01, 02, ... '()N) 

jest układem liczb rzeczywistych takim, że f(x)-f(O) = M(x, O)x, to następujące 
zdania są równoważne 

(2) 

1. llxlloo ~ llPshll 00 , jeżeli M(x, O)x = P/J, beRN. 
2. Macierz M(x, O) jest nieosobliwa i llM- 1 (.X, O)Psll ~ 1. 
D o w ó d. Ze wzoru Taylora mamy 

J(y) = f(x)+M(x, O)(y-x), 

gdzie Mik lx, ii) = fx~(°"x +(I - Ok)Y ), i, k = 1, 2, ... , N. Kładąc y = O, otrzymamy 

(3) M(x, O)x = Psb. 

Załóżmy, że macierz M(x, O) spełnia warunek 2; wtedy mamy nierówność 

llxlloo ~ llM-1 (.X, O)PsPsblloo ~ llPshlloo· 



14 T. Styś 

Zatem, z warunku 2 wynika warunek 1. Teraz załóżmy, że spełniony jest warunek 1. 
Wtedy dla b = O mamy x = O i wobec tego macierz M(x, O) jest nieosobliwa. Z wa-
runku 1 i równości (3) wynika nierówność 

llxlloo = llM- 1 (.X, O)Psbllco ~ llblloo 
dla dowolnego b E RN. Stąd mamy llM-1 (.X, O)Psll ~ 1. 

Jeżeli funkcje f1(x), f2(x), ... ,JN(x) są liniowe, to układ równań (1) jest ukła­
dem równań algebraicznych liniowych i wtedy, w przypadku rozwiązań rzeczywi-
stych, lemat 1 jest równoważny z lematem o zasadzie maksimum podanym w [1]. 

(4) 
(5) 

2. Rozpatrzmy następujące równanie eliptyczne 

G(<X, /3, U, Ua, Up, Uaa' Upp) = O, (rx, /3) E Q, 
u(rx, /3) = <p(rx, {3), (rx, /3) e iJQ, 

gdzie Q = {(ex, /3): O < ex < a1 , O < /3 < a2 }. Zakładamy, że funkcja G(ex, {3, r, s, 
t, w, z) jest ciągła i spełnia następujące warunki w obszarze Q x R 5 

1° G,(r:x., {3, r, s, t, w, z) ~ O, 
2° Gw(r:x., {3, r, s, t, w, z) ~ µ(r, s, t, w, z) > O, 
3° Gz(r:x., {3, r, s, t, w, z) ~ v(r, s, t, w, z) > O, 
4° IGs(r:x., {3, r, s, t, w, z)I ~ K(r, s, t, w, z), 

5° IGt(r:x., {3, r, s, t, w, z)I ~ L(r, s, t, w, z), 
6° K(r, s, t, w, z)~ M 1 µ(r, s, t, w, z), 

7° L(r, s, t, w, z) ~ M 2 'P(r, s, t, w, z). 

Następujący schemat różnicowy aproksymuje równanie (4), (5): 

(6) G(ih, kh, vik> Ó1~1ik> ó2vik> A 1vik> A 2vik) = O, (ih, kh) e Qh, 

(7) Vik = </Jik> (ih, kh) E iJQh, 

gdzie 

Qh = {(ih, kh): i= 1, 2, ... , m-1, k = 1, 2, ... , n-1}, 

h = .!!.!._ - ~ - ' m n vik = v(ih, kh), 

Dalej wprowadzimy następujące oznaczenia: N= (m + 1 )(n+ 1); p = (p1 , p 2 , ••• , PN), 
Pcm+1>k+i = (ih, kh); x = X1, X2, „., xN)*, Xcm+l>A:+i = v1k> i= O, 1, 2, ... , m, k = 
=O, 1, 2, „., n; /-zbiór liczb całkowitych oznaczających numery punktów na-
leżących do brzegu o!Jh, I= {11 ,/2 , ••• , l 2cm+n>}, Icm+l>k+i = (m+ l)k+i, dla 
i= O, m lub k =O, n; fi= -G(pi> xi> ó1xi, ó2xi, A 1xi, A 2xi) dla j ~I, f 1 = 1 
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dla j E /. Teraz określimy elementy macierzy M(x, (}, h) dla układu równań al-
gebraicznych (6), (7): 

f 2 . . . 
M _ -h2 (G~+G~)-G~ 

ii - l 1 
dla i j I, 

dla i E /, 

M 1 Gi - 1 Gi 
i,iU = -Ji2 w+ 2h s' 

Pochodne G:, G!, G;, G~, G~ są obliczane w punktach (}i.X. Pozostałe elementy ma-
cierzy M(x, (}, h) przyjmujemy za równe zeru. Niech S 2<m+n> będzie podprzestrzenią 

przestrzeni RN rozpiętą na wektorach ei dla i E I. 

LEMAT 2. Istnieje liczba rzeczywista h0 taka, że dla O < h ~ h0 macierz M(x, (}, h) 
jest nieosobliwa i 

D o w ó d. Udowodnimy, że macierz M(x, (}, h) jest monotoniczna. Z określe­
nia macierzy M(x, O, h) i założeń 1°-7° wynika następująca nierówność 

Mik(x, (}, h) ~O 

dla i =fi k, h ~ 2min(µ, v)/max(K, L), jeżeli K > O lub L > O i dowolnych h, jeżeli 
K= L =O. 

Mu(x, e, h) >o 
dla i= 1,2, ... ,N.Zatemdlah ~ h0 = min{l,2min(µ, v)/max(K, L)}M(x, O, h) 
jest L-macierzą (patrz [2], str. 42). Ponadto, dla h ~ h0 macierz M(x, (), h) jest 
dominująca, gdyż 

2 . . . 2 . . ~ 
Mu= -h2 (G~+G~)-G~;?; h2 (G~+G~) =Li IMikl 

i-:l=k 

Mii > LIMikl =O dla ie/. 
i-:l=k 

dla i j I, 

Wobec powyższego M(x, (}, h) jest monotoniczna (patrz [2], str. 44). Z drugiej 
strony macierz M(x, (}, h)-D, gdzie D =diagonal (D1 , D2 , ••• ,DN), Dt = 
= - G: dla i <t I, Dt = O dla i E /, jest unormowana względem podprzestrzeni s2 cm+n> 

(patrz [l]) i jako macierz monotoniczna spełnia nierówność llM- 1 (.x, (}, h)-Dll ~ 
~ 1. Zatem, mamy również llM-1 (.X, (}, h)ll ~ 1. 

Z wyżej udowodnionych lematów wynika następująca zasada maksimum dla 
schematu (6), (7). 
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ZASADA MAKSIMUM. Jeżeli vh jest rozwiązaniem schematu (6), (7), to dla h ~ h0 , 

maxlvh(ih, kh)I ~ maxl<p(ih, kh)I. 
Sh1 aD11 
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