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Teoria informacji a statystyka matematyczna

Streszczenie W niniejszym artykule przedstawiony jest zarys teorii informacji z pro-
babilistycznego i statystycznego punktu widzenia. Ten nurt teorii informacji rozwi-
jal sie intensywnie w ostatnich dziesiecioleciach. Wplynal tez w znaczacy sposéb
na rozwdj metod statystycznych. Celem artykulu jest wprowadzenie czytelnika w
przystepny sposéb w podana powyzej tematyke, dostarczenie mu pewnych intuicji
i przyblizenie specyfiki podejscia teorio-informacyjnego w statystyce matematyczne;j.

Klasyfikacja tematyczna AMS (2010): 62B10; Ponadto 94A15, 94A17, 60F, 62F,
62G.

Slowa kluczowe: Entropia, odlegto$é Kullbacka—Leiblera, informacja Fishera, zbiez-
nosé¢ entropii, lemat Steina, model statystyczny a kodowanie zrédla, estymacja ge-
stosci.

1. Wstep Rozwdj teorii informacji zapoczatkowala stynna praca

roku A mathematical theory of communication. Jej podstawo-
wym celem byly zastosowania techniczne zwigzane z kodowaniem i przesyla-
niem informacji. Wkroétce dostrzezono znaczenie wynikéw Shannona dla teo-
rii prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej i podjeto badania w tym
kierunku. Wystarczy wspomnie¢ cho¢by monografie , pod-
recznik czy ksiazke . Jednak dopiero
w ostatnich dziesiecioleciach nastapit burzliwy rozwdj probabilistycznej i sta-
tystycznej gatezi teorii informacji. Znaczny udziat mieli w nim miedzy innymi
A. Barron i J. Rissanen. Niewiele jest publikacji w jezyku polskim po$wigco-
nym tym zagadnieniom. Stad préba wypelnienia istniejacej luki i przedstwie-
nia ukierunkowanego przegladu wspotczesnej teorii informacji w zwartej i
przystepnej formie, co daje tez okazje do zaproponowania polskich terminéw
dla niektoérych pojeé, gdyz w dostepnej literaturze nie byty dotad uzywane. W
krotkim szkicu nie jest mozliwe uwzglednienie wszystkich waznych wynikéw

* Niniejszy artykul jest rozszerzong wersja wyktadu wygtoszonego na XXXVIII Kon-
ferencji Statystyka Matematyczna Wista 2012.
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tak obszernego dziatu matematyki. Dlatego zdecydowalem si¢ na pewien wy-
bér materiatu, podyktowany celem wykladu i osobistymi zainteresowaniami,
jednakze przedstawiony na mozliwie ogblnym tle.

Ostatnio ukazala sie monografia , adresowana gtéwnie
do informatykow, w ktérej skupiono sie na problemach kodowania, ztozonosci
obliczeniowej i analizie ciggdéw stacjonarnych w kontekscie teorii informacji.
Tak wiec znaczna jej cze$¢ dotyczy innych zagadnien niz przedstawione w ni-
niejszym opracowaniu. Uzupelniajac sie wzajemnie, daja czytelnikowi moz-
liwo$¢ zapoznania sie z szerokim wachlarzem wynikéw wspdlczesnej teorii
informacji.

Rozdziat drugi podwiecony jest wprowadzeniu podstawowych pojeé teo-
rii informacji, omowieniu ich wlasnoéci i wzajemnych zwiazkéw. Dalsze dwa
dotycza kolejno zastosowan w teorii prawdopodobienstwa i statystyce. Litera-
tura zwiera jedynie prace cytowane w toku wyktadu. Wyczerpujacy przeglad
literatury mozna znalez¢ np. w podreczniku

2. Podstawy teorii informacji

2.1. Entropia, entropia wzgledna

Niech A bedzie zdarzeniem losowym. Zapytajmy, ile informacji jest za-
warte] w zdaniu zaszlo zdarzenie A. JeSli prawdopodobienstwo P(A) jest
duze, to informacji jest niewiele, a jesli P(A) jest mniejsze, to informacji jest
wiecej. Ponadto, gdy P(A) = 1, to nie ma zadnej informacji. Natomiast, gdy
P(A) jest coraz blizsze 0, to ilo$¢ informacji powinna wzrastaé¢ nieogranicze-
nie. Te naturalne postulaty realizuje wyrazenie — log, P(A). Wybér funkeji
logarytmicznej oraz podstawy 2 ma glebsze uzasadnienie, o czym powiemy
nieco dalej. W dalszym ciagu bedziemy opuszczaé¢ podstawe logarytmu i pi-
sa¢ log P(A) (dla odréznienia, logarytm naturalny bedziemy oznaczaé przez
In, a innych podstaw nie bedziemy uzywac).

Rozwazmy zmienng losowa X o skoniczonym noéniku i rozkltadzie p danym
rownosciami

PX=ux)=p;, i=1, ..., (2.1)

Zapytajmy teraz, ile informacji zawiera podanie wartosci X. Poniewaz X
wyznacza uklad zdarzen A; = {X = x;}, i =1, ..., r, rozsadnie jest okresli¢
te wielko$¢ jako srednig iloéé informacji zawartej w zdarzeniach Ay, ..., A,.

DEFINICJA 2.1. Entropig (entropiq Shannona) zmiennej losowej X o roz-
kladzie (2.1) nazywamy liczbe

H(X) = Hp) = — Y pilog (22)
=1

Dodatkowo w (2.2) przyjmujemy konwencje 0log 0 = 0. Taka definicja zostala
przyjeta przez Shannona w pionierskiej pracy z 1948 roku.
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Rozumowanie prowadzace do powyzszej definicji pozwala ja natychmiast
rozszerzy¢ na zmienne losowe dwuwymiarowe (X,Y’). Mianowicie, jesli

PX =ua,Y=y;)=pij, i=1,....,r, j=1,...,s, (2.3)
to
H(X,Y) ==Y pijlogpi;.
i?j
Analogicznie okresla sie entropie H(Xj, ..., X)) zmiennej wielowymiarowe;

X = (X1,..., Xp).

Jedli zmienna losowa € ma rozktad dwupunktowy
Pe=1)=p=1—-P(e=0), (2.4)

to entropie € oznaczamy przez h(p) i nazywamy funkcja entropijna (ang.
binary entropy function). Mamy wiec

h(p) = —plogp — (1 —p)log(1 —p), p€[0,1].

Funkcja entropijna jest ciagla, wklesla, symetryczna wzgledem 1/2 oraz
h(1/2) = 1. Wybér podstawy logarytmu 2 jest wyborem jednostki miary ilo-
Sci informacji. Zatem podanie wyniku pojedynczego rzutu monetg daje 1 bit
informacji. Standardowe rozumowanie prowadzi do nieréwnosci

4p(1 —p) < h(p) < 24/p(1—p), pe[0,1].

Entropia ma nastepujace proste i majace naturalng interpretacje wtasno-
Sci:

(Al) 0 < H(X) < r, przy czym rownosé H(X) = r zachodzi wtedy i
tylko  wtedy, gdy X  ma rozklad  jednostajny na  zbiorze
X ={x1,...,2 };

(A2) H(X,Y)< H(X)+ H(Y) dla dowolnych zmiennych losowych X,
Y, przy czym rowno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X, Y sq niezaleine;

(A3) H(pu+(1—p)v) = h(p)+pH(u)+(1—p)H(v) dla dowolnych miar
w, v o skonczonych, rozlgcznych  nosnikach  oraz  dowolnego
pe(0,1].

Dowody (A1) i (A2) wykorzystuja jedynie $cista wypuklosé funkeji C'(y) =
ylogy i sg charakterystycznym, czesto powtarzajacym sie rozumowaniem w
teorii informacji. Przytoczymy dowdd pierwszej z tych wlasnosci.

Dowdéd (A1). Z wypuklosci funkeji C(y) wynika nieréwnosé

y >0,

y—1
1 Z =,
ylogy 0o
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gdyz jej prawa strona jest réwnaniem stycznej do wykresu C(y) w punkcie
y = 1. Ré6wnos$¢é ma miejsce tylko dla y = 1. Z powyzszej nieréwnosci mamy
natychmiast

T T T
logr — H(X) = logr—kZpilogpi = Zpilogr—FZpilogpi =
i=1 i=1 i=1

1 1rrpi—1_

= - i) 1 i) =2 — =0,
;(TP)Og(m) T; 5 =0

T

przy czym rownos$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy rp; = 1 dla wszyst-
kich 4. To konczy dowdd. a

Interpretacja wlasnosci (A3) wydaje sie mniej oczywista. Aby ja przed-
stawi¢, przyjmijmy, ze X, Y sg zmiennymi losowymi o rozktadach u, v, a €
— zmienng losowa niezalezna od X, Y o rozkladzie dwupunktowym (2.4).
Wowcezas zmienna losowa

V= X7 gdy€:17
1Y, gdy e=0,

ma rozklad pu + (1 — p)v. Aby podaé wartos¢ V, trzeba najpierw podaé
wartos¢ €, a nastepnie wartos¢ X, gdy e =1 lub Y, gdy € = 0. Odpowiednie
ilosci informacji nalezy zsumowaé, co daje prawa strone réwnosci (A3) zwanej
wlasnoscig dekompozycji lub grupowania.

Okazuje sie, ze wlasnosci (A1)—(A3) charakteryzuja entropie Shannona
i w ten sposob uzasadniaja wybor funkcji logarytmicznej jako miary ilosci
informacji.
TWIERDZENIE 2.1. Niech G(X) = G(pn) bedzie funkcjq okreslong na roz-
kladach o skoriczonych nosnikach spetniajocq (A1)—(A3). Ponadto zaldzmy,
ze G(X) jest niezmiennicza na bijekcje (tzn. dla dowolnej bijekcji f mamy
G(f(X)) = G(X)) oraz funkcja g(p) = G(e), p € [0,1], dla zmiennej € o
rozkladzie dwupunktowym (2.4), jest ciggla na [0,1]. Wowczas

=1

dla pewnego ¢ > 1. Przyjmujgc dodatkowo g(1/2) = 1, otrzymujemy ¢ = 2
czyli G(X) = H(X).

podal minimalny zbior zalozen gwarantujacych te sama
teze. uogdlnil powyzsze twierdzenie. Zastepujac (A3) przez

(A3) Y(Glpu+ (1 —p)v)) = p*“Y(G(p)) + (1 —p)*Y(G(v)),

gdzie @ > 0, a # 1, ¥(y) = 2079 i zachowujac wszystkie pozostale
wlasnosci, udowodnit, ze jedyna funkcja spelniajaca te zalozenia jest tzw.
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a-entropia Rényiego

Ho(X) =

1 .
1_alog<;pi>.

Wartosé parametru o = 1 odpowiada entropii okreslonej przez (2.2). W ostat-
nich dekadach a-entropia, o # 1, znalazla liczne zastosowania m.in. w lingwi-
styce matematycznej, teorii fraktali i informatyce kwantowej. Pewna wersja
a-entropii Rényiego jest tzw. a-entropia

1 (7’
E p?—l).
11—« P

Wiecej wiadomos$ci o a-entropii mozna znalezé np. w pracy

W dalszym ciagu naszych rozwazan pozostaniemy przy definicji entro-
pii (2.2) przyjetej przez Shannona, ktéra dobrze odpowiada zagadnieniom
kodowania i przesytania informacji, a co za tym idzie, takze zagadnieniom
statystyki matematycznej.

Interpretacja pojeé teorii informacji w jezyku kodow binarnych jest czesto
bardziej przekonywujaca niz w jezyku mierzenia ilosci informacji. Dotyczy to
przede wszystkim samego pojecia entropii.

Niech X = {z1,...,z,} bedzie ustalonym zbiorem (alfabetem). W celu
przesylania tekstéw zapisanych w alfabecie X kazda litere kodujemy w po-
staci ciaggu binarnego (stowa kodowego) ; — ajag ... ay,. Liczby ki,. .., k,
sg dhugosciami stéw kodowych. Ograniczamy sie do kodow jednoznacznie de-
kodowalnych tzn. takich, ktore pozwalaja jednoznacznie podzieli¢ przestany
bez zaklécen ciag binarny na stowa kodowe (litery). Wsréd tych kodéw szcze-
g6lna role odgrywaja kody przedrostkowe (lub inaczej prefiksowe), w ktérych
zadne stowo kodowe nie jest poczatkiem innego.

Przyktadem kodu przedrostkowego dla X = {x1,x9, 23,24} moze byé:
x1 — 0, xo — 10, x3 — 110, z4 — 111. Cigg 1100101110010 dekodujemy
wiec jako 110(0[10]111]0]|0|10 — z3z12224T12122.

Dla kodéw jednoznacznie dekodowalnych prawdziwa jest nieréwnos$é Kra-
fta.

TWIERDZENIE 2.2 (nieréwnos$¢ Krafta, 1949). Kod jest jednoznacznie deko-

T
dowalny wtedy i tylko wtedy, gdy Z 2 ki L 1.
i=1

Nieréwnosé te nazywa sie takze twierdzeniem Krafta—McMillana

Zmienng losowa X o rozkladzie (2.1) nazywamy Zrédlem (ang. source).
Rozwazmy jednoznacznie dekodowalny kod binarny o stowach dlugosci kq,
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, kr. Wowczas > .i_; kip; jest érednia diugoscia stowa kodowego dla 7ré-
dla X. Z nier6wnosci Krafta wynika, ze optymalnym (realizujacym réwnos¢)
wyborem dlugoéci stéw jest k; = —logp;. Poniewaz k; musza by¢ liczbami
naturalnymi, konieczne jest zaokraglenie w gore tj. przyjecie k; = [—log p;i].
Wtedy $érednia dlugosé stowa optymalnego kodu binarnego lezy w przedziale
[H(X),H(X) 4+ 1). Zatem entropi¢ mozemy interpretowaé jako srednia dlu-
gos¢ stowa optymalnego kodu binarnego (z doktadnoscia do 1 bitu) dla zré-
dta X. Optymalnym kodem przedrostkowym jest kod

Powréémy do naszego przyktadu. Jedli p; = 0.5, po = 0.25, p3 = py =
0.125, to poprzednio okre$lony kod jest optymalny, srednia dlugosé¢ slowa
kodowego wynosi 1.75 = H(X) i jest to kod Huffmana. Natomiast, jesli
p1 = p2 = 0.0625, p3 = 0.375, py = 0.5, to ten kod jest daleki od optymalnego
i $rednia dlugos$é stowa kodowego wynosi ok. 2.81 i jest wieksza niz H(X) +
1~ 2.53. W tym przypadku kod Huffmana jest okredlony przez

r1 — 110, 9 — 111, 23 — 10, z4 — 0,

ze érednia dlugoscia stowa kodowego réwna 1.625.

Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa o rozkladzie (2.3).
Zapytajmy znéw, ile informacji zawiera podanie wartosci Y, gdy znamy X.
Jesli wiemy, ze zaszlo zdarzenie {X = w;}, to zdarzenia {Y = y;} maja praw-
dopodobiefistwa (warunkowe) p;;/p;., gdzie p; = 327 pij, 1 ilos¢ informacji
potrzebnej wtedy do podania wartosci Y wynosi

H(Y|X = ;) = Zp”l By
1 pZ pl-
Jj=
Zatem entropia warunkowa Y przy znanym X wynosi
T
b
H(Y|X) =Y H(Y|X = ;) pi. = = _pijlog L.
i=1 i,J Di-
Powtarzajac rozumowanie z dowodu wlasnosci (A1), otrzymujemy
H(Y]X) < H(Y),

przy czym réwnos$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X, Y sg niezalezne.
Ostatnia nieréwnosé¢ zgadza sie z intuicja, ze dla X, Y zaleznych podanie
wartoéci Y przy znanym X wymaga mniejszej ilosci informacji niz H(Y).

Przez bezposrednie sprawdzenie mozna udowodnié nastepujace twierdze-
nie, ktorego interpretacja jest oczywista.

TWIERDZENIE 2.3. (regula laricuchowa).
H(X,Y) = H(X) + H(Y|X).
Ogdlniej
H(Xy,...,Xn)=H(X1)+ HX2|X1) + ...+ HXp| X1,..., Xn-1).
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Dodajmy, ze dla a-entropii Rényiego reguta tancuchowa w powyzszej postaci
nie jest prawdziwa. Uzywajac pojecia entropii warunkowej, mozna przyjaé,
ze ilo§¢ informacji o Y zawartej w X wynosi I(Y,X) = H(Y) — H(Y|X).
7 reguty tancuchowej wynika réwnosé

IV, X)=HX)+ HY)-HX,Y)=I(X,Y),
czyli I(Y, X)) jest takze rowna ilosci informacji o X zawartej w Y.

DEFINICIA 2.2. [lo$¢ informacji wzajemnej zmiennych losowych X, Y wy-
nost

I(X,)Y)=HX)+ H(Y)—-H(X,Y). (2.5)

Dotychczas rozwazaliSmy zmienne losowe, ktorych rozktad byl znany. Je-

sli jednak pq, ..., pr nie sa znane, to mozna je przyblizy¢ prawdopodobien-
stwami q1, ..., g, czyli przez pewien rozklad v na tym samym zbiorze (alfa-

becie) X. Wtedy iloé¢ informacji potrzebnej do podania wartosci X wynosi
— >y pilogg; irdzni sig od ilodci informacji, gdy znamy p; o wielkosé

T T T
Pi oz
=Y piloggi + Y pilogp; = Zpilogj = D(p|v).
i=1 ¢

=1 =1

Powtarzajac jeszcze raz rozumowanie analogiczne do dowodu wlasnosci (A1),
otrzymujemy twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.4. Dla dowolnych rozkiadow p, v o wspélnym skonczonym
nosniku X mamy
D(ullv) > 0

i rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p = v tzn. p; = q; dla wszystkich i.

A wiec zastapienie nieznanych p; przez ich przyblizenia g; powoduje wzrost
entropii o D(p||v). Wielkosé D(p||v) nazywamy entropia wzgledna, odleglo-
Scig Kullbacka—Leiblera lub odlegloécia entropijna p od v. Przyjmujac nadal
konwencje 0log0 = 0, definicje D(u||v) mozemy rozszerzyé na przypadek,
gdy noénik v zawiera nosnik p (rozklad przyblizajacy v jest bardziej ‘roz-
myty’). Uogélnienie pojecia entropii wzglednej na szersza klase rozkladéw
oméwimy w rozdziale 2.2.

Rozumowanie prowadzace do okreslenia entropii wzglednej wygodnie jest
zinterpretowa¢ w jezyku kodow binarnych. Jesli konstruujemy optymalny kod
binarny dla zrédta X w oparciu o przyblizenia ¢; nieznanych prawdopodo-
bienstw p;, to §rednia dlugosé stowa kodowego (z dokladnoscia do zaokragle-
nia w gére) wynosi — y_,; p; log g;. W stosunku do kodu optymalnego opartego
na dokladnych prawdopodobienstwach p; srednie wydluzenie (inny polski ter-
min redundancja, ang. redundancy) stéw kodowych wynosi D(u||v).

Odleglosé entropijna ma nastepujace wlasnosci, ktore tatwo sprawdzié
bezposrednim rachunkiem.
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TWIERDZENIE 2.5. (i) D(u||v) nie jest symetryczng funkcjg p, v, czyli
na g6t D(pl|lv) # D(v||p);

(i) D(p||A) =logr — H(u) = H(X) — H(u), gdzie X jest rozkladem jedno-
stajnym na nosniku p;

(15i) D(p||p1xpe) = 1(X,Y), gdzie p jest rozktadem dwuwymiarowej zmien-
nej losowej (X,Y), a i, po rozkladami brzegowymi;

(iv) D{agn + (1- )iz lam + (1 — a)va) < aD (i wn) + (1- ) D{jiav2) dla
dowolnych rozktadow p1,v1 o tym samym nosniku, dowolnych us, va o tym
samym nosniku i « € [0,1].

Wilasnosé (iii) wiaze ilo$é informacji wzajemnej X, Y z odlegloscia en-
tropijna rozkladu (X,Y’) od produktu rozkltadéw brzegowych. Wlasnosé (iv)
nazywamy wypukloscia odleglosci entropijnej. W dowodzie (iv) korzysta sie
z tzw. nieréwnosci logarytmiczno-sumacyjnej (ang. log—sum inequality)

1+

i X
(x1 + x2) log 2 <$110gj+$210g£7 x1,T2,Y1,Y2 > 0,

Y1
ktora jest bezposrednia konsekwencja wypuklosci funkeji C'(y).

2.2. Entropia rézniczkowa, odleglo$¢ Kullbacka—Leiblera. W
modelowaniu zjawisk losowych w naturalny sposéb pojawiaja sie rozktady o
nieskoniczonym, a nawet nieprzeliczalnym nosniku. Dlatego pojecia wprowa-
dzone w poprzednim paragrafie przeniesiemy na przypadek nieskonczonych
nosnikow.

Niech X bedzie dyskretna zmienna losowa o rozkltadzie p danym réwno-
Sciami

P(X:l‘i):pi, ’izl, 2,

Rozumowanie prowadzace do definicji entropii (por. (2.2)) stosuje si¢ takze
w tym przypadku i entropie X okreslamy wzorem

H(X) = - ipi log p;. (2.6)
=1

Entropia pozostaje wielkoscia dodatnia, ale moze przyjmowaé warto$¢ +oo
(szereg moze by¢ rozbiezny). Dla rozkladéw u, v o tych samych nosnikach
(lub ewentualnie nosniku v zawierajacym nosnik p) analogicznie okreslamy
entropie wzgledna D(ul|v) = Y72, pilog(pi/q:) 1 analogicznie wykazujemy,
ze jest ona nieujemna i réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy pu = v.

Jako przyklad rozwazmy zmienna losowa X o rozkladzie geometrycznym
Ym z parametrem 1/m, m > 1, tzn.

1 1 i—1
P(Xzi)z(l—) =12 ..
m
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Bezposredni rachunek daje H(X) = mh(1/m). Latwo sprawdzié, ze

n}gnoomh(l/m) 0.

Oznacza to, ze jesli prawdopodobienstwo sukcesu 1/m maleje do 0, to ilogé
informacji potrzebnej do podania wartosci X roénie nieograniczenie. A wiec
wlasnosé (A1) entropii méwiaca, ze na zbiorze skonczonym X istnieje rozklad
o maksymalnej entropii nie ma odpowiednika w klasie wszystkich rozktadéw
o noéniku przeliczalnym i skonczonej entropii. Mozna jednak wykazaé, ze w
klasie rozkltadéw na zbiorze liczb naturalnych o ustalonej wartosci oczekiwa-
nej m istnieje rozktad o maksymalnej entropii.

TWIERDZENIE 2.6. W klasie My, rozkladow na zbiorze liczb naturalnych
o ustalonej wartosci oczekiwanej m > 1, maksymalng entropie osigga roz-
klad geometryczny ~m, z parametrem 1/m. Mamy wiec

sup H(u) = H(ym) = mh(1/m),
HEMm

przy czym rowno$é ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy p = Y.

Dowéd. Dla dowolnego rozktadu p € My, czyli takiego, ze
Yo, ipi = m mamy

m 7/1
D(pal|Ym) Zp %8 [ Ty )

= Zpi log p; — (Zipi) log ™"
i=1

=1

— L log(m — 1) = —H () + H(ym).

Poniewaz D(p||vm) = 0 i réwnosé zachodzi tylko gdy p = ym, to H(p) <
H (), co kohczy dowdd. O

Entropia okreslona wzorem (2.6) zachowuje wszystkie wlasnosci entropii
rozkladow o skonczonym nosniku.

Niech teraz X bedzie rzeczywista zmienna losowa o gestosci p(z). Na
chwile zal6zmy dodatkowo, Ze p jest ciagta na R. Podanie doktadnej wartosci
X wymaga nieskonczonej ilosci informacji. Podanie wartosci X z doktad-
noécia 6 > 0 prowadzi do dyskretyzacji X. Mianowicie, niech X oznacza
zmienng losowa okreslona wzorem

X5 =i, gdy X €[is,(i+1)8), i€ Z.

Wtedy jej rozklad okreslaja prawdopodobienstwa
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€ [id, (i + 1)9) z twierdzenia o wartosci $redniej dla calki i ciagtosci p.
Entropia dyskretyzacji Xs wynosi zatem

— > op(x}) log(dp(a}))

€L

= — > (p(a}) log p(x7)) § — log . (2.7)

1EZ
Pierwszy skladnik po prawej stronie wzoru (2.7) jest suma calkowa caltki

Riemanna — [p p(x)log p(x) dx. Z ciaglosci p wynika nastepujaca réwnosé

lim(H(X;) +log8) = — [ pla) logp(a) dr. (2.8)
R

Wyrazenie po prawej stronie wzoru (2.8) nazywamy entropia rézniczkowa
zmiennej losowej X (krétko entropia X) i oznaczamy tak jak poprzednio
przez H(X). W dalszym ciagu prawa strone (2.8) przyjmujemy jako definicje
entropii dowolnej zmiennej losowej o rozkladzie absolutnie cigglym i gestosci
p(x), dla ktorej ta catka (jako catka Lebesgue’a) istnieje, z dopuszczeniem
wartosci +o0o oraz —oo. Interpretacja H(X) wynika z (2.8) i jest nieco inna
niz poprzednio. Ilos¢ informacji potrzebna do podania wartosci X z doktad-
noscia do m miejsc binarnych po przecinku wynosi H(X) + m. Bezposrednio
z definicji dostajemy

(i) HX+4+c¢)=H(X), H(cX)=HX)+logle|, ceR;

(i) HYIX) =~ [ [ pla,y)logplyla)da dy,
RxR

gdzie p(x,y) jest gestoscig dwuwymiarowej zmiennej losowej (X,Y), a p(y|x)
gestosciq warunkowq Y przy warunku X = x;

(i) I(X,)Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y);
(w) H(X+Y)Zzmax{H(X),H(Y)}, gdy X, Y niezalezne. (2.9)
Wiasno$é (i) odréznia entropie rézniczkowa od entropii zmiennej losowej
dyskretnej, gdyz niezmienniczo$¢ na bijekcje przestaje obowiazywaé. Ilosé

informacji wzajemnej I(X,Y") zachowuje taka sama interpretacje jak w przy-
padku dyskretnym. Wlasnosé (iv) jest konsekwencja relacji

H(X,Y)=H(X,X+Y)

oraz (A2). Definicja entropii rézniczkowej (2.8) przenosi sie natychmiast na
przypadek wielowymiarowy X = (X1,..., X)) wzorem

H(X)=H(Xy,...,Xx) = —/p(a:l,...,xk)logp(xl,...,xk)dxl...da:k.
RE
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Analogia miedzy entropia rézniczkows, i entropig zmiennych dyskretnych pro-
wadzi do pytania o istnienie rozkladu ciagtego o maksymalnej entropii. Od-
powiedz jest nieco bardziej zlozona niz w przypadku zmiennych dyskretnych.
Najpierw rozwazmy zmienna losowa o no$niku zwartym [a, b]. Woéwczas mamy
nastepujace twierdzenie, ktére jest odpowiednikiem wtasnosci (Al).

TWIERDZENIE 2.7. Jesli X ma rozklad absolutnie ciggly o nosniku |a,b], to
H(X) <log(b—a) = H(Uy),
gdzie Ujyy oznacza zmienng losowq o rozkladzie jednostajnym na odcinku

[a,b]. Réwno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X 2 Ula,b)-

Dowdéd. Rozumowanie jest analogiczne do dowodu wlasnosci (A1). Niech
p(z) bedzie gestoscia X. Wtedy z wypuklosci funkeji C'(y) mamy

b
log(b — ) ~ H(X) = [ p(x) logl(b — a)p(a)}da

b
1 b— -1
L L feman-,
b—a In2
a
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (b—a)p(x) = 1 prawie
wszedzie. To konczy dowdd. a

Tak samo dowodzi si¢ nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.8. (1) Jesli X ma rozklad absolutnie ciggly o nosniku [0, co)
oraz EX =m, to

H(X) <log(em) = H(Wn),

gdzie Wy, oznacza zmienng losowq o rozkladzie wykladniczym z parametrem
1/m. Réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X L Wins

(2) jesli X ma rozklad absolutnie ciggly o nosniku R oraz EX = 0 i
Var X =t, to

H(X) < %10g(27ret) _ H(Z), (2.10)

gdzie Zy oznacza zmienng losowg o rozkladzie normalnym, Sredniej 0 ¢ wa-
riancyi t. Rowno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X L Zy;
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(3) jesli X ma rozktad absolutnie ciggly o nosniku RF, Sredniej 0 i ma-
crerzy kowariancyi K, to

H(X) < %log (2re)* det K) = H(Zx), (2.11)

gdzie Z oznacza zmienng losowg o rozkladzie normalnym N (0, K). Réwno$é

ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy X 2z K-

Czesé (1) twierdzenia 2.8 jest odpowiednikiem twierdzenia 2.6, a (2) i (3)
nie maja odpowiednika w klasie rozktadéw dyskretnych i zawieraja ciekawe
i wazne spostrzezenie, iz rozklad normalny maksymalizuje entropie i pelni role
rozkladu jednostajnego w klasie rozkladéw o nogniku R¥. Ustalenie wartosci
wariancji jest konieczne, gdyz limy_,oo H(Z;) = limy_.o log(2met) = co.

Definicja entropii rozniczkowej (2.8) sugeruje sposéb przeniesienia pojecia
entropii wzglednej na przypadek rozktadéw absolutnie ciagtych.

DEFINICJA 2.3. Niech u,v bedg rozkladami absolutnie cigglymi w R* o ge-
sto$ciach, odpowiednio, p © q. Wielkosé

p(z) iz,

D(ullv) = D(pllg) = R[p(x) 8 gy sy (2.12)

400, poza tym,

nazywamy odlegltosciq Kullbacka—Leilblera, entropiq wzgledng lub odlegloscig
entroping p od v.

Interpretacja odlegtoéci entropijnej podana w poprzednim paragrafie po-
zostaje stuszna w przypadku rozktadéw absolutnie ciaglych. Jesli nieznana
gesto$é p zmiennej losowej X jest przyblizana przez gesto$é¢ ¢ (byé moze
o wiekszym nosniku), to ilo$¢ informacji potrzebna do podania X (z usta-
long dokladnoscia) zwieksza sie o D(pl|q) w stosunku do sytuacji, gdy p jest
znana. Podobnie, optymalny kod binarny oparty na przyblizeniu ¢ nieznanej
gestosci p zrédla powoduje wydluzenie (redundancje) $redniej dtugosci stowa
kodowego o D(p||q).

Wiasnoéci odlegloéci entropijnej oméwione w poprzednim rozdziale obo-
wigzujg takze w obecnej sytuacji. Dla kompletnosci powtérzymy je i uzupel-
nimy dalszymi, waznymi dla rozwazan teoretycznych.

TWIERDZENIE 2.9. (i)  D(p|lg) = 0 i réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy p = q prawie wszedzie;

(ii)  D(p|lq) nie jest funkcjq symetryczng p,q, czyli na ogét D(p|q) #
D(qllp);

(i) I(X,Y) = D(ullpr X p2), gdzie p jest rozkladem dwuwymiarowej
zmiennej losowej cigglej (X,Y), a u1, po rozkladami brzegowymi;



T. Inglot 127

(iv) Do + (1 = a)pzlavs + (1 — a)ry)
< aD(pllv1) 4+ (1 — ) D(p2llv2)

dla dowolnych rozktadow absolutnie cigglych py < vy @ ug K v9 oraz a €
[0,1];

(v)  jesli pn > p oraz gn 2> g, to liminf D(pallan) > D(pllg), gdzie A

n—oo

oznacza miare Lebesgue’a;

(vi) (loge) 3 (p,q) < D(pllg);

(vii)

loge

5 P = qll, < D(plla)- (2.13)

Wilasno$¢ (i) nazywa sie nieréwnoscia Gibbsa, wlasnosé (v) oznacza dolna
polciaglosé odleglosei entropijnej, dy jest odlegloscig Hellingera (d%t (p,q) =
Jr(v/P—/@)*dN), a wlasnosé (vii) nazywa sie nieréwnoscia Pinskera

, . Nieréwnosci (vi) i (vii) pokazuja, ze odleglosé Kullbac-
ka—Leiblera ma charakter kwadratu ‘odlegtosci’ rozkladéw. Wiasnosé (ii) z
twierdzenia 2.5, pominieta w twierdzeniu 2.9 stanowi tre$¢ twierdzen 2.7 i
2.8. Dowdd trzech ostatnich wlasnosci szkicujemy ponizej.

Dowéd. Wlasnos$é (v) wynika bezposrednio z Lematu Fatou i faktu, ze
funkcja C'(y) = ylogy jest ograniczona z dotu. Dla dowodu (vi) wystarczy
zauwazy¢, ze funkcja ¢ (y) = yIny + 2,/y — 2y jest nieujemna na (0, c0) oraz

- p() 1
R{w (q(x)> 4(@)dz = = D(plla) - d3,(p, ).

Zamiast (vii) udowodnimy tutaj nieco slabsza nieréwnosé tj. ze stala 4 za-
miast 2. Z nieréwnosci Schwarza, wlasnosci (vi) oraz faktu, ze

Bup.q) =22 [ Vpgdx
R

mamy

( [ 1p(a) = a(@) dx>2
< (Vi o ()

R R

4
= (4—d}(p, q))d3,(p,q) < 4d3,(p,q) < @D(p!\@

co dowodzi (2.13) z gorsza stala. O
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Na koniec zauwazmy, ze pojecia entropii i odlegtosci Kullbacka—Leiblera
mozna przenies¢ natychmiast na przypadek zmiennych losowych o wartos-
ciach w dowolnej przestrzeni miarowej o-skonczonej (X,B,\), przepisujac
definicje (2.8) i (2.12). Prawie wszystkie omdéwione przez nas wiasnosci en-
tropii oraz odleglosci entropijnej przenosza sie na przypadek ogdlny wraz
z dowodami. Dotaczymy do nich jeszcze jedna, ktéra mozna nazwaé wlasno-
Sciag kontrakcji odleglosci Kullbacka—Leiblera.

TWIERDZENIE 2.10 (Kullback, 1959). Niech u1, pa bedg rozkladami na

d d
(X, B, \) o gestosciach py = %,m = % i niech T: (X,B) — (V,C) bedzie
odwzorowaniem mierzalnym. Wowczas

DT M u2T ™) < D(pa || p2)

T
1 rowno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy pi(z) = o (T(x))
p2(z)  @(T(x))
q1, q2 sq gestosciami rozktadow T~ ueT ™1 wegledem miary indukowanej
AT na ).

A-p.w., gdzie

Dowdd. Stosujac zamiane zmiennych w calce, otrzymujemy

e @ (T(@))
D( T 2T ") = )[ pa(e) log 11 208 ().

Stad

D(pm|p2) = D(u T~ T ™) = /pl(l‘) log P1(2)x(T (@)

/ P (7))

Poniewaz [ Z;gg%g p2(z)A\(dx) = 1, to powtarzajac rozumowanie z dowodu

wlasnosci (A1), pokazujemy, ze catka po prawej stronie jest nieujemna i réwna
0 wtedy i tylko wtedy, gdy % = 1 prawie wszedzie wzgledem miary A,

co konczy dowdd. O

2.3. Rzut informacyjny. Rozwazania przeprowadzimy w ogdlnym
przypadku tj. dla zmiennych losowych o wartosciach w dowolnej przestrzeni
miarowej o-skonczonej X. Niech P bedzie pewna rodzina rozktadéw abso-
lutnie ciaglych na X i niech p € P¢ bedzie ustalonym rozkladem absolutnie
ciaglym takim, ze D(v||u) < oo dla pewnego v € P.

DEFINICJA 2.4. Rozklad p* € P nazywa sie rzutem informacyjnym (ang.
information projection) rozkladu p na P, jesli

D(u*||y) = min D .
(™[ ) min (V)

Piszemy p* = Iprojp(p).
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Warunki wystarczajace istnienia rzutu informacyjnego podaje nastepu-
jace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.11 (Csiszér, 1975). Jesli rodzina P jest wypukla i domknieta
w normie catkowitego wahania, to dla dowolnego rozkladu absolutnie ciggtego
w € P takiego, ze D(v||u) < oo dla pewnego v € P, rzut informacyjny
Iprojp(p) istnieje.

Dowdéd. Wybierzmy ciag rozktadéw v, o gestosciach g, = ‘%{’, dla kté-
rego limy, oo D(vy|l) = inf,ep D(v||n). Z wypuklosci P oraz nieréwnosci
Pinskera (2.13) mamy

10g€ 2 10g€ qn +Qm 2 H qn +Qm 2
- < _— -— <
4 ||Qn QmHLl 9 dn B) L + ||gm B L
an +¢q n + ¢
<D <an" 5 m> +D (qu" 5 m) =

Gn +4q
— Dlgallp) + Dianllp) — 2D (P52 p) — .
gdzie p jest gestoscia p. To oznacza, ze ciag (¢, ) jest podstawowy w Ly, czyli
z domknietosdci P zbiezny w normie L; do pewnej gestosci p* miary p* € P.
7 dolnej pétciaglosci odleglosci Kullbacka—Leiblera wynika, ze p* jest rzutem
informacyjnym. a

Csiszar pokazal rowniez wazna wlasnosé geometryczna rzutu informacyj-
nego.

TWIERDZENIE 2.12 (Csiszar, 1975). Przy zalozeniach twierdzenia 2.11 mamy
w* = Iprojp(p) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego rozkladu v € P zachodzi
nieréwnosé

DWllu) > D) + D). (2.14)

W konsekwencji pu* jest wyznaczona jednoznacznie.

Kwadrat normy euklidesowej w R¥ ma analogiczna wlasnoéé do (2.14),
gdyz rzut ortogonalny x* punktu x € W€ na zbiér wypukly W, punkt = oraz
dowolny punkt y € W tworza tréjkat rozwartokatny, co skutkuje nieréwno-
Scia |ly — x||? = ||y — z*||* + ||l=* — z||*>. Jednak odleglosé Kullbacka-Leiblera
ma inng geometri¢ niz norma euklidesowa. Wiadomo, ze jesli z* jest rzutem
ortogonalnym punktu 2 € R¥ na podprzestrzen afiniczng A, to A jest zawarta
w hiperplaszczyZnie stycznej do kuli o srodku z i promieniu ||z* —z|| tj. zbio-
rze wszystkich punktéw y, dla ktoérych spetnione jest twierdzenie Pitagorasa
Iy — all? = lly — & + 2" — 2|2 podal przyklad
rodziny ‘afinicznej’ rozkladow, ktéry nie jest zawarty w ‘hiperptaszczyznie
stycznej’ 7 do D-kuli o $rodku g i ‘promieniu’ \/D(u*||p) tj. zbiorze wszyst-
kich v, dla ktérych w (2.14) zachodzi réwnosé. Pokazal natomiast, ze jesli
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P={avi+(1—-a)ry:acl0,1]}iu* =Iprojp(p) lezy wewnatrz odcinka P
(ogdlniej, u* jest punktem algebraicznie wewnetrznym zbioru wypuklego P),
to P C 7. Podobnie rodzina P wyznaczona przez skonczong liczbe warunkéw
catkowych (liniowych) jest zawarta w 7.

Dualne pojecie zwane odwrotnym rzutem informacyjnym (ang. reversed
information projection) wprowadzit .
uogdlnili pojecia rzutu i odwrotnego rzutu informacyjnego i wszechstronnie
je przebadali. Niech P i p beda jak poprzednio i takie, ze D(uljv) < oo dla
pewnego v € P.

DEFINICIA 2.5. Rozklad p. € P nazywamy odwrotnym rzutem informacyj-
nym p na P, jesli D(p]l ) = min,ep D(u||v). Piszemy p. = RIprojp(p).

Dla odwrotnego rzutu informacyjnego prawdziwe sg analogiczne fakty do
zawartych w twierdzeniach 2.11 i 2.12. Méwimy, ze rodzina P jest logaryt-
micznie wypukla, jesli dla dowolnych u,v € P o gestosciach p,q, p-q # 0,
i dowolnego a € (0,1) rozklad o gestosci cop®q'™® nalezy do P, gdzie c,
jest stalg normujaca. Oczywiscie, wykladnicza rodzina rozktadéw jest loga-

rytmicznie wypukla.

TWIERDZENIE 2.13 (Csiszar, Matus, 2003). Jesli rodzina P jest logarytmicz-
nie wypukla i domknieta w normie calkowitego wahania oraz D(u|v) < oo
dla pewnego v € P, to istnieje jednoznacznie wyznaczony odwrotny rzut in-
formacyjny 1 na P i py = RIprojp p wtedy @ tylko wtedy, gdy

D(p|lv) = D(pl|ps) + D(p|v)

dla wszystkich v € P.

Czytelnika zainteresowanego problematyka rzutéw informacyjnych, wyktad-
niczych rodzin rozktadéw i uogdlnionych rodzin wyktadniczych odsytamy do,
wspomnianej juz, obszernej pracy oraz monografii

2.4. Macierz informacji Fishera. Rozwazmy parametryczng rodzine
P ={py: 0 € O, ©C RF otwarty} gestosci rozktadéw na przestrzeni o-
skonczonej (X, B, \). Zapytajmy, jak zmienia sie odleglo$é entropijna py od
py, gdy 1 przebiega male otoczenie 1. Zalézmy, ze P jest dostatecznie regu-
larna, w szczegdlnosci py maja ciagle pochodne czastkowe rzedu 2 wzgledem
¥ w otoczeniu ¢ (precyzyjne sformulowanie zalozen pomijamy). Wtedy ze
wzoru Taylora mamy

108 2% oy o = (V10 o) (0 — ) + (2.15)
,19/
[ T8210gp19 / / 2
2 = T8 gy o — o)),



T. Inglot 131

gdzie Vipy = % dla funkcji ¢y, ¥ € R*. Poniewaz

/pﬂVlngﬁ d\ = loge/Vpﬁ di =0,
X X

to, mnozac (2.15) przez py i calkujac stronami, dostajemy

loge
Dipsllpy) = =50 = DTIW)W =) + ol |9 = 9|2,
gdzie
JW) =— 99997 Py d\ = /(V Inpy)(Vinpyg)* py dA (2.16)
X X

nazywamy macierzg informacji Fishera. Jak wida¢ odpowiada ona za lokalng
predkosé¢ zmian odleglosci entropijnej rozktadéow wzgledem kwadratu odle-
glosci euklidesowej parametréw. Analogicznie dowodzi sie relacji

loge
2

Prawa strone wzoru (2.16) przyjmujemy za definicje macierzy informacji Fi-
shera J(¥) bez wymagania poprawnosci wyprowadzenia rozwiniecia (2.15)
i réwnosci w (2.16), a tylko istnienia calki. J() jest wigc macierza kowarian-
cji wektora £y = V In py, ktéry nazywamy wektorem wynikowym (ang. score
vector) i ktéry wystepuje w rozwineciu (2.15).

Macierz informacji Fishera mozna tez interpretowaé nieco inaczej. Jesli
¥ jest oszacowaniem nieznanego (prawdziwego) ¥, to przy tej samej malej
odleglosci entropijnej D(py||py) oszacowanie jest tym doktadniejsze (w sensie
odleglosci euklidesowej) im J(1) wigksza.

Dla dwéch macierzy symetrycznych A, B relacje A > Bi A > B ozna-
czaja, ze A — B jest, odpowiednio, dodatnio i nieujemnie okreslona.

Podstawowa wtasnoscia macierzy informacji Fishera jest nier6wnosé Rao—
Craméra.

D(py|lpo) = (0" =0T I@) (W —0) + o(||9' — I||?).

TWIERDZENIE 2.14 (nieréwno$¢ Rao—Craméra). Niech X bedzie zmienng lo-
sowg o wartosciach w X 1 gestoSci py € P, gdzie P jest rodzing gestosci o
cigglych pochodnych czgstkowych wzgledem 9 takq, Ze macierz informacji Fi-
shera okreslona przez prawq strone wzoru (2.16) istnieje i jest cigglq funk-
cjg 9. Niech T(x) € R* bedzie funkcjg mierzalng na X takq, e ET(X) =9
oraz CovT(X) = E(T(X) —9)(T(X) —9)T = Ky > 0. Wéwczas

JW) > Ky!

lub w réownowaznej postaci, czesciej uzywanej w statystyce matematyczney,
Ky = J(9)7L. Réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

T=J3)"'Vinpy + 9.
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W literaturze statystycznej (np. ) nieréwno$¢ Rao—
Craméra jest nazywana takze nieréwnoscia informacyjna.

Dowéd. Z zalozenia ET(X) = ¢ i rézniczkowalnosci rodziny P mamy

/ (VInpg)TT pyd\ = / (Vpg)TTd\ =V / poTTd\ = VT =1,
X X X

gdzie I oznacza macierz jednostkowa. W konsekwencji z (2.16)

0< E(Vinpy(X) — KyNT(X) = 9)(VInpy(X) — Ky (T(X) = )" =
=J(W) - 2K, ' + K, B(T(X) —9)(T(X) -9 TK;' = J(0) — K*

co konczy dowdd. a

W twierdzeniu 2.14 oraz w definicji macierzy informacji Fishera zalozenia
o rozniczkowalnosci punktowej mozna zastapi¢ przez wygodniejsze zaloze-
nie r6zniczkowalnosci $redniokwadratowej (ang. differentiability in quadratic
mean) rodziny P (por. ).

2.5. Nieparametryczna informacja Fishera. Wazne znaczenie w teo-
rii informacji ma nieparametryczna macierz informacji Fishera. Stowo ‘nie-
parametryczna’ jest tutaj uzyte dla odréznienia od macierzy informacji Fi-
shera w rodzinie parametrycznej oméwionej w rozdziale 2.4. Niech X bedzie
zmienng losowa w R¥ z absolutnie ciagla gestodcia p oraz P = {py : py(z) =
p(z —9),9 € RF} rodzing z parametrem przesuniecia. Wektor wynikowy £y

zdefiniowany w poprzednim rozdziale ma teraz postaé £y = — 851;;” (- —1). To
sugeruje, aby wektor
Jlnp
= —fy = =Vl 2.17
0 or np ( )

takze nazywaé wektorem wynikowym (teraz V oznacza rézniczkowanie wzgle-
dem zmiennej x). Z niezmienniczosci miary Lebesgue’a na przesuniecia wy-
nika, ze macierz informacji Fishera J(¢) (o ile istnieje) nie zalezy od ¥, tylko
od piz(2.16) otrzymujemy

J=J(p)=J(X) = /an d. (2.18)
X

Ponadto liczbe J(X) = trJ(X) = E||VInp(X)||? nazywamy informacja
Fishera. W przypadku jednowymiarowym macierz informacji Fishera jest

’ 2
liczba, J(X) = J(X) = [ (p (x)> p(x) dz i stowo macierz opuszczamy. Bez-
R

p(z)
posrednio z definicji (2.17) wynikaja nastepujace wlasnosci macierzy J:

() I(X+0)=I(X), I(eX)= C%J(X);
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(i) J(AX) = (A"HTI(X)A™! dla dowolnej macierzy nieosobliwej A;

(iii) jesli K jest macierzq dodatnio okreslong i Zy jest zmienng losowq
o rozkladzie normalnym N(0, K) w RF, to J(Zk) = K—1;

(iv) dla dowolnej zmiennej losowej X w R¥ o wartosci oczekiwanej 0 i
dodatnio okreslonej macierzy kowariancii K mamy J(X) > K~ oraz J(X) >
tr K1, pray czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozktad
normalny N (0, K).

Wilasnosé (iv) jest szczegélnym przypadkiem nieréwnosci Rao—Craméra. Mo-
zemy z niej wyprowadzi¢ interpretacje J(X). Zauwazmy, ze dla dowolnej
nieosobliwej, symetrycznej macierzy K stopnia k mamy tr K~ > k/t, gdzie
t jest najwieksza warto$cig wlasna macierzy K i réwnoéé¢ zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy K = t I. Zatem dostajemy nieréwnosé¢ J(X) > k/t i rownosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozklad normalny N(0,¢ 7). Ozna-
cza to, ze wyrazenie k/J(X) jest wariancja k-wymiarowego szumu bialego
o zadanej informacji Fishera J(X).

Przez analogie do okreslenia odlegtosci Kullbacka—Leiblera mozna wpro-
wadzi¢ pojecie odlegloéci Fishera (ang. Fisher information distance).

DEFINICJA 2.6. Niech X, Y bedqg zmiennymi losowymi w R* o rozktadach
w,v, p << v, i absolutnie cigglych gestosciach p, q. Wowczas

ICXY) = 3(10) =30l = [ (Yw2) (vin?) pax
J

nazywamy odleglosciq Fishera p od v, o ile catka jest skoriczona.

Oczywiscie, J(p|lv) = 0 i réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy u = v.
Podobnie jak dla odlegtosci entropijnej, J(u||v) nie jest symetryczna i na ogdt
J(ul|v) # J(v||pn). W przypadku k = 1 i nieskonczonej calki przyjmujemy, ze
J(X|Y) = +oo. Dla przyktadu, jedli 8, oznacza gestos¢ rozkladu beta na
odcinku (0, 1) z parametrami p, ¢, to bezposredni rachunek daje

J(B21(|B31) = +00, J(B31]|B21) = 3, J(Ba1llFs51) = 12, a J(Bs1]|F31) = 20/3.

Z nier6wnosci Rao-Craméra (iv) wynika, ze rozklad normalny ma mi-
nimalng macierz informacji Fishera w klasie rozkltadéw o tej samej macie-
rzy kowariancji. Dlatego odlegtos¢ Fishera od rozktadu normalnego odgrywa
wazng role. Powtarzajac dowdd nieréwnosci Rao—Craméra, otrzymujemy na-
stepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.15. Jesli K jest macierzq nieosobliwg i Zx ma rozklad N (0, K)
w RF, to dla dowolnej zmiennej losowej X w RF o sredniej 0, macierzy ko-
wariancji K i absolutnie cigglej gestosci mamy

J(X||Zk) = I(X) - K =J(X) - I(Zxk). (2.19)
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Przypomnijmy, ze z (2.11)

1
D(X||Zx) = / plx) log p(x) d + - log[(2m)* det K] +
Rk
loge
_|_ -

: / oTK Ve p(x)de = H(Zx) — H(X)  (2.20)

Rk

co jest widocznym odpowiednikiem (2.19).

W dalszym ciagu przez ¢; bedziemy oznaczaé gestos¢ rozktadu normal-
nego o sredniej 0 i wariancji t. Zwiazek odlegtosci Fishera z innymi odlegto-
Sciami rozktadéw podajemy w kolejnym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 2.16. Jesli X jest rzeczywistq zmienng losowq (k = 1) o Sred-
niej 0, wartancyi 1 © absolutnie cigglej gestosci p, to

. loge
(i)  D(pler) < J(pller);

2
(i) sup p(a) — o1(a)| < (1+ﬁ> Twlle).

Dowdd (i) podamy w rozdziale 2.6. Nieréwnosé (ii) udowodnit
. Obie nieréwnosci pokazuja, ze odlegtos¢ Fishera, o ile jest skon-
czona, majoryzuje inne odlegtosci rozkladéw, tacznie z odlegloscia Kullbacka—
Leiblera.

2.6. Tozsamos$¢ de Bruijna. Maksymalizacja entropii i minimalizacja
informacji Fishera przez rozklad normalny lacznie z (2.19) i (2.20) suge-
ruja, ze istnieje zwiazek pomiedzy odleglos$cia Fishera i odleglodcia entro-
pijna. Méwi o tym kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.17 (tozsamo$¢ de Bruijna). Niech X bedzie zmienng losowg
rzeczywistq o Sredniej 0, wariancji 1 1 gestoSci p © niech Z bedzie zmienng
losowq niezaleing od X o rozkladzie standardowym normalnym. Wowczas dla

kazdego t > 0
loge

%H(X +VtZ) = J(X +Vt2). (2.21)
Ponadto -
D(plle1) = loge/ [J(X +VtZ) - 1—1|—t dt. (2.22)
0

Dowdéd postaci rézniczkowej (2.21) tozsamosci de Bruijna podal
. Opiera sie on na fakcie, ze w; speilnia réwnanie przewodnictwa ciepl-
nego, z czego wynika, ze gestoéé X + /tZ takze spelnia to réwnanie. Dalsze
rozumowanie sprowadza si¢ do rézniczkowania pod znakiem calki okresla-
jacej H(X + v/tZ) i calkowaniu przez czesci. Szczegdlty pomijamy. Postaé
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catkowa (2.22) zostala udowodniona przez Zauwazmy, ze
funkcja podcatkowa w (2.22) jest odleglodcig Fishera J(X ++/t2)|v/1 +t2).

Szkic dowodu (2.22). Oznaczmy przez g; gestos¢ zmiennej losowej X +
VtZ. Poniewaz rozklad normalny maksymalizuje entropie, a entropia sumy
niezaleznych sktadnikéw jest nie mniejsza od entropii sktadnikéw (por. (2.9)),
to z (2.10) mamy 3 log2met = H(p;) < H(g:) < H(p144) = 5 log2me(t + 1),
skad dostajemy

1
tlirn [H(g:) — 3 log 2me(1 +t)] — 0.

W konsekwencji z (2.21) dla0 < a <b

b
B [ (00 - 1) e = HGg) — PEEED g + B

log(2me(1 4 b))
2

= H(g) — + D(gallp1+a)-

(2.23)
Przechodzac w (2.23) z b do nieskoniczonosci dostajemy
oo

loge 1
D(gallo1+a) = 5 /(J(gt) - 1+t> dt

a

dla kazdego a > 0. Biorac granice z obu stron wzgledem a — 07 (mozliwo$é
przejscia do granicy pod znakiem calki wymaga jeszcze nietrywialnego uza-
sadnienia) dostajemy (2.22). O

W celu podania jeszcze jednej interpretacji informacji Fishera przyjmijmy;,
ze X jest sygnalem, a /tZ niezaleznym od niego szumem gaussowskim o
wariancji ¢, ktéra interpretujemy jako moc (lub poziom) szumu v/¢Z. Z nie-
zaleznosci X i Z wynika, ze ilo§é informacji wzajemnej X + vtZ i Z ma
postaé (por. (2.5))

I(X +VtZ,2) = H(X +VtZ)+ H(Z) — H(X +VtZ,Z)

= H(X +VtZ)+ H(Z)— H(X) - H(Z)
H(X +VtZ) — H(X).

Zatem z (2.21) otrzymujemy

d
SI(X+ VtZ,7) =

8¢ rx + viz) (2.24)
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dla wszystkich ¢ > 0. pokazal, ze réwnos¢ (2.24) jest prawdziwa
dla t = 0 i w konsekwencji mamy

(X + iz, 7) — 08¢

J(X)t + o(t)

gdy t — 0T. Ostatnia réwnoéé¢ oznacza, ze dla matego poziomu szumu ilogé
informacji wzajemnej sygnalu zakléconego addytywnym szumem gaussow-
skim i szumu zalezy liniowo od mocy szumu ¢, a J(X) jest wspélezynnikiem
proporcjonalnoéci. Tak wiec informacje Fishera J(X) mozna interpretowaé
jako czulo$¢ sygnatu X na zaklocenie szumem gaussowskim. Najmniejsza
czuloéé jest dla sygnalu gaussowskiego, co jest oczywiste.

Tozsamosci (2.21) 1 (2.22) mozna przenies¢ na przypadek wielowymia-
rowy. Przytoczymy te druga w postaci udowodnionej przez

TWIERDZENIE 2.18 (wielowymiarowa tozsamo$é¢ de Bruijna).

Niech X, Zx bedg niezaleinymi zmiennymi losowymi w RF o Srednich 0,
macierzach kowariancji odpowiednio, B 1 K, K > 0, przy czym Zx ma
rozktad normalny N (0, K). Jesli p jest gestoscig X, to

o0

Dipllon) =55 [ (K 30 +Vizi)) - 1o | o
0
L loBe (k1B — .

Gdy B = K, drugi czlon po prawej stronie znika.

Tozsamo$¢ de Bruijna ma liczne, wazne zastosowania oraz stuzy jako
narzedzie w rozwazaniach teoretycznych. Na przyklad, dowdd centralnego
twierdzenia granicznego w wersji entropijnej, podany przez ,
wykorzystuje te tozsamo$é. Oméwimy go w rozdziale 3.4.

2.7. Nieréwnosci dla informacji Fishera. Sumowanie niezaleznych
zmiennych losowych ma fundamentalne znaczenie w rachunku prawdopodo-
bienstwa i statystyce matematycznej. Dlatego wazne jest ustalenie zwigzkéw
entropii sumy niezaleznych zmiennych losowych z entropia sktadnikéw i uzy-
skanie podobnych zwiazkéw dla informacji Fishera. W tym rozdziale przyj-
rzymy sie¢ temu drugiemu zagadnieniu, ktére prowadzi do nieréwnosci dla
informacji Fishera (ang. Fisher information inequalities). Rozpoczniemy od
pomocniczego lematu

LEMAT 2.1 Jesli X,Y sq niezaleznymi, rzeczywistymi (k = 1) zmiennymi
losowymi o gestoSciach p, q, skoriczonych informacjach Fishera i funkcjach
wynikowych (por. (2.17)) Lx =p'/p, by =q'/q, to dla kazdego o € [0,1]
E(lxyy(X +Y) —alx(X) — (1 - )ty (Y))?
=a?J(X)+(1—-a)?J(Y) - JX +Y).
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Szkic dowodu. Najpierw nalezy pokazaé, ze
lxiyv(u) =EUx(X)X+Y =u)=E{lyY)|X+Y =u) pw,

co nie jest catkiem oczywiste. Nastepnie. mnozac odpowiednio przez i l—«

i dodajac stronami, dostajemy
lxiv(X+Y)=E(alx(X)+ (1 —a)ly (V)| X +7Y)

prawie na pewno. Poniewaz warunkowa warto$¢ oczekiwana jest rzutem or-
togonalnym, to

E(alx(X)+ (1 —a)ly(Y))’ = E(lx4y (X +Y))* +
+E(lx4y (X +Y) —alx(X) — (1—a)ly(Y))?,

co daje prawa strone dzieki niezaleznosci X, Y i wlasnosci

Blx(X) = /Expd)\ =0
R

funkcji wynikowe;j. a

Bezposrednim wnioskiem z lematu 2.1 jest nieréwnos¢ dla informacji Fi-
shera.

TWIERDZENIE 2.19. Przy zaloZeniach lematu 2.1 dla kaZdego o € [0, 1]
JX+Y)<a?J(X)+ (1 —a)2J(Y). (2.25)

Rownosé ma miejsce wtedy @ tylko wtedy, gdy X, Y majq taki sam rozkiad
normalny.

Indukcja matematyczna pozwala przeniesé nieréwnosé (2.25) na dowolna
liczbe sktadnikéw:

J(X1+ ...+ X)) <3T(X)) 4.+ a2 J(Xn), (2.26)

gdzie X1,..., X, sa niezalezne oraz «; € [0,1], Y7, a; = 1. Nieréwnosé
(2.26) udowodnili Stam (1959) oraz Blachman (1965), nie korzystajac z le-
matu 2.1. Nieréwnosé (2.26) mozna zapisa¢ w kilku réwnowaznych posta-
ciach:

(i) J(JarX1+ ...+ JomXn) < (X)) + ...+ anJ (X,); (2.27)
1 1 1
(i)

N CE TS A R &

(2.28)
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(iii) 1 S o T a?
iii > )
J(Ole + —}—aan) J(Xl) J(Xn)

Roéwnowaznosé (2.26) 1 (2.27) oraz (ii) i (iii) otrzymuje sie przez podstawienie
X; = \/a; X/ oraz skorzystanie z wlasnosci J(cX) = J(X)/c?. Réwnowaznosé
(2.26) z (ii) wystarczy udowodnié¢ dla n = 2 i nastepnie zastosowa¢ indukcje
matematyczna. W tym celu podstawiamy w (2.26)

ar = J(Xo)/(J(X1) + J(X2)) 1 a2 = J(X1)/(J(X1) + J(X2))

i dostajemy (ii). Natomiast dow6d w przeciwna strone wynika z elementarne;
nieréwnosci arytmetycznej ;4% < o?u+ (1 — a)?v prawdziwej dla dowolnych
dodatnich u, v oraz a € [0, 1].

Nier6éwnosci dla informacji Fishera majg wazne zastosowania w teorii in-

formacji i byty intensywnie badane w ostatnich latach m.in. przez

, czy . W szcze-
gblnosci wiazg sie z problematyka centralnego twierdzenia granicznego w wer-
sji entropijnej. Podstawiajac w nieréwnosci (2.27) oy = ... = a,, = 1/y/n

oraz rozwazajac zmienne o tym samym rozkladzie, dostajemy prosta nieréw-
nosé
g (PR <),
vn

ktora oznacza, ze sumowanie niezaleznych skladnikéw prowadzi do zmniej-
szania si¢ informacji Fishera.

Jako przyktad zastosowania nieréwnosci dla informacji Fishera podajemy
dowdd nieréwnosci (i) z twierdzenia 2.16.

Dowéd (i) z twierdzenia 2.16. Z calkowej tozsamosci de Bruijna,
(2.27) i faktu, ze J(Z) = 1 mamy

p 7 1
D = X tZ7)— —— ) dt =
loge D Pller) 0/(‘]( +Vi2) 1+t>
71 1 t
- [ Xty —z]| -1]| @&
O/1+t J( 1+¢ +\/1+t ) ]
71 1 /
< — X))+ —— 1| dt
O/1+t[1+tJ( )T ]
[ w00 -1 = Tl
_0 A+0? = JPl|¥1
co konczy dowdd. O

2.8. Nier6éwnosci dla mocy entropijnej. W tym rozdziale przyjrzymy
sie nieréwnosciom dla entropii sum niezaleznych zmiennych losowych, zwa-
nych nieré6wno$ciami dla mocy entropijnej (ang. entropy power inequalities).
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Ze wzoru (2.11) otrzymujemy entropi¢ bialego szumu gaussowskiego Z; =
(Zu1, ..., Zy,) w R¥ o wariancji (mocy) t jako

k
H(Zy) = 5 log 2met.
Stad dostajemy ¢t = 2;622H(Zf)/k = N(Z;), czyli wyrazenie okreslajace wa-

riancje (moc) bialego szumu gaussowskiego w R¥ o danej entropii H(Z;).
Réwnosé powyzsza przyjmujemy jako definicje w przypadku ogdlnym.

DEFINICJA 2.7. Mocq entropijng zmiennej losowej X w RF o macierzy ko-
wariancii K nazywamy liczbe

Poniewaz H(X) < H(Zk) = £log2me + L logdet X, to
N(X) < (detK)V*F < &,

gdzie k jest najwigksza wartoscia wlasng K. Rownosé zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest bialym szumem o wariancji (mocy) ¢t = k.

Nieréwnos¢ dla mocy entropijnej sformutowat w naste-
pujacej wersji.

TWIERDZENIE 2.20 (Shannon, 1948). Jesli X, Y sq niezaleznymi zmiennymi
losowymi w R o rozkladach absolutnie cigglych, to

92H(X+Y)/k 5 92H(X)/k 22H(Y)/k’

to znaczy
N(X+Y) > N(X)+N(Y),

przy czym rowno$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozklad nor-
malny N(0,K), a Y rozklad normalny N(0,cK) dla pewnego ¢ > 0.

Przez indukcje dostajemy
N(X1+...+Xn)2N(X1)+...+N(Xn) (2.29)

i rowno$é zachodzi tylko dla zmiennych normalnych o proporcjonalnych ma-
cierzach kowariancji. Dowdd (2.29) podali i we
wspomnianych juz pracach. Nier6wnosé (2.29) nie jest prawdziwa dla zmien-
nych losowych dyskretnych. Z wlasnosci entropii wynika, ze dla dowolnego
c > 0 jest N(cX) = ¢?N(X). Korzystajac z tej wlasnosci i podstawiajac w
(2.29) X; = X, gdzie o; > 0, 31" o = 1, otrzymujemy natychmiast
nieréwnosé

N/ X1+ ...+ Xy,) 2 e N(Xy) + ...+ an N (Xy),
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ktora jest odpowiednikiem (2.27) dla mocy entropijnej, a stad i z wklestosci
logarytmu

H(\/Ole + ...+ \/Oann) > Ole(Xl) + ... +anH(Xn),

przy czym réwnosé w obu ostatnich nieréwnosciach zachodzi tylko dla zmien-
nych losowych normalnych o proporcjonalnych macierzach kowariancji. Mozna
wykazaé, ze dwie ostatnie nieréwnosci sa réwnowazne. Ponadto sa one praw-
dziwe takze dla zmiennych dyskretnych.

Nieréwnosci dla mocy entropijnej i dla samej entropii oraz ich uogdélnie-
nia byly badane w wielu pracach, ostatnio m.in. przez

czy . W szczegdlnosci poka-

zali, ze dla zmiennych niezaleznych o jednakowym rozktadzie ciag entropii

H(X1+...+ Xp)
NG

jest niemalejacy, co oznacza, ze sumowanie niezaleznych sktadnikéw prowadzi
do wzrostu entropii, odwrotnie niz dla informacji Fishera.

2.9. Przetwarzanie danych. Na koniec krétko wspomnimy o bardzo
waznym, np. w informatyce czy telekomunikacji, zagadnieniu przetwarzania
danych i kompresji danych. Czynimy to dlatego, ze ma ono takze odniesie-
nia do statystyki matematycznej i bedziemy z podanych ponizej wynikéw
korzysta¢ w rozdziatach 3.1 1 4.3.

Najpierw rozszerzymy pojecie entropii, zdefiniowane w rozdziatach 2.1
2.2, na przypadek niektorych rozktadow osobliwych. Niech X bedzie zmienna
losowa o wartosciach w dowolnej przestrzeni (X, B, ), a T odwzorowaniem
mierzalnym na X'. Wéwczas przyjmujemy H(X,T(X)) = H(X) i w konse-
kwencji H(T'(X)|X) = 0. Podobnie przyjmujemy H(X,Y,T(X)) = H(X,Y).

DEFINICJA 2.8. (warunkowa ilo$é informacji). Wyrazenie
I(Z,X|Y)=H(Z|Y)—-H(Z|X,Y)

nazywamy warunkowq iloscig informacji wzajemnej X, Z przy warunku Y,
gdzie X, Y, Z sq dowolnymi zmiennymi losowymi, dla ktorych prawa strona
jest zdefiniowana.

Bezposrednie sprawdzenie daje
I(Z,X|Y)=H(Z|Y)+ H(X|Y)—-H(Z X|Y).

Analogiczne rozumowanie jak w dowodzie wlasnosci (A1) z rozdzialu 2.1 po-
kazuje, ze I(Z, X|Y) > 0. Gdy p jest gestoscia taczna X, Y, Z, to réwnosé
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy p(z, z|y) = p(z|y)p(x|y) p.-w., tzn. gdy
X, Z sa warunkowo niezalezne przy warunku Y. Ponadto mamy nastepujaca
wlasnosé.



T. Inglot 141

TWIERDZENIE 2.21 (regula tancuchowa). Dla dowolnych XY, Z, jak w de-
finicji 2.8, mamy

I1(Y,2),X)=1(Z,X)+ I(Y, X|2). (2.30)
Méwimy, ze zmienne losowe X, Y, Z tworzg tancuch Markowa, jesli
I(Z,X|Y)=0. (2.31)

Fakt ten notujemy w postaci X — Y — Z. Oczywiscie X — Y — Z wtedy i
tylko wtedy, gdy Z — Y — X. Ponadto, jesli X, Y, Z maja gestos¢ taczna
p, to definicja (2.31) oznacza, ze przy danej ‘terazniejszosci’ Y, ‘przeszlo$é’
X nie zalezy od ‘przyszlosci’ Z. Z drugiej strony, jesli Z = T(Y'), to dla do-
wolnej zmiennej X mamy X — Y — Z.

LEMAT 2.2 Jesli X — Y — Z, to I(X,Y|Z) = I(X,Y) — I(X,Z). W kon-
sekwencyi I(X,Y|Z) < I(X,Y).

Dowéd. Z (2.30) i zalozenia (2.31) mamy

I(X,Y|2)=1((Y,2),X) - I(X,Z) =
= [(Z,X|V)+ I(X,Y) - I(X,2) = I(X,Y) - I(X, Z),

co konczy dowdd. a

Zauwazmy, ze nieréwnos¢ z lematu 2.2 nie musi zachodzi¢, gdy zmienne
nie tworza tancucha Markowa (por. przyktad w monografii Covera i Thomasa,
2006, str. 35). Bezposrednim wnioskiem z lematu 2.2 jest nastepujaca wazna
i pozyteczna nieréwnoscé.

TWIERDZENIE 2.22 (nieréwnosé¢ dla danych przetworzonych). Jesli
X—->Y—>Z7, to
I(X,Z2) < I(X,Y). (2.32)

Réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy 1(X,Y|Z) = 0.

Nieréwnos¢ (2.32) oznacza, ze dane przetworzone Z nie zawieraja wiecej
informacji o X niz dane wyjsciowe Y. W literaturze angielskiej nieréwnosé
(2.32) nazywana jest ‘data processing inequality’.

3. Twierdzenia graniczne

Druga zasada termodynamiki mowi, ze uktad odizolowany od otoczenia
ewoluuje w kierunku stanéw o wiekszej entropii i w nieskoniczonym horyzon-
cie czasowym osigga stan o maksymalnej entropii. Matematycznym odpo-
wiednikiem tego prawa sa twierdzenia mowigce o zbieznosci entropii. W tym
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rozdziale przedstawimy kilka najwazniejszych twierdzen tego typu oraz twier-
dzenia graniczne, ktére majg odniesienia do poje¢ teorii informacji.

3.1. Asymptotyczna zasada ekwipartycji. Podstawowa wtasnoscia
Sredniej z préby jest jej zbieznosé do wartoéci oczekiwanej pojedynczej ob-
serwacji. Stanowi ona tres¢ prawa wielkich liczb, ktére mozna formutowaé
w réznych wersjach. Asymptotyczna zasada ekwipartycji (ang. asymptotic
equipartition property) sa uogdlnieniami praw wielkich liczb, ale wypowie-
dzianymi w szczegdlnej sytuacji zwigzanej z ewolucja procesu stochastycznego
ijego entropii. Ograniczymy sie do standardowej wersji tego twierdzenia, udo-
wodnionej przez i niezaleznie (por. takze

). Dla prostoty podamy wynik Barrona w szczegdl-
nym przypadku.

Rozwazmy stacjonarny i ergodyczny ciag X1, Xo, ... wektoréw losowych
w R* lub dyskretnych zmiennych losowych o warto$ciach w ustalonym zbio-
rze przeliczalnym X, o gestoéciach skonczenie wymiarowych p(zi,...,x,)
(wzgledem miary Lebesgue’a lub miary liczacej). Wowczas przyrost entropii
w n + 1-szym kroku wynosi

D, = Elogp(Xy11|X1,...,Xn) = —H(Xp41| X1, ..., Xn).

Zalézmy, ze dla pewnego ng > 1 jest D,,, > —oo. Wéwczas ciag D,,, n = no,
jest niemalejacy. Istotnie, ze stacjonarnosci i definicji 2.8 mamy
Dpi1 = Dy = —H(Xni2| X1, ..o, Xng1) + H(Xpga [ X1, X)) =
= —H(Xn+2’X1, ce Xn+1) =+ H(Xn+2’X2, e Xn+1) =
= I(Xpy2, X1| X2, ..., Xpny1) 2 0.

Zatem istnieje granica D = lim, . D, zwana tempem wzrostu entropii
(ang. relative entropy rate lub entropy rate).

TWIERDZENIE 3.1 (Barron, 1985, Orey, 1985). Przy powyzszych zalozeniach
1
—logp(Xy,...,X,) — D (3.1)
n

prawie na pewno (p.n.) i w Lj.

Twierdzenie powyzsze jest uogélnieniem stynnego twierdzenia Shannona-—

McMillana—Breimana dla proceséw dyskretnych na skohczonym alfabecie.
rozwazal ciag niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkla-

dzie. udowodnit zbieznosé¢ w L1, a zbieznosé

prawie na pewno dla ciagdéw ergodycznych. Znacznie ogdlniejsze, niz podana

przez nas, wersje tego twierdzenia mozna znalez¢é w monografii

Zauwazmy, ze lewa strone (3.1) mozemy napisaé¢ w postaci $redniej

1 & 1
= log p(Xi| X1, ..., Xi—1) + — log p(X1),
niZQ n
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ktora w przypadku jednorodnego tancucha Markowa jest srednia (na ogét za-
leznych) zmiennych o jednakowym rozkladzie i D = D,, = —H(X2|X1), o ile
H(X2|X1) < co. W przypadku ciagu niezaleznych zmiennych o jednakowym
rozkladzie, gestosci pi H(X1) < oo, otrzymujemy mocne prawo wielkich liczb
w postaci

1 n
~ 2 logp(Xi) — —H(X1) = Elogp(X1) pn.
=1

W tym przypadku przyrosty entropii w kazdym kroku sa takie same i wynosza
—H(X4), czyli tempo wzrostu entropii takze jest réwne —H (X7).

Asymptotyczna zasada ekwipartycji ma prostg interpretacje. Ciag
(z1,...,Ty) nazywamy typowym, jesli

p(x1,...,x,) € (e”D_”g, e”D’Lm)

dla kazdego € > 0. Definicja oznacza wiec, ze dla ciagéow typowych gestosé
p(z1,...,2,) jest asymptotycznie stala. Natomiast twierdzenie méwi, ze pra-
wie na pewno dla dostatecznie duzych n ciag (Xi,...,X,) jest typowy. To
spostrzezenie wykorzystuje sie do kompresji danych (por.

).

3.2. Rozklad empiryczny i zasada wielkich odchylenn. Niech X =
{z1,...,2,} bedzie zbiorem skonczonym, a X = (X1,...,X,,) bedzie préba
prosta z rozktadu p na X zadanego przez wektor prawdopodobienstw p =
(p1,--.,pr), gdzie p; = P(X1 = x;), i = 1,...,7r. Oznaczmy przez p, roz-
ktad empiryczny préby X, a przez Y, zbior wszystkich mozliwych rozktadéw
empirycznych proby n-elementowej. Zatem v € T,,, gdy nv({z;}) jest liczba
calkowita. Oczywiscie, mamy P(u, € T,) = 1.

LEMAT 3.1 Dla dowolnego n i dowolnego zbioru I',, rozktadow na X praw-
dziwe sq oszacowania

P(pn €Ty) = e1(r)n~"/2277M (3.2)
P(Hn S Fn) < CQ(T)(TL + T)Tfl 2an7

gdzie M = min{D(v|p): v € T, NYT,}.

Dowédd. Niech v € T, bedzie dowolnym rozktadem empirycznym z wek-
torem prawdopodobienstw ¢ = (q1, ..., q,). Wtedy

T
P(un =v) =N, Hp?qi = NVQanilngi =
=1

— N,,anqi log ¢i—Y  ngilog(q:/pi) _ NVQ—RH(V)—”D(VHM)7
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N, jest liczba realizacji proby X, dajacych ten sam rozklad empiryczny v.
Zatem N, =n!/((nq1)!...(ng)!). Ze wzoru Stirlinga po prostych przeksztal-
ceniach otrzymujemy

c (r)nT22M W) <N, L e ()2 W),
Wstawiajac oszacowanie do poprzedniego wyrazenia, dostajemy
e (r)n—r/22—nD(V|W) < P(pn =v) < CQ(T)2—nD(V||u)
dla dowolnego v € T,,. Zatem
P(pn €Ty) = P(pn € Dy NYy) = ¢y (r)n~ /2277 M
co daje (3.2). Z drugiej strony
P(tn € Tn) < ea(r)(Tu N ) 27",
gdzie A oznacza moc zbioru skoniczonego A. Poniewaz

anrng“r:n: ( n:izl ) <(n+r)1

to (3.3) zachodzi. O

Bezposrednim wnioskiem z lematu 3.1 jest nastepujace twierdzenie o
zbieznosci entropijnej rozktadow empirycznych do rozktadu p.

TWIERDZENIE 3.2. Przy powyzszych oznaczeniach © zatoZeniach
n

(logn)(loglogn

W szczegolnosci D(py||p) — 0 p.n.

)D(unHu) —0 pn.

Dowéd. Dla dowolnego € > 0 potézmy w lemacie 3.1
Pw=T={v: D(v|p) > c}.
Wtedy z (3.3) dostajemy
P(D(pnl) = €) < ea(r)(n+r)" 1277

Stad
= n 0 (n + ,,,)T'*l
P( D(pnllp) = s) <N ) —~Ll— < .
712::1 (log TL) (lOg log n) " 712::1 ne loglogn
Z dowolnosci ¢ i z lematu Borela—Cantellego wynika teza. O

Kolejnym wnioskiem z lematu 3.1 jest twierdzenie Sanowa dla rozktadéw
na zbiorze skonczonym.



T. Inglot 145

TWIERDZENIE 3.3 (twierdzenie Sanowa dla Zrédel o skonczonym alfabecie).
Jesli T jest zbiorem rozkladéow na X o niepustym wnetrzu i I' C cl(int '), to

1
“log P(u, €T —inf D . 3.4
—log (n €T) — inf () (3.4)

Dowdéd. Logarytmujac obustronnie (3.2) i (3.3), dostajemy

logei(r) — (r/2)logn

1
ﬁlogP(,un €l)>— min D(v|u)+

vel'NnYT, n
oraz
1 ) logca(r) + (r—1)logn
—log P ' <-— D .
S0gP(pn €T) < — min D(v|jp) + p
Stad natychmiast wynika (3.4). O
Twierdzenie jest prawdziwe w znacznie ogdlniejszej sytuacji.

Przytoczymy tutaj standardowg wersje tego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.4. Niech Xy, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleinych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie u na przestrzeni polskiej X i niech
Un bedzie rozkladem empirycznym préby prostej X = (Xq,...,X,). Wowczas
dla dowolnego zbioru I rozkladow na X mamy

1
" S _
lim inf - log P(pn € T) > uel]i%EFD(VHN)’

1
: 1 o
hm:up - log P(uy € T) < Vler(lzlfFD(yHu),

gdzie wnetrze © domkniecie I' jest w topologii stabej zbieznosci miar.

Twierdzenie Sanowa jest szczegdlnym przypadkiem zasady wielkich od-
chylen (ang. large deviation principle) zastosowanej do rozkladéw empirycz-
nych. Wynika z twierdzenia Craméra o wielkich odchyleniach, gdyz rozktad
empiryczny jest érednia niezaleznych losowych miar punktowych o jedna-
kowym rozkladzie p, = % i1 0x,. Przy dos¢ stabych zalozeniach twier-
dzenie Craméra orzeka, ze dla ciagu X1, Xs, ... niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozktadzie, o wartoéciach w lokalnie wypuktej przestrzeni
liniowo-topologicznej )Y i majacych skonczong funkcje tworzaca momenty, za-
chodzg relacje

X1++Xn

lim inf l In P <
noon n

> — ] *
€A> > yéiﬁfAA (¥),

1 Xi+...+ X, .
limsuplnP<1++€A> < — inf A*(y)

n n n yEcl A
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dla dowolnego zbioru borelowskiego A C Y, gdzie A*(y) = sup,-(y*(y) —
A(y*)) jest transformata Legendre’a—Fenchela logarytmu funkcji tworzacej
momenty A(y*) = In [e¥ du, a y* jest funkcjonatem liniowym ciaglym na
Y. Funkcja A* nazywa sie funkcja tempa wielkich odchylen (ang. rate func-
tion). Precyzyjne sformulowanie twierdzenia Craméra mozna znalezé np.
w artykule . My ograniczymy sie¢ tutaj
do identyfikacji funkeji A* w warunkach twierdzenia 3.4. Wtedy ) jest prze-
strzenia miar skonczonych znakowanych na X z topologia stabej zbieznosci,
a A(f) = log E 2/(X1) | gdzie f jest funkcjg ciagla ograniczong na X. Jedli
ma gestosé p, to dla dowolnego rozktadu v o gestosci ¢ z nieréwnoéci Jensena
wynika

/fdu—A(f):/fqd)\—log/2f£qd/\<
< [ faar= [ (7 ~10 D)gar = Dwln)

co dowodzi nieréwnosci A*(v) < D(v||p). Z drugleJ strony warto$é¢ D(v||u)
jest osiggana na ciaggu funkcji cigglych i ograniczonych, zbieznym do funkcji
log %. To pokazuje, ze istotnie D(v||u) jest funkcja tempa wielkich odchylen
w przypadku miar empirycznych.

3.3. Lancuchy Markowa. W tym rozdziale przedstawimy klasyczne
twierdzenie Rényiego (1961) o zbieznosci entropijnej rozktadéw tancucha
Markowa do rozkladu ergodycznego. Niech wigc P bedzie macierza przej-
$cia jednorodnego tancucha Markowa o skonczonym zbiorze stanéow X =
{z1,..., 2.}, p rozkladem poczatkowym lancucha, a p* rozkladem stacjonar-
nym tzn. speliajacym réwnanie p* P = p*, gdzie p i p* oznaczaja macierze
wierszowe, a p* P jest iloczynem macierzy.

TWIERDZENIE 3.5 (Rényi, 1961). Przy powyzszych oznaczeniach i zaloZeniach
mamy
D(pP"p) — 0. (3.5)

Dowéd. Podstawowym krokiem dowodu jest wykazanie monotoniczno-
Sci ciagu odleglosci entropijnych tzn. relacji D(pP|p*) < D(p|lp*), w kté-
rej réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p = p*. Istotnie, oznaczmy
q; = >_; pipij- Nasladujac dowod wlasnosci (A1) i korzystajac ze stacjonar-
nosci p* tzn. relacji }; pipi; = pj dla wszystkich j oraz z relacji }°; ¢; = 1,
mamy

D(pllp") — D(pP|p*) szpzj IOg o Zplplj 10g —y
i 1 i ]

— szszQJ plp] 1 gplp] Zplpz_jQJ plp] . 1 — O,
o PPy TP In2 Py \Pig
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przy czym rownos¢ zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy pipj = p;gq; dla wszyst-
kich 7, j. Sumujac te réwnos¢ obustronnie wzgledem j, dostajemy p; = p; dla
wszystkich 1.

Z monotonicznosci wynika, ze ciag D(pP"||p*) jest zbiezny do pewnej
granicy nieujemnej D,. Poniewaz zbiér stanéw jest skoniczony, to istnieje
podciag poteg macierzy przejscia p zbiezny do pewnej macierzy Py, co
oznacza, ze D, = D(pF|p*). Korzystajac jeszcze raz z monotonicznosci,
dostajemy D(pP™*!||p*) — D(pPyP|p*) = D, = D(pPy||p*). Ale réwnosé
ma miejsce tylko wtedy, gdy pPy = p*, co daje D), = 0 i konczy dowdd (3.5).0

Powyzsze elementarne twierdzenie zostato rozszerzone na przypadek prze-
liczalnej liczby stanéw i czasu ciaglego przez . Zauwazmy jesz-
cze, ze pP™ jest rozkladem tancucha w chwili n. Twierdzenie méwi wiec, ze
rozktad tancucha w chwili n dazy monotonicznie w sensie odleglosci entropij-
nej do rozkladu stacjonarnego (ergodycznego). Mozna potraktowaé ten fakt
jako odpowiednik drugiej zasady termodynamiki dla przypadku tancuchéw
Markowa. Jest to bardziej widoczne, gdy macierz przejscia P jest podwdj-
nie stochastyczna tzn. p* jest jednostajny i wtedy D(pP"|p*) = H(p*) —
H(pP") \, 0.

3.4. Centralne twierdzenie graniczne. Niech X, Xo, ... bedzie
ciagiem niezaleznych rzeczywistych zmiennych losowych o tym samym roz-
ktadzie, wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 1. Oznaczmy przez

Sn=(X1+...+X,)/Vn

ciag unormowanych sum czesciowych. Jak wspomnieliSmy w rozdziale 2.8,

pokazali monotoniczno$é ciagu H(S,), co odpo-
wiada monotonicznosci odleglosci entropijnej rozktadow tancucha Markowa
od rozktadu stacjonarnego. Mozna wiec spodziewaé sie podobnego twierdze-
nia, méwiacego o zbieznosci monotonicznej entropii H (.S,) do maksymalnej
entropii (czyli entropii rozkladu normalnego). Istotnie, zbiezno$é odlegtosci
entropijnej jest prostym wnioskiem z nieréwnoéci dla informacji Fishera i jest
tredcia dwoch kolejnych twierdzen.

TWIERDZENIE 3.6 (zbieznos¢ informacji Fishera). Jesli J(Sy,) < oo dla pew-
nego ng = 1, to

J(Sp) — J = 1. (3.6)

Dowdéd. Niech Jy = inf, J(S,). Dla dowolnego ustalonego ¢ > 0
wybierzmy liczbe k. = k > ng tak, aby J(Sk) < Jo + . Wowczas dla
n = ik + m, gdzie m jest reszta z dzielenia n przez k, sume S, mozemy
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podzieli¢ na bloki dtugosci k i otrzymujemy

EX1+...+ X, ka+1+---+X2k:
S =\ -y~ T
+\/;X(i—2)k+1+...+X(z‘_1)k n k+mX(z—1)k+1++Xn
n vk n VE+m '

7 nieréwnosci dla informacji Fishera dostajemy

k k+m k+

n
co pociaga limsup J(S,) < Jo + ¢ i z dowolnosci ¢ teze (3.6) z J =Jy. O

n—oo

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia 3.7 jest zbiezno$¢ entropijna
sum S,.

TWIERDZENIE 3.7 (zbiezno$¢ entropijna Sy). Jesli D(Sy,|Z) < oo dla pew-
nego ng = 1, gdzie Z jest zmienng losowg o rozkladzie standardowym nor-
malnym, to

D(S,||Z) — D >0 (3.7)

Dowdd. 7 tozsamosci de Bruijna mamy dla n > ng

D(S,]2) = / [J(sn+ﬂ2) - 1; it =
0

_ i (X1 +VtZ) + ..+ (X +V1Zy) dt
il VT )15t e

0

gdzie 7y, ..., Z, sa niezaleznymi kopiami Z. Z twierdzenia 3.7 wynika, ze
funkcja podcatkowa w (3.8) jest zbiezna dla kazdego ¢. Z drugiej strony,
nieréwno$é (2.28) daje J (S, + vtZ) < J(V/tZ) = 1/t co oznacza, ze W prze-
dziale [1, 00) funkcja podcatkowa jest majoryzowana przez funkcje catkowalna
1/t —1/(t + 1). Podobnie, nieréwnoéci (2.27) i (2.28) pozwalaja oszacowaé
z goéry funkcje podcatkowa w (3.8) przez J(X1 +vtZ1) — = < J(X1) — =

BEE I
ktora jest catkowalna na [0, 1]. Zatem twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci
ograniczonej zastosowane do calki (3.8) daje (3.7). O

Pozostaje jednak trudny problem wykazania, ze w istocie mamy zbieznos¢ do
rozkladu standardowego normalnego tzn. w (3.7) jest D = 0, a w (3.6) jest
J = 1. Ponizsze twierdzenia podaja pozytywne rozwiazanie tego problemu.

TWIERDZENIE 3.8 (Barron, 1986). Przy zaloZeniach twierdzenia 3.8 mamy

1
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dla kazdego t > 0 i w konsekwencji z tozsamosci de Bruijna
D(S,||Z) =H(Z)— H(S,) — 0. (3.9)

Zbieznosé¢ (3.9) oznacza, ze entropia S, osiaga w granicy maksymalna war-
to$é H(Z). Stanowi wiec kolejny odpowiednik drugiej zasady termodynamiki.

TWIERDZENIE 3.9 (Barron i Johnson, 2004). Przy zaloZeniach twierdzenia 3.7
mamy

J(S,) — 1 (3.10)
czyli rownowaznie J(Sy||Z) = J(Sn) — J(Z) — 0.

otrzymali nie tylko zbieznosé informacji Fishera
(3.10), ale, przy dosé silnych zalozeniach wykazali, ze szybko$é¢ zbieznosci
w (3.10) jest rzedu O(1/n). przebadali szczegélowo szyb-
ko$¢ zbieznosci entropijnej w (3.9). W najprostszej postaci ich wynik jest
nastepujacy.
TWIERDZENIE 3.10 (Bobkov i in., 2013). Jesli D(Sy,||Z) < oo dla pewnego
ng = 1 oraz EXi1 < 00, to

1
12n

D(S|2) = 15 (EXD? + o

nlog n) ’

rozszerzyl twierdzenie 3.10 m.in. na przypadek zmiennych
losowych o niejednakowych rozkladach, zmiennych losowych wielowymiaro-
wych oraz ciaggdéw mieszajacych.

4. Wnioskowanie statystyczne

Ten gléwny rozdzial niniejszego opracowania poswiecimy wybranym, ale,
w odczuciu autora, waznym, zagadnieniom statystyki matematycznej, ktére
wiaza sie z pojeciami i twierdzeniami teorii informacji oraz ktére mozna badaé
metodami teorii informacji.

Niech X = (Xy,...,X,) € X" bedzie préba (niekoniecznie prosta) o war-
tosciach w n-krotnym produkcie przestrzeni miarowej o-skonczonej (X, B, \)
i niech

P ={pn : ¥ € O} (4.1)
bedzie pewng rodzing gestosci rozktadéw na X", gdzie © jest dowolnym zbio-
rem parametréw. Rozklad préby X moze byé elementem P (model praw-
dziwy) lub nie.

4.1. Estymatory najwiekszej wiarogodnosci. Estymatorem naj-
wigkszej wiarogodnosci parametru ¢ w rodzinie P danej przez (4.1) opartym
na probie X nazywamy statystyke ¥ okreslona przez relacje

~

¥ =9(X) = argmax pag(X)
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(o ile maksimum jest osiagane na ©).

Wydaje sie intuicyjnie oczywiste, ze estymator najwiekszej wiarogodnosci
powinien odpowiada¢ najlepszemu wyborowi ¢, w sensie iloéci informacji, czy
tez wyborowi rozkladu z P najblizszego, w sensie odleglosci entropijnej, od
prawdziwego rozkladu préby. Dla potwierdzenia tych intuicji przytoczymy
dwa rezultaty.

Niech X = {z1,...,x,} bedzie skohczonym alfabetem, X = (X1,...,X,)
proba prosta z pewnego rozktadu g na X, p, rozkladem empirycznym tej
préby (bedacym takze rozkladem na X'), a

F=A{py: ps = (Po1,-..,por), ¥ € © CR"}

rodzing parametryczna rozkladéw (pojedynczych obserwacji) na X . Oka-
zuje sie, ze estymator najwiekszej wiarogodnosci 9 odpowiada odwrotnemu
rzutowi informacyjnemu (por. definicja 2.5) rozkladu empirycznego na ro-
dzine F.

TWIERDZENIE 4.1. Dla skonczonego alfabetu X i przy powyzszych oznacze-
niach estymator najwiekszej wiarogodnosci ¥ € O istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje odwrotny rzut informacyiny p, na F. Ponadto

py = RIprojr fin.

Dowdé6d. Mamy

n n
1
arg maxlog | | pyx, = argmin » log =
[ 71;[1 9 ; Py x;
4 1
= arg min Z npn({2;}) log — =
v Doj
T
= argmin Z tn({z;}) log M = arg min D(uy||py),
Vi3 Dvj 0
co konczy dowdd. a

Csiszar podal inny zwiazek estymatora najwiekszej wiarogodnoéci z rzu-
tem informacyjnym. Niech u bedzie pewnym rozkladem na dowolnej (nie-
koniecznie skonczonej) przestrzeni (X,B,\), T = (11,...,T)) wektorem
liniowo niezaleznych funkcji mierzalnych i a € R¥ ustalonym wektorem. Roz-
wazmy rodzine rozkltadow na X', dla ktérych warto$é oczekiwana T wynosi a.
Doktadniej

d
Lo=A{v: V<<,u,/Tdv—/TdZd,u—a}.

Oczywiscie, L, jest wypukta i domknigta w normie catkowitego wahania (por.
twierdzenie 2.11). Ponizsze twierdzenie odpowiada twierdzeniu 3.1 w pracy
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TWIERDZENIE 4.2. Jesli istnieje ¥ € R¥ takie,ze funkcja cge®®T jest gesto-
Scig (wzgledem p) rozkladu wykladniczego vy z odpowiednio dobrang stalg
normujgcqg cy oraz vy € Lo tzn.

/wa =a,

v = Iproj, p.

to

Ponadto zachodzi odpowiednik twierdzenia Pitagorasa

D(v|p) = D(w[lvo) + D(ysllp)

dla wszystkich v € L, tzn. L, jest zawarta w ‘hiperplaszczyinie stycznej’ do
D-kuli o $rodku p i ‘promieniu’ \/D(yy||n) w punkcie ~y.

Zastosowanie powyzszego twierdzenia w szczegdlnej sytuacji rodzin wy-
ktadniczych pozwala na pewna interpretacje estymatoréw najwiekszej wiaro-
godnoéci. Niech wiec p i T beda jak wyzej, u” n-krotnym produktem pu, a

dn —
,P:{"}/g pnﬁ:ﬁzzcgenﬁOT7§€@CRk}

rodzing wyktadnicza rozkltadéw produktowych na X", gdzie

n

Niech X = (Xi,...,X,,) bedzie proba prosta z rozkladu p, a T(X) $rednia
z tej proby. Rozwazmy rodzine rozktadow

—d _
Lax) = {1/ v, /Td:ndu" = T(X)}.

Zauwazmy, ze na ogél pu™ nie nalezy do ET( X)) gdyz $rednia teoretyczna
ET = [Tdu™ nie jest na ogét réwna $redniej empirycznej. Oznaczmy przez
¥ € O estymator najwiekszej wiarogodnosci w rodzinie P oparty na prébie X.
Wtedy

Istotnie, z wlasnosci rodziny wykladniczej dla dowolnego 1 € © mamy

0= V/pmgd,u" = /megdu” = /(nT +nVincy)ppodu”,

gdzie V oznacza rézniczkowanie wzgledem ¢ € ©. Stad

/Tpngdu” = —Vlnw‘l9 5



152 Teoria informacji a statystyka matematyczna

Z drugiej strony, z réwnania wiarogodnos$ci wynika V ln cy| o—f = -T(X),
co uzasadnia stwierdzenie (4.2). Z niego oraz z twierdzenia 4.2 wynika, ze
7{’93 = Iproj Crix) u". Oznacza to, ze rozklad wyktadniczy 75, gdzie ¥ jest
estymatorem najwiekszej wiarogodnosci, jest najblizszym p™ (w sensie odle-
glosci entropijnej) rozkladem w ET( X):

4.2. Model statystyczny. Podstawowym obiektem rozwazan w staty-
styce matematycznej jest model statystyczny.

Rozwazmy rodzine gestosci P okreslona jak w (4.1) i model statystyczny
(X", B™, A", P) i zalézmy, ze rozklad proby X nalezy do P. Aby mierzy¢
ilo$¢ informacji o parametrze ¥, potrzebna jest struktura miarowa na zbio-
rze ©. Odpowiada to podejéciu bayesowskiemu w statystyce matematyczne;j.
Niech wiec (0,S,0) bedzie przestrzeniag miarows o-skoficzong. Parametr
bedziemy traktowaé jako wartosé zmiennej losowej 6 o gestosci a priori w(1))
(wzgledem o). Wtedy ppyg jest gestodcia warunkowa proby X przy warunku
0 = 9, a iloczyn ppy w(1¥) gestoscia taczna zmiennej losowej (0, X). W konse-
kwencji gestosé (brzegowa) proby X ma postaé f, = [ ppy w(9)do, a gestosé

©
a posteriori zmiennej § wyraza si¢ wzorem ppy w () / fn.
Ten ogdlny schemat i oznaczenia bedziemy przyjmowaé¢ w dalszym ciagu
rozdziatu 4.

4.3. Statystyki dostateczne. Niech P bedzie rodzing gestosci proby X
jak w (4.1), a T'(X) statystyka. Wtedy 0, X, T'(X) tworza tancuch Markowa
(por. rozdzial 2.9) tzn. § — X — T(X). Zatem z nieréwnosci dla danych
przetworzonych mamy I(0,T(X)) < I(0, X) tzn. zadna statystyka T(X) nie
zawiera wiecej informacji o parametrze € niz préba X. Ale moze zachodzié
rOwWnosc.

DEFINICIA 4.1. Statystyka T(X) nazywa sie dostateczna dla parametru 6,
jesli

1(0,7(X)) = 1(6, X), (4.3)

tzn. 0 - T(X) — X.

Inaczej méwiac, statystyka dostateczna stanowi kompresje danych bez
straty informacji o parametrze 6. Rowno$¢ (4.3) mozna wyrazi¢ rownowaznie
w postaci H(0|X) = H(0|T(X)). Powyzsza definicja dostatecznosci staty-
styki (wypowiedziana w jezyku teorii informacji) jest rownowazna z definicja
klasyczna. Istotnie, z (iii) w twierdzeniu 2.9 mamy I(0, X') = D(pny w|| fr w).
Stosujac twierdzenie 2.10 do odwzorowania (¢, X) — (0, T(X)), réwnos¢ (4.3)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Pro(@w(d) _ quo(T(x))o(9)
Fa(@w() ~ gu(T(a))uw(0)

0 X A-p.w.,
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gdzie gnyw 1 g, w sa gestosciami rozkltadéw indukowanych przez powyzsze
odwzorowanie. To oznacza, ze dla prawie wszystkich ¥

o Qnﬂ(T($))
pnﬂ(x) - gn(T(az))

Z kryterium faktoryzacji (por.

fn(@)  A-pw.

) wynika dostateczno$é statystyki 7' w sensie Fishera.

Idac dalej w definicji 4.1, mozemy powiedzieé, ze statystyka T (X) jest
minimalng statystyka dostateczna, gdy jest funkcja kazdej innej statystyki
dostatecznej tzn. dla dowolnej statystyki dostatecznej T'(X) istnieje funkcja
mierzalna ¢r taka, ze T"(X) = r(T(X)). Oznacza to, ze dla dowolnej
statystyki dostatecznej mamy 6 — T%(X) — T'(X) — X. Zatem minimalna
statystyka dostateczna stanowi maksymalng kompresje danych bez straty
informacji o parametrze 6.

4.4. Rozwiniecie Barrona—Clarke’a. W tym rozdziale przedstawimy
rozwiniecie podane przez Clarke’a i Barrona (1990). Najpierw sformulujemy
odpowiednie zalozenia regularnosci rodziny gestosci P jak w (4.1).

Niech X = (Xi,...,X,) bedzie préba prosta, gdzie X; przyjmuja war-
tosci w przestrzeni polskiej X'. Ponadto zalézmy, ze spelnione sa nastepujace
warunki.

(BC1) © C R* ma niepuste wnetrze;

(BC2) gestosci py pojedynczych  obserwacji  X; majg pochodne
czgstkowe rzedu 2 w pewnym otoczeniu Uy, punktu J9 € int® (na wspdl-
nym zbiorze Xy C X miary pelnej) i sq ciggle w punkcie ¥y oraz

k 2 2

0°1

Z / sup <np19(m)> Doy () A(dx) < 0.

rs=1% 9€Uy,, 8797"8195

Macierz informacji Fishera J(g) jest nieosobliwa i réwna macierzy
0% Inpy,

~/ “avgar Pt

(BC3) ¥ — g wtedy i tylko wtedy, gdy Py jest stabo zbieiny do Py,,
gdzie Py oznacza rozklad o gestosci py;

(BC4) gestosé a priori w(¥) wzgledem miary Lebesgue’a na © jest ciggla
i dodatnia w punkcie ¥q.

Zalozenie (BC2) gwarantuje istnienie macierzy informacji Fishera, a nawet

, ., . 1
skonczono$é catek fsupﬁeUﬁo (Cor)po,d, = 1,...,k, gdzie by, = 381:91;’79
sg sktadowymi wektora wynikowego £y. Zauwazmy, ze rodzina wykltadnicza
rozkladéw wyznaczona przez wektor T = (T1,...,T}) funkcji mierzalnych,

liniowo niezaleznych spelnia zalozenia (BC2) i (BC3).
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TWwIERDZENIE 4.3 (Clarke i Barron, 1990). Przy zalozeniach (BC1)-(BCY)
mamy nastepujgce rozwiniecie
Pndy (X) 1 k n 1 det J(’lg())

In 2292 — SN (X)) 4 —In— + = In

fn(X) 2 2 21 2 WJrOLl(l), (4.4)

gdzie

:‘H
1=
~
[~
o
>
S—
N———

n T
Nigo(X) = (\/lﬁ ZE%(X@')> I~ (Vo) (
i=1

jest statystykq wynikowgqg Neymana—Rao.

Z rozwiniecia (4.4) wynikaja dwa natychmiastowe wnioski. Obliczajac
warto$¢ oczekiwana obu stron (4.4) wzgledem rozkladu Py, dostajemy na-
stepujace rozwiniecie.

WNIOSEK 4.1 (CLARKE I BARRON, 1990) Przy zalozeniach twierdzenia 4.3
mamy

no 1. detJ(d)

k
D (proo || fr) = 5 log 5— + 5 log

3o 318 gy ol (4.5)

Z kolei odejmujac (4.4) od (4.5) i korzystajac z asymptotycznej normal-
nosci wektora losowego (31 £y, (X;))/+/n, otrzymujemy drugi wniosek.

WNIOSEK 4.2 (CLARKE I BARRON, 1990) Przy zalozeniach twierdzenia 4.3
mamy
fn(X)

) n2) D |1 ) + & = = X 1 S\2 (46
Lt 02) Dl 1)+ § = 3800, (0) + 00, () 2 1o, (4

gdzie X% jest zmienng losowq o rozkladzie chi-kwadrat z k stopniami swobody.

Rozwinigcie Barrona—Clarke’a ma rozmaite zastosowania w statystyce
matematycznej. Niektore pokazemy w nastepnych paragrafach.

4.5. Kodowanie zrddtla, ilo$¢ informacji o § zawartej w probie.
Problem kodowania zrédla (ang. source coding) jest wazny zaréwno w tech-
nice przesylania informacji, jak i dla wnioskowania statystycznego.

Niech X = (X1,...,X,) bedzie proba (Zrédltem), niekoniecznie prosta, o
gestodci ppy € P, przy czym ¢ jest nieznane, a ¢, dowolna gestoscia uzywana
jako przyblizenie nieznanej gestosci proby X. Wowczas wydluzenie sredniej
dtugoséci stowa kodowego optymalnego kodu binarnego opartego na ¢, wynosi
D(pnyl|qn). Wielkosé

R, = inf / D(pusllgn) w(®)do, (4.7)
C]
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gdzie q, przebiega wszystkie gestosci proby, nazywamy minimalnym wydtu-
zeniem bayesowskim, a wielkos¢

R} = inf sup D(pnollan)

wydtuzeniem minimaksowym tzn. minimalnym przy najmniej korzystnym
Pny. Latwo zauwazy¢ nastepujacy fakt.

TWIERDZENIE 4.4. Minimalne wydtuienie bayesowskie R, realizuje kod bay-
esowski oparty na fn(x) = [ ppy w(¥)do czyli o stowach dlugosci [log(1/ frn(x))].
Zatem

fﬁlzt/17ﬂmvﬂﬁﬂfﬂ@%d0

Dowdéd. Dla dowolnego ¢, mamy

J1D@ulan) = Dlasl 5@ = [ [ pugtog w(o)do ax -
© 0 xn
fo
- pnﬁw log dA (anQn) P 07
co konczy dowdd. a

Definicja (4.7) sugeruje okreslenie przepustowosci (ang. capacity) kanatu
informacyjnego wzorem

C(0,X) =supR,, (4.8)

gdzie supremum jest wzgledem wszystkich gestosci a priori na przestrzeni
parametréw ©. Bezposrednio z definicji (4.8) wynika relacja R} > C(0, X).
Istotnie, korzystajac z faktu, ze w(¥) jest gestoscia rozkladu, mamy

Ry = i;lfsng(pnﬁan) = supi;lf[sng(pm!qn)]/w(ﬁ) do >

> sup iélf/D(pnﬂan)w(ﬂ)dO' =sup R, = C(0,X).

wykazal, ze ma miejsce réwnosé, tj. R = C(©, X).
Popatrzmy teraz na postawione zagadnienie estymacji 9 nieco inaczej i za-
pytajmy ile informacji o 6 jest zawartej w prébie X. Zgodnie z definicja (2.6)
jest ona wyrazona przez (0, X) = H(6) — H(0|X). Korzystajac z przyjetych
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oznaczen rozktadu tacznego zmiennych 6 i X, mamy stad

1(0,X) = /wlogwda—k//pmgwlog

X'n
= //fnp"'? p”ﬂw do d\" = /D(p’;f“’\w) fud\" =
n Pn n

- / D(puo | Jw(9)do = R
(S}

Y do dam =

n

7 powyzszego rachunku wynika, ze ilo$¢ informacji o 6 zawartej w probie
X jest réwna Sredniej (wzgledem rozkladu proby) odleglosci entropijnej roz-
ktadu a posteriori od rozkladu a priori i réwnoczesnie éredniej (wzgledem
rozkladu a priori) odleglosci entropijnej rozktadu warunkowego préby X od
rozkladu bezwarunkowego, a ponadto z twierdzenia 4.4 réwna minimalnemu
wydtuzeniu bayesowskiemu. Mozemy zatem napisaé

C(©,X)=supR, =supl(0,X). (4.9)

Roéwnosé (4.9) pozwala na podanie nastepujacej interpretacji przepustowo-
Sci kanatu informacyjnego. Przypu$émy, ze ‘przesytana jest wiadomosé” X
o gestosci pny, przy czym 9 jest nieznane odbiorcy, ale model P jest znany.
Odbiorca (statystyk) chce na podstawie przestanej informacji zidentyfikowaé
parametr 1. Przepustowos¢ jest zatem maksymalng iloScig informacji o 6
uzyskang przez odbiorce w kanale (modelu statystycznym) P.

Przy dodatkowych zalozeniach mozna powiedzieé¢ wiecej. Przyjmijmy za-
lozenia rozwiniecia Barrona i Clarke’a. Wtedy przez obustronne scatkowanie
(4.5) wzgledem ¥ dostajemy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.5 (Clarke i Barron, 1994)). Jesli zalozenia twierdzenia 4.3
sq spelnione dla kazdego ¥ (w szczegdlnosci X jest probg prostg), © C RF
jest zbiorem zwartym, [|lg,|* pyd\ < oo dlar =1, ..., k i pewnego € > 0
i sq ciggle wzgledem 9 oraz py # py na zbiorze miary dodatniej, gdy 9 # ',
to dla dowolnego rozkladu a priori o gestosci w(¥) mamy

(9 X n —/D pnﬂ”fn ( ) =

detJ(vﬂ)
—log— —i—/w w(d) dv + o(1). (4.10)

Poniewaz funkcja /det J(0) jest calkowalna, to po jej unormowaniu stala
c(J) = [ /det J(9)dv staje sie gestoscia wo (1) rozkladu zwanego rozkladem
. Zatem (4.10) przyjmuje postaé
k

n
10, X) =R, = §log e D(wljwg) + log ¢(J) 4 o(1).
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To oznacza, ze z dokladnoscia do cztonu o(1) przepustowosé jest osiagana
(wykorzystana jest pelna informacja o 6 zawarta w prébie X), gdy rozklad
a priori pokrywa sie z rozkladem Jeffreysa i wynosi asymptotycznie (gdy
n — oo)

CO,X)=supl(0,X)= glog 2L€ + log c(J). (4.11)
w s

Rozwazania powyzsze dotycza sytuacji, gdy nieznany parametr jest istot-
nie k-wymiarowy (@ C R* o niepustym wnetrzu). Jak widaé¢ dla modeli
wystarczajaco regularnych i proby prostej n-elementowej przepustowosé wy-
raza sie przez logarytm z n. Powstaje pytanie, jak jest dla mniej regularnych
modeli. CzegsSciowa odpowiedZ daje nastepujace twierdzenie Rissanena.

TWIERDZENIE 4.6 (Rissanen, 1986). Jesli w rodzinie P, danej przez (4.1),
2biér © C RE jest zwarty o niepustym wnetrzu oraz dla prawie wszystkich 9
(wzgledem miary Lebesgue’a) istnieje asymptotycznie normalny estymator 9
parametru ¥ taki, Ze

Zs%meg (H\/ﬁ@_ 19)” > logn> < 00,

gdzie || - || oznacza norme euklidesowq, to dla dowolnej gestosci g, proby X
(niekoniecznie prostej) mamy

lim inf 7D (Pnollgn)

k
> — (4.12)
n logn 2

dla prawie wszystkich 9.

Z nieréwnoéci (4.12) wynika, ze asymptotycznie dla dowolnie matego e > 0
przepustowosé nie moze byé mniejsza niz (% —¢)logn.

Twierdzenia 4.5 i 4.6 dotycza przypadku, gdy przestrzen parametréw ©
jest nieskonczona. Przypadek skonczonego zbioru badal Rényi, ktory rozwa-

zal © = {¥y, 1} i udowodnil nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.7 (Rényi, 1967). Niech P = {PngysPnd, }s Pnvy 7 Pndy 0E-
dzie dwuelementowq rodzing rozkladow, a w = (wp,wy) rozkladem a priori.
Wowczas

18
10,X) > H(6) — 17 (oge) ot | /Fuagpugy V"
oraz

1 2
I1(0,X) < H(9) — 5 Wot (/ /PrdoPrds dx\") .

7 twierdzenia 4.7 wynika, ze jesli lim inf,, d’?i (Pnogs Pro, ) > 0, to dla dwupunk-
towego zbioru © przepustowodé jest asymptotycznie réwna 1 i jest osiagana
dla rozkladu jednostajnego wy = wy; = 1/2. Dokladniej

9loge n 1 D\ 2
S [ rmmmay < €(©.%) < 1= ¢ ([ Vmmgpay)
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Jesli proba X jest prosta, to z niezaleznosci obserwacji wynika [ V/PrdoPrg AN =
(/ /PooPo,dN)", gdzie py,,py, sa réznymi gestosciami pojedynczych obser-
wacji, a to oznacza, ze, dla kazdego rozkladu a priori, I(0,X) dazy wy-
ktadniczo do H () przy n — oo, a przepustowosé¢ dazy wykladniczo do 1.
Wynik Rényiego przenosi si¢ bez trudu na dowolny skoniczony zbiér © =
{V1,...,9k}. W szczegblnoéci mozna udowodnié nier6wnosé

9
I1(0,X) > H(9) — i loge(Z ,/wz-wj> r?j]x/ /Prid; Prog; X",
i#]

co réwniez oznacza wykladnicza zbiezno$é I(6,X) do H(#) w przypadku
préby prostej i zbiezno$é wykladnicza przepustowosci do log k.

4.6. Estymacja gestosci. Rozwazmy probe prosta X = (Xi,...,X,)
o nieznanej gestosci pojedynczej obserwacji p i niech p,, bedzie estymatorem p.
Odleglosé entropijna D(p||p,) jest rozsadna funkcja straty, gdyz, z nieréwno-
Sci Pinskera, majoryzuje odlegtos¢ w normie L. Jawne oszacowania z gory
i z dolu na ryzyko ED(p||p,) estymatora p, podali Yang i Barron.

TWIERDZENIE 4.8 (Yang i Barron, 1999). Zaldimy, Ze nieznana gesto$é p
pochodzi z rodziny F gestosci jednostajnie ograniczonych na przestrzeni mia-
rowej o-skoriczonej (X,B,\). Jesli entropia metryczna M7, () rodziny F
wzgledem metryki Hellingera dy jest rzedu e~/ dla pewnego r > 0, to

PN

pn P p
< n—2r/(2r+1)(ln n)l/(2r+1)’ (4.13)

(nlnn) 2/ ) < i max By (p. 5n) < (In2) min masx B, D(pl|pn) <

gdzie estymator Py, przebiega zbior wszystkich gestosci.

Przypomnijmy, ze entropia metryczna M (e) zbioru F jest réwna logaryt-
mowi minimalnej liczby kul w danej metryce, o promieniu nie wigkszym niz
e, pokrywajacych F. Twierdzenie powyzsze podaje doktadny rzad potegowy
malenia ryzyka optymalnego (w sensie minimaksowym) estymatora w klasie
wszystkich estymatoréw.

Jako przyklad zastosowania twierdzenie 4.8 rozwazmy rodzine gestosci
gladkich na odcinku [0, 1]

F ={p: logp € W5[0,1]},

gdzie W3[0,1] oznacza przestrzen Sobolewa funkcji r-krotnie rézniczkowal-
nych z r-ta pochodna catkowalna z kwadratem. Rozwazmy rodzine wyktad-
niczg {py = c9e’®, ¥ € RF} gestosci pojedynczych obserwacji na odcinku
[0,1], gdzie @ jest ukladem ortonormalnym k wielomianéw stopnia co naj-
wyzej k lub ciagiem k pierwszych funkcji uktadu trygonometrycznego. Niech
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0= g(X ) bedzie estymatorem najwieckszej wiarogodnosci w rodzinie wyktad-
niczej gestosei (produktowych) p,y dla proby prostej X iniech p = py bedzie
estymatorem nieznanej gestosci pojedynczej obserwacji p € F. Barron i Sheu
udowodnili nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.9 (Barron i Sheu, 1991). Jesli r > 2 oraz wymiar k = k(n)
rodziny — wykladniczej — jest  rzedu nYETY . 4o dla  kazdego

p € F mamy
D(PHpg) — Op(n727‘/(27‘+1)).

W przypadku ukladu trygonometrycznego potrzebne sq jeszcze pewne warunki
brzegowe dla log p.

Zauwazmy, ze entropia metryczna rozwazanej tutaj rodziny F wzgledem
metryki Hellingera jest rzedu e~ 1/". Oznacza to, ze estymator gestosci okre-
Slony w twierdzeniu 4.9 osiaga optymalny (potegowy) rzad zbieznosci ryzyka.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy nieznana gesto$¢ p nalezy do parame-
trycznej rodziny gestoéci F = {py : ¥ € © C R*} i zalézmy, Ze nieznana
gestos¢ pojedynczej obserwacji nalezy do tej rodziny tzn. ma postaé py,,
gdzie ¥g jest nieznane. Dla proby prostej X rozwazmy estymator bayesowski
gestosci py, postaci

DPny (X)w(ﬁ)
fn(X)
gdzie w(¥) jest gestoscia a priori parametru ¢ (wzgledem miary Lebesgue’a),

a Ppo jest gestodcia produktowa. Zauwazmy, ze estymator p, minimalizuje
Srednig strate a posteriori. Istotnie, dla dowolnej gestosci ¢ mamy

pn() = /pﬂ(-) dd, (4.14)

pnﬂ(X)w(ﬁ)

) - _
@/ Dip o) 5 0 - @/ Dlpgllpn) gy i =
_ Pn pnﬁ(X>w(19> n_ [ = Pn n

udowodnili nastepujacy fakt.

TWIERDZENIE 4.10. Przy zalozZeniach twierdzenia 4.3 mamy

1 & N klogn 1
=" By D(pa,I5y) = &2 +O(>7 (4.15)
e 2 n

n
gdzie po = [ pyw(V)dV, apj jest oparty na (Xq,...,X;) i dany wzorem (4.14).

Formuta (4.15) oznacza, ze w przyblizeniu ryzyko estymatora bayesowskiego

Pn jest rzedu glo% Poniewaz w modelu k-wymiarowym entropia metryczna
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jest rzedu klog(1/e), co z grubsza odpowiada r = oo w twierdzeniu 4.8, to
rzad potegowej zbieznosci ryzyka estymatora bayesowskiego jest zgodny z
rzedem n~! wynikajacym z (4.13).

4.7. Testowanie hipotez statystycznych. Podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale ograniczymy sie tutaj do préb prostych X = (Xy,...,X,)
i niech p bedzie gestoscia pojedynczej obserwacji. Najpierw rozpatrzymy pro-
blem testowania hipotez prostych:

Hy:p=py przeciwko Hi:p=p,

gdzie pg, p1 sa ustalonymi réznymi gestosciami. udowodnit
nastepujace twierdzenie, zwane lematem Steina.

TWIERDZENIE 4.11 (Lemat Steina). Niech a € (0,1) bedzie dowolnym usta-
lonym poziomem istotnosci, a B, prawdopodobienistwem bledu II rodzaju testu
Neymana-Pearsona hipotezy Hy przeciwko Hi. Wowczas

1
-~ log B — —=D(pollp1)- (4.16)

Relacja (4.16) méwi, ze dla ustalonego poziomu istotnosci moc testu naj-
mocniejszego dazy wykladniczo do 1 i odleglo$é entropijna D(pgl||p1) okresla
tempo tej wyktadniczej zbieznosci. Lemat Steina jest szczegdlnym przypad-
kiem twierdzenia Craméra o wielkich odchyleniach. Jednak jego dow6éd mozna
przeprowadzi¢ bezposrednio, korzystajac jedynie z klasycznego prawa wiel-
kich liczb. Przytoczymy go, opuszczajac tatwe szczegdly.

Dowdéd. Logarytm statystyki Neymana—Pearsona ma postaé

Pn1 “ n (Xl)
Vo =log—(X) = log ,
pno( ) ; po(Xi)

czyli jest suma niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.
Zatem z prawa wielkich liczb Chinczyna mamy

1. R
~Va = EoVn = —D(pollp1)- (4.17)
Wybierzmy liczbe vy, tak, aby
PO(Vn = _nD(pOHPI) + Una) = Q.

Wtedy vy, o/n — 0. Stad i z nieréwnosci Markowa dostajemy

/871, = Pl (pnl < 2—71D(p0||p1)+7)na> — Pl (pno > 2nD(p0|p1)—'una> <
Pno Pnl
< (Elpno) 9—nD(pollp1)+vna _ 2—nD(p0||p1)+yna,
Pn1
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co po prostych przeksztalceniach daje

1 Un«
—log B, < —=D(pollp1) + —- (4.18)
n n

Z drugiej strony z (4.17) mamy Py(V;,, = —nD(po||p1) —nd) =1—n, — 1 dla
dowolnego d > 0, skad

ﬁn 2 Pl <2—nD(p0|p1)—n5 < IE g 2—TLD(p0||p1)+Una> _

Pno
= FEy (pnll(2—nD(p0p1)—n6 < Pn1 < 2—TLD(p0||p1)+'Una)> >
Pno Pno
> 2—nD(PO||P1)—TL5PO (2—nD(p0||P1)—’rL(5 < Pn1 < 2_”D(p0p1)+’vna) _
Pno

_ 2—nD(p0||P1)_n5<1 - — nn)

W konsekwencji otrzymujemy

1 1
- log B, = —D(pollp1) — 0 + Elog(l —a—1p).

Z dowolnosci § oraz (4.18) wynika (4.16). 0

Role poziomu istotnosci a i prawdopodobienstwa bledu II rodzaju [
mozna zamieni¢. Prowadzi to do lematu Steina w postaci dualnej.

TWIERDZENIE 4.12 (Dualny lemat Steina). Niech 3 € (0,1) bedzie dowol-
nym ustalonym prawdopodobienstwem bledu II rodzaju, a oy, odpowiadajgcym
mu poziomem istotnosci testu Neymana-Pearsona hipotezy Hy przeciwko Hi.
Wowczas

1
- log oty — —D(p1]|po)-

Stosujac podejécie bayesowskie, mozna potaczyé obie wersje lematu Stei-
na. Niech w = (wp, w1 ) bedzie rozktadem a priori na zbiorze dwupunktowym
© = {0, 1}, a pno, pn1 gestosciami rozkltadéw produktowych. Wowczas

PrnoWo i Pni1wi1
ProWo + PniWi  ProWo + PriWi

sa prawdopodobienstwami a posteriori. Rényi (1967) zaproponowal tzw. test
standardowy H( przeciwko Hjp, ktoéry odrzuca Hy, gdy
Pn1Wi PnoWo
= ;
PnoWo + Pp1iWi  PpoWo + PniWi

co jest réwnowazne warunkowi % > g—?. Dla tak okreslonego testu oznaczmy
mn

Qn, Bn odpowiednio, poziom istotnosci i prawdopodobienstwo btedu II ro-
dzaju oraz prawdopodobienstwo blednej decyzji €, = woay, + w16,. Ges-
tosci hipotetyczne po, p1 (zakladamy, ze pg - p1 # 0) polaczmy odcinkiem
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logarytmicznie wypukltym tzn. rozwazmy jednoparametrowa rodzine gestosci
{pe = ephpi™ : t € [0,1]}, gdzie ¢; jest stata normujaca (por. twierdzenie
2.12). Wéweczas funkcja D(p||po) jest rosnaca wzgledem ¢, a funkcja D (py||p1)
malejaca wzgledem ¢. Zatem istnieje liczba t* € (0,1) taka, ze zachodzi réw-
no$¢ tzn. D(pe-|po) = D(pe-||p1)- udowodnil twierdzenie,

ktére mozna nazwaé lematem Steina w wersji bayesowskiej.

TWIERDZENIE 4.13 (Chernoff, 1952). Przy powyzszych zaloZeniach i ozna-
czeniach mamy

- log €, — —D(ps+||po)-

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo blednej decyzji dazy wyktadniczo do
zera. Liczbe D(py+||po) nazywamy informacja Chernoffa. udo-
wodnil nieréwnosé h=1(H (0| X)) < e, < 2H(0|X), gdzie h(p) jest funkcja
entropijng, co takze pociaga wykladnicza zbieznosé €, do zera.

Rozwazmy teraz przypadek ogdlny, gdy zbiér parametrow © jest dowolny.
Niech F = {py : ¥ € O} bedzie rodzina gestosci pojedynczych obserwacji
na dowolnej przestrzeni (X, B, ), X = (Xq,...,X,) bedzie préba prosta z
rozktadu Py o gestosci py € F oraz ©g C ©. Rozwazmy problem testowania

Hy:19 €Oy przeciwko Hp:9 € 0O\ Op. (4.19)

uogblnit dualny lemat Steina na przypadek testowania
dowolnych hipotez zlozonych. Jego wynik przedstawimy w wersji podanej
przez

TWIERDZENIE 4.14 (Bahadur, 1967, Raghavachari, 1970). Niech T,, bedzie sta-
tystykq testowq testu prawostronnego hipotezy Hy, jak w (4.19), ¥ € ©\ O
bedzie dowolnym parametrem, a B € (0,1) dowolnym ustalonym bledem II
rodzaju. Jesli t, = t,(3,0) jest takie, Ze Py (T, = t,) — B gdy n — oo, to

1
lim inf — 1 Py (T, >t,) >~ inf D : 4.20
iminf » log sup oo (Tn 2 tn) > — inf D(py|[pa,) (4.20)

Ponadto dla statystyki ilorazu wiarogodnosci

L 1 X
Ty, = To(X) = L log S2Pouc0n Puto(X)
n Supyee Pry (X)

istnieje granica w (4.20) i jest réwna prawej stronie (4.20).

Jedli istnieje granica lewej strony w (4.20) i nie zalezy od 3, to oznaczmy
ja przez —%CT(ﬂ). Liczbe cr(¥) nazywamy dokladnym nachyleniem w sensie
Bahadura testu opartego na statystyce T,,. Zatem test ilorazu wiarogodnosci
ma najwieksze mozliwe nachylenie wynoszace 2 infy, co, D(py||ps, ) Efektyw-
no$cig Bahadura testu T}, wzgle-dem testu T}, nazywamy iloraz c(9)/er ()
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doktadnych nachylen w sensie Bahadura. Zatem test ilorazu wiarogodnosci
jest optymalny w tym sensie, ze efektywnos¢ Bahadura dowolnego innego te-
stu wzgledem niego nie przekracza 1. Istnienie granicy w (4.20) wiaze sie z
twierdzeniem o wielkich odchyleniach dla statystyki 7;,. Problematyce wiel-
kich odchylen i efektywnos$ci Bahadura testow nieparametrycznych jest po-

Swiecona monografia . Z efektywnoscia Bahadura wiaza si¢
inne pojecia efektywnosci np. efektywnosci Kallenberga (lub inaczej posred-
niej) (por. ), ktora daje sie najczesciej duzo latwiej

wyznaczy¢ i ktéra ma te samg interpretacje w jezyku ilorazu rozmiaréw prob,
przy ktérych (méwiac w uproszczeniu) oba testy maja te sama moc asymp-
totyczng i ten sam poziom istotnosci. Blizsze oméwienie tej problematyki
przekracza ramy niniejszego opracowania.

uogdlnili lemat Steina w inny sposéb. Niech w (4.19)
0o = {¥o} oraz © C R¥. Wéwczas Tjf = In(f,/pny,) jest statystyka optymal-
nego testu bayesowskiego (prawostronnego), ktéry dla kazdego ustalonego po-
ziomu istotnosci a € (0,1) minimalizuje $rednie prawdopodobienstwo bledu
II rodzaju 3,, okreslone wzorem

Bo= [ 3@ @) = [ [ pusl(T; > o) v dx.
)

e xn
7 wniosku 4.2 wynika nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.15 (Clarke i Barron, 1990). Przy zatozZeniach twierdzenia 4.3
asymptotyczna wartos¢ krytyczna testu bayesowskiego T ma postac

k

1
_(ln 2)D(p’m9()||fn) + Xk 1l-a — 5)

2

gdzie Xk - jest kwantylem rzedu T rozkladu chi-kwadrat z k stopniami swobody
oraz

. — 1 k 1—«
hmnlnf(lnﬁn + (In2) D(png, |1 f)) = §Xk,(1fa)/2 D) + log D)
. — 1
timsup(in 5, + (102) D /o)) < 5 X510
W konsekwencji
TogB, =~ Do, )+ 0 () (1.21)
n g n - n p’nﬁo n n . .

Zatem relacje (4.21) mozna nazwaé uogélnionym lematem Steina.

4.8. Informacyjne kryteria wyboru modelu. Dotychczas w naszych
rozwazaniach model statystyczny byl ustalony. W rzeczywistoséci obserwo-
wane zjawisko mozna opisa¢ za pomoca wielu modeli. Jest oczywiste, ze im
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model jest bogatszy, tym lepiej, bardziej doktadnie, pozwala przyblizy¢ praw-
dziwy rozklad préby. Z drugiej strony powickszanie modelu skutkuje wiek-
szym bledem oszacowania parametru @ w tym modelu. Potrzebny jest wiec
kompromis. To rodzi problem wyboru takiego modelu, z pewnej z goéry usta-
lonej listy konkurujacych modeli, ktéry, w jakims sensie, najlepiej odpowiada
danym tj. prébie X. W czterech minionych dekadach zaproponowano wiele
kryteriéw wyboru modelu m.in. kryterium informacyjne i kry-
terium informacyjne . Duza popularnosé¢ zyskaly kryteria mi-
nimalnej dlugoéci opisu (ang. minimal description length, w skrocie MDL).
Idea konstrukcji tych kryteriéw pochodzi od . Oméwimy
krétko trzy kryteria MDL. Pierwsze, zwane dwustopniowym MDL wprowa-
dzit . Niech Py = {ppy : ¥ € O, C RF®)}, 5 € S, bedzie lista
modeli parametrycznych. W pierwszym kroku dla kazdego s wybieramy +/n-
zgodny estymator Ji rozwazamy jego dyskretyzacje 9* 7 ziarnem rzedu 1/y/n
oraz gestos$é a priori ws (wzgledem miary Lebesgue’a). Wtedy ilo$é informa-
cji (dlugo$é optymalnego kodu binarnego) potrzebna do podania I wynosi
H(ws)+ @ log n z dokladnoscia do cztonu o(1) (por. z interpretacja entropii
rézniczkowej w rozdziale 2.2). W drugim kroku kodujemy zmienna o gesto-
Sci D5 Iloé¢ informacji (dlugosé optymalnego kodu binarnego) potrzebna
do podania jej wartosci wynosi w przyblizeniu — log D5 Jedli model jest
‘gladki’, to te warto$¢ mozna zastapic¢ przez — log p, ;5 kosztem wyrazenia o(1).
Sumujac ilosci informacji z obu krokéw dostajemy L(s) = — log p,5t k(;) logn
po opuszczeniu wyrazen rzedu o(1). Dwustopniowe MDL Rissanena kaze wy-
braé¢ ten model z listy, dla ktérego L£(s) jest minimalne. tatwo widaé, ze z
doktadnoscia do wyrazen rzedu O(1) kryterium to sprowadza sie¢ do reguly
BIC . zaproponowali stochastyczne
kryterium informacyjne (ang. stochastic information criterion). Dla kazdego
s rozwazamy gestos¢ bezwarunkowa préby f, i optymalny kod binarny oparty
na f,. Wybierany jest wiec ten model z listy, dla ktérego wyrazenie — log f,
jest minimalne. Przy zalozeniach twierdzenia 4.3 mamy z (4.4) z dokladnoscia
do wyrazenia O(1)

k(s)
—log fr = —logp 5+ — log n,

co oznacza, ze asymptotycznie dwustopniowe MDL i stochastyczne kryterium
informacyjne sa réwnowazne. Rissanen (1986) zaproponowal jeszcze jedno

kryterium, szczegdlnie uzyteczne dla szeregéw czasowych. Poniewaz

n
- logpnﬂ = - Z]-ngﬂ(xi‘xla ey $i—1)5
i=1

to, zastepujac w kolejnych sktadnikach ¥ przez estymator 51 oparty na ob-
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serwacjach do momentu i, wybierany jest model, dla ktérego wyrazenie

n
- Z logp@_(xﬂxl, e ,I‘ifl)
i=1
jest minimalne. To kryterium nazywa sie predykcyjnym MDL.

, w obszernym artykule przegladowym, przedstawili rézne koncepcje
kryteriéw wyboru modelu opartych na zasadzie minimalnej dtugosci opisu,
w tym trzy kryteria zasygnalizowane powyzej, oraz szereg przyktadow ich
zastosowan. Metodzie MDL po$wiecona jest monografia

Podziekowania: Dzickuje Pani prof. T. Ledwinie za przeczytanie wstepnej
wersji artykulu i wiele cennych wskazéwek. Recenzentom dziekuje za wni-
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dziekuje za wskazanie prac i
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Information Theory in the Mathematical Statistics
Tadeusz Inglot

Abstract In the paper we present an outline of the information theory from the
probabilistic and statistical point of view. Such a direction of the information the-
ory has been intensively developed in recent decades and significantly influenced a
progress in the statistical methodology. The aim of the article is to introduce the
reader into these problems, provide some intuitions and acquaint with a specific
information-theoretic approach to the mathematical statistics.

The first part of the paper is devoted to brief and easy of approach introduction to
the main notions of the information theory like entropy, relative entropy (Kullback-
Leibler distance), information projection and Fisher information as well as presen-
tation of their most important properties including de Bruijn’s identity, Fisher in-
formation inequalities and entropy power inequalities. In the short second part we
give applications of the notions and results from the first part to limit theorems
of the probability theory such as the asymptotic equipartition property, the con-
vergence of empirical measures in the entropy distance, large deviation principle
with emphasis to Sanov theorem, the convergence of distributions of homogeneous
Markov chains in the entropy distance and the central limit theorem. The main,
last part of the article shows some most significant and important applications of
the information theory to the mathematical statistics. We discuss connections of
the maximum likelihood estimators with the information projections and the notion
of sufficient statistic from the information-theoretic point of view. The problems of
source coding, channel capacity and an amount of information provided by statistical
experiments are presented in a statistical framework. Some attention is paid to the
expansion of Clarke and Barron and its corollaries e.g. in density estimation. Next,
applications of the information theory to hypothesis testing is discussed. We give
the classical Stein’s Lemma and its generalization to testing composite hypothesis
obtained by Bahadur and show their connections with the asymptotic efficiency of
statistical tests. Finally, we briefly mention the problem of information criteria in
a model seletion including the most popular two-stage minimal description length
criterion of Rissanen. The enclosed literature is limited only to papers and books
which are referred to in the paper.
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Key words and phrases: Entropy, Kullback-Leibler distance, Fisher information, en-
tropy convergence, statistical model and source coding, Stein’s Lemma, density es-
timation.
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