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Do jego rozwiązania potrzebna jest znajomość postaci k-tej 

iteracji operatora q liczonej na funkcji f , dla k = 1,2,., 

.. *,n-1 .

¥ paragrafie 1 sformułowano i udowodniono twierdzenie o 

postaci qn (f) • W paragrafie 2 przedstawiono algorytmy po-

zwalające obliczać współczynniki we wzorze na qn (f) . ¥ para-

grafie 3 podano metodę otrzymywania bezpośrednich wzorów na 

te współczynniki oraz wzory na niektóre wyróżnione współczyn-

niki, a także wzór na ich sumę* ¥ ostatnim paragrafie przed-

stawiono pewne dodatkowe informacje dotyczące rekurencyjnego 

i przybliżonego określenia liczby współczynników.

1. TWIERDZENIE 0 POSTACI qn (f)

DEFINICJA 1. Dla n = 1,2,3,... An jest zbiorem wszy-

stkich n-elementowych ciągów liczb całkowitych, nieuje* 

mnych postaci (a1,a^,...,an ) spełniających warunki:

(1) a^ > ai+l 9 ^ = 1 » • • •  ,n-1 ,

n
(2) a. = n .

1=1

Każdy element a 6 An , a = (a^ »a^, ., * »an ) » można utożsa-

miać z pewnym ciągiem n+2-elementowym a = (ao,a^, • • • tan tan+i 

przyjmując

%  = n + 1 ,

a^ = a^ , i = 1,2,...,n .

= 0 •

¥ ten sposób określona została bijekcja

S n : An 9 a *~^a e A n »  sdzie An = { a: a 6 A nl*

Posługiwanie się ciągami z podyktowane jest wygodą w za-

pisie podstawowego twierdzenia 1.

Między elementami An_.| a wprowadzimy relację po-

przedzania " '»■ •
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DEFINICJA 2. Jeśli a'€ , a" € Ar  , to

a./ — —► a v a£ < a" dla i = 1,2, .. • ,11- 1.

Dla przykładu - zachodzą następujące poprzedzenia:

(2,1,0) * (2,1 ,1 ,0) ► (3»1»1»0»0) #

U w a g a 1 •

a'6 A „ , a" e A , a # —  -» a/;

(1
3 ! J  6 {i, 2, . . . ,n}: a' = aj' -1 i a£ = a" , gdy

k €■ {lf»**>Ó“'1#j^"1»»**•

D o w ó d .  Ponieważ a? = n - 1 , a' = a! , gdy
i=1 1 i i

i = 1,...,n-1 oraz a^ = 0, zachodzi

n __ n __
(i) a! = n - 1 , podobnie (ii) a?' = n .

i=1 1 i=1

Z założenia o nieujemności wyrazów ciągów z A^

a/' = a" >  0 = a/.n n n

Ponieważ a # — ►a'',

a" >  a£ gdy i = 1,2,...,n-1 .

Stąd (i) i (ii) implikują tezę, wobec tego, że wszystkie wy-

razy rozważanych ciągów są całkowite.

Uwaga 1 gwarantuje poprawność następującej definicji. 

DEFINICJA 3. Niech a'6 A ^  , a"6 An , a'  ► a"

aj = aj' - 1 dla pewnego j e {i , 2,. . . ,} ,

wtedy

S(a/ t a.") := a' - a #. .
J - 1  J

Zostanie sformułowane twierdzenie dotyczące postaci n-tej 

iteracji operatora q :

qn (f) = q (q (... J ą  (t ) ...)) =
1 2 n



= f*d5ć { f ‘3x ^ ••• ( f*ii )•••))•1 2 n-1

Ola uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia:

T d f ^  d llf1 = 1 * 1 = d£ »•••» 1 = T n  'dx

TWIERDZENIE 1 , Zachodzi następujący wzór:
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(3) qn (f) = S  « a f &i a±+1 
a€A 1=0 n

gdzie współczynniki oc można wyliczyć rekurencyjnie ze wzo-a
ru

OO _ = ■< (b} a) oC. ,

b e A n-1

(bł) oc - 1 , gdy a € A ,
a i

lub wprost ze wzoru

(5) cća = T T « ( a S a 1+1).
(a1,a2#...fałWl)6 A. x p, x ,M x A 1=1 
1 2  ^-1* n n“1

Q> 9 # 9 S i &  —• Et

Przyjmijmy następującą umowę dotyczącą zapisu

n n
3 > . a. = 0 , ] | a. = 1 , jeśli k > n ,
i=k i=k

DEFINICJA k. Cn jest zbiorem wszystkich n+1 -elemento-
wych ciągów liczb całkoiłitych nieujemnych postaci 

c = (cQ,c^,...,cnj spełniających warunki:

n
(6) ]>] c. = n + 1 ,

i=0

n
(7) i c. = n .

i=0 1
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LEMAT 1. Odwzorowanie

231

hn : An 3 (ao,al9* * * ,an+P ^ (aO~a1 • • • ,an~an+1)€Cn

jest bijekcją oraz

h • C 3 (c > c ,  . • • ,c ) 1 ̂ (c +c. + « »•+o >c. + ,,(}c ,O)€ A > n n o 1 n o 1 n 1 n n
mmi — —i —

Jeśli przyjmiemy, że h Cc) = a, gdy hn Cc) = a , to
*» 1

określone w ten sposób odwzorowanie łi jest bijekcją 

Cn na A ^  .

D o w ó d ,  i określone są poprawnie, bo

i=0

n _  n n n
Z S  i(Si - a ) = J Ę  ia - ^ Ę ( i  - t)a = S a  = n.
i=0 1=1 i=1 i= 1

Wprost z określenia h^ i h^"’̂  wynika, że hn ° hj"^ = idę

— — 1 — — n
iraz h^ * hn = id^ , zatem h jest bijekcją.

n

UWAGA o łi”  ̂ wynika z faktu, że h” ̂ o h ^  •

LEMAT 2. Niech c ' e Cn , n > 2 . Zachodzi wzór

(0) . n-1 (i) o'.   . , n E (a ).

f  s  r r  f  = 2  « ( * £ ,  <«*> . a) j T f  n .
i=0 a e A i=0n

h“1 (c')— ► an-1 v '

D o w ó d .  Na podstawie własności pochodnej

W  d (°)k-l(i) o'(k) c' (k+l) o' +1
f s T l  f = S  a* f T l  f f ,f x

1=0 V * 1=0

ck > 0

n-1 W  c * n W  c*

x T l  * 1 = S  T T  f 1
i=k+2 fc 1=0

°k  > 0
(przyjęto c^ J= 0)



W ostatnim wyrażeniu przyjęto oznaczenia:

ó  — C l/ 
k “ °k •

k f k k k .
c  =  vc 0 » » • • • »  c n  )  ,

k |fco» C1 + 1» °2 • c3   »CA-1 »°A ̂  sdy k = °1

ci+1> ©{ , c' ,...,c£- 1, ĉ .+1+1

gdy 0 < k ^ n - 1.

Niech a 1 = hj^ , a^ = ĥ *"̂  (c^) . Otrzymujemy 

— / g * 1. n - 1  x

a / = t l ?  °*  * t l ^  °“^ 1 9 ° ' ’

n— 1 n-
[fn +1, 1 +

-ka
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f(n + 1, 1 + ^ ' c ^ , — ©J[ 1 *
I i= 1 x=2

gdy k =1;
/ u~1 n-1 n-1
(n t ^  i' ©i ł • • • c j » 1+ Z="E_j c! |
v i= 1 i=k 1 i=k+1

n - 1  \
©j[ » • • • » c ^ » i

gdy O <  k ^ n - 1

Łatwo zauważyć, że ak € An i a' — » a^ oraz że 

c k
ó(a/ , a )  = <$k • Ponieważ w sumie występują te składniki,

dla których c^ > 0 , a więc â . - ®^+i >  czyli â . >

oraz = SLĵ+i + 1 » sumować można po wszystkich możliwych

a e An , dla których a' ► a  •

D o w ó d  t w i e r d z e n i a  1. Dowód przeprowa-

dzony zostanie metodą indukcji.

Warunek (3) dla n = 1 :
Jedynym elementem jest ciąg a' = (2 ,1 ,0). Zgodnie

z (V ) , cC , = 1 . Stąd



, N (o> 2 -1 a) 1 -0  (o) (1)
q(f) = 1 -f f = f f ,

Warunki (3) i (*0 dla n = 2:

2 /  > ô )  ( 1 ) 2Na podstawie określenia q zachodzi q (f) = f f +

(o) 2 (2)
+ f * f .

Z drugiej strony, ponieważ

^2 = { ̂3 > 2 10,01) | (3 1 1> 1 > 0;) } 1 
a^ a

na podstawie (3)

q2 (f) = « (°f 3- 2 (f 2-° + oC 2  f} 3- 1 f} 1‘° =
a a

(O) CD 2 (o) 2 (2)
= *  , f f + <* 2 f f •

a a

Ponieważ a' — ► a^ i a # -♦-a2 (a# = (2 ,1 ,0)) , na podstawie
(k) otrzymuj emy

*  , = a (a', a 1) <*a , = (2 - 1 ) - 1  = 1 ,
a

2
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oc 2 = (ar, a joc , = (1 - 0) • 1 = 1.
a a

Wax*unek indukcy jny:

Zakładamy, że (3) zachodzi dla n = 1 , n >  2 ; pokażemy, 

te (3) i (k) zachodzą dla n , Z lematu 1 otrzymujemy
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Obliczymy teraz

q»(f) = q (qD-1(l')) =

Ze względu na liniowość operatora różniczkowania możemy każdy

n-1 ^  o f
składnik postaci ] | f 1  różniczkować z osobna, a następ-

1=0  (O)
nie mnożyć przez ot „  f i  zsumować. Tak więc na podsta-

Ci («*)

wie lematu 2

q“(f)  =  2  2  i(h-2 (c'j,a)x
1 - ̂   =."'1 /rt/\ e A n— ' ✓

-1

c • e C „ h*”  (ca e An-1 n-1 r

h”1 (o') —► a
n-1

" l\ W i 
X  f

i=0

-c—i  ««=:—i n  ^h (a) .
= 2   2   {(h-1. (o'), &)«  .  TT f “  x

a6A* °'eCn-1  Vn-1  ' ClC') U

n  a.-a. .
<S( a', a) et , Tl f

a6 An  a'6An-1 1=0

a* —► a

W ostatniej równości wykorzystano raz jeszcze lemat 1. Jeśli

przez  ot  oznaczymy

* = 2   i (a', a) oi , ,

otrzymujemy (3) i (4) dla n .

Pozostaje do sprawdzenia warunek (5) • Jest on prostą kon-

sekwencją (U) dla k = 1,2,...,n-1, n . Zachodzi bowiem
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*  n  = 2  S O*” " 1 .  *“ )  ot =
a „n~1 aa

n— 1 n
a —-► a

2  ( t ( a” ”1 , . n) S  i  (a” - 8 , . 0 - 1)*  n -a )  =
n-1 n-2 a /

a a
n-1 n n-2  w n-1a — ► a a — ► a

a13" 1 

a”" 1 —  a“

(&(a**"1 , an ) X

x  S  (5  (a11" 2 ,a 11" 1)  2  ( i  ( a ^ . a " - 2 )
n-2 ' n-3a a
n-2 _ n-1 n-3   n-2a —► a a —► a

...(<5 (a2 ,a3) <S (a1,a2)) =
a
1 2 a — ♦> a

= 2  f t  iC a S a 1 ^ )
1 2 n-1 1=1a ,a , . a • , a

1 2 n-1 n
€t — £t £t

V ten sposób dowód twierdzenia 1 został, zakończony.

2. ALGORYTMY WYLICZANIA WSPÓŁCZYNNIKÓW

Twierdzenie 1 dostarcza istotnej informacji o charakterze

współczynników i odpowiadających im składników występujących

w sumie (3) określającej <3.n (f) • Jak się okazało, dogodną me-

todą ich oznaczania jest użycie słabo malejących ciągów nie-

ujeranyoh n liczb całkowitych o sumie równej n (A^) • Z lema-

tu 1 wynika, że równoważne jest stosowanie jako indeksów roz-

wiązań układu (ó),(7)• Jest ich tyle samo, co różnych rozwią-

zań w liczbach całkowitych, nieujemnych równania



a có można zawsze obliczyć ze wzoru

n
c = n + 1 - 3 S  c. .

1=1

Metoda rozwiązywania równania (7#) podana została m.i». w [3] t 
str. 99. Metoda ta polega na kolejnym wyliczaniu rozwiązań w 

porządku leksykograf icznym. Interesujące jest to, że ta sama 

metoda indeksowania stosowana jest we wzorze Bruno na n—tą 

pochodną funkcji złożonejf [3] , str. 52). Występujące w tym wzo-
rze współczynniki, tzw. liczby Bella , ze zrozumiałych wzglę-

dów są różne od współczynników w (3) • Udowodnione wzory (4) 

i (5) dają jednak wystarczającą podstawę do skonstruowania 

efektywnych algorytmów wyliczania współczynników *|oć r •
l cW _ A

n
ALGORYTM 1 , M e t o d a  d r z e w a  p o -

p r z e d z a n i a .

Niech a 6 An , n ^ 2

0. a1 ;= a, i •= 1 .

1. Dla wszystkich określonych wcześniej a

k , • • . ,k. f k <| , • .. ,k_,
A 1
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-  l ae An-i: a )'

• I ^ ,ki+1 k i9 " * * ,ki
a := element A o numerze

k^+  ̂ w porządku leksykograficznytn.

2. Gdy i < n - 2 , i * = i + 1  , przejść do 1.

Gdy i = n - 2 , przejść do 3.
k , . . . .

3. Dla wszystkich określonych a ,

OC k k = ”1 *K1» • • • > n-1
a

t • • • 1
4. Dla wszystkich określonych wcześniej a ,
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5. Gdy i > 1, i i= i + 1 , przejść do

Gdy i = 1, ot := ot . , stop,
a a1

Algorytm 1 opiera się bezpośrednio na wzorze (*f) oraz na
2

fakcie, że współczynniki w sumie określającej q (f) są rów-

ne 1 , co sprawdzono w dowodzie twierdzenia,1, Zastosowaną me-

todę zilustrujemy przykładem dla a e A^ , a = (3»1»0»0) •

W dalszej części pracy w odniesieniu do ciągów z An stosować 

będziemy zapis skrócony z pominięciem zer i nawiasów, w zapi-

sie tym a = 3 , 1 •

Oznaczenia: strzałkom odpowiadają relacje poprzedzania, 

oznaczono 0 (a , a

□  oznaczono ot k^ , , • •, k
î + 1

Rys,1• Działanie algorytmu 1



ALGORYTM 2* M e t o d a  ł a ń c u c h ó w  p o -

p r z e d z a n i a

Niech a e a  . n > 2 • 
n
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k 1 akl0. s 1 , a : = a , oc : = 1 , i: = 1 .

4 k ,  ̂ k ,. ,.,k i
1* A 1 . i ! = { . e ^ i  a — a 1 ij,

k ,. ..,k.,k. k , ...,k
a : = element zbioru A 1 o

numerze w porządku leksykograf icznym,

k 1,...,ki,ki+1

oC : =

o t a  1 >  * 1  . <5 ( a k 1 , , - * , k i , k i + 1 % a k l , # , # ' k i ) .

2. Gdy i < n - 2 , i *= i + 1 , przejść do 1,

k 1
Gdy i = n -  2 , a  s = ^>1 oi* t stop

k 1 ,##*»kn-1

Algorytm 2 opiera się bezpośrednio na wzorze (5) i na 

fakcie, że <S(a#, a*) = 1  dla wszystkich a # € A^ , a* 6 Agi

co sprawdzono w dowodzie twierdzenia 1• Działanie algorytmu 2 

zilustrujemy przykładem dla a 6 A^ , a = 3*1 (zapis skrócony)

Algorytm 2 ma przewagę nad algorytmem 1 , polegającą na 

lepszej organizacji obliczeń, mniejszej liczbie koniecznych 

do zapamiętania wielkości, jakkolwiek liczba obliczeń w obu 

algorytmach jest jednakowa.
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Oznaczenia: strzałkom odpowiadają relacje poprzedzania,

X f * ki+1 k -»•••»ki .
oznaczono 0 (a , a ),

akr ,,#,ki * ki+1
|__| oznaczono oc

Rys.2. Działanie algorytmu 2

3. WZORY NA WSPÓŁCZYNNIKI

Wzór (k) umożliwia znalezienie bezpośrednich wzorów na współ-

czynniki ot . Wzory te nie określają wszystkich współczyn-ct
ników, lecz odnoszą się do danego typu współczynników. Typ 

współczynnika zostanie zdefiniowany następująco:

DEFINICJA 5. Jeśli a e A n , to:

—  a jest typu b , gdzie b e A m < n - 1), jeśli

a^+.j = dla i ■— 1,2,...,m

am+k = 0 dla k = 2>3»... ,n-m;

- a jest typu 0 , jeśli

a2 = a3 = ... = an = 0 .
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W ten sposób uzyskaliśmy rozkład zbioru wszystkich współ-

czynników A s A j U A ^ u A ^ U . . .  na rozłączne zbiory współczyn-

ników danego typu. Dla przykładu:

1,1,1; 2,1,1; 5,1,1; są typu 1,1,

1; 2; 5; są typu 0

(stosujemy zapis skrócony).

DEFINICJA 6. n-ty współczynnik typu b oznaczamy i o- 

kreślamy następująco:

- gdy b € Am ,

k  ^
oi (n) = 0, jeśli n < m * b^ ,

06 b (n) s cc b b b , jeśli n ^ m + b ;' m—ra,b^,b^, • • •, Ł>m 1

— gdy b = 0,

oC (n) — oc ̂  dla n — 1,2,3,•••

(uwaga: zapis skrócony)•

Podaną definicję ilustrują przykłady:

<*2,1(5) = “ 2,2,1 • * 2,1(6)= “ 3,2,1 ’ “ “ W  = *5*

¥ zbiorze par typów Am * A,m+‘| (ra > 1) mamy już zdefi-

niowaną relację poprzedzania — ►  , którą uzupełnimy następu-

jącym określeniem dla przypadku Aq x A^ :

0    1

Po wprowadzeniu dodatkowo uporządkowania leksykograficz- 

nego w zbiorach , typy można w naturalny sposób ponumero-

wać



Tym samym uzyskaliśmy możliwość ponumerowania współczynników

(przy ustalonym n) , a zatem i składników w sumie we wzorze

(3). Skoro indeks a współczynnika wyznaczony jest jednoznacz-

nie przez jego typ i n , to i na tych samych danych opierając 

się możemy odtworzyć cały składnik.

U w a g a  2. Jeśli oc = oc°(n) , to

(8') ^ (fi)V aił,

Jeśli oc = oc^Yn) , be A , to a \ j m 1
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n ^  a -a ^ m + 1  ^  n-m-bt/ m  ^  b. -b Vrał^  b
(s) 1 7  f 1 1+1 = f f T T * *  1 h

i=0 7=2

Dowód wzorów (8') i (8) wynika wprosi z definicji 6. 
Na podstawie (8) i (8#) możemy (3) zapisać następująco:

Niech m(b) = m, jeśli b 6 A 5

oo bk (°) n
(9) qn (f) = 2 2  OL (n) q“ (f) , gdzie q“ (f) = f f

k= 1

gdy k >  1 ,

m (bk) +1 (i) /k\ k v
q“ (f) = f f n"m ( )~b 1 X

/'m(bk/i)bk  ,-bkY ra(bk)+1)bk (bk)

I n f 1-1 v *  m •
X
^ 1=2

b k
W tabeli 1 przedstawiono wartości OL (n) dla n =

51j 2) 7 •

U w a g a  3. a € A  jest typu b , a /€ A  . jest ty-n n — i

Pu b' (n > 2). Wtedy a / ■ a = >  b' — » b .

D o w S d . Jeśli be Am (m ^ 1) , to a ma postać

& = (ai 9^1 f̂ 2* * * * 9^m 

^  podstawie uwagi 1 zachodzi



IdT a b e l a  1, Początkowe wartości od (n)

\  k
1 2 3 4 5 6 7

V bk 0 1 1 , 1 2 1 , 1 , 1 2 , 1 3

\  m ( b k )  !! 0  
\  , 11

1 2 2 3 3 3

n  ^  
. . .  _ _

U

^ 2 ^ n - 2 ^  1 

0 0 0

< ° ^ - 4 ^ 1

0 0

^ ^ - 6 ^ 3

0

II
2 U 1 

II  
ll

1 0 0 0 0 0

II
3 H 1 J u  

n

4 1 0 0 0 0

II
L  II i  
^  II  1 

II
1 1 7 4 1 0 0

. ... .  . . . . . .  y  -----------l. o,.,-. - a . . J
K  II  Ą 
-> II  1 

II

26 3 2 3 4 1 1 1 5 0

6 11 1 o  II 1
ll

57 * 1 2 2 1 8 0 7 6 1 9 2 3 4

7 ii 1 
ii■ ■ ■ ■—H-

1 2 0 4 2 3 768 4 2 6 1 4 9 4 4 9 6
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lub

(++) a* s Ca-j ,b<j > • • • * bi 1 » • • • ,t>m ,0,o) dla.

pewnego i 6 .

W przypadku (+) mamy b / = b , w przypadku (++) nato-

miast b*6 Am_,j gdy m > 1 lub b' = 0 gdy m = 1 , zatem 

z definicji 2

b'  ► b  .

Jeśli b = 0 , to a' musi mieć postać

a* = (â  — 1,0,...,()),

tak więc jest również typu 0 .

Uwaga 3 w połączeniu z wzorami (^■),(4/) umożliwia reku- 

rencyjne określanie oc,b (n) za pomocą o6b (n— 1) i współczyn-

ników oCb (n— 1) , dla b' takich, że b* ■ ■» b . ¥ tej sytu-

acji przy założeniu, że dane są już bezpośrednie wzory dla 

wszystkich współczynników o typach b* poprzedzających b , 

możemy sformułować równanie różnicowe zwyczajne pierwszego 

rzędu o 

pującot

rzędu określające <*b (n) . ¥arunek początkowy zadajemy nastę-

f 0, gdy b 6 A ra * m =

ocb (o) J
1, gdy b = 0 .

V. b
Uzyskanie wzoru bezpośredniego na oć (n) sprowadza się

do rozwiązania odpowiedniego równania różnicowego. Można to 

uczynić stosując na przykład transformację %  w sposób opi-

sany m.in. przez Kaufmanna [3] » str. 24 .

¥ tabeli 2 zestawiono równania rekurencyjne dla współczyn-

ników pierwszych siedmiu typów i uzyskane za pomocą transfor-

macji % ich rozwiązania. Współczynniki pierwszych siedmiu 

typów odpowiadają wszystkim tym składnikom (f) , w których
(o) k
f = f występujące w potędze mniejszej od 5.



Wzór (9) wraz z danymi tabeli 2 pozwala na przedstawie-
nie qn (f) w zwartej postaci,przydatnej do aproksymacji przy 

funkcji f dostatecznie bliskiej zeru.
Podane zostanie teraz twierdzenie dotyczące wartości su-

my współczynników oć występujących we wzorze (3) na qn(f)O.
TWIERDZENIE 2. Dla n = 1,2,... zachodzi
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(1°) ^ - j = n! •
a 6 \

D o w ó d .  Ze wzorów (4) lub (5) można zauważyć, że
współczynniki OC , a € A , nie zależą ód f , a jedynie od 8. n
struktury A.,...,A . Tak więc funkcję f można przyjąć do- 

1 **
wolnie. Załóżmy, że f jest funkcją wykładniczą, czyli

f = exp •

Wzór (1 0) udowodnimy indukcyjnie.
Dla n = 1 na podstawie (47)

ot = 1  dla a 6 A. .a 1

Stąd, ponieważ A^ jest zbiorem jednoelementowym, mamy (10). 

Załóżmy, że (10) zachodzi dla n - 1 . Dla każdego a ^ A ^ ^

mamy
fi)— — . . a .—a . *n -1   ̂ J a . - a , , .  n - 1  x 1  x+1

T T  eXp 1 1+1 = T T  (r-2? )
i=0 i=0 dx

n- 1
n- 1  a.-a. . ^p!^ai“ai+1  ̂ a - a  _■ f x x+1 x=u o n  n= ^ f exp = exp = exp = exp
x=0

Ostatnia równość wynika z określenia a 6  ̂ • Zatem na pod-

stawie (3)

qn_1 (exp) = S I  <*a expn = ( S ]  ot )expn .
a 6 An - 1  a 6 An~1

Z założenia indulccyjnego

n - 1  / n / .t „ n(X) q (exp) = (n - i)I exp .



bkT a b e l a  2. Wzory dla początkowych ot (n) 

k

POSTAĆ n-tej ITERACJI OPERATORA q = df/dx 2^5

1 oC°(n) = o6°(n -  1) 

c C ° ( o )  = 1

oc°(n) = 1

2 061 (n) = 2 oć1 (n-1) + (n-1) o6°(n-1)

oc 1 (o) = 0

o61 (n) = 2n - n - 1

3 oć1,1(n) = 3 06 1 *1 (n-1) + (n-3) <*} (n-l) 

06 1 91 (0) = 0
1 ,1 . N 1 n 0n -| 3 oc (n) = ^ 3 - 2  + — n + ę

h 06 ^(n) » 3 06 2(n-1) + (n-2 ) oc1 (n -1)  

oC 2 (0) = 0

oć 2(n) = ^ 3n - n2n + ~ n2 - ^

5 cć1,1,1(n) = 4 oC1»1,1(n-1)+ oć1,1(xł-0
o61,1,1(0) = 0
^  1 , 1 , 1 / ^ ___L k n 1 ^ n 1 n  1 11
<* W  = 72 ^ ~ *T 3 + 2 2 "  ^  3?

■6 06 2,1 (n) = 4 oc 2*1 (n-1)+(n-*f ) 06 1 * 1(n-l)+2 oć 2(n-1_) 

06 2 ,1  (o) = 0

oC2 , 1 (n) = ^  ^  + f  ) 3n + ^i2n -  |n2 -  ^ n  + | |

7 oc 3 (n) = k  oc 3(n— i) + (n—5)  ot 2(n-l) 
oc 3 (0) = 0

« ,3 (“ ) = 5  ^  - { f a - i ) 3 n + ( & Z -  “  -  ł ) 2n-  5“ 3+ '|n2+l2n -  £



2 46 M.SZIMKAT

Analogicznie otrzymujemy 

(**) qn (exp) = ( a. ) expn+1
 ̂ \ a

a n

Z drugiej strony, korzystając z definicji q , z (x) mamy 

qn (exp) ■= q (ą*1-1 (exp)) = exp ^  =

S  exp = (n-1) ! exp*n“exp‘ expn“1=

n+1 = n! exp

Ponieważ exp ^ 0 , z porównania otrzymanego wyniku z (**) 

otrzymujemy

2  * a - »l ,
a 6 An 

co kończy dowód.

k. LICZBA ¥SPÓŁCZrNNIK6¥

Zgodnie z twierdzeniem 1 liczba współczynników odpowiadająca 

liczbie składników w sumie (3) jest równa mocy zbioru indek-

sów An . Elementami tego zbioru są słabo malejące, n-elemen- 

towe ciągi liczb całkowitych, nieujeranych, o sumie n . Zauważ* 

my, że każdemu takiemu ciągowi odpowiada pewne przedstawienie 

liczby n w postaci sumy liczb całkowitych i dodatnich, przy 

nieuwzględnianiu ich kolejności i dopuszczeniu powtórzeń. Na 

odwrót, każdemu takiemu rozkładowi odpowiada dokładnie jeden 

ciąg z . Dopuszczamy tu dowolną liczbę składników, bowiem

ich liczba i tak nie może przekroczyć n , maksymalna liczba 

składników jest osiągnięta przy rozkładzie na same jedynki i 

wynosi n . Jeśli w rozkładzie występuje mniejsza liczba skład 

ników, to w odpowiadającym mu ciągu występuje dopełniająca do 

n liczba zer. Probiera na ile sposobów można tak rozłożyć li-

czbę n jest fundamentalnym zagadnieniem tak zwanej addytyw- 

nej teorii liczb. Liczbę rozkładów n na sumę liczb całkowi-

tych i dodatnich, bez uwzględniania ich kolejności i przy do-

puszczeniu powtórzeń, oznacza się p(n); jest to tak zwana



funkcja rozkładu (unrestricted partition function; [1], str.307). 
p(n) jest więc zarazem równa mocy A^ , a zatem określa szuka-

ną liczbę współczynników . o l  w  (3) •BL
Problem rekurencyjnego określenia p(n) został rozwiąza-

ny przez Eulera, Otrzymane przez niego wyniki - twierdzenie o 

liczbach pięciokątnych i rekurencyjny wzór na p(n) - można 

zapisać następująco:

TWIERDZENIE 3 (Eulera)• Zachodzi

oo
(1 1 ) p (») = S ( - d k+1 [p (n-w (lc)) + p (n-w (-k) )] ,

k=1

gdzie w(k) są to liczby pięciokątne określone wzorem

w(k) = (3k2 - k)/2 .

Wzór (11) można zapisać w postaci

P (n) = p (n-1) + p (n—2) - p (n-5) - p(n-7) + p(n-12) +

+ p(n-15)- p(n-22)- p(n-2ó)+ ,

Dowód twierdzenia 3 można znaleźć między innymi w [1] , 
str. 312-316 .

Oprócz postaci rekurencyjnej znany jest również przybli- . 

żony wzór na p(n) pozwalający ocenić oharakter wzrostu funk-

cji rozkładu przy n dążącym do nieskończoności. Wzór ten zo-

stał podany przez Rademachera w [4] , ma on postać

(12) p (n) ~  przy n    00 .
hn

Przy n = 20 i n = 200 oszacowanie (12) określa p(n)

z dokładnością odpowiednio rzędu 10% i 3% • W tabeli 3 po-

dano początkowe wartości P(n) •

POSTAĆ n-tej ITERACJI OPERATORA q = df/dac 2^7



T a b e l a  3* Początkowe w artości p(n)

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P (n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490 627
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