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Posta¢ n-tej iteracji operatora ¢= fdi
x

(Praca wplyneta do Redakcji 27.11.1980)

Niech ¢ (R) oznacza ogét funkcji klasy C° na R s &
f pewng ustalony funkcje z C° (R). Zdefiniujmy operator
nieliniowy gq dzialajgcy na c® (R).

a: C" R)3£, —eaq) e ™' (R).

1

Jeéli f 1 Rox —=f (x)ER , to
1 o1 af_ (x)
q(f1): Rox _’f(x)°—21_x_—;

h-tg iteracjg¢ operatora q okres$lamy nastepujgco

"+ & (R)s £, —Sa@(... (£1) .0 € C° (R),

W te] pracy przedstawiono wyniki dotyczgce postaci opera-~
tora q" dzialajgcego na funkcje f , te samg, ktéra siuzyia
do zdefiniowania operatora q . Ten szczegédlny przypadek Jjest
interesujgcy ze wzgledu na zastosowanie operatora qn W anfe
lizie wartoéci ekstremalnych przebiegéw prze jSciowych w linioe
¥ych uktadach dynamicznych., W pracy H,Géreckiego [2] podane
Zostato rdéwnanie charakteryzujgce wiasno$ci ekstremalne prze-
bilegow przejéciowych w liniowym uktadzie dynamicznym netego
rzedu

e ] Ne2
q (£) + a,_,9 (£) + eoe + azq(f) +a, =ax.

[227]
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Do jego rozwigzania potrzebmna jest znajomo$é postaci ketej
iteracji operatora gq liczonej na funkcji f , dla k = 1,2,,
sesghe=t

W paragrafie 1 sformulowano i udowodniono twierdzenie o
postaci qn(f) . ¥ paragrafie 2 przedstawiono algoryturty Do~
zwalajgce obliczaé wspdiczynniki we wzorze na qn(f). W para=
grafie 3 podano metode¢ otrzymywania bezposrednich wzordéw na
te wspdéliczynniki oraz wzory na niektére wyrdzmione wspdlczyn-
niki, a takZe wzdér na ich sume¢, W ostatnim paragrafie przedw
stawiono pewne dodatkowe informacje dotyczgce rekurencyjnego
i przyblizonego okresélenia liczby wspélczynnikéw,

1. TWIERDZENIE O POSTACI ¢ (f)

DEFINICJA 1, Dla n = 1,2,35¢¢e An Jest zbiorem wszy=

stkich n-elementowych cigagéw liczb calkowitych, nieuje-
mnych postaci (a1,a2,...,an) speilniajgecych warunki:

(1) a; > 8.4 1= 1,2)000s0=1 ,
n

(2) > a; =n .,
i=1

Kazdy element ae.A s & = (a1,a2,...,a ) , mozna utossa-

miaé z pewnym ciggiem n+2-elementowym a = (a ,a1,...,
Przy jmujgc

%o

n+1

n+1,

ai = ai ? i= 1,2100071’- .

Bh+t 0,
W ten sposéb okreslona zostala bijekcja

gnt A8 —>ae Xn , gdzie Kn ={E: aeAn}.

Postugiwanie si¢ clggami 2 Zg podyktowane Jjest wygodg w za~
pisie podstawowego twierdzenia 1,
Miedzy elementami An-1 a Ah wprowadzimy relacje po~

przedzania —— ,
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DEFINICJA 2, Jesdli a'e€ An a” e An sy to

1)
a’ —>a”<=»ai<ai’ dla 1 = 1,2,...;0=«1,
Dla przykladu - zachodzg nastepujgce poprzedzenia:
(2,1,0) = (2,1,1,0) —+ (3,1,1,0,0) .
Uwagait,

a’'e A g a” e AL, a’ —=a”
. - -t - —_
3!,]6{1,2,...,1:1}: 33=aj -1 1 a.l'{:a_l’", gdy

ke {1’sooyj-1pj+1,oonn}o

v

Dowdd, Poniewasz a

r _ [ B~
1= i-n-1!ai—ai} gdy

i = 1,...,n-1 oraz ;;1 - 0, zachodzi

n n
1) >"'a! =n - 1 , podobnie (i) >"af =n,
=1 =1t

Z zalozenia o nieujemmoéci wyrazéw ciggdw z A

ar = a’ 0= al.
n an > an

Poniewaz a! —~—>»a’,

;i’ -1 Ei gdy i-= 1,2,.00’11-1 .

Stgd (1) i (ii) implikujg tezg, wobec tego, ze wszystkie wy-
razy rozwazanych ciggéw sa catkowite.
Uwaga 1 gwarantuje poprawnosé nastepujgcej definicji,

DEFINICJA 3. Ndech a’€ A . , a’¢ 4 , a’ —>a”

1
- = .
a3 = aJ! 1 dla pewnego J € {1,2,...,} ’
wtedy
§(a’ a”) ;= a' -al.
( ’ aJ-1 J

Zostanie sformulowane twierdzenie dotyczgce postaci n~te}j
iteracji operatora q :

qn(f) = dq 1(‘1 g... n£1q !lf) ...)):
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d d df
= fomm fomm eece f'—"x R .
{ g n£1 d ))

Dla uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia:

(?)= r, g)= %§ ,..c,(n)— dnﬁ .

TWIERDZENIE {, Zachodzi nastepujgcy wzdr:

@z =

3 @0 = e« [l

aéAh i=0

i+1 ’

gdzie wspdlczynniki cxa mozna wWyliczyé rekurencyjnie ze wzo-

ru
(1) «, = ==, 6(b,a) e« ,
a
be Ah-1
b =—»a
() x, =1, edy a€a ,

Jub wprost ze wzoru

(5) o« = = ”ﬁs(ai,aw;.
=1

(81 ,az,ooo’an-1) e A x A x LN 4 x A
1 1 2 N1
=1 n
a = —p... — 0 -—ba =a

Przy jmijmy nastepujgca umowe dotyczgca zapisu

n n
:E a; = 0, a; = 1, JjeSli k>n,
i=k i=k

DEFINICJA 4, C® jest zbiorem wszystkich n+i-elemento-
wych ciggéw liczb calkowitych nieujemnych postaci
c = (00,01,...,cn) spetniajacych warunki:

h

(6) > ey =m+ 1,

i=0

n

(7) Zici=n.

i=0
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LEMAT 1. Odwzorowanie

h: A a(ao,a1,...,an+1)—->(a --a.1 Y -az,...,an- n+1)€C

jest bijekcjg oraz

-1,
h :C 3 (co,c

Y —
N ) ’cn) (c°+°

+ooo+°n’c +...,cn,0)€ An.

17° 1 1

Je$li przyjmiemy, Ze h;1 (¢) = a, gdy En-1(°) =a, to

okreélone w ten sposdéb odwzorowanie h;1

Gnna An.

Jest bijekcja

Dowéd. En i En-1 okreflone sg poprawnie, bo
n — — — —
Z_O:(ai - ai+1) =a ~a, .=n4+ 1 oraz
n
E: :i.(a - ai_”) = 1; ia; - _;_ G ~ 1a > a, = n,

= = -1 s
iprost z okreslenia hn i hn wynika, ze hn° hn = idc

n
— ] = —
raz 1:51 “hn = idKn s 2zatem hn Jjest bijekeja.
-1 -1 -] =
UWAGA o hn wynika z faktu, zZe hn =q, o % .
LEMAT 2, Niech <c’e Cn . n > 2 . Zachodzi wzér
@
(0) n-1 (1) ¢, n H(a
f & £ = 2> § (a7t (e o) [Te ™ L
i=0 ac€ A
’
hn,-1 (c’)—>a
Dowo6d ., Na podstawie wiasnosci pochodne j
(1). @ s &, k1)
(g)—g_n Lo1_ o (g)k- . ci.f 4 e k+1+1
dx I I - Z k '
i=0 X i=0
cl'c >0
@) (1) K
X £ = > 8§ [+«
i=k+2 k 1=0
°1:c >0

(przyjeto cl'1 = 0).
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W ostatnim wyrazeniu przyjeto oznaczenia:

14

8y = Cx 1
k k k
¢ = (°o’ Cq reeey cn)’
x (els cf + 1, cs c:'3 "”’°r'1-1’°r‘1 ) edy k=0,
¢ =
C(’>+1, 0; ? cé ,oo.,cl'i- 1, C£+1+1 ’cl’:+2""’°1;'
gdy O<k gn -~ 1.
Niech a’ = Hn-11 , af = En-1 (ck) . Otrzymujemy
N1 De
a2l - I'4 ’
A= PRI
N1 Tlew
’ ’
(n +1’ 1 + = Ci, =~ ci ,...,On 1, 0, 0),
a = 84y Kk =1,

egdy O<kgne-1t,
Latwo zauwazyé, ze a€ Kn i a’ —=a" oraz ze
S(a’ , ak) = 6k' . Poniewaz w sumie wystepujag te skiadniki,

dla ktérych 011{> 0, a wiec Eﬁ - El'c+1 > 0, czyli -a-'l'c>;'.ll<+1'

oraz %ﬂ = ;1';+1 + 1 , sumowaé mozna po wszystkich mozliwych
a€A , dla ktérych al—ra .,

Dowdad twierdzenia 1. Dow8d przeprowa~
dzony zostanie metodg indukeji.

Warunek (3) dla n = 1:

Jedynym elementem A, jest cigg a’ = (2,1,0) . Zgoanie

1
z (&%), o« =1. Stad
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@ 2=1 (n1=0 (o) (1)
q(f) = 1-f f =f £,

2

Warunki (3) 1 (4) dla =n

( ) (1)
Na podstawie okreélenia ¢q =zachodzi ¢ (f) = 2 .

(0) (2)
+ £ f o

Z drugiej strony, poniewaz
{(3,2,010:,): (3:1!1o_°)}
] "’g-'z"

a
na podstawie (3)

(o) (1) (0) (2)
qz(f)=ot1f3'2f2-o+ 062f3'1f1'0=
a a
O, © , @
= &% 1 fr + K 5 T £ .
a a

Poniewaz a'’ -—>a1 i a’ —->a2 ('a-‘ = (2,1,0)) , na podstawie
(4) otrzymujemy

(2 = 1)1

[
-
-

1
“a‘ 6(3’, a ) ua'

(1 - 0)-1

n
puy
.

X 2 (a's a2) X1

a

Warunek indukcyjny:
Zaktadamy, %e (3) zachodzi dla n =1 , n > 2 ; pokazemy,
%e (3) 1 (4) zachodzq dla n , Z lematu 1 otrzymujemy

N1 Sy al-a’

qn-1(f) = Z ua' T—‘- £ i i+t =

= et (R, (oK o0

!
r - : |_!
c’ecC hy_, () i=

= ’e d-1 ! .lt-ll -
e’e C_y By _4(c")i=0
2 N1 (1) cJ’_
= o f .
c’e C h"'1



234 ' M, SZYMKAT

Obliczymy teraz

() = a (@) =t & (D).

Ze wzgledu na liniowo$é operatora rézniczkowania mozemy kazdy

(o)

() ./
c
skladnik postacdi £ i rézniczkowaé z osobna, a nastep-
i=0
(o)
nie mozyé przez o -1 ( ‘)f i zsumowaé, Tak wiec na podsta-
b le

wie lematu 2

- = o §(n=, (c),a
T (f) °§Cn-1 h;11 (cf)gl (hn'z( ) )X
gl (e —a
L Wi s
X .I_I- hn( ) =
i=0
Dy 3

= 2 Z 6( (O'J, a)“ -1 TBT £ hn(a)i 2

a€A  c’e Coet " 1(01') i=0
Byl () —>a
(EN 15,

Z z §(a’f, ﬂ)“:ﬁ i,

a€A - a ji=0

a' —a
W ostatniej réwnosci wykorzystano raz jeszcze lemat 1, Jesli
przez & _  oznaczymy

otrzymujemy (3) i (4) dla n ,
Pozosta je do sprawdzenia warunek (5). Jest on prostg kon~
sekwencjg (h) dla k= 1,2,...30=1, n ., Zachodzi bowiem
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o&n= z ‘s(anﬁ.‘l ) a'n) o Nei =
a an~1 a
N 1§ —->an

= > (5 (a™1, a®) >, § (a2, Y _n-2 ) =...

an--1 n-2
a1 =2 an-2 — o1
coe 2 (6(n-1' a )x
D 1
an.--1 —a
x 2 (8 (an-Z,an-d) z: (8 (an-B’an-2).“
a . a
B2 _, o= D=3 _, -2
2
seoe 8 a 133) Z 6 (a1,a2) veoe =
(8¢ 1
a
1 2
a —»a
= = S(ai,ai+
1 2 Ne1q i=
a 48 jeeeg8
a1 _>a.2 '—’ooo—"an-1 -’an

¥ ten sposbéb dowdd twierdzenia 1 zostal zakoiiczony,

2, ALGORYTMY WYLICZANIA WSPOLCZYNNIKOW

Twierdzenie 1 dostarcza istotnej informacji o charakterze
wspélcezynnikéw 1 odpowiadajgcych im skladnikéw wystepujgceych
w sumie (3) okreslajacej qn(f) . Jak sie okazalo, dogodng mee
todg ich oznaczania jest uzycie siabo malejgcych ciggbéw nie-
ujemmych n liczb calkowitych o sumie réwnej n (Ah). Z lema-
tu 1 wynika, %Ze réwnowazne jest stosowanie jako indeksdéw roz
wigzari uktadu (6),(7). Jest ich tyle samo, co rézmych rozwige
zai w liczbach calkowitych, nieujemmych réwnania

(7’) iic:L:n,

i=1
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a ¢ mozna zawsze obliczyé ze wzoru

o
I
eo=n+1-i§_1:ci.

Metoda rozwigzywania réwnania (7') podana zostala m.in. w [3] ’
str, 99. Metoda ta polega na kolejnym wyliczaniu rozwigzan w
porzadku leksykograficznym, Interesujgce jest to, %Ze ta sama
metoda indeksowania stosowana Jjest we wzorze Brumo na n-ta
pochodng funkeji ziozomej([3], str. 52, Wystepujace w tym wzo-
rze wspdiczynniki, tzw, liczby Bella , ze zrozumialych wzglee
déw sg rézne od wspélczymnikéw w (3) . Udowodnione wzory (4)
i (5) daja Jjednak wystarczajgcg podstawe do skonstruowania

efektywnych algorytméw wyliczania wspdlczynnikéw {o(a} .
a€ A
ALGORYTM 1, Me t oda drzewa DO = n

przedzania.
Niech aGAn,naz
0. a ::a' i:= ®

k ’Qal’k.
1. Dla wszystkich okreslonych wczesdniej a 1 +

k ,oo.,k. k ’ooc’k
Al 1 .= lgea i a =g ! i},
n-i

k '...,k ’k. k 'l'.’k
a 1 17ie := element A 1 1 0 numerze

ki+ 1 w porzgdku leksykograficzuym.
2, Gdy i <€n =2, i = i +1 , przejs$é do 1.

Gdy i =n - 2 , przejsé do 3,

k1’¢o.’kn 1
3. Dla wszystkich okreélonych a -,
o = 1,
ak-1,ooo’kn_1
k",...,ki

L, Dla wszystkich okre$lonych wczedniej a

Y o k1,000:1£i
(o4 » - Z .
k1’o.o)k- K geseyk, a 5(&,& )'

i . i
a abA1

?
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5 Gdy 1 > 1, 1 ;=4 + 1 , przej$é do 4,

i
Gdy i=1,“a==d

Algorytm 1 opilera si¢ bezposrednio na wzorze (Lb) oraz na
fakcie, %e wspélczynniki w sumie okreélajgcej qz(f) 83 réw-
ne 1 , co sprawdzono w dowodzie twierdzenia,1, Zastosowang me-
tode zilustrujemy przykladem dla a€4, , a = (3,1,0,0) .

W dalsze]j czeéci pracy w odniesieniu do ciggéw =z An stosowad
bedzieny zapis skrdécony z pominieciem zer i nawiasédw, w zapie-
sie tym a = 3,1 .

a1=3,1

@ ©®
a1'1=2,1 01’2=3

® @ O)
abbl=1,1 a1-1'2=2[1_] albl=2

Oznaczenia: strzaikom odpowiadajg relacje poprzedzania,

k ,ooo’k k ’oo',k
(O oznaczono § (a ! LA L),

D oznaczono o ak1“”’ki+1

Rys.1, Dzialanie algorytmu 1
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ALGORYIM 2, Me t o d a *TFra’tcuchdéw poa=
przedzania-
Niech aGAn, nzal.,

0. kK,: =1, a : =a, « s =1, ir=1.

K reeeyk k k
et : 1700}
A . 1= {aeAn_i. a —»a N

k '.."k ,k. k ,ooo,k
a 1 i 1+1: = element zbioru A 1 i ]

numerze ki+1 w porzgdiku leksykograficznym,

eyt gy
-8 3 0=

k ’ooo,k
1 i k 'OOO)k ’k k 2000 k
o ? -5(a1 i i+1,,a1 ’1).

2. Gdy i <ne-~2, 1i:=1+ 1, przejsé do 1.

k' LR ]
a 1’ ’%_1

Gdy i=n-2, & = >, « , stop

a
k1 ,o.o,kn_.'

Algorytm 2 opiera sie bezposrednio na wzorze (5) i na
fakcie, ze {6(a’, a”) = 1 dla wszystkich a'’e Ai y a¥e Ay

co sprawdzono w dowodzie twierdzenia 1, Dzialanie algorytmu 2
zilustrujemy przykiadem dla a€4, , a = 3,1 (zapis skrécony)

Algorytm 2 ma przewage nad algorytmem 1 , polegajgcqg na
lepszej organizacji obliczeri, miejszej liczbie koniecznych
do zapamietania wielkosci, jakkolwiek liczba obliczen w obu
algorytmach jest jednakowa.
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Oznaczenia: strzalkom odpowiadajg relacje poprzedzania,

k ’oao,k H k k ""’k
O 0Znaczono 6 a 1 1 i+1, a 1 i),
ak1"“’k1 r Ky
[:] oznaczono o¢

Rys.2, Dzialanie algorytmu 2

3. WZORY NA WSPOLCZYNNIKI

Wzér (14) umozliwia znalezienie bezpoérednich wzordéw na wspdle
.czynniki o(.a + WzZory te nie okreélajg wszystkich wspdélozyn-
nikéw, lecz odnosza sig¢ do danego typu wspélcezynnikédéw, Typ
wspéleczymnmilka zostanie zdefiniowany nastepujgco:

DEFINICJA 5, Jeéli a.eAn sy to:

- a Jest typu b , gdzie be A (m £n - 1), jesli

=b dla i

8341 7 Pi 1325000ym

0 dla k'

233300 ynem;

m+k

- a Jjest typu 0, jeslii
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W ten sposdéb uzyskalidmy rozklad zbioru wszystkich wspéi-
czynnikdéw A = A1u A.?.U A3u ees nNa rozilgczne zblory wspdlozyn-
nikéw danego typu. Dla przykiladu:

1,1,1; 251,15 5,1,1; 83 typu 1,1,
1; 2; 5; sg typu O
(stosujemy zapis skrécony).

DEFINICJA 6, n-ty wspllczynnik typu b oznaczamy i 0=
kreélamy nastepujgqco:
- &8dy D€A.,

o ©(m)

0, Jesli n<m4-b1,

oL h(n) jedli nym + b

<«
n-m,b1,b2,...,bm’

- gdy b= 0,

O(.o(n) = “n d]-a. .’n = 1'2,3’...

(uwaga: zapis skrécony).
Podang definicje ilustrujgq przyklady:

2 : 2
“ ,1(5) = “2,2,1 ? o ’1(6)= “’3,2,1 ’ “0(5) = “5.

W zbiorze par typéw Amx Am+1 (m 3 1) mamy juz zdefie
niowang relacje poprzedzania —» , ktérg uzupeinimy nastepu~

Jacym okreéleniem dla przypadku A x A1 H
0 ——>1

Po wprowadzeniu dodatkowo uporzadkowanla leksykografioz~

nego w zbiorach Am s, typy mozna w naturalny sposéb ponumero-
wad

b1 =0

b* = 1

bo = 1,1
bt = 2

b2 = 1,1,1
w0 = 2,1
b 3 3

XL ]
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Tym samym uzyskalismy mozliwo$é ponumerowania wspdlczynnikodw
(przy ustalonym n) , a zatem i skladnikéw w sumie we wzorze
(3). Skoro indeks a wspdlczynnika wyzmaczony jest jednoznacze
nie przez jego typ i n , to i na tych samych danych opierajac
sle mozemy odtworzyé caly skiadnik,

Uwaga 2, Jeéli o = o’(n), to

Vg =
() fT . a;=8, . _ (g) (})n.
=0

b
Jebli o = «x7(n) , beaA , to

Bz _- (o) (1) (1) (m+1)
n a,=a m+1 Nemebq (_M b ~b b
(8) TTe ¥ 1. £ ( g -1 i)f m,
i=0 i=2
Dowéd wzoréw (87) i (8) wynika wprost z definicji 6.
Na podstawie (8) i (8’') mozemy (3) zapisaé nastepujgco:

Nlech m(b) = m, Jjesli beA ;

pk © M

(9 (f) :21: o (n) qﬁ (£) , gdzie qf:(f) =f f ’
gdy k=1,
( )

@) =t D41 D (59 0 x
(m(lc.k)(i)b]fi -b )(‘“(b )+1)b ()
X £ ie1

=2

k

W tabeli 1 przedstawiono wartofci « b (n) dla k, n =
=1y 2y evey 7 o
’
Uwaga 3. aeAn Jest typu b, a éAn_1 jest ty-
b (n P 2). Wtedy a’ ——wa = b/ —»b ,
Dowdd. Jedli beA (m» 1), to a ma postad

a = (a1’b1 ’b210..)bm10100¢,0)¢

Ya podstawie uwagi 1 zachodzi



k
Tabela 1., Poczagtkowe wartoéci o¢ b (n)

\ x 1 2 3 4 5 6 ?
\ be 0 1 1,1 2
\ m(bk) n ) 1 2 2
n n(f)ll(o).l (1) ?2(1%n_2(22 ] (013(1Y 3(3)1 (0)3(1) 4(2)2
=======_==== === = =====‘.F—'========== _========""“
1 ﬁ 1 0 0 )
#
2 i 1 1 0 ] 0 0 0
3 i 1 b 1 Y 0 0 0
—
b H 1 11 7 4 1 0 0
i}
T
5 i 1 26 32 34 11 15 0
i
ﬂ*
6 i 1 57 v | 122 180 76 192 34
1]
+*
7 H 1 120 423 768 426 1494 496
s

2he
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(+) 8., = (a1 -1, b1,b2’ooo,bmyoyoco'o)
1lub
(++) @’ = (agdiseeesby 10 By = 1,05 45000,D,,0,0) dla

. pewnego i ¢ {1,2,...,m} o
W przypadku (+) mamy b’ = b , w przypadku (++) nato-
miast b€ A gdy m >1 lub b’ = 0 gdy m= 1 , zatem

M 1
z definicji 2

b/ —=b ,
Jedli b = 0, to a’ musi mieé postaé
a’ = (a1 - 1,0,00"0)’

tak wiec jest rdéwniez typu O ,

Uwaga 3 w polgczeniu z wzorami (4),(4’) umozliwia reku-
rency jne o¥reélanie cxb(n) za pomoca ccb(n-1) i wspbélczyne
nikdw ocb (n=1), dla b’ takich, Ze b’ —sb , W tej sytu=
acji przy zalozeniu, ze dane sg juz bezpodrednie wzory dla
wszystkich wspélczynnikéw o typach b’ poprzedzajgcych b ,
mozemy sformuiowadé rdéwnanie rdéznicowe zwyczajne pierwszego
rzedu okreslajgce OCb(n) . Warunek poczgtkowy zadajemy naste-
pujgco:

0, gdy bGAm y m = 1,2,3’.00,
b
« (0) =
1, edy b=20,

Uzyskanie wzoru bezposredniego na Otb(n) sprowadza sie¢
do rozwigzania odpowiedniego rdéwnania rdéznicowego., Mozna to
uczynié stosujgc na przykiad transformacje 2 w sposéb opi-
sany m.in, przez Kaufmanna [3] , str. 24 .

W tabeli 2 zestawiono rdéwnania rekurencyjne dla wspdélczyne
nikéw pierwszych siedmiu typéw i uzyskane za pomocg transfor-
macji % ich rozwigzania, Wspdlczynniki pierwszych siedmiu

typéw odpowiadajq wszystkim tym skladnikom qﬂ(f) y W ktérych

(@)
f = £ wystepujgce w potedze mniejszej od 5.
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Wzér (9) wraz 2z danymi tabeli 2 pozwala na przedstawiee
nie q7(f) w zwartej postaci,przydatnej do aproksymacji przy
funkceji f dostatecznie bliskiej =zeru,

Podane zostanie teraz twierdzenie dotyczgce wartoéci su-
ny wspbéiczynnikéw oo wystepujgcych we wzorze (3) na qn(f)

TWIERDZENIE 2, Dla =nn = 1,2,... 2zachodzi

(10) = o, = nl.,

a € A

Dowéd . Ze wzorédw (4) lub (5) mozna zauwazyé, ze
wspbélczynniki OCa s aeAn , hie zalezg od f , a jedynie od
struktury A1""'A-n . Tak wigc funkcje f mozna przyjaé do=-
wolnie, Zalbézmy, e f jest funkcjg wykladniczgy, czyli

f = exp .

Wzér (10) udowodnimy indukeyjnie.
Dla n = 1 na podstawie (4/)

oca= 1 dla a€A1

Stgd, poniewaz A1 jest zbiorem jednoelementowym, mamy (10)-
Zalézmy, ze (10) zachodzi dla n - 1 . Dla kazdego a€ A

N~ 1
many

aq (B 8;-8,,, B=l gt 358141
T am et 2 3 (o)
0 " ax

i=0 i=
=y
01 3, ~a < (B3=85.q) a_~a ,
= | I exp i i+ = expl"o = exp ° . expn .
i=0

Ostatnia réwnos$é wynika z okreélenia =a€ Kn-1 . Zatem na pod~
stawie (3)

qn-1 (exp) = E: o exp" = ( 2_1, “a) exp” .
a€ A a€ A
N1 pa T |

Z zalozenia indukcyjnego

(%) qn-1 (exp) = (n -~ 1)1 exp" .
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2hs

k
Tabe la 2, Wzory dla poczgtkowych o P (n)
k
1 oco(n) = o(.o(n - 1)
«°(0) = 1
o(,o(n) = 1
2 oc1(n) = 20(1(n-1)+(n-1) oLo(n-1)
o1(0) = o
«'n) = 2" = n - 1
3 e(.1’1(n) =3 041’1(n-1)+(n-3) ocf(n-ﬂ
061'1(0) = 0
“1’1(11):11;311- 2n+%n+£'
L ocz(n) = 3o¢2(n-1)+(n-2) oc! (n=1)
«x?() =0
o(z(n) =%3n_n2n+%n2_&
5 c(1,1,1(n) = b U o) e o' (net)
110 =0
T,1,1 — 1 1 1 1 11
o (n)-Tglrn-EBn+-§2n-gn--56-
6] % T(m) = & o ' V(n=1) +(n=tt ) o 1 (n=1) 42 o Z(n=1)
002’1(0) =0
2,1 1 1 12 1 1
@) =5 (s 3) 3%+ g2 - fn® - g v 35
7] %3@) = b «I(me1)+@-5) & *(n-1)
0(,3(0) = 0
, 2
T = T DI - DR R e 7
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Analogicznie otrzymujemy

(xx)  q"(exp) = ( % ua) exp™*! |

Z drugiej stromy, korzystajac z definicji gq , z (x) mamy

N1
n Tl q d
q (exp) = q (q (exp) ) = exp J_(oxp).
d(n-1)! expn N 1
= exp e =(n=1)! exp'n-exp-‘exp =
= nl expn'”

Poniewaz exp # 0 , z pordéwnania otrzymanego wyniku z (xx)
otrzymujemy

2 °"a=nl ’

zzeAh
co kohiczy dowdd,

L, LICZBA WSPOILCZYNNIKOW

Zgodnie z twierdzeniem 1 liczba wspdiczynnikdéw odpowiada jgca
liczbie skiadnikéw w sumie (3) jest réwna mocy zbioru indeke
séw AL . Llementami tego zbioru sg stabo malejgce, ne~elemen~
towe ciggi liczb calkowitych, nieujemnych, o sumie n , ZauwaZ
my, %e kazdemu takiemu ciggowi odpowiada pewne przedstawienie
liczby n w postaci sumy liczb calkowitych i dodatnich, przy
nieuwzglednianiu ich kolejnoéci i dopuszczeniu powtérzeni, Na
odwrét, kazdemu takiemu rozkiadowi odpowiada dokladnie jeden
cigg 2 An . Dopuszczanmy tu dowolna liczbe skiadnikdw, bowiem
ich liczba i tak nie moze przekroczyé n , maksymalna liczba
sktadnikéw jest osiggnieta przy rozkiadzie na same jedynki i
wynosi n ., Jedli w rozkladzie wystepuje mniejsza liczba skiad
nikéw, to w odpowiadajgcym mu ciggu wystepuje dopelniajaca do
n liczba zer, Problem na ile sposobéw mozna tak roziozyé 1i-~
czbe n  jest fundamentalnym zagadnieniem tak zwanej addytyvw~
nej teorii liczb, Liczbe rozktadéw n na sumg liczb calkowi-
tych i dodatnich, bez uwzgledniania ich kolejnosci i przy do~

puszczeniu powtdrzerl, oznacza sie p(n); jest to tak zwana



POSTAC n~tej ITERACJI OPERATORA ¢q = df/dx 247

funkcja rozkladu (unrestricted partition function;[]], str.307),
p(n) Jjest wiec zarazem rdéwna mocy A.n , & zatem okresla szuka-

ng liczbe wspétczymmikéw .ot W (3).

Problem rekurencyjnego okreslenia p(n) zostal rozwigza-
ny przez FEulera, Otrzymane przez niego wyniki - twierdzenie o
liczbach pigciokgtnych i rekurencyjny wzér na p(n) = mozna
zapdsaé nastepujgco:

TWIERDZENIE 3 (Bulera). Zachodzi

o)
(0 e = =N [pEmvio) s w0,
gdzie w(k) sg to liczby pieciokatne okre$lone wzorem

wk) = (3% = ¥)/2 .

Wzér (11) mozna zapisadé w postaci

Pp(n) = p(n=1) + p(N=2)~ p(n=5)= p(n=7)+ p(n-12)+
+ p(n-15)= p(n=22)~ D(ne26)+ ...

Dowdd twierdzenia 3 mozna znalezé miedzy innymi w [1],
str, 312=-316 .

Oprécz postaci rekurencyjnej znany jest rdéwniex przybli- .
Zony wzér na p(n) pozwalajacy ocenié charakter wzrostu funk-
cji rozkiadu przy n dazgcym do nieskoniczonoéci., Wzér ten zZo-
stat podany przez Rademachera w [h] , ma on postaé

AE
in 13

Przy n = 20 i n = 200 oszacowanie (12) okreéla p(n)
z dokladnoscig odpowiednio rzedu 10% i 3% , W tabeli 3 po=-
dano poczgtkowe wartosci p(n) .

(12)  p)~ 2 Przy n —soo .



Tabela 3. Poczgtkowe wartodci p(n)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

p(n)

11

15

22

30

42

56

7

101

135

176

231

297

385

Lkgo

627

842
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