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O efektywnych schematach réznicowych dla réwnania przewodnictwa
cieplnego w dowolnych obszarach
(Praca wplynela do Redakcji 7.06.1979)

W pracy rozpatrywane jest rOwnanie przewodnictwa cieplnego w obszarze
2x[0, T) z warunkami poczatkowo-brzegowymi Dirichleta (jednorodnym), gdzie
Q jest dowolnym obszarem otwartym w R2. Dla tego zagadnienia konstruuje si¢
dwa schematy réznicowe Cranka-Nicolsona (C-N) i przemiennych kierunkéw (ADI)
na siatce réwnomiernej z krokami 4; i = po zmiennych x; i ¢. Do aproksymacji wa-
runkéw brzegowych wykorzystuje si¢ wielomiany interpolacyjne liniowe. Udowod-
niona jest stabilnos¢ i zbieznoéé rozpatrywanych schematéw z oszacowaniem blgdow
zbieznosci, ktére wynosza: O(v2+h¥?) w normie H,, H = L}(£,) na kaidej
warstwie czasowej dla schematu C-N i O(z2+ht'/2+A5/2|7) w normie L} dla ADI
(zob. twierdzenia 2 i 4), gdzie h = max{h,, h,}.

Realizacja algorytmiczna rozpatrywanych schematéw na maszynie cyfrowe;j
jest prosta i tania. Koszt schematu ADI mierzony liczba dziatan arytmetycznych
jest proporcjonalny do liczby niewiadomych. Do rozwigzywania schematu C-N
proponujemy wykorzysta¢ tzw. algorytm George’a [1]. Koszt realizacji z tym algo-
rytmem wynosi O ((log1/h)/(zh*)+1/h%) dziatafi, a wigc jest bliski optymalnemu,
przy t proporcjonalnym do A.

Konstrukcja rozpatrywanych w pracy schematdw istotnie opiera si¢ na aproksy-
macji réznicowej zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona w dowolnym obsza-
rze. Temu problemowi poswigcono wiele prac. Wymienimy tylko te, ktére maja
zwiazek z nasza pracg. W pracy [2] przy aproksymacji warunkéw brzegowych wy-
korzystuje si¢ siatke nierdbwnomierna i udowodniono zbiezno$¢ w H(£2,) (analogia
réznicowa H') z bledem O(h*?). Przy aproksymacji warunku brzegowego na siatce
réwnomiernej i przy wykorzystaniu tylko interpolacji liniowej w pracy [3] podane
jest oszacowanie w L? z bledem O(h'/?) (szczegélny przypadek wyniku Kreissa).
Dodajmy, ze istotnym jest to, aby konstruowany schemat byl schematem samo-
sprzezonym.

Metoda ADI dla rozwazanego zadania jest rozpatrywana w pracach [4], [5].
W pierwszej z nich udowodniona jest zbieznos¢ w L? na warstwie z bledem O(z + h%3),
ale aproksymacja rozumiana jest w sensie sumarycznym (zob. [6]), w drugiej zas
pracy tylko z bledem O(z+hA"?).

[5]
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Udowodnione twierdzenia pozostaja prawdziwe dla schematéw N-C i ADI
aproksymujacych ogoélne rownanie paraboliczne bez mieszanej pochodnej.

1. Schemat Cranka-Nicolsona. Rozpatrujemy zagadnienie

- ou %u  d*u
(1) ,_(‘F_(_a}_f.f.gx_%_):f(x, t), xef,te(0,T]
(1b) u(x,0) = p(x), xef,
(lc) u(x,t) =0, xedf2, tel0, T)

gdzie 2 jest obszarem ograniczonym w R2 z brzegiem 9. Dla uproszczenia rozwazan
bedziemy dalej zakladac, ze 2 jest obszarem jednospéjnym.

Niech R} oznacza siatk¢ prostokatna na plaszczyZnie R? z krokami Ak, i h, po
zmiennych odpowiednio x; i x,. Za zbior punktéw siatkowych wewnetrznych 2,
przyjmujemy R? n 2, a za I'), te punkty x € R?, ktére nie naleza do £ i w swoim
otoczeniu K,(x) = {x, Tix,i = 1,2} zawieraja punkty nalezace do Q. Tutaj
i nizej T} sa operatorami przesunigé postaci Tfx = x+he;, gdzie e, = (1, 0),
e, = (0, 1).

Na odcinku [0, T] konstruujemy siatke

w,={t=nt:n=0,.,N; Nt = T}
Nizej bedziemy uzywaé ilorazy réznicowe postaci
0,0,y(x) = (Y(Ti+x)*Z.V(x)'f'J’(Ti—x))/hiz,
i) = (@ =y @)/ y(x) = y(x, no).

Zagadnienie (1) na wyzej okreslonej siatce aproksymujemy schematem réZnicowym
Cranka-Nicolsona. Réwnanie (la) oraz warunek poczatkowy (1b) aproksymujemy
nastepujaco )
(2) Y =3(010,+0,3,) (" (@) +y"(x)) = f*+O5(x), x €D,
(2b) Yo%) = p(x), x€Q.
Pozostaje napisa¢ aproksymacje¢ warunku brzegowego (ic). Do tego celu wykorzy-

stamy interpolacje liniowa. Niech x§ oznacza punkt przecigcia si¢ prostej przecho-
dzacej przez punkty x i T x z 982 (zob. rys. 1)

o
!3 \< ° . hd

\ shy .
x* X, .

fo. ; x\—vJ Ti'x fo. X
Sh|
0 3 . * *
* /

Rys. 1 Rys. 2
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Z wielomianu interpolacyjnego opartego na weztach x i T} x wynika juz aproksy-
macja warunku brzegowego (lc)
20) (x x )( YT +y"(TiH) ) (T.-*x—x:") (yﬂ*‘(x)+y~(x)) o
2 hy 2
Réwnanie to odniesiemy do punktu brzegowego 7T'ix € I, Zapiszemy je w innej
* postaci przyjmujac, ze sh; = |T#x— x|, gdzie 0 < s < 1 (oznaczamy tym samym
numerem)

o LTy (T () = O

Analogicznie konstruujemy aproksymacj¢ warunku brzegowego w przypadku, gdy
xef, a Trx ¢ 8, (zob. rys. 2).

Schemat réznicowy (2) jest poszukiwang aproksymacja dla zagadnienia (1).
Mozna wykazaé, ze btad lokalnej aproksymacji tego schematu wynosi O(7?+h?),
gdzie h = max{h,, h,} o ile rozwiazanie u jest odpowiednio regularne i daje prze-

dluzyé si¢ z zachowaniem regularnosci na pewien obszar O > Q. Takie przedluzenie
istnieje jesli tylko brzeg 92 obszaru £ jest odpowiednio regularny.

Przechodzimy do badania stabilno$ci schematu (2) metoda nieréwnosci energe-
tycznych (zob. np. [6]). W tym celu zadanie (2) zapiszemy jako réwnanie operato-
rowe. Niech L?(£,) oznacza przestrzeni Hilberta funkcji siatkowych okreslonych
w Q, z nastgpujacym iloczynem skalarnym i norma

(0 = hihy . u(o(x);  lull} = @, wh

xX€ldn
Wprowadzimy operator A przeksztalcajacy L?(£2;) na L2(£2,) postaci
A=A4+C,
gdlie A = A1+A2, C = C1+C2,
(€)) (Ay) () = —0,0,y(x), x€®, dla y(x)=0,xely,

0-y(x) dla xeQ, jesli TixeR, i Trxef2,,
Q) Cy)x) =11 s(x)

h? (1 —s(x ))y(x)

Posta¢ operatorowa schematu (2) w przestrzeni LZ(£2,) jest nastgpujaca:

dla pozostatych Q.

n+1 n
(52) yi+4 (y—ztz—)=f"+°'5, n=0,..,N—-1,

(5b) Y=9
gdzie @, y", f* € Li(2,).
Operator 4 = A+ C otrzymujemy w wyniku eliminacji z rownania (2a) wartosci
y™(x) dla x e I', na podstawie warunku brzegowego (2¢).
LEMAT 1. Operator A: L} — L? jest samosprzezony i dodatnio okreslony:
A = A* > JE,
gdzie § jest stalq dodatniq zaleing tylko od Srednicy 9.
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Samosprzgzono$¢ i nieujemno$¢ C; jest oczywista 0< s< 1), A =A4,+4,
jest aproksymacja réznicowa 5-punktowa laplasjanu, ktéra jak wiadomo okresla
w L} operator samosprzg¢zony i dodatnio okreslony (zob. np. [6]). Podamy teraz
twierdzenie o stabilnosci schematu (2). Niech H,, H = L#(£,), oznacza przestrzen
energetyczng generowang przez operator A z nastgpujacym iloczynem skalarnym
i norma

(ll,i))A = (Au,v)h’ ”“”2 = (Au’“)h‘
TWIERDZENIE 1. Rozwigzania schematu (5) spelniajq nastepujqcq nieréwnosé

N-1
max [[y"l[3 < M ) [1f405] 24 0],
0<n<N ey

gdzie M jest stalq dodatniq, ktéra nie zalezy od h i <.

Dowdd tego twierdzenia wynika z ogdlnego twierdzenia zawartego w [6], str. 371,
dlatego pomijamy go tutaj.

Przechodzimy do ustalenia szybkosci zbieznosci rozpatrywanego schematu.
Tutaj nie mozemy skorzysta¢ bezposrednio z twierdzenia Laxa, ktére glosi, ze ze sta-
bilnosci i aproksymacji wynika zbieznos¢, bowiem stabilnos¢ zbadalismy tylko wzgle-
dem prawej strony réwnania, a aproksymacja warunku brzegowego nie jest doktadna.
W takiej sytuacji zwykle zbieznos¢ bada sig bezposrednio wypisujac schemat (2)
dla blgdu z" = y"—u" z prawa strong réwna bledowi aproksymacji lokalnej, gdzie
y" jest rozwigzaniem (2), a u® — zadania (1). Nastgpnie schemat zapisuje si¢ w postaci
operatorowej (5) i korzysta si¢ z twierdzenia 1. Postgpowanie takie w naszej sytuacji
prowadzi do obniZenia rzgdu zbieznosci, a mianowicie do tego, ze ||z"||, = O(z2+
+h'?). Nizej pokazemy, wykorzystujac specyfike zadania, ze ||2"||, = O(z2+h%3).

TWIERDZENIE 2, Jesli funkcje 05uldtdx¥, 83ulot, i = 1, 2, sq ograniczone w 2 x
x[0,T], to

6 max||y" —u"l| . < M(z*+h%?),

n
gdzie u" i y" sq rozwiqzaniami zadar odpowiednio (1) i (2), M za$ jest stalq dodatniq,
ktdra nie zalezy od v i h, h = max{h,, h,}.

Dow6d. Podstawiajagc y" = z"—u" do (5) otrzymujemy réwnanie dla bledu

n+1 n
(7a) '+ A (i—_zii) = F3+Fi+F3,
(7b) z°=0,
gdzie

(F8) () = fr+03(x) —ui = (9, 01+, 02) (L@;u—(x—))

(1= s(lx‘)jh; ((1=s(x)) "1 +u") (T#x)+s(x) @ +um) (3))/2
(F) (x) = l '
0

dla xeQ, i jesli TFx¢ 2, lub Tiyx ¢ 2,
dla pozostalych x € 2,.
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Z postaci F3 widaé, ze ||F3||ls = O(z*+h?). Zauwazmy dalej, Ze F{' mozemy przed-
stawi¢ w postaci F} = C;F}, przy czym

@®)  |IF1ln = O, |ICH2E, = O(h*?),  ||CH2Filln = O(h¥?).

Oszacowania te sprawdzamy bezposrednio rozwijajac w szereg Taylora funkcje u"(x)
i un*+1(x) wzgledem punktu x7* (zob. rys. 11i2) i uwzgledniajac, ze F} jest r6zna od zera
tylko w punktach przybrzegowych, ktérych liczba jest rzedu 1/h (zakladamy, ze
h, i h, sa wielkosciami tego samego rzedu).

Réwnanie (7a) mnozymy skalarnie w L przez 27z7, a nastgpnie sumujemy po n
od 0 do k—1. Daje to wyrazenie postaci (indeks 4 opuszczamy)

k~1 k-1
©) Ty (2P AET 2, 2)) =27 ) ((FE, 2)+(FY, 2D+ (F, 2D).
n=0 n=0

Przeksztalcimy skladniki tego rownania. Skladnik drugi lewej strony réwnania 9,
uwzgledniajac, ze¢ 4 = A* > 0 (zob. lemat 1), przyjmuje postac

k=1
(10) D (At 42, 20) = (1212201
n=0
Drugi i trzeci skladnik prawej strony (9) przeksztalcimy w nastgpujacy sposob:
k1 k=2
20 Y (F,20) = 2((FE, 29— (FD, 2% = ) (Fl, 2.
n=0 n=0

Uwzgledniajac fakt, ze F} = C,F! oraz ze z° = 0 i wykorzystujac e-nieréwnosé
Q2ab < a?/e+¢b?, ¢ > 0), otrzymujemy
k-1

k-1
A 20> FL2) < s(lICr2lE+ T ) lICh ) +
n=1

n=0
1 k-2
ro(lloraRtt e ) IICRLP).
n=0

Podstawiajac (10) i (11) do réwnania (9) i szacujac pierwszy wyraz prawej strony (9)
za pomocg e-nieréwnoéci, mamy

2 k-1
12) N D ellChHE +2e(1 o) D [I2FI1 <
i=1 n=0

k-1

k-2 .
1 - ™ ~
<y’ (—--—(||cs/2Fif-*|12+ v D CHFLE) 4o Y | lCé”z"IIZ) -
Lo\ g el —

i=1

k-1
‘1 n |12
g D IFSIE

n=0
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Zauwazmy, Zze (zob. lemat 1)
2

4115 > D llckz|.
=1
Uwzgledniajac powyzsza nieréwnos§é, oszacowania (8) oraz przyjmujac & = 0.5
dlai=0,1,2, i wykorzystujac nieréwno$¢ Gronwalla (zob. np. [6]) z nieré6wnosci
(12) otrzymujemy oszacowanie (6), co nalezalo wykazag.

U waga. Oszacowanie z" w normie || - ||, implikuje oszacowania w normie L3
funkcji z* i jej ilorazéw réznicowych pierwszego rzgdu.

Przy rozwiazywaniu schematu (5) proponujemy wykorzysta¢ algorytm Geor-
ge’a [1]. Wedlug tego algorytmu dokonujemy faktoryzacji macierzy E+ A, E+A =
= LLT, gdzie L jest macierza tr6jkatna dolna. Rozklad ten nalezy zapamigtaé i wy-
korzystywaé przy rozwiazywaniu (5) dla kazdego n = 1, ..., N. Koszt takiego poste-

powania wynosi 0((log%) [(zh?) + 1/h3) dzialan arytmetycznych i jest bliski mini-

malnemu co do rzedu, jesli zalozyé, ze 7 jest proporcjonalne do A.

2. Schemat przemiennych kierunkéw. Przechodzimy do przedstawienia schematu
réznicowego dla zadania (1), ktérego koszt jest proporcjonalny do liczby niewia-
domych. Bedzie to schemat przemiennych kierunkéw (ADI), ktory zapisany jako
réwnanie operatorowe w przestrzeni L? ma postaé

(13a) (E+0.5tA4,) (E+0.574,)y"*! = (E—0.574,) (E—0.5t4,)y"+ 7f"+°3,
n=0,..,N-1,
(13b) Y=g
gdzie 4 = A+ 4,, A; = A;+ C; (zob. wzory (3) i (4)), a E jest operatorem toz-
samosciowym.
Realizacja algorytmiczna tego schematu przy kazdym ustalonym n sprowadza si¢
do rozwiazania dwoch zadan

(E+0.57A,)o"! = F7,
(E+0.574,) " = on*t,

Kazde z tych dwéch zadafi sprowadza si¢ do rozwiazywania ukladéw réwnan z ma-
cierzami tréjdiagonalnymi. Liczba tych ukladéw bedzie rowna odpowiednio liczbie
warstw po zmiennych x, i x;.

Stabilnos¢ schematu (13) wynika z nastgpujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3. Rozwiqzania schematu (13) dlan = 1,2, ..., N spelniajq naste-

pujacq nieréwnosé
1

(14) ALyl < 1143t T D 1ICAD 14405
k=0

gdzie A = E+0.574;.
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D o w 6 d. Przepiszemy schemat (13) w postaci
A;yﬂ*}-l = (Ar)_lAIAz—)’"‘{‘ I(A-{)—lfn+0.5’
gdzie A7 = E—0.574;.
Stad (4 opuszczamy)
HAfy ] < 1A' ATHHAZ (A ALY+ Tl A7+ 03).
Latwo jest sprawdzi¢, ze (A7) 147 = A7(4})~".
Poniewaz A; > 0, wychodzac z definicji normy wykazujemy, Ze
A7 (4H) < 1
Wykorzystujac powyzsze oszacowanie otrzymujemy nieréwnosé
A3y 1 < A3y + Tl iAo,

z ktérej wynika oszacowanie (14).
Przechodzimy do wykazania szybkosci zbieznosci schematu (13).

TWIERDZENIE 4. Jesli spelnione sq zaloZenia twierdzenia 2, to
(15) max ||y"—u|, < M(z2+h?+ThV2+h%%[7),

1<asN

gdzie u" i y" sq rozwiqzaniami zadari odpowiednio (1) i (13), M zas jest dodatniq stalq,
ktéra nie zalezy od i h.

Dowéd. Podstawiajac 3" = z"—u" do (13) otrzymujemy dla funkcji bledu

z" schemat, ktéry po prostych przeksztalceniach przyjmuje postaé
3

zn+l + zn 1'2
~T——)+—4—A1A2z? - ZoFr,
gdzie F! dla i = 0, 1, 2 majg te sama posta¢ co i w dowodzie twierdzenia 2 (zob.
str. 8), a Fj = (v2/4)A, A,u}.

Na podstawie twierdzenia 3 dla funkcji z* mamy nastgpujace oszacowanie
(h opuszczamy):

z{'+A(

n-1 3
A5zl < 14$2%0+7 ) > (4D FRll
k=0i=0

Pierwszy wyraz prawej strony jest rowny zeru, bowiem z° = 0. Bedziemy teraz sza-
cowaé kolejno {|(4F)"1F?|| dla i = 0, ..., 3. Poniewaz ||(4})~*|] < 1, wige

[H(ADF1l < IF5]] < M(72+R?).

Rozpatrzymy teraz ||(47)"1F7|| dla i = 1, 2. Funkcja F} jest rozna od zera tylko
W punktach przybrzegowych Iy, := {x€;: Tix ¢ 2, lub Tyx ¢ Q,}. W prze-
strzeni LZ(I'y) operatory Af i C; sa przemienne — macierze odpowiadajace tym
operatorom sg diagonalne. Uwzgledniajac te fakty oraz to, ze F! = C.Fr (zob.
dowéd twierdzenia 2, str. 8) mamy (w przestrzeni LZ(17;,))

. 2 .
HAD ™ FiI < HADTCF < — HETL
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Poniewaz F7 = O(h*) dla x € I'y, a liczba punktéw zbioru I, jest tzedu 1/A, to
HADTFHI < M2 ), i=1,2.

Pozostaje oszacowa¢ | |(41)~'F3||. Oznaczmy v = A, u}, i zauwazmy, Ze v(x) = O(1)
dla x € ,. Niech 2, = @, U TI'y, gdzie I';, jest okreslone wyzej i przedstawmy
w= A,v = A, A,u; w postaci w = wo+w,, gdzie

s xef}h, w _{O, xe!jh,

Yo =10, xel,; Y w, xel',.
Mamy wigc

HEAD W < 14D wo ||+ 14D 2wy [].
Poniewaz ||(A})71] < 11 wy = O(1), wigc
as) A woll < llwol] < M.
Oszacujemy wyraz |[(41)"'w,||. W tym celu wprowadZmy nastepujace funkcje

v(x), xely,,
go(x) = 0, xef,;

0, xely,,
g1(x) = {v(x), xef, jedli Tixel'y, lub Trxel,,
0, w pozostalych przypadkach.

Zauwazmy, ze w,(x) dla x € I';, ma postaé
wi(x) = (4,9) (x) = (4,9) (x)+(C,v) (x).
Stad wida¢, ze funkcja w, daje si¢ zapisa¢ w postaci

+Civ(x) = A;g4(x) —%Ax 21(x)+C,v(x).

Z powyiszego przedstawienia, uwzgledniajac, po pierwsze, ze L4 A < 1
i %tH(Ajf)"ClH < 1, po drugie, Ze liczba punktéw przybrzegowych jest rzedu
1/h i v(x) = O(1), otrzymujemy nastgpujace oszacowanie:

B2
HAD w, |l < M—r—-

Z tego oszacowania i (15) wynika, ze
[(AT)71F3]| < M(z%+ 7h'2), .
co konczy dowdd twierdzenia 4.

Uwagi. 1. Sformutowane wyzej twierdzenia sa réwniez prawdziwe dla schema-
tow Cranka-Nicolsona i przemiennych kierunkéw aproksymujacych réwnanie
paraboliczne z ogdlnym operatorem eliptycznym nie zawierajacym mieszanej po-
chodnej, przy czym operator ten nie musi byé zapisany w postaci samosprzgzonej
(zob. [5)]).
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2. Zatozenia w twierdzeniach 2 i 4 o regularnos$ci rozwiazania mogg by¢ ostabione,

np. wymaganie, ze 95u/otdxf € C(2 x [0, T]) mozna zastapié nastgpujacym du/dt €
€ H*(Q) dla kazdego t € [0, T], gdzie H* jest przestrzenia Soboleva. Dowodzi sig
tego na innej drodze niz wyzej, z wykorzystaniem lematu Brambla-Hilberta (zob. [7]).

3. Do aproksymacji warunku Dirichleta mozemy wykorzysta¢ wielomian inter-
polacyjny oparty na trzech punktach T7x, x, T}x (zob. rys. 1), co podnosi rzad
lokalnej aproksymacji o jeden wzgledem h. Schematy réZnicowe rozpatrywane
wyzej z taka aproksymacja warunku brzegowego sa stabilne i zbiezne, przy czym
oszacowania bledu sa o jeden rzad (wzgledem k) wyzsze od zawartych w twierdze-
niach 2 i 4. Mankamentem tych schematéw jest to, ze nie s3 one samosprz¢zone.
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