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O efektywnych schematach różnicowych dla równania przewodnictwa 
cieplnego w dowolnych obszarach 

(Praca wpłynęła do Redakcji 7.06.1979) 

W pracy rozpatrywane jest równanie przewodnictwa cieplnego w obszarze 
Q x [O, T] z warunkami początkowo-brzegowymi Dirichleta (jednorodnym), gdzie 
Q jest dowolnym obszarem otwartym w R 2 • Dla tego zagadnienia konstruuje się 
dwa schematy różnicowe Cranka-Nicolsona (C-N) i przemiennych kierunków (ADij 
na siatce równomiernej z krokami hi i r po zmiennych xi i t. Do aproksymacji wa-
runków brzegowych wykorzystuje się wielomiany interpolacyjne liniowe. Udowod-
niona jest stabilność i zbieżność rozpatrywanych schematów z oszacowaniem błędów 
zbieżności, które wynoszą: O{-r2 +h3' 2 ) w normie HA, H = LHQh) na każdej 

warstwie czasowej dla schematu C-N i O(r2 +hr112 +h512 /t:) w normie L~ dla ADI 
(zob. twierdzenia 2 i 4), gdzie h = max{h1 , h2 }. 

Realizacja algorytmiczna rozpatrywanych schematów na maszynie cyfrowej 
jest prosta i tania. Koszt schematu ADI mierzony liczbą działań arytmetycznych 
jest proporcjonalny do liczby niewiadomych. Do rozwiązywania schematu C-N 
proponujemy wykorzystać tzw. algorytm George'a [I]. Koszt realizacji z tym algo-
rytmem wynosi O ((log I /h)/( rh2 ) + l /h3 ) działań, a więc jest bliski optymalnemu, 
przy r proporcjonalnym do h. 

Konstrukcja rozpatrywanych w pracy schematów istotnie opiera się na aproksy-
macji różnicowej zagadnienia Dirichleta dla równania Poissona w dowolnym obsza-
rze. Temu problemowi poświęcono wiele prac. Wymienimy tylko te, które mają 
związek z naszą pracą. W pracy [2] przy aproksymacji warunków brzegowych wy-
korzystuje się siatkę nierównomierną i udowodniono zbieżność w Hl(Qh) (analogia 
różnicowa H 1) z błędem O(h312). Przy aproksymacji warunku brzegowego na siatce 
równomiernej i przy wykorzystaniu tylko interpolacji liniowej w pracy [3] podane 
jest oszacowanie w Lł z błędem O(h112) (szczególny przypadek wyniku Kreissa). 
Dodajmy, że istotnym jest to, aby konstruowany schemat był schematem samo-
sprzężonym. 

Metoda ADI dla rozważanego zadania jest rozpatrywana w pracach [4], [5]. 
W pierwszej z nich udowodniona jest zbieżność w L'f; na warstwie z błędem O( r + h312), 

ale aproksymacja rozumiana jest w sensie sumarycznym (zob. [6]), w drugiej zaś 
pracy tylko z błędem O(r+h112). 

[5] 
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Udowodnione twierdzenia pozostają prawdziwe dla schematów N-C ADI 
aproksymujących ogólne równanie paraboliczne bez mieszanej pochodnej. 

1. Schemat Cranka-Nicolsona. Rozpatrujemy zagadnienie 
... 

(la) 

(lb) 

(le) 

iJu ( o2u iJ2u ) -at - oxi + oxi = f(x, t), XE Q, t E (0, T], 

u(x, O) = tp(x), xe!J, 
u(x, t) =o, XE iJQ, t E [O, TJ, 

gdzie !J jest obszarem ograniczonym w R 2 z brzegiem o!J. Dla uproszczenia rozważań 
będziemy dalej zakładać, że Q jest obszarem jednospójnym. 

Niech R~ oznacza siatkę prostokątną na płaszczyźnie R 2 z krokami h1 i h2 po 
zmiennych odpowiednio x 1 i x2 • Za zbiór punktów siatkowych wewnętrznych Qh 

przyjmujemy Rf; r\ Q, a za I'h te punkty x E R~, które nie należą do Q i w swoim 
otoczeniu Kh(x) = {x, Tlx, i= I, 2} zawierają punkty należące do !J. Tutaj 
i niżej Tl są operatorami przesunięć postaci Tlx = x±hiei, gdzie e1 = (I, O), 
e2 = (O, I). 

Na odcinku [O, T] konstruujemy siatkę 

w-r = {t = nr: n =O, ... , N; Nr = T}. 

Niżej będziemy używać ilorazy różnicowe postaci 

o18,y(x) = (y(Ttx)-2y(x)+ y(Ti-x))/hf, 

y~(x) = (yn+l(x)-yn(x))/r; yn(x) = y(x, nr). 

Zagadnienie (I) na wyżej określonej siatce aproksymujemy schematem różnicowym 
Cranka-Nicolsona. Równanie (la) oraz warunek początkowy (Ib) aproksymujemy 
następująco · 

(2a) y:(x)-i(o1a1+02<32)(y"+1(x)+yn(x)) =f"+0·5(x), xe!Jh, 

(2b) y 0 (x) = tp(x), x e D„. 

Pozostaje napisać aproksymację warunku brzegowego (le). Do tego celu wykorzy-
stamy interpolację liniową. Niech xi oznacza punkt przecięcia się prostej przecho-
dzącej przez punkty X i Ttx z o!J (zob. rys. l) 

Q • • 

• • 
Rys. 2 



O efektywnych schematach różnicowych 7 

Z wielomianu interpolacyjnego opartego na węzłach x i Tt x wynika już aproksy-
macja warunku brzegowego (le) 

( 
xt-x) ( y"+ 1(Ttx)+ y"(Ttx)) (Ttx-xf) ( y"+ 1(x)+ y"(x)) _ 

<2c) h
1 

- ··--2----- + h
1 

2 - O. 

Równanie to odniesiemy do punktu brzegowego Tt x e I'11 . Zapiszemy je w innej 
•postaci przyjmując, że sh1 = I Tt x- xfl, gdzie O ~ s < l (oznaczamy tym samym 

numerem) 

(2c) 
(1-s) s 
---

2 
- (y"+ 1(Ttx)+y"(T,+x))+ 2 (y"+1(x)+y"(x)) =O. 

Analogicznie konstruujemy aproksymację warunku brzegowego w przypadku, gdy 
x E Qh, a Ti x tl Qh (zob. rys. 2). 

Schemat różnicowy (2) jest poszukiwaną aproksymacją dla zagadnienia (1). 
Można wykazać, że błąd lokalnej aproksymacji tego schematu wynosi O('r2 +h2), 

gdzie h = max { h 1 , h2 } o ile rozwiązanie u jest odpowiednio regularne i daje prze-

dłużyć się z zachowaniem regularności na pewien obszar fJ ~ Q. Takie przedłużenie 
istnieje jeśli tylko brzeg o!J obszaru !J jest odpowiednio regularny. 

Przechodzimy do badania stabilności schematu (2) metodą nierówności energe-
tycznych (zob. np. [6]). W tym celu zadanie (2) zapiszemy jako równanie operato-
rowe. Niech L:(!Jh) oznacza przestrzeń Hilberta funkcji siatkowych określonych 
w Qh z następującym iloczynem skalarnym i normą 

(u,vh = h 1 h2 L u(x)v(x); llullł =(u, u)„. 
xe!111 

Wprowadzimy operator A przekształcający LH!J„) na Lł(!J„) postaci 

A= A+C, 
gdzie A= A 1 +A2 , C = C1 +C2 , 

(3) (A,y) (x) = -01 "8,y(x), XE !J„ dla y(x) = 0, XE I'11 , 

{

O· y(x) dla x e !J„ jeśli Ttx e !J„ i Trx e !J„, 

(4) (C1y) (x) = _ _!__ _ s(x) ( ) 
hf (l -s(x))y x dla pozostałych !J„. 

Postać operatorowa schematu (2) w przestrzeni L:(!Jh) jest następująca: 

(5a) y~+A (Y"+~+y•) =f•+ 0 •5, n= O, .. „N-1, 

(5b) 

gdzie <p, y",f" E Lł(!Jn). 

Operator A = A+ C otrzymujemy w wyniku eliminacji z równania (2a) wartości 
Y"(x) dla x e I'h na podstawie warunku brzegowego (2c). 

LEMAT 1. Operator A: Lł-+ L~ jest samosprzężony i dodatnio określony: 

A= A*> óE, 
gdzie ó jest stalą dodatnią zależną tylko od średnicy Q. 
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Samosprzężoność i nieujemność Ci jest oczywista (O~ s < I), A = A 1 +A2 

jest aproksymacją różnicową 5-punktową laplasjanu, która jak wiadomo określa 
w L~ operator samosprzężony i dodatnio określony (zob. np. [6]). Podamy teraz 
twierdzenie o stabilności schematu (2). Niech HA, H = L~(.Qh), oznacza przestrzeń 
energetyczną generowaną przez operator A z następującym iloczynem skalarnym 
i normą 

(u, v)A = (Au, v)h, 1 lul I~ = (Au, uh. 
TWIERDZENIE l. Rozwiązania schematu (5) spełniają następującą nierówność 

N-1 

.~.'!,x) ly"l li .; M b llf"+o.s 11 2 + 1IY0 11~, 
gdzie M jest stalą dodatnią, która nie zależy od h i r. 

Dowód tego twierdzenia wynika z ogólnego twierdzenia zawartego w [6], str. 371, 
dlatego pomijamy go tutaj. 

Przechodzimy do ustalenia szybkości zbieżności rozpatrywanego schematu. 
Tutaj nie możemy Cikorzystać bezpośrednio z twierdzenia Laxa, które głosi, że ze sta-
bilności i aproksymacji wynika zbieżność, bowiem stabilność zbadaliśmy tylko wzglę­
dem prawej strony równania, a aproksymacja warunku brzegowego nie jest dokładna. 
W takiej sytuacji zwykle zbieżność bada się bezpośrednio wypisując schemat (2) 
dla błędu z" = y" - u" z prawą stroną równą błędowi aproksymacji lokalnej, gdzie 
y" jest rozwiązaniem (2), a u" - zadania (1 ). Następnie schemat zapisuje się w postaci 
operatorowej (5) i korzysta się z twierdzenia 1. Postępowanie takie w naszej sytuacji 
prowadzi do obniżenia rzędu zbieżności, a mianowicie do tego, że I lz"I I ... = O( r 2 + 
+h1l 2

). Niżej pokażemy, wykorzystując specyfikę zadania, że I lz"I IA = O(r2 +h3' 2). 

TWIERDZENIE 2. Jeśli funkcje o5u/ot oxf, o3u/ot 3 , i = 1, 2, są ograniczone W Q X 
x [O, T], to 
(6) maxlly"-u"llA ~ M(r 2 +h312), 

n 

gdzie u" i y" są rozwiązaniami zadań odpowiednio (1) i (2), M zaś jest stałą dodatnią, 
która nie zależy odr i h, h = max{h1 , h2 }. 

O o w ó d. Podstawiając y" = z" - u" do (5) otrzymujemy równanie dla błędu 

(7a) 

(7b) 
gdzie 

n+A (zn+l+z") = pn+Fn+pn z, 2 o 1 2J 

zO = 0, 

(F8) (x) = f"+o. '(x) -u~ -(a 1 a;_ + 02 8,) ( u•+i (x~ +u•(x)), 

. 1-(i ..:.s:x))hf ( (1-s(x)) (u•+i +u•) (T[ x)+ s(x) (u•+i +u•) (x) )/2 
(Ff) (x) = .,. dl " .. ·1· r+ rl- " l b T J. " a XE ~.:h I jeS 1 l X y:: ~.:h u iX y:: ~.:h, 

O dla pozostałych x E Qh. 
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Z postaci F8 widać, że I IF8 I lh = O( i-2 + h2). Zauważmy dalej, że Fi możemy przed-
stawić w postaci Fi = ci ir' przy czym 

(8) I IF?l lh = O(h512
), I ICf12Fil 'h = O(h312

), 11c1 12ir,1 lh = O(h312). 

Oszacowania te sprawdzamy bezpośrednio rozwijając w szereg Taylora funkcje u"(x) 
i u"+i(x) względem punktu xi (zob. rys. 1i2) i uwzględniając, że Fi jest różna od zera 
tylko w punktach przybrzegowych, których liczba jest rzędu I /h (zakładamy, że 

h1 i h2 są wielkościami tego samego rzędu). 
Równanie (7a) mnożymy skalarnie w Lł przez 2i-z:, a następnie sumujemy po n 

od O do k- 1. Daje to wyrażenie postaci (indeks h opuszczamy) 
k-1 k-1 

(9) r 2:(211z:ll2+(A(z"+1 +z"),z:)) = 2r L((F0,zn+(F~,z:)+(F2 ,z:)). 
n=O n=O 

Przekształcimy składniki tego równania. Składnik drugi lewej strony równania (9), 
uwzględniając, że A = A* > O (zob. lemat I), przyjmuje postać 

k-1 

(10) L ( A(z"+l +z"), z:) = (1 lzkl I~ -llz0 1 I~). 
n=O 

Drugi trzeci składnik prawej strony (9) przekształcimy w następujący sposób: 

k-1 k-2 

2r L(Fji,z:) = 2((F~- 1 ,zk)-(F?,z0)-r L<Ff„z"+l)). 
n=O n=O 

Uwzględniając fakt, że Fi = Ci Fi' oraz że z0 = O i wykorzystując e-nierówność 
(2ab ~ a2 / e + eb2 , e > O), otrzymujemy 

k-1 k-1 

(Il) 2r 2: (Fi,z~) ~ e1(11Cff2zkW+r 2:11Cl12z"112)+ 
n=O n=l 

k-2 

+-1 (11ct12.F1- 11!2+r L11cf12ir,112). 
e1 n=O 

Podstawiając (10) i (11) do równania (9) i szacując pierwszy wyraz prawej strony (9) 
za pomocą t-nierówności, mamy 

2 k-1 

(12) llzkm- Le, I ICf 12 zkll2 +·2r(l - eo) L llz:ll2 ~ 
i=l n=O 

2 k-2 k-1 ,;; L H;{llC!'2Ft- 11!2+r 2)1c/12F1,ll2) + e1 r LI IC/12z"ll 2
) + 

i=l n=O n=l 

k-t 

+-2· I ~ llFoll2· 
eo ..;;......i 

n=-0 
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Zauważmy, że (zob. lemat I) 
2 

llzkll~ ~ L llCf 12zll2. 
i=l 

Uwzględniając powyższą nierówność, oszacowania (8) oraz przyjmując ei = 0.5 
dla i = O, 1, 2, i wykorzystując nierówność Gronwalla (zob. np. [6]) z nierówności 
(12) otrzymujemy oszacowanie (6), co należało wykazać. 

U w a g a. Oszacowanie z" w normie l l · l IA implikuje oszacowania w normie Li 
funkcji z" i jej ilorazów różnicowych pierwszego rzędu. 

Przy rozwiązywaniu schematu (5) proponujemy wykorzystać algorytm Geor-
ge'a [l]. Według tego algorytmu dokonujemy faktoryzacji macierzy E+A, E+A = 
= LLr, gdzie L jest macierzą trójkątną dolną. Rozkład ten należy zapamiętać i wy-
korzystywać przy rozwiązywaniu (5) dla każdego n = 1, ... , N. Koszt takiego postę-

powania wynosi o( (log{) I ( Th2) + I /h') działań arytmetycznych i jest bliski mini-

malnemu co do rzędu, jeśli założyć, że r jest proporcjonalne do h. 
2. Schemat przemiennych kierunków. Przechodzimy do przedstawienia schematu 

różnicowego dla zadania (1 ), którego koszt jest proporcjonalny do liczby niewia-
domych. Będzie to schemat przemiennych kierunków (ADI), który zapisany jako 
równanie operatorowe w przestrzeni L~ ma postać 

(13a) (E+0.5TA 1) (E+0.5rA2)y11 +1 = (E-0.5rA1) (E-0.5TA2 )y"+ -rj"+o.s, 
n=O,„.,N-1, 

(13b) yO = <p, 

gdzie A= A 1 +A2 , Ai = Ai+Ci (zob. wzory (3) i (4)), a E jest operatorem toż­
samościowym. 

Realizacja algorytmiczna tego schematu przy każdym ustalonym n sprowadza się 
do rozwiązania dwóch zadań 

(E+0.5rA 1)v11+1 = F", 

(E+0.5rA2)y 11 +1 = v"+ 1• 

Każde z tych dwóch zadań sprowadza się do rozwiązywania układów równań z ma-
cierzami trójdiagonalnymi. Liczba tych układów będzie równa odpowiednio liczbie 
warstw po zmiennych x 2 i x 1 • 

Stabilność schematu (13) wynika z następującego twierdzenia. 

TWIERDZENIE 3. Rozwiązania schematu (13) dla n = 1, 2, „., N spełniają nastę­
pującą nierówność 

n-1 

(14) I IA!y"llh ~ I IA!y0 1 /h+ TL I l(At)- 1Jk+o.s11h, 
k=O 

gdzie At = E+0.5rAi. 
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D o w ó d. Przepiszemy schemat (13) w postaci 

A!yn+i = (Atr1 A!A2yn+ r(At)-1Jn+o.s, 

gdzie Ai = E-0.5rA;. 
Stąd (h opuszczamy) 

llA!yn+ll I ~ I l(At)-l A!l I I IAi(A!)-111 I IA!ynll +Tj l(At>-1Jn+O.Sjj. 

Łatwo jest sprawdzić, że (At)-1A1 = A1(At)- 1 • 

Ponieważ A; > O, wychodząc z definicji normy wykazujemy, że 
llAi(At)- 1 11~1. 

Wykorzystując powyższe oszacowanie otrzymujemy nierówność 

I IA!yn+lj I~ I IA!ynll +Tj l(At)-ljn+O.Sjl, 

z której wynika oszacowanie (14). 
Przechodzimy do wykazania szybkości zbieżności schematu (13). 

TWIERDZENIE 4. Jeśli spełnione są założenia twierdzenia 2, to 

(15) max llyn-unllh ~ M(r2 +h2 +rh112 +h 512 /r), 
1-:r;.n:!!;,.N 

11 

gdzie li' i yn są rozwiązaniami zadań odpowiednio (l) i (13), M zaś jest dodatnią stalą, 
która nie zależy od T i h. 

D o w ó d. Podstawiając y" = zn - u" do (13) otrzymujemy dla funkcji błędu 
z" schemat, który po prostych przekształceniach przyjmuje postać 

z~+A( z•+•tz•) + ~2 A, A,z~ = i:F?, 
I =-O 

gdzie F; dla i = O, 1, 2 mają tę samą postać co i w dowodzie twierdzenia 2 (zob. 
str. 8), a Fj = (r2/4)A 1 A2 u~. 

Na podstawie twierdzenia 3 dla funkcji z" mamy następujące oszacowanie 
(h opuszczamy): 

n-1 3 

llA!z"ll ~ llA!z0 11+r 2: 2:ll(At)- 1F711. 
k=Oi=O 

Pierwszy wyraz prawej strony jest równy zeru, bowiem z0 = O. Będziemy teraz sza-
cować kolejno I l(At)- 1 Frii dla i= O, ... , 3. Ponieważ ll(At)- 1 1! ~ l, więc 

ll(At)- 1F<>ll ~ llF<'>ll ~ M(r2 +h2
). 

Rozpatrzymy teraz I l(At)- 1 Frl I dla i = 1, 2. Funkcja Fi jest różna od zera tylko 
w punktach przybrzegowych rih := {x E Qh: Ttx ~ Qh lub T-;x ~ Qh}· w prze-
strzeni . Li(I';h) operatory At i C; są przemienne - macierze odpowiadające tym 

operatorom są diagonalne. Uwzględniając te fakty oraz to, że Fi = c}; (zob. 
dowód twierdzenia 2, str. 8) mamy (w przestrzeni Li(I';h)) 

ll(At)- 1Ffll ~ ll(At)- 1C,Fill ~ 3-111~11. 
T 
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Ponieważ frr = O(h2) dla X E rih, a liczba punktów zbioru rih jest rzędu l /h, to 

I l(At)- 1Fil I ~ M(h 512 /T), i = 1, 2. 
Pozostaje oszacować I l(At)- 1Fjl j. Oznaczmy v = A2 u~, i zauważmy, że v(x) = 0(1) 
dla X E Qh· Niech Qh = {Jh U I'1h, gdzie I'lh jest określone wyżej i przedstawmy 
w= A 1 v = A 1 A 2 u~ w postaci w= w0 +w1 , gdzie 

{
w, XE Qh, {0, 

Wo= W1 = 0, XE I'lh; W, 

Mamy więc 
I l(At)- 1wl I~ 1l(At)-1wo li+ ll(At)- 1w1 li. 

Ponieważ I l(At)- 1 1 I ~ I i w0 = O(I), więc 
(15) ll(At)- 1 woll ~I Iwo Il~ M. 

Oszacujemy wyraz I l(At)- 1 w1 11. W tym celu wprowadźmy następujące funkcje 

lo, 
g1 (x) = v(x), 

o, 

{
v(x), XE I'lh, 

go(x) = o, n 
XE :.~h; 

X EI'lh, 
XE {Jh jeśli Ttx E I'1h lub T!X E I'lh, 
w pozostałych przypadkach. 

Zauważmy, że w1 (x) dla x EI'lh ma postać 

w1 (x) = (A 1v) (x) = (A 1v) (x)+ (C1v) (x). 

Stąd widać, że funkcja w1 daje się zapisać w postaci 

2go(x) gt (x) 1 W1(x) = hf -~+C1v(x) = A 1 g0(x)-2A1g1(x)+C1v(x). 

Z powyższego przedstawienia, uwzględniając, po pierwsze, że ~Tl l(At)- 1 A1 11 ~ I 
i ~Tl l(At)-1 C1 11 ~ I, po drugie, że liczba punktów przybrzegowych jest rzędu 
1/h i v(x) = 0(1), otrzymujemy następujące oszacowanie: 

h1f2 
ll(At)- 1 w1 li~ M--. 

7: 

Z tego oszacowania i (15) wynika, że 

ll(At)- 1F311 ~ M(T2 +Th112), 

co kończy dowód twierdzenia 4. 

U w a g i. 1. Sformułowane wyżej twierdzenia są również prawdziwe dla schema-
tów Cranka-Nicolsona i przemiennych kierunków aproksymujących równanie 
paraboliczne z ogólnym operatorem eliptycznym nie zawierającym mieszanej po-
chodnej, przy czym operator ten nie musi być zapisany w postaci samosprzężonej 
(zob. [5]). 
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2. Założenia w twierdzeniach 2 i 4 o regularności rozwiązania mogą być osłabione, 
np. wymaganie, że ó5u/otoxf E C(Q x [O, T]) można zastąpić następującym ou/ot e 
E H 4 (Q) dla każdego t E [O, T], gdzie H 4 jest przestrzenią Soboleva. Dowodzi się 
tego na innej drodze niż wyżej, z wykorzystaniem lematu Brambla-Hilberta (zob. [7]). 

3. Do aproksymacji warunku Dirichleta możemy wykorzystać wielomian inter-
polacyjny oparty na trzech punktach T;x, x, Ttx (zob. rys. l), co podnosi rząd 
lokalnej aproksymacji o jeden względem h. Schematy różnicowe rozpatrywane 
wyżej z taką aproksymacją warunku brzegowego są stabilne i zbieżne, przy czym 
oszacowania błędu są o jeden rząd (względem h) wyższe od zawartych w twierdze-
niach 2 i 4. Mankamentem tych schematów jest to, że nie są one samosprzężone. 
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