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STRUKTURY - UBOGIE I BOCATE

Blerna lub czynna reakcja podmiotu na Arodowiskc, Zwana przez
Plageta akomodac)y | asyatlacly, odzwierciedls siq » sferze poznaw-
cze) podmiotu priez odkrywanie struktur w rzeczywistosci i narzuca-
nie ich na rzeczywistosc. Rzeczywistosl, ktérs ukazuje sigq poimioto-
wi dzigkl Jego dzislaniu w atopniu coraz bardzieJ) ustrukturowanym.

Zajmuijac siq strukturami naukowymi, posiugijemy sig struktura-
ai matematycznymi Jako priykisdea paradygmstycznym, chol slowo struk -
turd ma ¥ matematycCe Sens bardziej wysublimowany ni: w innych naukach,
Mamy bowiem zwycza} widzied w zaspole faktéw matematycznych nie tyl-
ko to, e ma on pewnf struktlurg, ale takie, ¢ Jjeot Oon struktury.
Nie ma v tym 2resztq niciego dziwnego, gdy2 czgsto to, ¢O siq liczy
w aatemetyce, to wilainie racze) strukturs ni2 tredé.

Rozpatrzmy kilks przykiadow, by Jadniej widliec, co w matema-
tyce znaczy slowo struktura:

Cxworviécian sa2ns traktowad Jako astrukturg ziozong 2 czterech
wierzcholkdv, szeiclu krawgdzl | czterech iclan ujqlych we wzajem-
nych relacjach, tJ. relacjach nalezenis wierzcholks do krawedzi |
$clany, zewieranis przez krawed: wierzchotks { JeJ zawierania sig
w scianle, zavierania przez sciang wiericholks 1 kimwedzi, Jest to
struktura Zwans kowbiaatorycssyg ; uwigledniamy bowiem tylko te rala-
cje L zaniedbujemy wazyitkie inne informacje na temat punktdw, kra-~
wedzi | éclan, a wiec to, ie krawgdzic sq proste, iciany pleskle,
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i 2e 8 one zbiorami punktéw. A na céz taka uboga struktura? Ano 2z
pewneJ liczby takich czworoscianéw kombinatorycznych moina zbudowaé
wielodciany kombinatoryczne przez utoisamienie $cian réinych czwo-
rodcianéw - 2e tak powiem, przyklejajac jeden na drugim - a po dro-
dze tworzyé szersze struktury, w ktérych te proste czworosciany sg
cegielkami. .

Réwnoczednie jednak nie nalezy zadowalaé sig tg struktury kom-
binatoryczng. Wiemy dobrze, 2e czworoécian jest brylg sztywng w re-
alnej przestrzeni, o prawdziwych wierzchoikach, krawedziach i $cia-
nach. To tek2e Jest pewna struktura - struktura geometrycana. Jako
struktura geometryczna czworoidcian stanowil strukture bogatszg ni2
kombinatoryczna, bardziej - 2e tak powiem - z krwi i kodci. Mo2na
¢ nim orzekaé bardziej ré2norodne twierdzenia; moina, dla przykla-
du, mierzyé jego krawedzie, katy, Sciany, objetodé.

Niekiedy czworodcian bywa tez nazywany ostrosiupem tréjkatnya.
A mo2e nale2aloby powledzieé odwrotnie, 2e ostrosiup tréjkatny Jest
c¢zworodcianem? Nie: gdyby tak bylo, trzeba by sie zgodzié, 2e cetro-
stup trdfkatny pravidliowy Jest csworodoianem pravidiowym. W istocie
bowiem ostrostupy tréjkatne i czworcéciany - to r é 2 ne struk-
tury. Z definicj)i ostroslup ma wierzchotek i podstawe (nawet po oil-
wréceniu ,do géry nogami"). Czworodcian mo2na przeksztalcié na os-
troslup tréjkatny - i to na cztery sposoby - przez nazwanie Jjednego
2z Jego wierzcholkéw - wierzcholkiem ostroslupa, a jedne) ze $cian -
- podstawy. Ostrosiup Jest struktury bogatsza od czworoscianu,

VWeimy czworodcian uformowany z gliny czy plasteliny { zgnielay
tak, 2eby odksztalcié teq bryle bez je) rozrywanis ludb sklejania te-
80, €O bylo osobno. Molemy otrzymié w ten sposdéb okragly pilke, albo
ziemniaka, albo kielbaskq, albo hantle. Wierzchoiki, krawgdzie, #cia-
ny znikngly. Otrzymany obiekt Jest wcig? spéjny, oczywiscie na spo-
séb bardzo specjalny, na 8poséd kulf, s z pewnosciy nie na sposéd
plerscienia. Jest to struktura topologicsna, ubolsza ni2 poprzednia
struktura czworoicianu geometrycznego; odlegiosci, katy, prostoli-
niowodé ftp. nie odgrywajy “eraz 2adne) roli.

STRUKTURY OKRESLONE PRZEZ RELACJE

Dla lepszego wyjasdnienia tego, cO powiedzialem wyle), orsz by
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rzucié przy tym nieco swiatla na narodziny struktury, omdéwie przy-
klad pewnej struktury spoza matematyki, 8 nawet nie bardzo naukowe].
Bedzte to mianowicie struktura pewnej rodziny, czy rodziny w ogdle,
ustrukturowanej calym mnéstwem wlasnodci i relacyj: wiek, wzrost,
pleé, generacja, t). relacje . dziecko-rodzic", malzeristwa, miejsca
zamieszkania (Jezeli jest ich kilka), zawéd itd. Miedzy tym!i rela-
cjami wystepujy zaleinodci: wiek dziecka jest zawsze mniejszy od
wieku jego rodzicéw, malzonkowie sy rdinej pici itd. Te plerwotne
relacje motna skladaé, tworzgc relacje zlotone, Jjak dziadek-wnuk,
beniaminek, najmtodsza ciotka u nas, m5) szwagier profesor na...
itp. Struktura ta moze byé wzbogucona innymi kryteriami. Z chwilg
JeJ zubo2enia - rezygnujemy z kilku twierdzen uprzednio motliwych.
Gdy tylko odrzucimy wiek - ju? nie bedzie najmlodszych, najstarszych,
b'niaminkéw {tp. Gdy tylko zapomnimy o plci - Juz nie bedzie molnas
adéwié o synach 1 cérkach. Cdy pominiemy miejsce zanieszkania - Jjuz
nie bedzie L nas®, Jedli relacjs malleristwa zostala wyellminowana
- nie ma ju? szwagréw ani bratowych. A jeteli wreszcie wyrzucimy
wazystkie te relacje - zostanie jJedynie zbiér oséb,

Badimy jednak ostroini. Ostatnie zdanie jest prawdziwe tylko
dlatego, fe wyszedlem od pojecia rodziny, ktére samo Jju: jest ab-
strakcjq o prawie matematyczne) Scistodci. Prawiziws rodzina jest
sytuacjy { histor{gq sytuacy) dalekp bogatszych { bardziej zloZonych.
Rozwd) poznawczy dziecka charakteryzuje strukturyzacja, odkrywanie
struktur ubogich w struktursch bogatych, takich jak powy2sza.

STRUKTURY ALGEBRAICZNE

System liczdb naturslanych 0,1,2,... moze byé ns réine sposoby
interpretowany Jako strukturs. Obiecujqc wrdcié pdiniej do aspektu
kardynalnego, zaczng od porzgqdkowego, od szeregu sluzgcego do licze-
nis, struktury porsgdkove prrestrzeni .gdzied sig to zaczyna i po
kazdyms jest nastepny®, gdzie nazwy poszczegdlnych przedmiotdéw sig
nie licza. ¥ takiej strukturze mo2ns okredlié doiswanie, ktére kat-
dej parze przedsiotdw przypisuje trzeci - ich sumq. Wyobraimy sobfe,
2e¢ zapownielidmy pochodzenis dodswanis. Pozostal tylko nieskoriczony
systes przedaiotdw wyrd2nionych przez swoje symbole 1 tabels o dwu
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wejéciach, ktéra dla kazdych dwu liczb podaje tg, ktdra jest ich
sumyg, Relac)e w tym systemie majg postaé a + b = ¢. Jest to struk-
tura dodawania. MoZna badaé JjeJ wlasnosci, na przykiad te, 2e o + b
Jest zawsze réwne b +a. Byé mote, précz tej tabeli wprowadzimy dru-
88, zale2ng lub niezaleing od pierwszej, ktdéra kazdej parze przed-
miotéw przyporzadkuje ten przedmiot, ktéry bedziemy chcieli nazwad
iloczynem. Wzbogacl to strukture o relacje postaci u*+ vs=y. Struk-
tury teJ przestrzeni nazywalg sie strukturami algebratosnymi . Jest
ich bardzo du2o: o Jednym dziataniu, o dwu i wigkszej ich liczbie.
Struktury te mogg spelniaé bardzo réine warunki.

STRUKTURY - WCI32 WIEKSZE I WIEKSZE

Wiréd struktur algebraicznych najlepiej znane s3 numaryczne:
liczby naturalne 0,1,2,...
liczby calkowite ...,-2,-1,0,1,2,...
liczby wymierne reprezentowane przez ulamki, Jak 1/4, 3/8,...

- liczby rzeczywiste, wérdd ktérych sy takie obiekty, Jjak 3-V7,
Ja....

- liczby zespolone a + ib , gdzie ¢ = V-T.
Jest to ciqg struktur o rosngcym sakresie, lecz na plerwsze wejrze-
nie - nie coraz bogateaych. Dzialania dodawanis i mmoZenia pozoata-
Ja te same w ré2nych przykiadach, i to samo dotyczy relacy) struktu-
ralnych postaci a + b =0, u'v » u, podczas gdy ich wlasnoici mogs
sig¢ zmieniaé: réwnanie a ¢ r = o da sig rozwigzaé ogélnie wzgliedem r
dopiero po wprowadzeniu liczb ujeanych; réwnanie u *xe » (uf0)
wysaga liczb wyaternych; dla rozwiazsnis réwnanis x°z = & (>0)
trzeba przejéé do dziedziny liczd rzeczywistych. Rozwigzanie tego
ostatniegu réwnaaia - liczba vk - nie moze byé przedstavione w
postaci ulamka, ale moke byd przyblizane przez takie ulaski; 3/2,
17/12, 377/408, ... aq coraz dokiadniejszymi przyblizeniami liczby
V2. Prazyblizenie jest pojeciem topologicznys. Deledzins liczb rze-
Czywistych - Jok 1 dziedzina liczb zespdlonych - niesie, poza swy
strukturg algebraiczng, pewny strukturg topologicsag. ¥ tya sensie

Jeat ona aie tylko obszerniejsza, asle tak?e bogatsis od struktury
liczb catkowitych.
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POWSTANIE SYSTEMU LICZBOWEGO

Dla pogladowego przedstawienia systemu liczb rzeczywistych siu-
2y of liczbowa, gdzie ka2dy punkt reprezentuje pewng liczbg okreflo-
ny przez swy odleglos$é od punktu O - dodatnig z jednej strony ze-
ra { ujemng z drugiej.

Rys. 1

Dzialaniom algebraicznym odpowiadajg w tym modelu proste operacje
geometryczne.

Od starotytnodci to podejscie geometryczne do systemu liczbo-
wego bylo w matematyce regula, az do momentu, gdy w ubfeglys wieku
zostalo zniesione przez falg zwany arytmetysacjqg: liczdby rzeczywiate
mozna okreslié¢ jako granice ciggdéw liczd wymiernych, te ostatnie Jo-
ko ulamki utworzone z liczb calkowitych, 1 liczby catkowite jako
liczby naturalne wyposatone w znak. lecz w tym samym % .mencle uczy-
niono jJeszcze jeden ogromny krok wstec:i: ‘a prewdziwe korzenie sys-
temu liczbowego uznano nie liczby naturslne, lecz czyste zbiory bez
Jakiejkolwlek struktury. Zblory sy perdunyvans przez 0iw2orowywanie
Jednego na drugi. Jezeli 4 § 3 wmogn by¢ wzajemnie odwzorowane Jjeden
na drugi, to przypisujemy is tskg samn l{osbe kardymalng; gdy, za-
miast tego, A odpowlaia czesé & , liczba kardynalns zbioru 4
Jest z definicji mniejsza od liczby kardynalne) zbioru B

Waposniang odpowliedniosé zbiordw uzysxuje si¢ przy u2yciu tego,
€0 w matematycCe nazyws si¢ odvsorovas{em vsafennie Jednomnacanym
- pojecie, ktére takie mote by¢ wyratone w jezyku zbioréw. A tymcze-
ses to nie jest tak proste, jak kata nam wierzy( podrqcznik{ matema-
tyki zwane) JLowa®™. ¥ rzeczywistosti, Jest to urwsists drogs o4 licz-
by kardynalne’ do liczby naturalnej: najplerw prowadzgca do wyjsénic-

(1)de1!. oczywiscie, 0 zbiory skodczenc (prsyp tiumacsa ).
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nia, czym jJest zbiér skoriczony, a éotem do pokazania, 2e kolejne
skoriczone liczby kardynalne stanowig dokladnie to, co przywyklismy
nazywaé szeregiem liczb naturalnych.

STRUKTURY GEOMETRYCZNE

Struktura geometryczna, ktéra cd najwczesdniej)szego dziecirstwa
Jest nam najbli2sza, to przestrzen, w ktérej 2yjemy: geometria zwa-
na euklidesowq. Ciala stale pozwalajgq nam poréwnywaé, czy raczej de-
finiowaé, te odleglosci, ktére dajgq na)krétsze linie celowania. Od
wczesnego dziecirnistwa przywyklidmy do wiernych obrazéw rzeczywistos-
ci otrzymanych przez pomniejszenie lub powiekszenie - podobienstw w
sensie matematycznym. Bez watpienia, w rozwoju poznawczym podobier-
stwo poprzedza nawet liczbe.

W XIX wieku zaczqto interesowaé sie strukturami geometrycznymi
ubo2szymi od struktury euklidesowe). Rzeczywiscie, zubozanie struk-
Jury przez écinanie ornamentdéw i fryzéw mo2e czasem prowadzié do gleb-
szych pojgé. To wlasdnie jest sztuka abstrakcji, nad ktérg twdrczy
matematycy nauczyli si¢ panowaé od ubieglego stulecia.

W przestrzeni euklidesowej znamy odlegiosdci (ludb racze) stosun-
ki odlegtodci), katy, proste, plaszczyzny, sfery. Plerwsze zuboze-
nie polega na odrzuceniu ogdlnej pordwnywalnodci odleglodci i katéw,
przy zachowaniu prostoliniowodci 1 réwnoleglodci. Prowadzi to do
goeometrii afinicsnej, gdzie wszystkie réwnolegloboki sy takie same,
gdzie prostokat i kwadrat nie dadzy sig odré2nié od innych réwnole-
globokdw, gdzie kola nie wyré2niajq sig spodrdd elips.

Nastgpnym krokiem jJest odrzucenie rdwnoleglodci, ciggle Jednak
z zachowaniem prostoliniowodci. Otrzymujemy geometrie¢ rsutowvq, Edzie
wszystkie czworokaty traktuje sig tak, jakby byly jednym i tyas samym.

Jeszcze jeden krok, i nawet prostoliniowodé zostaje porzucona
Jako wlasnodé strukturalna. Zubozona przestrzesd staje siq struktury
topologionng, ¥ ktérej wcig2 mo2na odrégnié krzywe otwarte od zam-
knigtych, wnqtrze i zewngtrze obszaru zamknigtego, petle i wezly na
krazywych.

Ten rodza) klasyfikacji geosetry) zoetal zaproponowany prrez
Feliksa Kleina w jego slswnym programie erlangeriskim. Bylo to pierw-
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sze nowoczesne przedsiqwziqcie w kierunku strukturyzacji co nejmnie}
pewnej czqici matematykl - geometrii, jJak jq widzial Klein.

STRUKTURA MATEMATYKI

Interpretacja matego lub duzego obiektu matematycznego Jjako
struktury - to jedno, a strukturyzacja cailej dziedziny poznanis nau-
kowego - to 0o iamego . Organizowanie wiedzy naukowej wydaje sie ak-
tywnodciy nlz'bzoJ rangi v poréwnaniu z twérczodciy, lecz w 2adne)
nauce jedna nie jest tak bliska drugiej jak w matematyce. Niekledy
wielkie odkrycia byly wynikiem smialej reorganizacji. Przed stu laty
czyniono préby takiej organizacji geometrii, ale problem organizacji
cale)j matesatyki w tym samys sniej wiecej czasie takze 2yl ju? w uta-
JoneJ foramie. Po drugiej wojnie dwiatowe] zostal on podjqty przez
francuskq grupg, nazywajacq sieble Bourbaki. Jakkolwiek JeJ dzielo
wymagalo wysokiego stopnia twdrczoécl, w zasadzie bylo ono tylko de-
dukcyjng kodyfikacja istniejacej matematyki. Byl to system, ktéry -
choé dzif juz w istotnych punktach przekroczony - ogromiie przyczynil
sig¢ do wzrostu satesatyki. Ta Jednak, Jak to jest v je) zwyczaju,
nie respektowala ograniczesd tego systemu. Jest malo prswdopodobne,
by w przysztodci ktod odwaiyl sig ns nowo podjaé podobne przedsie-
wzigcie.

Hierarchia bourbakistowsks Jest v zasadzie zorientowans od
struktur ubogich ku strukturos bogatym. Tylko przez przypadek, a nie
przez konsekwenc)¢, takze od struktur malych do wielkich. Jest to
w istocie najbardzie) naturalny sodel konstrukcji systematyczneJ:
od ubogich ku bogstym. Wychodzi sig od pewnej .tabuls rass®, 2edby
tak rzec; o1 tego, €O nie ms 2ainej struktury - nagiego zbioru.

Ale Jak soina rozwingé bogatsze struktury, majgc tak ubogi punkt
wyjdcia?

Jezell 4 jest zbiorem, moins rozwazaé zbiér jego podzdbiordw,
P(4), ktéry ms juz pewny dostrzegalng strukturgq, v ktérej relacjq
strukturalng Jest relacje zavieranis sig. Albo f{naczej: dwa zbiory
A i B umozliwiajy utworzenie ich produktu 4x3, tj. zbioru par upo-
rzqdkowanych, otrzymywanych priez laczenie dowolnego elementu 4 2
dowolnym elemsentes §. Konstrukcjq te moins naiwnie upoglydowié ry-
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sunkiem (rys.2), na ktérym kazdy z trzech chiopcdéw daczy sie z kaz-
dq 2z czterech dziewczynek.

el
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Rys. 2

A*B ma strukture - 2e tak powiea - poziomq i pionowy. W ten sam spo-
86b mo2na ustrukturowad Plaszczyzne jJako produkt dwu prostych, gdzie
kazdy punkt jest reprezentowany pary liczb (rys.3).
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Sq to jedynie przyklady metod narzucania struktur ns zbiory
dane lub konstruowane ad hoc - struktur porzadkowych, algebraicznych,
topologicznych { struktur zlotonych ze struktur prostych. Struktury
te moga byé uporzadkowane hierarchicznie po to, by narzucié hierar-
chig - Jedng spodrdd wielu - na samg matematykg. Nie istnieje | nig-
dy nie bedzie istnieé nic, co moglodby pretendowié do tytulu ostatocz-
nej hierarchil v satesmstyce. Pokazuje to rozmaitodé podrecznikiv sa-
tematyki, bardzo siq od siebie rdégnigcych. Niewytpliwle wystepuje
tendencja, szczegdlnie na pozioaie uniwersyteckim, do nsuczanis asa-
tematyki jako pewnej hiersrchil; przy tym jeden profesor dolews wig-
ceJ wody do swego hierarchicznego wina ni2 drugl, zaleinie od stop-
nia bezposdrednie) utytecznoici msatesatyki, ktdre) uczy.

To prawds, te Jkonsusenci satesatyki® powinni zapoznaé sie 2z
pewnyai struktureasi satesatycznysi, a nawet do pewnego stopais po-
winni byé swisdomi strukturalnych aspektdéw tych struktur. Nie zna-
czy to Jednak, 2eby im przedstawial matematykq Jeko strukturg, ani
w ujqeciu bourbekistdév, ani w Jjakimkolwiek innym. Bylby to wysilek
v niedobrym klerunku.

Poasdto aystem bourbekistowski, czy jJakad Jego odmiasna, nie od-
daje wiadciwie roll satemetyki: siudenia racze) nit krdélowanis. Naj-
bardzie) uderzajycy wadg kstdego systemu Batematycznego Jest spraswa
licad naturalnych: lekcewalenie dla struktury liczboweJ, tJ. systomu
dziesiqtinego. ¥Wszqdzie, od najbesrdzie) elementarne) praktyki liczbo-
we) po najberdzie) wysyilng, domfawjqea strukturq systesu liczd natu-
ralnych jest dzliesigtny zapis pozycyjny. Zawszc, od CXysto Jqzykowe~
80 przyswojenia liczebtnikéw do praktycznegd opanowanis dzialad na
liczbach, ta strukturs Jest niezbedna. A tymczasem v Systesach mate-
setycznych nie ms 0 nie) newet wzmianki. Mrtematyka wyfsza w gruncic
reeczy kpl z rizeczy tak podstawowych, Jek dziesigqtnodé palcédw u czlo-
wieka, Dobre satemetyks Jest racie) uniwersalistyczns ni2 antropo-
sorficzna.

Oto Jjedynie najbariziej uderzajyaca cecha niewystarczalnodci
epistemologiczne] 1 praktyczne) systemdw typu Bourbaki. Jest ich
wiqcel. Fodobienstwa, ktére v rozwcju poznswczym wyprrzedza)y nawet
liczbe, znajiujy si¢ bardzo daleko w te) hierarchil, & przy tyms sq
odervane od svego Obrszowego pochodzienia. Nie ma tu miejsca dla kom-
puterdw traktowanych jJako struktury dzislaniowe. Moiglowanie sate-~
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matyczne na uiytek zastosowar, nawet najprostszych, jest w sprzecz-
nofci ze sztywnq hierarchig takich systeméw. Nigdy nie uczyniono wy-
sitku w kierunku strukturyzacji matematyki takiej, jJaka wylania sie
wprost z rzeczywistosdci, bedac epistemologicznym 2Zrédlem zastosowan
matematyki - wysilku ogromnie pozgqdanego z punktu widzenia psycho-
logii, pedagogiki i dydaktyki. Przez swoje istnienie systemy deduk-
cyJjne wydajg sig blokowaé takie potrzebne dzialtania.

STRUKTURY 1 RZECZYWISTOS(

Nie umniejsza to bynajmniej wartodéci struktur matematycznych.
Odkrywajac struktury w matematyce, nauczylidmy sie lepiej rozumieé
organizacje naszej wiedzy. Wielu teoretykéw psychologii i nauczania
wcig2z traktuj)e rozwéj poznawczy jako prsyevajanie pojed. 2ewngtrz-
nym Swiadectwem tegu jest nieprzebrana liczba tytuldéw artykuldw, w
ktérych wystepuje slowo pojecie", éwiadectwem zef glebszym - wszyst-
kie badania dotyczace posiadania lub przyswojenia pojecis.

Rozpatrywanie-'zbioru wiadomodci o pojeciach 2 punktu widzenia
pewne) hierarchii jest najbardziej uderzajqcy cechg metodologif i
epistemologii arystotelesowskie). Niewystarczalnodé metodologiczna
te) zasady ujawnila siq gidwnie pod wplywem matematyki wspéiczesne).
Hierarchia arystotelesowska jest skierowana od ogélu do szczegélu,
gdzie ogél obejmule szczegéi. Je) doskonalq realizacje znajdujemy w
taksonomiach biologicznych, gdzie schodzimy po liniach grup, podgrup,
klas, podklas, rodzin, gatunkéw, odmian. Lecz poza botanikg i z00lo-
g8iq systematyczng tworzenie pojeé przez klasyfikacje nie ma wigksze-
€0 znaczenia. 2e¢ wzgledu na swy tred$é i formg wiedza naukows régni
sig znacznie od  flor® i . faun® systematycznych, a takie aktywnosé
strukturyzowania rétni siq od aktywnosici klasyffowania. Klasy za-
wieraja sig Jedns w drugiel i sy zawierant Jjedma przez drugn; ogil
1 szczegdl tlusaczy siq tu priez zakres. Gdyby w prrypadiku struktur
utywaé dialextyki Jogél-szczegdl®, czego sig nie czyni, struktury
najubo2szy byladby najberdziej cgélma, a JeJ szczegdlny przypadek
powstawaldby przez wrbogacenie.

Opanowujemy rzeczywistodé raczej przer strukturyzecje nit przez
tworzenie psjeé. Zaletnie od potrzed - czynimy to albo przez struktu-
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ry bogate, slbo przez ubogie. 2ubotenie mote prowadzié do uogdlnie-
nia w sensie rozszerzenis dziedziny zastosoward. Wérdd struktur naj-
ubogszych, struktury satesatyczne wyrdiniajy si¢ bardzo szeraky sto-
sowalnoéciy, czego przykladem sq liczby { figury geosetryczne. Po-
nadto struktury satematyczne sq ltatwiej rozpoznawalne od innych.

Identyfikacja uczenia si¢ aatematyki z przysvajanies pojeé Jest
koncepc)q powierzchowng, lecz wcig: bardzo rozpowszechniony w psycho-
logii 1 badanisch nad procesea nauczania. Polotenie nacisku na struk-
tury Jest zasluga Piageta, choé - trzeba to przyznaé - bardziej w
Jego rozwazanisch teoretycznych nit w dzislaniach praktycznych.

STRUKTURA NAUKI I ROZwWOJ

Powtarzam: trzeba dokonaé rozrdétnienia miedzy etrukturamt v
Rauce - w szczegélnodci w matematyce -~ a strukturg (lud pewngy struk-
tury) aauki{. Tradycyjna saksyma powiada, e roxwdj pornawczy priebie-
ga od szczegélu do ogdlu, { ten sam kierunek uwata sig czesto za obo-
wiqzujqcy dla procesu nauczania. lLecz Jek katde) maksymie, ! te) brak
precyzji, v szczegdlnodci ze wzgledu na wielky rétnorodnodé tego, co
nazywvamy ogilem i szczegdlea. Mozns latwo zgodzié siq ns to, 2¢ dls
dziecks znajomodé psa (czy kilku pséw) poprredza rnsjomodé gatunku
canis familiaris, lecz tworzenie klas jest tylko jednys z asspekidw
rozwoju poznawczego, MR JaCys racie) skromne znaczenie, Uogdlniente
aa swé) pocigtek recze) v sytuacjach ni2 w prsedaiotach, a funkcja
sytuac)i Jest recze) peradygmatyczna nit klasyfikujgca.

Poglqd Plagets Jest dardziel wymydlny ni2 ts tradycyjns saksy-
a8, jJeteli nie Jest wrecz Je) zaprzeczeniem: Rozwd) przedblege wzdiuz
1inii epistemologicznych, gdzie poznanie nie jest wiedzq indywidual-
ny, ale - 2o wzgledu na tredé - jest niezalezne od poimiotu w toku
Jego rozwoju. Wediug Plageta, system geometril - czy, Jeéli kto woli,
satematyki - odsiania rozwdj geometryczny (cziy sstematyczny) podmio-
tu. ¥V ialq Plageta postuluje siq, by nauczanie priedblegalo tq samy
drogy, choé, prawde mdwisc, nie natknqlem siq v pisaach Plageta na
sjejsce, gdzie postulowslby on ten parslelizam miedzy indywiduslnym
rozwojes poznawciys a nsuczanies. ¥ kaidym razie, powolujac sig na
psychologig, uwazano za uzasadnione konstruowanie progresév nsucza-
nia wedlug struktury nsuki.
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W biologii znane jest prawo Haeckla, ktdére glosi, 2e ontogene-
za (rozwéj osobniczy) stanowi skrécong rekapitulacje filogenezy
(rozwoju gatunkowego). Wéréd pedagogéw s3 tacy, ktérzy usitujg w roz-
woju poznawczym rasy ludzkiel widzieé schemat rozwoju poznawczego
pojedynczego czlowieka; na poczgtku swej kariery Plaget zaliczal sie
do tej grupy. lecz w klasycznych dzielach Piageta strukturg, ktéra
mialaby byé odzwierciedlana w osobniczym rozwoju posznawczym, jest
raczej ta struktura, ktéra ujawnia wspdicsesny stan nauki. Ekspery-
menty laboratoryjne mialy potwierdzié ten paralelizm, lecz w rze-
czywistodci préby te byly projektowane i modelowane przy zatozeniu,
2e¢ struktura ujawniona w nauce jest odzwierciedlana w rozwoju indywi-
dualnym,

Plaget 2ywil ju2 to przekonanie zanim Bourbaki rozwingl swéj
system, a w ka2dym razie zanim mégl ten system poznaé. W swych ba-
daniach psychologicznych nad geometrig 1 zastosowal te idee 2ze
wszystkimi ich konsekwencjami. Kanwg, ktéry wybrat do haftowanjia
rozwoju geometrycznego, byla taka struktura geometrii, jaka znail,

a mianowicie struktura wynikajaca z programu erlangeriskiego Feliksa
Kleina, choé¢ w tyam czasie geometria przekroczya juz jeJ granice,
Jezell w ogble kiedykolwiek byia nimi zwigzana. Wediug Piageta, roz-
wé) ten przedbiega od struktur ubogich do bogatych, takich, jakie
znalazl u Kleina, t). od topologii przez geometri¢ afiniczng i rzu-
towy ku geometrii euklidesowe), i ten paraleliza obowigzuje dla as-
pektu percepcyjnego, reprezentacyjnego 1 poznawczego w rozwoju dziec-
Ka. Ten poglad Plageta jJest swiadectwea zaufania do hierarchil matema-~
tycznych, 2eby nie rzec dlepego posluszenstwa, ktérej nie potwier-
dzily szczegdiowe badania samegu Piageta i jego nastgpciw. Nie mogac
dobrze narysowaé kola czy kwadratu, male dziecko dobrze umie odrég-
nié dobry rysunek kazde) 2 tych figur od zlego, jJak tez kaidy rodza)
tréjkatdw 1 czworokgqtdw,

Uwa2a si¢ na ogél, 2e Piaget zaakceptowal i propagowsl bourba-
kistowskl system hierarchiczny matematyki jJako podstawg dla swe}

(g, py sget, Barbel Inhelder, La reprifsectation
de 1’espace ches 1'enfant , Paris 1948; J. Pi aget, B. I n-

helder, A. S2enifska, La glondtrie spontanée de 1'en-
fant, Paris 1948,
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epistemologii genetycznel. Musze vyznal, 2e nigdy osodbliicie nie po-
dzielalens te) opinii, ktérs obecnie wydaje mi siq najzupeinie) bled-
ns. Relacje aigdzy piagetyzmem s bourdbakizmem zaslugujy na gledbsze
badanis historyczne, ktérych sam nie oédmielildym sigq podejmowad. Je-
tell jestem dobrze poinforwmowany, pierwsza prawdziwa konfrontacja
Piageta z bourbakizmem, 1 v ogdle z matematyky wspdlczeany, nasty-
pila w czasie wielkanocnego syspozjum w roku 1952, w La Rochette
sur Melun (4. Spotkanie CIEAEM), a wiqc w momencie, gdy epistemolo-
giczne poglady Plagets na satesatyke byly jut trwale skonsolidowane.
Konfrontacja ta susiala byé bolesna { klopotliwa. ¥Wedlug sprawozda-
nia z teJ konferencit 2 . odczyt Plageta zostal zastapiony innyms
tekstem; nie wiem, CZy autentyczny tekst gdzied siq zachowal. ¥ tekd-
cie opublikowanym znajduly siq te nieco dziwne idee na temat mateme-
tyki, ktére péinie) wypowiedzial on ustnie { na pildmie niejeden rez,
e ktére nie msajq nic wspélnego z bourbekizses ory Jakimkolwiek innyas
obrazes matemstyki wspélczesne); ponadto majduje sl tam kilks nieo-
bowigzujacych zdart wyrazsjqcych urnanie dls bourbakizasu. Przyjecie
przez niego do wiadomodci hiersrchii bourbakistowskie) zostalo na
og61 zinterpretowane jJako aprodeta { wysilek w kierunku edaptac)i
bourbakizmu do jego wlasnej koncepc)i matematyki, s nawet jako po-
parcie ze strony psychologii dls dziela strukturyzacji nauczania ma-
tematyki wedlug pewnej struktury tej nsuki - dziels, ktére zyskalo
slawq pod nazwy Nowe) Matematyki { 2akoriczylo sig kompletnym fias-
kiem,

Nie motna mieé O to pretensji do Plageta. Vierzac v wartodé
genetycno-epistenclogiceng struktury wiedzy, nigdy nie wypowiasdal
siqon - 0 1le wiem - 23 nauczaniem odpowisdajycys jakiejd struktu-
rze nsuki. 'Z nievielkiej 11czdy jego wypowiedzi na tesat nauczania
motns by wyciagnqé recze) przeciwne wnioski,

STRUKTURA MAUKI A MAUCZAMIE

Programy okreilone przez struktury ssukl zdsj)q siq zyskiwaé

(Z)J. Plaget etaliil, L'cnc(gu-cu mathematique, MNeu-
chitel 1955. Wbrew temu, czego motns by oczekiwaé, ksigiks ta nle
Zawiers prawie niczego, co odnosiloby sig¢ do nsuczania.
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pewng popularnoéé w nauczaniu innych przedmiotéw, mimo ich niepowo-
dzenia w nauczaniu matematyki. Jako przedstawiciel matematyki csye-
tej czule sie zdolny do jJasniejszej oceny wzglednodei tego, CO przed-
stawié'aiq Jako struktury matematyki. Gdy rozpatruje¢ matematyke w
sseroaym kontekdoie, uderzajg mnie luki w tych strukturach; na przy-
klad brak struktury numeracji, lekcewazenie dla geometrii i dla zas-
tosowﬁﬁ. nawet tych najprostszych. Jako matematyk czuje sie tez zobo-
wigzany sprzeciwié sig traktowaniu struktury nauki jako drodka struk-
turysacji jJjej nauosania , gdy? z osobistego doswiadczenia wiea, Jjak
latwo matematycy ulegajg tej pokusie.

Dzielo Piageta nie dostarcza 2adnegu argumentu ze strony pey-~
chologii roswojovejd na rzecz programéw nauczania ustrukturyzowanych
wedlug struktury Jjakiejd nauki, lecz takiego usprawiedliwienia nie
da)q takle teorie maucaania. Struktura nauki stanowi systematyczng
kodyfikacje (w przypsdku matematyki takie dedukcyjng) aktualnego sta-
nu teJ nsuki w danym momencie Jje) rozwoju, @& przy tym - nie zapomi-
najmy - nauki nie begdace) materislem przewidzianym do nauczania.

Przeciwnie, sa powaine argumenty przeciw programoz nsuczania
ustrukturowanyms wediug struktury nauki. Wszystkie systeay matematycz-
ne ukazujq hierarchieq wychodzacy od struktur ubogich i prowadzgcy
ku strukturom wzbogacoaym. Z dydaktycznego punktu widzenia orienta-
cja ubogie - bogate mo2e byé powainie zakwestionowana. Struktury ubo-
gie sy wysoce abstrakcyjne, co pokazuje najudboisza ze struktur -
zbidér, nie majacy 2adnej struktury. Dydaktyka mo2e sobie z nim pora-
dz2i¢ tylko przez konkretyzacjq, wypelnienie abstrakcyjnej formy.

I oto co dzieje siq w praktyce: konkretyzacja sztuczns, czy wrecz
falszywa. W prawdziwe) matematyce zbiory i wszystkie inne struktury
8luiy do pewnych celéw. Sq umotywowane przez swy wartosé operatywny.
Jednoczednie 2ad na pozioaie, od ktérego wychodzi prograa ustruktu-
rovany wedlug struktury nauki, zbiory nie majy 2adnych zastosowar
satesatycanych. Iwérca takiego programu musi wiqc wymydlié jakied -
zastosowanie, ktdére naprawde nie ma nic wspélnego 2 potrzeby ulycia
zbiordéw w matematyce - oto falszywa konkretyzacja i operacjonalizacja,
ani nic wspdlnego z potrzedbaai nauczania - oto falszyws dydaktyzacJja.
¥ najlepszym przypadku efekt jest zerowy: zbiory i inne struktury
ubogle wprowadza si¢ do nauczania poczatkowego z jedynym celen gio-
szenia werbalnej filozofii.
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Jednak précz tych nieszczesnych wykolejed, sy tet gigbsze ar-
gumenty przeciwko poprzedzaniu struktur bogatych ubogimi, poeho&xq-
ce nawet z psychologii rozwojowej. To, co na ogil nazywa siq abstrak-
cJq, Jest reczej zuboleniem struktury. Struktury sstematycine zosta-
ly wynalezione po to, by je stosowaé w tych kontekstach, w ktérych
siq narodzily. Orientacjq od ubogich ku bagatya sugeruje sig przez
satematykq gotowq . Uczenie sig aktywne matematykl Jest aktywnoécly
twérczq - ponownys odkrywaniem msatematyki pod kierunkiem nsuczycie-
la. Jedli przyisiemy tq filozofiq, zalecony kierunek dydaktyczny be-
deie ten sam ¢o w narodzinach msatematyki: od bogatych ku ubogim.

MATEMATYC2NA STRUKTURYZACJA BOCATYCH KONTEXSTOW

28 wigleddw dydaktycznych prieciwstawiles struktury sstematycz-
ne bogate ubogim, To jednak nie wystarciy. Nie nalety tkwié w seame)
matematyce. Struktury bogate prezentowane ucznios powinno sig znaj~
dowaé takie poia matesatyky. Rzec2 Jasna, posinny one byé dobierane
ze wigledu na cele nauczanis setesatykl, przez nsuctajqcego lub twér-
Cq programu. Po niepowodzeniu programiw ustiukturowanych wedlug struk-
tury nauki, Jest to nowe drogu: pokazaé struktury niesatesatyczne bo-
gate po to, by zapoznaé ucznidw ze strukturyzacjy, zudbataniem, mste-
satyzacj)q, by is daé odkryé sile struktur ubogich wewnqtrz bogatych.
Vszystko w nadziel, 2¢ dziekli temu bedq oni funkcjonowaé w innych kon-
tekstach, matematycznych i niemstesstycznych. Rozpoczynanie od struk-
tur satematycznych ubogich msote oznaczeé, 2e nigdy nie dojdziemy do
struktur niemstemstycznych bogstych, ktére stanowiy prewdziwy cel
nauczania. ) )

Zilustrujeay to przykleiem. Ktd2 nie zna klockdw logiczanych,
wystepujqcCych w rétnych oimianach, na przyklad o nastepujqcych ce-
chach: czervone-niebieskie, kola-kwedraty-trdjkaty, msle-duze, cien-
kie-grube; & wiqc w liczbie dwudziestu czterech. Jest to model éwia-
ta calkowicie z géry ustrukturowanego: jeden Jedyny klocek dla ka2~
dej kombinacji tych czterech cech. Abstrakcyjny teoriq zbioréw -
przekréj, sume,proiukt - m>ina wspanisle skonkretyzowsd tym materis-
lem. Temu systesowi ®>ina prieciwstawlé to, €O nazwales malym fwis-
tem: 2¢ tak povies, sklep 2 z2adbawkemi, gdzie 8§ sutks, zwierzytkas,
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domki, lalki itp., i gdzie kryteria klasyfikacji nie sg narzucone

a priori, ale powinny byé odkryte i rozwiniete przez samegoc ucznia.
Beds to cechy koloru i wielkodci, ktére nie sg scisle okre$lone,
lecz przejawiajgce niuanse, i kombinacje cech, ktére mogg byé repre-
zentowane przez wiele obiektéw lub 2aden; na przykiad, nie ma czar-
nego domku z drzewa, natomiast jest wiele czerwonych autek z metalu.
Krétko méwigc, nie éwiat z géry ustrukturowany, ale swiat do struk-
turyzacji.

Strukturyzacja, o ktérej méwilem, polega na klasyfikacji. wy-
bratem ten przykiad nie dlatego, bym wierzyl w donioslo&é poznawczy
klasyfikacji, ale dlatego, 2e przez swg prostote przyklad ten ujaw-
nia wydatnie przeciwstawienie swiata ubogiego i ustrukturowanego
dwiatu bogatemu do strukturyzacji. Klocki logiczne sy te2z przykladem
sukcesu upowszechnienia, jaki cechu)e materialy skrajnie ustrukturo-
wane; sukcesu odniesionego dzieki wygodnictwu uzytkownikéw. Materia-
1y bogate, otwarte dla strukturyzac)i, prezentujace wiekszg rézno-
rodnodé sytuacji dydaktycznych, sg bardziej wymagajace, i w konsek-
wencji trudnielsze do wprowadzenia.

Skoriczmy na tym. Rozporzqdzamy dzid wielks ré2norodnosdcig bo-
gatych kontekstéw matematycznych, na wszystkich poziomach; wieksza
ni2 ktokolwiek mole sobie wyobrazié. Caly problem le2y we wprowadze-
niu Jej do praktyki. Rozwipzanie tego problemu wymaga zasadnicze)
2miany takiego nauczania matematyki, do jakiego przywykliday.

(Z francuskiego tiumeczyt S. Turnau)

Scientific structures versus the structure of science

ih_cogpitive development and teaching

Susseary

The author is againat teaching sathesatics organized to reflect
the logical structure of this science, in particular the Bourbakian
hierarchy of mathematical structures. He is also against teaching
sathematical concepts and structures through their stiff concretiz-
ationa. Not a structured world but a world to be structured is a
proper source of child’s sathematics.



