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STRUKTURY - UBOGIE I BOGATE

Bierna lub czynna raakcja podmiotu na środowisko, zwana przez 
Piagets akoaodaeją i asymilacją, odzwierciedla się w aferze poznaw­
czej podmiotu przez odkrywanie atruktur w rzeczywistości i narzuca­
nie ich na rzeczywistość. Rzeczywistość, która ukazuje się podmioto­
wi dzięki Jego działaniu w stopniu coraz bardziej uatruktorowanym.

Zajmując sif strukturami naukowymi, posłu&ijeny sif struktura­
mi matematycznymi Jako przykładem paradygnatycznym, choć słowo e era i - 
care ma w matematyce sens bardziej wysublimowany nil w innych naukach. 
Mamy bowiem zwyczaj widzieć w zespole faktów matematycznych nie tyl­
ko te, ze ma on pewną strukturę, ale także, Ze Jeer on strukturą, 
kie ma w tym zresztą niczego dziwnego, gdyz często to, co sią liczy 
w matematyce, to właśnie raczej struktura niż treść.

Rozpatrzmy kilka przykładów, &y jaśniej widzieć, co w na tema­
tyce znaczy słowu struktura:

Czworościan modna traktować Jako strukturę złożoną z czterech 
wierzchołków, sześciu krawędzi i czterecn ścian ujętych we wzajem­
nych relacjach, tj. relacjach należenia wierzchołka do krawędzi i 
ściany, zawierania przez krawędź wierzchołka i 3«J zawierania się 
w ścianie, zawieranie przez ścianę wierzchołka 1 knwędzl. Jest to 
struktura zwana keekśeetoryeiae ; uwzględniamy bowiem tylko te rela­
cje i zaniedbujemy wszystkie inne informacje n* temat punktów, kra­
wędzi i ścian, a więc to, te krawędzie są proste, ściany płaskie.
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i źe są one zbiorami punktów. A na cóż taka uboga struktura? Ano z 
pewnej liczby takich czworościanów kombinatorycznych można zbudować 
wielośclany kombinatoryczne przez utożsamienie ścian różnych czwo­
rościanów - że tak powiem, przyklejając Jeden na drugim - a po dro­
dze tworzyć szersze struktury, w których te proste czworościany są 
cegiełkami.

Równocześnie Jednak nie należy zadowalać się tą strukturą kom­
bi notoryczną . Wiemy dobrze, że czworościan Jest bryłą sztywną w re­
alnej przestrzeni, o prawdziwych wierzchołkach, krawędziach i ścia­
nach. To także Jest pewna struktura - struktura gaomatryeuna. Jako 
struktura geometryczna czworościan stanowi strukturę bogatszą niż 
kombinatoryczna, bardziej - że tak powiem - z krwi i kości. Można 
o nim orzekać bardziej różnorodne twierdzenia; można, dla przykła­
du, mierzyć Jego krawędzie, kąty, ściany, objętość.

Niekiedy czworościan bywa też nazywany ostrosłupem trójkątnym.
A może należałoby powiedzieć odwrotnie, że ostrosłup trójkątny Jest 
czworościanem? Nie: gdyby tak było, trzeba by się zgodzić, że oetro- 
9 łup trójkątni/ prawidłowy Jest enworoóeianom prawidłowym. W istocie 
bowiem ostrosłupy trójkątne i czworościany - to r ó ż n e  struk­
tury. 2 definicji ostrosłup ma wierzchołek 1 podstawę (nawet po od­
wróceniu «do góry nogami"). Czworościan można przekształcić na os­
trosłup trójkątny - 1 to na cztery sposoby - przez nazwanie Jednego 
z Jego wierzchołków - wierzchołkiem ostrosłupa, a jednej ze ścian - 
- podstawą. Ostrosłup Jest strukturą bogatszą od czworościanu.

Weźmy czworościan uformowany z gliny czy plasteliny i zgniećmy 
tak, żeby odkształcić tę bryłę bez jej rozrywania lub sklejania te­
go, co było osobno. Możemy otrzymać w ten sposób okrągłą piłkę, albo 
ziemniaka, albo kiełbaskę, albo hantle. Wierzchołki, krawędzie, ścia 
ny zniknęły. Otrzymany obiekt Jest wciąż spójny, oczywiście na spo­
sób bardzo specjalny, na sposób kuli, s z pewnością nie na sposób 
pierścienia. Jest to struktura topologiczna , uboższa niż poprzednia 
struktura czworościanu geometrycznego; odległości, kąty, prostoli­
niowo ść ltp. nie odgrywają teraz żadnej roli.

STRUKTURY OKREŚLONE PRZEZ RELACJE

Dla lepszego wyjaśnienia tego, co powiedziałem wyżej, oraz by
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rzucić przy ty® nieco światła na narodziny struktury, omówię przy* 
kład pewnej struktury spoza matematyki, a nawet nie bardzo naukowej. 
Będzie to mianowicie struktura pewnej rodziny, czy rodziny w ogóle, 
ustrukturowanej całym mnóstwem własności i relacyj: wiek, wzrost, 
płeć, generacja, tj. relacje „dziecko-rodzic", małżeństwa, miejsca 
zamieszkania (Jeżeli Jest ich kilka), zawód itd. Między tymi rela­
cjami występują zależności: wiek dziecka Jest zawsze mniejszy od 
wieku Jego rodziców, małżonkowie są różnej płci itd. Te pierwotne 
relacje można składać, tworząc relacje złożone, Jak dziadek-wnuk, 
beniaminek, najmłodsza ciotka u nas, mój szwagier profesor na... 
itp. Struktura ta może być wzbogacona innymi kryteriami. Z chwilą 
jej zubożenia - rezygnujemy z kilku twierdzeń uprzednio możliwych.
Gdy tylko odrzucimy wiek - Już nie będzie najmłodszych, najstarszych, 
b-niaminków itp. Gdy tylko zapomnimy o płci - Już nie będzie można 
mówić o synach 1 córkach. Gdy pominiemy miejsce zamieszkania - Już 
nie będzie ja nas". Jeśli relacja małżeństwa została wyeliminowana 
- nie ma Już szwagrów ani bratowych. A Jeżeli wreszcie wyrzucimy 
wszystkie te relacje - zostanie Jedynie zbiór osób.

Bądźmy Jednak ostrożni. Ostatnie zdanie Jest prawdziwe tylko 
dlatego, że wyszedłem od pojęcia rodziny, które samo Już Jest ab­
strakcją o prawie matematycznej ścisłości. Prawdziwa rodzina Jest 
sytuacją i historią sytuacyj dalekp bogatszych 1 bardziej złożonych. 
Rozwój poznawczy dziecka charakteryzuje strukturyracJa, odkrywanie 
struktur ubogich w strukturach bogatych, takich Jak powyższa.

STRUKTURY ALGEBRAICZNE

System liczb naturalnych 0,1,2,... może być na różne sposoby 
interpretowany Jako struktura. Obiecując wrócić później do aspektu 
kardynalnego, zacznę od porządkowego, od szeregu służącego do licze­
nia, struktury poreądkowej przestrzeni «gdzieŚ się to zaczyna i po 
każdym Jest następny", gdzie nazwy poszczególnych przedmiotów się 
nie liczą, tf takiej strukturze można określić dodawanie, które każ­
dej parze przedmiotów przypisuje trzeci - ich sumę. Wyobraźmy sobie, 
że zapomnieliśmy pochodzenia dodawania. Pozostał tylko nieskończony 
system przedmiotów wyróżnionych przez swoje symbole i tabela o dwu
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wejściach* która dla każdych dwu liczb podaje tę, która Jest ich 
suną. Relacje w tym systemie mają postać a + b - a . Jest to struk­
tura dodawania. Nożna badać jej własności, na przykład tę, że a + b 
Jest zawsze równe b ♦ a . Być może, prócz tej tabeli wprowadzimy dru 
gą, zależną lub niezależną od pierwszej, która każdej parze przed­
miotów przyporządkuje ten przedmiot, który będziemy chcieli nazwać 
iloczynem. Wzbogaci to strukturę o relację postaci u* u* w. Struk­
tury tej przestrzeni nazywają się strukturami algobraionnymi . Jest 
ich bardzo dużo: o Jednym działaniu, o dwu i większej ich liczbie. 
Struktury te mogą spełniać bardzo różne warunki.

STRUKTURY - WCIJŹ WIgKSZE I WlgKSZE

Wśród struktur algebraicznych najlepiej znane są numeryczne:
- liczby naturalne 0,1,2,...
- liczby całkowite ...,-2,-1,0,1,2,...
- liczby wymierne reprezentowane przez ułamki, Jak 1/4, 3/8,...
- liczby rzeczywiste, wśród których są takie obiekty, Jak 3-'f2\h »•••
- liczby zespolone a ♦ ib , gdzie i • V-T.

Jest to ciąg struktur o rosnącym nakraoi*, lecz na pierwsze wejrze­
nie - nie coraz bogatanyah. Działania dodawania i mnożenia pozosta­
ją te same w różnych przykładach, i to aamo dotyczy relacyj struktu­
ralnych postaci a ♦ b • o, u* » » w, podczas gdy ich własności mogą 
się zmieniać: równanie a ♦ x • o da się rozwiązać ogólnie względem x 
dopiero po wprowadzeniu liczb ujemnych; równanie u • * • » (u/O) 
wymaga liczb wymiernych; dla rozwiązania równania • k (*>O) 
trzeba przejść do dziedziny liczb rzeczywlatych. Rozwiązanie tego 
ostatniego równania - liczba - nie mote być przedstawione w
postaci ułamka, ale mote być przyblitane przez takie ułamki j 3/2, 
17/12, 377/408, ... aą coraz dokładniejszymi przybliżeniami liczby 
fi . Przybliżenie Jest pojęciem topologicznym. Dziedzina liczb rze­
czywistych - Jak I dziedzina liczb zespolonych - nlesi*», poza swą 
Strukturą algebraiczną, pewną strukturę topoloęiomną. W tym sensie 
Jest ona nie tylko obszerniejsza, ale takt* bogatsza od struktury 
liczb całkowitych.
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POWSTANIE SYSTEMU LICZBOWEGO

Dla poglądowego przedstawienia systemu liczb rzeczywistych słu­
ży oś liczbowa, gdzie każdy punkt reprezentuje pewną liczbą określo­
ną przez swą odległość od punktu 0 - dodatnią z jednej strony ze­
ra i ujemną z drugiej.

— J---L I----1___ I___ |___ t — .
-2 - 1 0 1 2

Rys. 1

Działaniom algebraicznym odpowiadają w tym modelu proste operacje 
geometryczne.

Od starożytności to podejście geometryczne do systemu liczbo­
wego było w matematyce regułą, aż do momentu, gdy w ubiegłym wieku 
zostało zniesione przez falę zwaną arytmatynaoją : liczby rzeczywiste 
można określić Jako granice ciągów liczb wymiernych, te ostatnie Ja­
ko ułamki utworzone z liczb całkowitych, » liczby całkowite Jako 
liczby naturalne wyposażone w znak. Lecz w tym samym mmencie uczy­
niono Jeszcze Jeden ogromny krok wstecz: za prawdziwe korzenie sys­
temu liczbowego uznano nie liczby naturalne, lecz czyste zbiory bez 
jakiejkolwiek struktury. Zbiory są porównywana przez odwzorowywanie 
Jednego na drugi. Jeżeli A l  8 mogą być wzajemnie odwzorowane Jeden 
na drugi, to przypisujemy im taką samą Hańbę kardynalną ; gdy, za­
miast tego, A odpowiada, część i , liczba kardynalna zbioru A 
Jeat z definicji mniejsza od liczby kardynalnej zbioru I

kspossiianą odpowiedniość zbiorów uzyskuje się przy użyciu tego, 
co w matematyce nazywa Się odwnorowanian wnajanni* jndnonnaannym 
- pojęcie, które także może być wyrażone w Języku zbiorów. A tymcza­
sem to nie Jeat tak proste, Jak każą nam wierzyć podręczniki matema­
tyki zwanej mnowąm. v rzeczywistości. Jest to urwista droga od licz­
by kardynalnej do liczby naturalnej: najpierw prowadzące do wyjaśni*--

( 1 )Chodzi, oczywiście, o zbiory akoóczor.e (prnyp, tlumacna ).
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nla, czym Jest zbiór skończony, a potem do pokazania, że kolejne 
skończone liczby kardynalne stanowią dokładnie to, co przywykliśmy 
nazywać szeregiem liczb naturalnych.

STRUKTURY GEOMETRYCZNE

Struktura geometryczna, która od najwcześniejszego dzieciństwa 
Jest nam najbliższa, to przestrzeń, w której żyjemy: geometria zwa­
na oitklidooovq. Ciała stałe pozwalają nam porównywać, czy raczej de­
finiować, te odległości, które dają najkrótsze linie celowania. Od 
wczesnego dzieciństwa przywykliśmy do wiernych obrazów rzeczywistoś­
ci otrzymanych przez pomniejszenie lub powiększenie - podobieństw w 
sensie matematycznym. Bez wątpienia, w rozwoju poznawczym podobień­
stwo poprzedza nawet liczbę.

W XIX wieku zaczęto interesować się strukturami geometrycznymi 
uboższymi od struktury euklidesowej. Rzeczywiście, zubożanie struk­
tury przez ścinanie ornamentów i fryzów może czasem prowadzić do głęb­
szych pojęć. To właśnie Jest sztuka abstrakcji, nad którą twórczy 
matematycy nauczyli się panować od ubiegłego stulecia.

W przestrzeni euklidesowej znamy odległości (lub raczej stosun­
ki odległości), kąty, proste, płaszczyzny, sfery. Pierwsze zuboże­
nie polega na odrzuceniu ogólnej porównywalności odległości i kątów, 
przy zachowaniu prostoliniowości i równoległości. Prowadzi to do 
g* om* tri i afi*io*m*jt gdzie wszystkie równoległoboki są takie same, 
gdzie prostokąt i kwadrat nie dadzą się odróżnić od innych równole- 
głoboków, gdzie koła nie wyróżniają się spośród elips.

Następnym krokiem Jest odrzucenie równoległości, ciągle Jednak 
z zachowaniem prostoliniowości. Otrzymujemy g*om*trię rautowe, gdzie 
wszystkie czworokąty traktuje się tak. Jakby były Jednym i tym samym.

Jeszcze Jeden krok, i nawet prostoliniowość zostaje porzucona 
Jako własność strukturalna. Zubożona przestrzeń staje się strukturą 
topologio*** , w której wciąż można odróżnić krzywe otwarte od zam­
kniętych, wnętrze i zewnętrze obszaru zamkniętego, pętle i węzły na 
krzywych.

Ten rodzaj klasyfikacji geometryj został zaproponowany przez 
Feliksa Kleina w Jego sławnym programie erlangeńskim. Było to pierw-
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sze nowoczesne przedsięwziąćie w kierunku *truk tury racji co najmniej 
pewnej cząści matematyki - geometrii, Jak Ją widział Klein.

STRUKTURA MATEMATYKI

Interpretacja małego lub dużego obiektu matematycznego Jako 
struktury - to jodmo , a strukturyzacja całej dziedziny poznania nau­
kowego - to oo innogo . Organizowanie wiedzy naukowej wydaje alf ak­
tywnością niżśzej rangi w porównaniu z twórczością, lecz w żadnej 
nauce Jedna nie Jest tak bliska drugiej Jak w aatematyce. Niekiedy 
wielkie odkrycia były wyniklea śmiałej reorganizacji. Przed atu laty 
czyniono próby takiej organizacji geometrii, ale problem organizacji 
całej aateaatyki w tym samym mniej wlącej czasie także żył Już w uta­
jonej formie. Po drugiej wojnie światowej został on podjąty przez 
francuską grupą, nazywającą siebie Bourbaki. Jakkolwiek jej dzieło 
wyaagało wysokiego stopnia twórczości, w zasadzie było ono tylko de­
dukcyjną kodyfikacją Istniejącej matematyki. Był to system, który - 
choć dziś Już w istotnych punktach przekroczony - ogromnie przyczynił 
sią do wzrostu matematyki. Ta Jednak, Jak to Jest w jej zwyczaju, 
nie respektowała ograniczeń tego systemu. Jest mało prawdopodobne, 
by w przyszłości ktoś odważył sią na nowo podjąć podobne przedsią- 
wziącie.

Hierarchia bourbakistowska Jest w zasadzie zorientowana od 
struktur ubogich ku strukturom bogatym, lyiko przez przypadek, a nie 
przez konsekwencją, także od struktur małych do wielkich. Jest to 
w istocie najbardziej naturalny model konstrukcji systematycznej} 
od ubogich ku bogatym. Wychodzi sią od pewnej .tabula rasa", żeby 
tak rzec; od tego, co nie ma żadnej struktury - nagiego zbioru.
Ale Jak można rozwinąć bogatsze struktury, mając tak ubogi punkt 
wyjścia?

Jeżeli z Jest zbiorem, można rozważać zbiór Jego podzbiorów, 
P(a ), który mm Już pewną dostrzegalną strukturą, w której relacją 
strukturalną Jest relacja zawierania sią. Albo inaczej: dwa zbiory 
A l f  umożliwiają utworzenie ich produktu a«* , tj. zbioru par upo­
rządkowanych, otrzymywanych przez łączenie dowolnego elementu A z 
dowolnym elementem f . Konstrukcją tą można naiwnie upoglądowić ry-
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sunkiem (rys.2 ), na którym każdy z trzech chłopców łączy się z każ­
dą z czterech dziewczynek.

J - n
t

fit
J . W

Au aain n i aa
Rys. 2

A*B aa strukturę - że tak powiea - pozloaą 1 pionową. W ten 8aa spo­
sób aoźna ustrukturowaó płaszczyznę Jako produkt dwu prostych, gdzie 
każdy punkt Jest reprezentowany parą liczb (rys.3).

Rys. 3
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Są to Jodyni* przykłady aatod narzucania struktur na zbiory 
dana lub konstruowana ad hoc - struktur porządkowych, algebraicznych 
topologicznych 1 struktur zloionych za struktur prostych. Struktury 
ta aogą być uporządkowana hiararchicznia po to, by narzucić hierar­
chię - Jadną spośród wialu - na saaą matematykę. Nit istniaja i nig­
dy nia będzia istniać nic, co nogioby pretendować do tytułu ostotacz 
naj hiararchii w matematyce. Pokazuja to rozaeltość podręczników aa- 
taaatyki, bardzo się od aiabia różniących. Niewątpliwie występują 
tandancja, szczagóinla na pozioaiia uniwarsytackia, do nauczania aa- 
taaatyki Jako pawnaj hiararchii; przy tya Jadan profasor dolewa wię- 
caj wody do swago hiararchicznago wina niż drugi, zalażnia od stop­
nia bezpośredniej ulyŁączności aataaatyki, ktćraj uczy.

To prawda, Za „konsumenci aataaatyki" powinni zapoznać się z 
pawnymi strukturalni aataaatycznyai, a nawet do pawnago stopnia po­
winni być świadomi s truk turalnyc h as paktów tych struktur. Nia zna­
czy to Jadnak, Żaby ia przedstawiać aataaatykę Jako strukturę, ani 
w ujęciu bourbaklstów, ani w Jakiakolwitk innya. Byłby to wyaiłak 
w niadobrya klarunku.

Ponadto aystaa bourbakiatowskl, czy Jakaś Jago odaiana, nia od- 
daja właściwie roli matematyki: alwśaaśa rac za J niZ królowania. Naj­
bardziej uderzającą wadą każdego aystaau aataaatycznego Jaat sprawa 
iiczb naturalnych: lekceważenie dla struktury liczbowej, tj. aystaau 
dziesiętnego. Wszędzie, od najbardziej eleaentaraej praktyki liczbo­
wej po najbardziej wyayślną, <Umin*J*e<t strukturą aystaau liczb netu 
ralnych Jaat dziesiętny zapis pozycyjny. Zawsze, od czysto Językowe­
go przyswojenia liczebników do praktycznego opanowania działać na 
liczbach, ta atrukturs Jest niezbędna. A tyaczaaaa w systemach mate­
matycznych nie aa o niej nawet wzmianki. Mn tama tyk a wyższa w grunci** 
rzeczy kpi z rzeczy tak podstawowych. Jak dzlesiętność palców u czło 
wiek i. Dobre aataaatykę Jest raczej uniw^rsali* tyczna nil antropo- 
aorficzna.

Oto Jedynie najbardziej uderzająca cecha niawystarczalności 
epistemologie znaj 1 praktycznej systemów typu Bourbakl. Jest ich 
więcej. Fodobleriatwa, która w rozwoju poznawczym wyprzedzają nawet 
liczbę, znajdują się bardzo daleko w taj hierarchii, a przy tya są 
oderwana od swego obrazowego pochodzenia. Nie aa tu aiajaca dla kom­
puterów traktowanych Jako struktury działaniowa. Modelowania neta-
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matyczne na użytek zastosowań, nawet najprostszych, Jest w sprzecz­
ności ze sztywną hierarchią takich systemów. Nigdy nie uczyniono wy­
siłku w kierunku strukturyzacji matematyki takiej, Jaka wyłania się 
wprost z rzeczywistości, będąc epistemologieznym źródłem zastosowań 
matematyki - wysiłku ogromnie pożądanego z punktu widzenia psycho­
logii, pedagogiki i dydaktyki. Przez swoje istnienie systemy deduk­
cyjne wydają się blokować takie potrzebne działania.

STRUKTURY 1 RZECZYWISTOŚĆ

Nie umniejsza to bynajmniej wartości struktur matematycznych. 
Odkrywając struktury w matematyce, nauczyliśmy się lepiej rozumieć 
organizację naszej wiedzy. Wielu teoretyków psychologii i nauczania 
wciąż traktuje rozwój poznawczy Jako prtyęuajanię pojęć* Zewnętrz­
nym świadectwem tego Jest nieprzebrana liczba tytułów artykułów, w 
których występuje słowo pojęcie", świadectwem zaś głębszym - wszyst 
kie badania dotyczące posiadania lub przyswojenia pojęcia.

Rozpatrywanie*zbioru wiadomości o pojęciach z punktu widzenia 
pewnej hierarchii Jest najbardziej uderzającą cechą metodologii i 
epistemologii arystotelesowskiej. Niewyatarczalność metodologiczna 
tej zasady ujawniła się głównie pod wpływem matematyki współczesnej. 
Hierarchia arystotelesowska Jest skierowana od ogółu do szczegółu, 
gdzie ogół obejmuje szczegół. Jej doskonałą realizację znajdujemy w 
taksonomiach biologicznych, gdzie schodzimy po liniach grup, podgrup 
klas, podklas, rodzin, gatunków, odmian. Lecz poza botaniką i zoolo­
gią systematyczną tworzenie pojęć przez klasyfikacje nie ma większe­
go znaczenia. Ze względu na swą treść i formę wiedza naukowa różni 
się znacznie od „flor* i „faun” systematycznych, a także aktywność 
struk tu ryzowania różni się od aktywności klasyfikowania. Klasy za­
wierają się Jedna w drugiej i są zawierane Jedna przez drugą; ogół 
i szczegół tłumaczą się tu przez zakres. Gdyby w przypadku struktur 
używać dlalektyki „ogół-szczegół", czego się nie czyni, strukturą 
najuboższą byłaby najbardziej ogólna, a jej szczególny przypadek 
powstawałby przez wzbogacenie.

Opanowujemy rzeczywistość raczej przez atrukturyzację niż przez 
tworzenie pojęć. Zależnie od potrzeb - czynimy to albo przez struktu
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ry bogate, albo przez ubogi*. Zubożanie aoź* prowadzić do uogólnia­
nia w a*nsl* rozaz*rz*nia dziadziny zastosowali. Wśród struktur naj­
uboższych, struktury astmatyczna wyróżniają sią bardzo szaraką sto­
sowalnością, czago przykiadaa są liczby i figury gaoaatryczna. Po­
nadto struktury astmatyczna są latwiaj rozpoznawalna od Innych.

Identyfikacja uczenia sią aataaatyki z przyswajanim pojąć Jast 
koncepcją powierzchowną, lecz wciąż bardzo rozpowszechnioną w psycho­
logii 1 badaniach nad procesm nauczania. Położenia nacisku na struk­
tury Jast zasługą Pi ag*ta, choć - trzeba to przyznać - bardziej w 
Jago rozważaniach teoretycznych niż w działaniach praktycznych.

STRUKTURA NAUKI I ROZWÓJ

Powtarzani trzeba dokonać rozróżniania aiądzy strukturami y 
aauos - w szczególności w aateastyce - a *trak tara (lub pewną struk­
turą) maukt. Tradycyjna aaksym powiada, że rozwój poznawczy przebie­
ga od szczegółu do ogółu, i ten s u  kierunek uważa sią cząsto za obo­
wiązujący dla procesu nauczania. Lecz Jak każdej aaksyaie, 1 tej brak 
precyzji, w szczególności ze wzglądu na wielką różnorodność tego, co 
nazywany ogół** 1 szczegółm. Można łatwo zgodzić sią na to, że dla 
dziecka znajouość psa (czy kilku psów) poprzedza znajouość gatunku 
canis faalilaris, lecz tworzenie klas Jest tylko Jednya z asp*któw 
rozwoju poznawczego, aającya raczej skrom* znaczenie. Uogólnienie 
■a swój początek raczej w uaojaok niż w prssdmiotaok, a funkcja 
sytuacji Jest raczej paradygnatyczna niż klasyfikująca.

Pogląd Piagets Jest bardziej wyeyślny niż ta tradycyjna aaksy- 
aa. Jeżeli nie Jest wręcz jej zaprzeć zanim t Rozwój przebiega wzdłuż 
linii episteaologlczztych, gdzie poznanie nie Jest wiedzą indywidual­
ną, ale - ze wzglądu na treść - Jest niezależna od podalotu w toku 
Jego rozwoju. Według Pi ag* ta, syatm geouetrll - czy, Jeśli kto woli, 
aateastykl - odsłania rozwój geoeutryczny (czy uateeatyczny) podnio- 
tu. w ladą Piagets postuluje sią, by nauczanie przebiegało tą saaą 
drogą, choć, prawdą eówiąc, nie natknąłm sią w planach Pi age ta na 
aiejsce, gdzie postulowałby on ten paraieiizai aiądzy indywidualny* 
rozwojm poznawczy* a nauczani**, w każdy* razi*, powołując sią na 
psychologią, uważano za uzasadniona konstruowani* prograaów naucza­
nia według struktury nauki.
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W biologii znane Jest prawo Haeckla, które głosi, że ontogene- 
za (rozwój osobniczy) stanowi skróconą rekapitulącJę filogenezy 
(rozwoju gatunkowego). Wśród pedagogów są tacy, którzy usiłują w roz­
woju poznawczym rasy ludzkiej widzieć schemat rozwoju poznawczego 
pojedynczego człowieka; na początku swej kariery Piaget zaliczał się 
do tej grupy. Lecz w klasycznych dziełach Piageta strukturą, która 
miałaby być odzwierciedlana w osobniczym rozwoju poznawczym, Jest 
raczej ta struktura, która ujawnia uapółoammny a ta* nauki. Ekspery­
menty laboratoryjne miały potwierdzić ten paralelizm, lecz w rze­
czywistości próby te były projektowane i modelowane przy założeniu, 
źe struktura ujawniona w nauce Jest odzwierciedlana w rozwoju indywi­
dualnym.

Plaget żywił Już to przekonanie zanim Bourbaki rozwinął swój 
system, a w każdym razie zanim mógł ten system poznać. W swych ba­
daniach psychologicznych nad geometrią^ zastosował te idee ze 
wszystkimi ich konsekwencjami. Kanwą, którą wybrał do haftowania 
rozwoju geometrycznego, była taka struktura geometrii, Jaką znał, 
a mianowicie struktura wynikająca z programu erlangeńskiego Feliksa 
Kleina, choć w tym czasie geometria przekroczyła Jul jej granice, 
Jeżeli w ogóle kiedykolwiek była nimi związana. Według Piageta, roz­
wój ten przebiega od struktur ubogich do bogatych, takich, Jakie 
znalazł u Kleina, tj. od topologii przez geometrię afiniczną i rzu­
tową ku geometrii euklideaowej, i ten paralelizm obowiązuje dla as­
pektu percepcyjnego, reprezentacyjnego i poznawczego w rozwoju dziec­
ka. Ten pogląd Piageta Jest świadectwem zaufania do hierarchii matema­
tycznych, żeby nie rzec ślepego posłuszeństwa, której nie potwier­
dziły szczegółowe badania samego Piageta i Jego następców. Nie mogąc 
dobrze narysować koła czy kwadratu, małe dziecko dobrze umie odróż­
nić dobry rysunek każdej z tych figur od złego, Jak też każdy rodzaj 
trójkątów i czworokątów.

lk*aża się na ogół, że Piaget zaakceptował i propagował bourba­
ki atowsk i system hierarchiczny matematyki Jako podstawę dim swej

^)%J. P i a g e t ,  Barbel t n h e l d e r ,  La raprdamntation 
de l* mapaaa e * «  l*e*/a«t , Paris 19*8; J. P i a { • t, B. In- 
h e l d  e r, A. S z e a i r t a k a ,  te gSomitria epo* tesle dm l9m—  
fant* Paris 19*8.
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eplsteaologii genetycznej. Muszę wyznać, że nigdy osobiście nie po* 
działała* taj opinii, Która obecnie wydaja *1 alf najzupełniej błęd­
na. Ralacja alędzy plagetyzaea a bourbakizaea zasługują na głębsza 
badania historyczna, których sasi nla oiadelllby* się podejaować. Je­
żeli Jastaai dobrz# poinformowany, plarwsza prawdziwa konfrontacja 
Pi agata z bourbakizaea, i w ogóla z aataaatyką wspólezasną, nastą­
piła w czasla wialkanocnago syapozjua w roku 1952, w La ftochette 
aur Malun (4. Spotkania CIEAEM), a więc w aoaencle, gdy apl stano lo­
gie zna poglądy PI aga ta na aataatatykę były JuZ trwała skonsolidowana. 
Konfrontacja ta auslała być bołaana 1 kłopotliwa. Wadług sprawozda­
nia z taj konferencji^, odczyt Plagata został zastąpiony innya 
takstaa; nia wie*, czy autentyczny takst gdzieś się zachował. W tek fi 
cla opublikowany* znajdują się ta nieco dziwna ldaa na taa*t »atema­
ty ki, która pćinlej wypowiedział on ustnie 1 na pi lala niejeden raz, 
a która nie *ają nlo wspólnego z bourbakizaaa czy Jaklakolwiek innya 
obraza* aateaatykl współczesnej i ponadto znajduje się ta* kilka nieo 
bowlązujących zdań wyrażających uznania dla bourbakizau. Przyjęcia 
przez niego do wladoaości hierarchii bourbaklstowskiaj zostało na 
ogół zinterpretowane Jako aprobata 1 wysiłek w kierunku adaptacji 
bourbakizau do Jago właenej koncepcji aeteaetyki, e nawet Jeko po­
parcie ze strony psychologii dla dzieła strukturyzacjl nauczania aa­
teaatykl według pewnej struktury tej nauki - dzieła, które zyskało 
sławę pod nazwą Nowej ffcteaatykl i zakończyło się koapłetny* fłas­
kie*.

Ni# aożna aleć o to pretensji do Plagata. Wierząc w wartość 
ganetyczno-eplsteaologiczną struktury wiedzy, nigdy nie wypowiadał 
się on - o ile wiaa - za nauczenie* odpowiadający* jakiejś struktu­
rze nauki. Z niewielkiej liczby Jego wypowiedzi na teaat nauczania 
aożna by wyciągnąć raczej przeciwne wnioski.

STRUKTURA NAUKI A NAUCZANIE

Prograay określone przez struktury nauki zdają się zyskiwać
19) .'J. P i S g e t et Sili, £ eeeelgaeweal nathinatiqu*t Neu-

chatel 1955. Wbrew teau, czego aożna by oczekiwać, książka ta nla
zawiera prawie niczego, co odnosiłoby się do nauczania.
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pewną popularność w nauczaniu innych przedmiotów, mimo ich niepowo­
dzenia w nauczaniu matematyki. Jako przedstawiciel matematyki enye- 
tej czuję się zdolny do jaśniejszej oceny unględnośoi tego, co przed­
stawia* się Jako struktury matematyki. Gdy rozpatruję matematykę w 
nnerenym kontekście, uderzają mnie luki w tych strukturach; na przy­
kład brak struktury numeracji, lekceważenie dla geometrii i dla zas­
tosowań, nawet tych najprostszych. Jako matematyk czuję się też zobo­
wiązany sprzeciwić się traktowaniu etruktury nauki jako środka etruk- 
turynacji jej naucnania , gdyż z osobistego doświadczenia wiem, Jak 
łatwo matematycy ulegają tej pokusie.

Dzieło Piageta nie dostarcza żadnego argumentu ze strony pey- 
ekologii ronvojovej na rzecz programów nauczania ustrukturyzowanych 
według struktury jakiejś nauki, lecz takiego usprawiedliwienia nie 
dają także teorie nauonania • Struktura nauki stanowi systematyczną 
kodyfikację (w przypadku matematyki także dedukcyjną) aktualnego sta­
nu tej nauki w danym momencie jej rozwoju, a przy tym - nie zapomi­
najmy - nauki nie będącej materiałem przewidzianym do nauczania.

Przeciwnie, są poważne argumenty przeciw programom nauczania 
uatrukturowanym według struktury nauki. Wszystkie systemy matematycz­
ne ukazują hierarchię wychodzącą od struktur ubogich i prowadzącą 
ku strukturom wzbogaconym. Z dydaktycznego punktu widzenia orienta­
cja ubogie - bogate może być poważnie zakwestionowana. Struktury ubo­
gie są wysoce abstrakcyjne, co pokazuje najuboższa ze struktur - 
zbiór, nie mający żadnej struktury. Dydaktyka może sobie z nim pora­
dzić tylko przez konkretyzację, wypełnienie abstrakcyjnej formy.
I oto co dzieje się w praktyce: konkretyzacja sztuczna, czy wręcz 
fałszywa. W prawdziwej matematyce zbiory i wszystkie inne struktury 
służą do pewnych celów. Są umotywowane przez swą wartość operatywną. 
Jednocześnie zaś na poziomie, od którego wychodzi program ustruktu- 
rowany według struktury nauki, zbiory nie mają żadnych zastosowań 
matematycznych. Twórca takiego progresu musi więc wymyślić Jakieś • 
zastosowanie, które naprawdę nie ma nic wspólnego z potrzebą użycia 
zbiorów w matematyce - oto fałszywa konkretyzacja i opermcJonalizmeJa, 
ani nic wspólnego z potrzebami nauczania - oto fałszywa dydaktyzacja.
W najlepszym przypadku efekt Jest zerowy: zbiory 1 inne struktury 
ubogie wprowadza się do nauczania początkowego z Jedynym celem gło­
szenia werbalnej filozofii.
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Jednak prócz tych nieszczęsnych wykolejać, są t«t glftau »r- 
gumenty przeciwko poprzedzaniu struktur bogatych ubogimi, pochodzą* 
cc nawet z psychologii rozwojowej. TC, co na ogół nazywa sią abstrak­
cją, Jest raczej zuboZeniem struktury. Struktury matematyczne zosta­
ły wynalezione po to, by Je stefeować w tych kontekstach, w których 
sią narodziły. Orientacją od ubogich ku bogatya sugeruje sit przez 
matematyką potowe . Uczenie sit aktywne matematyki Jest aktywnością 
twórczą - ponownym odkrywaniem matematyki pod kierunkiem nauczycie­
la. Jeśli przyjmiemy tą filozofią* zalecony kierunek dydaktyczny bę­
dzie ten sam co w narodzinach matematyki i od bogatych ku ubogim.

MATEMATYCZNA STRUKTURYZACJA BOGATYCH KONTEKSTÓW

Ze wzglądów dydaktycznych przeciwstawi len struktury matematycz­
ne bogate ubogim. Tb Jednak nie wystarczy. Nie należy tkwić w asnej 
na tama tyce. Struktury bogate prezentowane uczniom powinno sią znaj­
dować taki* poza matematyką. Rzecz Jasne, powinny one być dobierane 
ze wzglądu na cele nauczania matematyki, przez nauczającego lub twór­
cą programu. Po niepowodzeniu programów ustruktarowanych według struk 
tury nauki. Jest to nowa droga i pokazać struktury niema tema tyczne bo­
gate po to, by zapoznać uczniów ze atrukturyzacją, zubaZaniem, nate­
ma ty zac Ją, by im daó odkryć siłą struktur ubogich wewnątrz bogatych. 
Wszystko w nadziei, te dzląki temu bądą oni funkcjonować w innych kon 
tekstach, matematycznych i niematematycznych. Rozpoczynanie od struk­
tur matematycznych ubogich mote oznaczać, te nigdy nie dojdziemy do 
struktur niematematycznych bogatych, które stanowią prawdziwy cel 
nauczania.

Zilustrujemy to przyklejam. Któż nie zna klocków logicznych, 
występujących w różnych odmianach, na przykład o nastąpujących ce­
chach i czerwone-niebieakie, koła-kwadrety-trójkąty, małe-dute, cien- 
kle-grube; a w ląc w liczbie dwudziestu czterech. Jest to model świs­
ta całkowicie z góry us t ruk torowanego t Jeden Jedyny klocek dla kat- 
daj kombinacji tych czterech cech. Abstrakcyjną teorią zbiorów - 
przekrój, suma,produkt - m>Zna wspaniale skonkretyzować tym materia­
łem. Temu systemowi modna przeciwstawić to, co nazwałem małym świs­
tami Ze tak powiem, sklep z zabawkami, gdzie są autka, zwierzątka.
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domki, lalki ltp., i gdzie kryteria klasyfikacji nie są narzucone 
a priori, ale powinny być odkryte i rozwinięte przez samego ucznia. 
Będą to cechy koloru i wielkości, które nie są ściśle określone, 
lecz przejawiające niuanse, i kombinacje cech, które mogą być repre­
zentowane przez wiele obiektów lub żaden; na przykład, nie ma czar­
nego domku z drzewa, natomiast Jest wiele czerwonych autek z metalu. 
Krótko mówiąc, nie świat z góry ustrukturowany, ale świat do struk­
tury zacji.

Strukturyzacja, o której mówiłem, polega na klasyfikacji. Wy­
brałem ten przykład nie dlatego, bym wierzył w doniosłość poznawczą 
klasyfikacji, ale dlatego, że przez swą prostotę przykład ten ujaw­
nia wydatnie przeciwstawienie świata ubogiego i ustrukturowanego 
światu bogatemu do strukturyzacji . Klocki logiczne są też przykładem 
sukcesu upowszechnienia, Jaki cechuje materiały skrajnie ustrukturo­
wane 5 sukcesu odniesionego dzięki wygodnictwu użytkowników. Materia­
ły bogate, otwarte dla atrukturyzacJi, prezentujące większą różno­
rodność sytuacji dydaktycznych, są bardziej wymagające, i w konsek­
wencji trudniejsze do wprowadzenia.

Skończmy na tym. Rozporządzamy dziś wielką różnorodnością bo­
gatych kontekstów matematycznych, na wszystkich poziomach; większą 
niż ktokolwiek może sobie wyobrazić. Cały problem leży we wprowadze­
niu jej do praktyki. Rozwiązanie tego problemu wymaga zasadniczej 
zmiany takiego nauczania matematyki, da Jakiego przywykliśmy.

(Z francuskiego tłumaczył S. Tumau)

Scientific structures versus the structure of science 
in cognitive development and teaching

Summary

The author la against teaching mathematics organized to reflect 
the logical structure of this science, in particular the Bourbeklan 
hierarchy of mathematical structures. He is also against teaching 
mathematical concepts and structures through their stiff ooncretix- 
ations. Not a structured world but a world to be structured is a 
proper source of child's mathematics.


