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Badania nad wykorzystaniem pojęcia 
ciągłości funkcji do definiowania pochodnej

Pojęcia ciągłości i różniczkowalności funkcji należą do podstawowych pojęć 
analizy matematycznej. W Polsce są one opracowywane w szkołach ponadgim- 
nazjalnych mających klasy o profilu matematycznym, jak również na pierw­
szych latach wszystkich uczelni wyższych, w których prowadzone są wykłady 
z matematyki.

Znane są różne koncepcje wprowadzania definicji tych pojęć. Klasyczna 
koncepcja wykładu analizy matematycznej wprowadza je przy pomocy defini­
cji granicy funkcji (np. Leja, 1975, Fichtenholz, 1985, Kołodziej, 1978, Rudin, 
1982, Rudnicki, 2002). Inną koncepcję wykładu proponują np. I. Kluvanek 
(Kluvanek, 1991) lub T. Krasiński (Krasiński, 2003), którzy najpierw wpro­
wadzają pojęcie ciągłości funkcji w punkcie lub w zbiorze, a dopiero potem 
pojęcie granicy funkcji określonej w otoczeniu tego punktu.

W trakcie wykładu akademickiego pojawiają się definicje Cauchy’ego i He­
inego granicy i ciągłości funkcji, a często od razu definicja otoczeniowa w prze­
strzeniach metrycznych. Przy tej okazji dyskutuje się pojęcie ciągłości funkcji 
w punkcie skupienia oraz w punkcie izolowanym dziedziny.

W szkole ponadgimnazjalnej ciągłość funkcji omawia się jedynie w punk­
tach skupienia dziedziny, przyjmując z definicji, że funkcja jest ciągła w takim 
punkcie, gdy ma w nim granicę równą wartości funkcji. W związku z tym
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zdarza się, że uczniowie, jak również studenci, kojarzą ciągłość funkcji w dzie­
dzinie z jej wykresem narysowanym „jednym pociągnięciem ołówka” . Takie 
rozumienie może prowadzić do fałszywego przekonania, że funkcja y =  \ nie 
jest ciągła w swej dziedzinie, gdyż jej wykres składa się z dwu łuków hiper­
boli.Rolą prowadzącego zajęcia jest nie dopuścić do takiej sytuacji.

Dla funkcji jednej zmiennej pojęcie różniczkowalności w punkcie wprowa­
dza się przy pomocy definicji pochodnej, rozumianej przez młodzież (z klas 
matematycznych) jako granica ilorazu różnicowego tej funkcji w rozważanym 
punkcie. W tym ujęciu pochodna oznacza współczynnik kierunkowy stycznej 
do wykresu funkcji w danym punkcie. Można również określać ją tak, jak w 
przypadku odwzorowania przestrzeni Banacha X  w przestrzeń Banacha Y, 
przy pomocy ciągłego odwzorowania liniowego tych przestrzeni, pokazując, że 
w przypadku X  =  Y  =  E definicje te są równoważne (Maurin, 1973).

W tradycyjnym nauczaniu podstaw rachunku różniczkowego, tak w szkole 
jak również na wyższych uczelniach (zwłaszcza technicznych), duży nacisk kła­
dło się na umiejętność obliczania granic i pochodnych. W  obecnej chwili, w 
związku z dynamicznym rozwojem komputerów i kalkulatorów graficznych mo­
gących szybko obliczać granice i pochodne, sprawności te nie są najważniejsze 
dla studentów. Istotą nauczania powinno więc stać się właściwe kształtowanie 
obrazu omawianych pojęć.

Przez obraz pojęcia rozumiemy tu: wyobrażenia myślowe, reguły, schematy, 
strategie operowania nimi, intuicje, fakty, własności przyjęte jako prawdziwe 
w wyniku logicznej analizy lub zaakceptowane jako obowiązujące, choć nieko­
niecznie zgodne z intuicjami (Tall, Vinner, 1981, Sierpińska 1985, Bugajska- 
Jaszczołt 2001, Bugajska-Jaszczołt, Treliński, 2002, Przeniosło, 2001). J. Ma­
jor (Major, 2005) wyróżnia wśród elementów składających się na obraz poję­
cia:
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—  bazę intuicyjno-skojarzeniową (wyobrażenia, intuicje, skojarzenia),
—  fakty (przyjęte jako prawdziwe w wyniku logicznej analizy pojęcia, lub 

zaakceptowane jako obowiązujące, chociaż niekoniecznie zgodne z intu­
icjami (por. Nowak, 1989, Lompscher, 1972),

—  narzędzia wykonawcze (algorytmy, procedury, strategie heurystyczne, 
schematy postępowania, za pomocą których uczący organizuje elementy 
koncepcji pojęcia (por. znajomość sposobów i przepisów działania No­
wak, 1989, Lompscher, 1972),

—  elementy systemowe (np. związki z innymi pojęciami, zależności między 
elementami odnoszącymi się do danego pojęcia),

—  aparat komunikowania (język naturalny, funkcjonujący w danym modelu



pojęcia, język symboliczny, reprezentacje rysunkowe),
— konteksty sytuacyjne (sytuacje rzutujące na związki między danym po­

jęciem a innymi pojęciami, zadania, w których mamy do czynienia z 
danym pojęciem).

Składowe obrazów rozważanych pojęć mogą generować u studentów określone 
trudności związane z rozumieniem definicji pojęć i ich własnościami. Trudności 
te ujawniają się na ogól podczas posługiwania się tymi pojęciami w trakcie 
zajęć lub w czasie egzaminu. Badania takie były prowadzone równolegle w 
Polsce, wśród studentów pierwszego i drugiego roku matematyki w Akademii 
Pedagogicznej w Krakowie, oraz na Słowacji, wśród uczniów klas maturalnych 
oraz studentów pierwszego roku matematycznych studiów nauczycielskich w 
Katolickim Uniwersytecie w Rużomberku. W tym miejscu należy zauważyć, 
że na wykładzie z analizy matematycznej w Krakowie pojęcie ciągłości było 
wprowadzone przy pomocy definicji otoczeniowej, a pochodnej przy pomocy 
granicy ilorazu różnicowego. Sposób opracowania tych pojęć w Rużomberku 
zostanie opisany w paragrafie 3.

Celem niniejszej pracy jest:

— opisanie ujawnionych przez studentów trudności związanych z omawia­
nymi pojęciami,

— przedstawienie koncepcji dydaktycznej wprowadzenia pojęcia pochodnej 
funkcji,

— omówienie wyników badań przeprowadzonych po realizacji opisanej kon­
cepcji.

Narzędziami badawczymi były:

— ankieta sondażowa dotycząca pojęć ciągłości, różniczkowalności funkcji 
wypełniona dobrowolnie przez studentów polskich (uczestniczyło w niej 
57 osób),

—  test egzaminacyjny jednokrotnego wyboru zawierający 40 zadań teore­
tycznych (wypełniało go 112 studentów),

—  prace z egzaminu pisemnego (liczba uczestników taka sama jak przy 
teście),

— zestawy zadań badających rozumienie omawianych pojęć, rozwiązywa­
nych przez młodzież słowacką.

Metodą badawczą była analiza wytworów działania, tzn. analiza opisanych 
wyżej materiałów pod kątem stopnia przyswojenia i zrozumienia pojęć ciągło­
ści i różniczkowalności funkcji. (Łobocki, 1984).
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2 Badania obrazu omawianych pojęć wśród studen­
tów polskich

Badania przeprowadzone ze studentami w Akademii Pedagogicznej w Kra­
kowie były prezentowane na Ogólnopolskiej Szkole Dydaktyki Matematyki we 
Wrocławiu w roku 2005 i są publikowane w materiałach tej konferencji (Po­
wązka, 2006). W tej części pracy sformułujemy jedynie wnioski, wynikające z 
tych badań, dotyczące różnych elementów obrazów omawianych pojęć, jakie 
utworzyły się w świadomości studentów po dwuletnim kursie analizy matema­
tycznej .

Prezentowane wnioski mają charakter hipotetyczny z uwagi na fakt, że 
badania prowadzone były w konkretnym okresie, do konkretnego programu 
realizowanego przez jednego z autorów pracy. Wyniki wspomnianej wyżej an­
kiety sondażowej wskazują na fakt, że studenci chętniej posługują się algoryt­
mami niż rozwiązują zadania wymagające rozumienia pojęć i twierdzeń. Jak 
pokazują badania J. Gunćagi, rozumienie i umiejętne stosowanie wiedzy jest 
ważniejsze niż umiejętność wykonywania rachunków (Gunćaga, 2004).

B aza  in tu icy jn o -sk o ja rz e n io w a  om aw ian ych  p o ję ć

Jak już wspomniano w paragrafie 1, elementami bazy intuicyjno-skojarze- 
niowej są wyobrażenia, intuicje i skojarzenia towarzyszące studentom podczas 
posługiwania się danym pojęciem. W psychologii pod pojęciem wyobrażenia 
rozumie się jedną z trzech podklas świadomości, będącą umysłową reprezen­
tacją wcześniejszego sensorycznego doświadczenia2. Przez intuicję określa się 
tam sposób rozumienia lub poznania, który można scharakteryzować jako bez­
pośredni i natychmiastowy, nie oparty na świadomym rozumieniu3. Natomiast 
najogólniej skojarzeniem nazywa się każde wyuczone funkcjonalne połączenie 
między dwoma lub więcej elementami, takimi jak myśli, wyobrażenia, bodźce, 
reakcje, ślady pamięciowe4.

Z cytowanej wyżej pracy (Powązka, 2006) wynika, że do najważniejszych 
elementów bazy intuicyjno-skojarzeniowej, związanej z pojęciem ciągłości, za­
liczyć należy:

-  badanie różniczkowalności funkcji (42),
-  badanie całkowalności funkcji (14),

2A. S. Reber, E. S. Reber, 2005, Słownik psychologii, Wydawnictwo Naukowe Scholar, 
Warszawa, s. 889.

3ibidem, s. 293-295.
4ibidem, s. 710.
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-  badanie istnienia rozwiązań równań (wł. Darboux) (7),
-  badanie wartości największych i najmniejszych w zbiorze zwartym (6),

Baza intuicyjno-skojarzeniowa związana z pojęciem różniczkowalności jest 
znacznie bogatsza. Studenci wyróżnili w niej:

-  ekstrema lokalne (47),
-  monotoniczność funkcji (19),
-  badanie przebiegu zmienności funkcji (19),
-  wyznaczanie punktów przegięcia (12),
-  wyznaczanie wartości największych i najmniejszych (11),
-  wyznaczanie stycznej do wykresu funkcji (10),
-  badanie różniczkowalności funkcji (9),
-  badanie wypukłości (6),
-  badanie ciągłości funkcji (6).

W nawiasach podano liczby uzyskanych odpowiedzi w ankiecie sondażowej.
Wymienione tu skojarzenia są standardowymi sytuacjami, w których poja­

wiają się omawiane pojęcia. Jak wynika z danych liczbowych, nie u wszystkich 
badanych wystąpił każdy z wyżej wymienionych elementów bazy. Jej bogac­
two zależało zapewne od indywidualnych uwarunkowań, a zwłaszcza od wy­
obraźni osoby uczestniczącej w procesie poznawczym. Psychologia wyróżnia 
wyobraźnię antycypacyjną, odtwórczą i twórczą. Pierwsza z nich odnosi się do 
przyszłości druga do przeszłości, a trzecia dotyczy czegoś nowego5. Na pod­
stawie omawianych badań, zdecydowana większość studentów uczestniczących 
w eksperymencie wykazała się wyobraźnią odtwórczą, wskazała bowiem na 
najczęściej występujące zastosowania omawianych pojęć.

Podczas egzaminu testowego studenci popełnili wiele istotnych błędów me­
rytorycznych. Oto niektóre z najczęstszych:

• ciągłość funkcji w punkcie xq jest równoważna ciągłości w otoczeniu tego 
punktu,

• funkcja ciągła / :  (0, 1) —*• R nie przyjmuje swoich kresów,
• z ciągłości funkcji |/| wynika ciągłość funkcji / ,
• funkcja ciągła na sumie dwu przedziałów rozłącznych nie ma własności 

Darboux,

5ibidem s. 889.
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• jeżeli / ,  g są funkcjami różniczkowalnymi i f ( x ) < g(x), ar 6 IR, oraz obie 
funkcje są wypukłe w R, to f '{x )  <  g'(x),

• z różniczkowalności funkcji |/| wynika różniczkowalność funkcji / ,
• zmiana znaku pierwszej pochodnej w jej miejscu zerowym wymusza ist­

nienie drugiej pochodnej w tym punkcie,
• ponieważ funkcja f ( x )  =   ̂ ma pierwszą pochodną ujemną w swej dzie­

dzinie, więc jest malejąca w tym zbiorze.

Popełniane przez egzaminowanych błędy wydają się świadczyć o tym, że po­
wstające w umyśle studentów wyobrażenia nie są wiernymi kopiami abstrak­
cyjnych pojęć. Jest to najprawdopodobniej wynikiem intuicyjnego poznania, 
które u wielu z nich nie jest zastępowane systematycznym procesem poznaw­
czym, opartym na rozumowym analizowaniu definicji i twierdzeń.

Przyczyną takiego stanu rzeczy jest pojawianie się wielu błędów związa­
nych z:

-  niezrozumieniem definicji pojęcia,
-  spontanicznie zarejestrowaną definicją lub twierdzeniem, które nie są 

weryfikowane w dalszym procesie uczenia się,
-  tworzeniem się skojarzeń z błędnymi faktami.

2.1 Fakty

Przez fakty rozumiemy tu definicje i twierdzenia podane przez prowadzą­
cych zajęcia lub zaczerpnięte z zalecanej literatury, uznane przez studentów 
za prawdziwe w wyniku logicznej analizy lub zaakceptowane jako obowiązu­
jące, chociaż niekoniecznie zgodne z intuicjami (por. Nowak, 1989, Lompscher, 
1972). Znajomość dużej ilości faktów (definicji i twierdzeń) jest niezbędnym 
zapleczem dla rozwijania matematycznego myślenia. Ułatwia bowiem, po po­
stawieniu nowych problemów, sformułowanie hipotez odnośnie ich rozwiązania 
oraz znalezienie dowodów tych hipotez (Mason, Burton, Stacey, 2005, s. 82- 
83).6

Wyniki ankiety sondażowej i egzaminu testowego pozwalają na wskazanie 
zagadnień związanych z ciągłością i różniczkowalnością funkcji, które funk­
cjonowały w świadomości studentów niezgodnie z ich logiczną analizą. Oto 
niektóre z nich:

-  pojęcie ciągłości funkcji w punkcie skupienia i punkcie izolowanym,

6Jak mówią autorzy tej książki Rozbudowa wiedzy zwiększa pole działania myśli.
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-  ciągłość funkcji złożonej z wartością bezwzględną,
-  właściwe rozumienie implikacji i implikacji do niej odwrotnej,
-  przyjmowanie kresów przez funkcję ciągłą na przedziale niekoniecznie 

domkniętym,
-  związek własności Darboux z ciągłością funkcji,
-  pojęcie funkcji złożonej,
-  pojęcie obrazu i przeciwobrazu zbioru oraz związek tych pojęć z ciągło­

ścią funkcji,
-  monotoniczność operacji różniczkowania w różnych klasach funkcji, w 

szczególności w klasie funkcji wypukłych,
-  różniczkowalność funkcji złożonej z wartością bezwzględną.

Przyczyny trudności wymienionych powyżej pojęć i twierdzeń są różnorakie. 
Zaliczamy do nich:

a) Skomplikowaną budowę logiczną definicji (np. pojęcie ciągłości, własność 
Darboux oraz jej związek z ciągłością funkcji). W tych definicjach wy­
stępuje wiele różnych kwantyfikatorów, co powoduje, że stosowanie oma­
wianych pojęć wymaga subtelnych rozumowań (np. szacowania).

b) Na pozór prosta budowa definicji pojęcia lub twierdzenia (np. pojęcie 
funkcji złożonej, wartości bezwzględnej, ciągłość i różniczkowalność funk­
cji złożonej z wartością bezwzględną). Fakty te wydają się studentom 
intuicyjnie na tyle zrozumiałe, że nie zwracają uwagi na ich logiczną bu­
dowę. Prowadzi to do wielu nieporozumień w trakcie posługiwania się 
takimi pojęciami.

c) Stosowanie tezy twierdzenia bez uwzględnienia jego założeń (np. związek 
różniczkowalności z monotonicznością funkcji).

d) Używanie implikacji odwrotnej niekoniecznie prawdziwej, w zamian za 
implikację prawdziwą (np. związek między ciągłością funkcji w punkcie 
i w otoczeniu).

Sytuacje te świadczą o dość powierzchownym przyswajaniu materiału przez 
studentów, bez wnikliwej analizy treści poznawanych twierdzeń. Może to być 
symptom braku zainteresowania studiowanym materiałem.

2.2 N arzędzia  w yk on aw cze

W paragrafie tym opiszemy wyniki badań dotyczące algorytmów, proce­
dur, strategii heurystycznych i schematów postępowania, za pomocą których
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studenci organizowali elementy koncepcji pojęcia (por. znajomość sposobów 
i przepisów działania Nowak, 1989, Lompscher, 1972). Na podstawie analizy 
wyników egzaminu pisemnego możemy stwierdzić:

• Mimo że studenci znali procedury wyznaczania pewnych obiektów, nie 
potrafili poprawnie je wyznaczać. Problemem było wyznaczanie granicy 
ilorazu, do której nie można zastosować reguły de L’Hospitala.

• Preferowano procedury rachunkowe od krótszego postępowania, które 
wymagało subtelniejszych rozważań.

• Stosowano formalnie twierdzenia matematyczne bez sprawdzenia speł­
niania założeń.

• Używano zamiast uzasadnienia prawdziwości warunku rysunek, nierzad­
ko błędny, i na jego podstawie prowadzono rachunki.

• Unikano ujawniania subtelnych argumentów. Niekiedy stosowano je pod­
świadomie.

• Braki w przygotowaniu ze szkoły średniej lub z innych działów matema­
tyki (np. z algebry lub geometrii analitycznej) przeszkodziły w popraw­
nym rozwiązaniu zadania.

• Nie potrafiono posłużyć się poprawnie definicją pojęcia, które powinno 
być dobrze znane ze szkoły średniej, jak również z wykładów analizy z 
pierwszego i drugiego roku.

Tak więc wielu studentów ograniczało swoją znajomość sposobów i procedur 
działania do najprostszych przypadków.

2.3 E lem en ty  system ow e

W tej części pracy sformułujemy przede wszystkim wnioski dotyczące wza­
jemnych związków omawianych pojęć, jak również zależności z innymi poję­
ciami, które funkcjonowały w świadomości badanych studentów. Zwrócimy 
również uwagę na zależności między elementami odnoszącymi się do każdego 
z omawianych tu pojęć.

Jak wynika z przeprowadzonych badań (Powązka, 2006) za najłatwiejsze 
pojęcia studenci uznali różniczkowalność funkcji w punkcie, a następnie cią­
głość funkcji w punkcie. Pierwsze z nich zbudowane jest przy pomocy granicy 
ilorazu różnicowego. Drugie angażuje również pojęcie granicy funkcji w punk­
cie, o ile punkt ten jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Zachodzi zatem 
przypuszczenie, że studenci kojarzą pojęcie ciągłości funkcji z istnieniem gra­
nicy funkcji w tym punkcie. Nie zwracali zatem uwagi na fakt, czy funkcja jest
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określona w punkcie skupienia dziedziny, w którym badano ciągłość. Studenci 
postępowali w tym przypadku tak, jak przy obliczaniu pochodnej, gdzie nie 
■musieli rozważać tego faktu, gdyż różniczkowalność funkcji bada się w punkcie 
wewnętrznym dziedziny.

Ze wspomnianej już ankiety sondażowej (Powązka, 2006) wynika również, 
że zdaniem studentów łatwiejsze jest badanie różniczkowalności funkcji w zbio­
rze od badania ciągłości funkcji w zbiorze. Jest tak być może dlatego, że z 
różniczkowaniem funkcji studenci kojarzą automatyczne i często bezmyślne 
stosowanie algorytmów. Oto kolejny dowód na to, że uczący się preferują me­
tody algorytmiczne od rozumowań teoretycznych. Fakt ten obserwuje się już 
na wcześniejszych poziomach edukacji szkolnej.

Tymczasem operacja różniczkowania daje również okazję do ciekawych i 
nietrudnych rozważań teoretycznych. Przykładem takiej sytuacji może być 
zaproponowana przez J. Gunćagę koncepcja wprowadzenia pojęcia różniczko­
walności funkcji w punkcie z wyraźnym wykorzystaniem pojęcia ciągłości.

2.4 A p a ra t kom unikow ania

W tym paragrafie sformułujemy wnioski dotyczące języka naturalnego, w 
którym studenci formułowali fakty z analizy matematycznej. Podamy również 
uwagi na temat stosowania przez nich symboliki i reprezentacji rysunkowej. 
Pojęcie języka jest bardzo szerokie7. Na potrzeby tej pracy przez język natu­
ralny będziemy rozumieć zestaw arbitralnych, konwencjonalnych symboli, za 
pomocą których przekazuje się znaczenie pojęć funkcjonujących w danej teo­
rii. Język ten jest przyswajany w procesie uczenia i wychowania. Język analizy 
matematycznej należy do języka matematyki. Obok słów z języka naturalnego 
zawiera również umowne symbole literowe i graficzne oraz formuły logiczne, 
w których zapisywane są definicje i twierdzenia. Stosowane są tu również in­
terpretacje graficzne, mające na celu przybliżanie rozumienia abstrakcyjnych 
treści.

S. Turnau, pisząc o języku matematyki (Turnau, 1990, s. 58-67), wyróżnia: 
język pisany, język mówiony i język myślowy. Oto jak je charakteryzuje: . . .  
przy pobieżnym nawet spojrzeniu na stronicę podręcznika matematyki dostrze­
gamy [ . ..  ] trzy wyraźnie różne składniki języka: słowa, symbole i rysunki. 
[ . .. ]Język słowny matematyki jest wprawdzie bliski języka naturalnego, za­
wiera jednak pewne specyficzne zwroty i wyrażenia niespotykane w języku na­
turalnym. Inne zaś słowa i wyrażenia, używane w języku potocznym, mają w 
matematyce odmienne od potocznego lub specjalistyczne znaczenie[ . . .  ]. Język 
służy do budowania i przekazywania myśli, myśl steruje przekazem językowym.

7A. S. Reber, E. S. Reber, 2005, s. 307.
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W przeprowadzonych badaniach studenci mieli okazję posłużyć się różnymi 
elementami języka matematycznego. Jak wynika z odpowiedzi udzielonych w 
ankiecie sondażowej (Powązka, 2006), natrafili na duże trudności w popraw­
nym sformułowaniu definicji pojęcia ciągłości funkcji w sensie Cauchy’ego i 
Heinego. Pamiętali, że występują tam pewne implikacje, ale nie umieli lub 
nie odczuwali potrzeby sprecyzowania, co oznaczają stosowane symbole. Nie­
rzadko brakowało również kwantyfikatorów lub stosowano je w złej kolejności.

Język pisany sprawdzany był również w trakcie rozwiązywania zadań pod­
czas egzaminu pisemnego. Tam w sposób szczególny ujawniła się nieporadność 
studentów przy stosowaniu interpretacji rysunkowej.

Zachodzi pytanie: dlaczego tak się dzieje, że osoby wybierające studia ma­
tematyczne nie radzą sobie z poprawnym formułowaniem swych myśli, tak 
w piśmie jak i werbalnie? Odpowiedź nie jest prosta i tkwi w sferze psy­
chologii, gdyż jest związana z percepcją. Najbardziej ogólne znaczenie tego 
terminu oznacza całe następstwo zdarzeń od wystąpienia bodźca fizycznego, 
aż do jego fenomenologicznego doświadczenia. Składają się nań elementy fi­
zyczne, fizjologiczne, nerwowe, sensoryczne, poznawcze i afektywne8. Wynika 
stąd, że czynniki indywidualne w sposób istotny wpływają na spostrzeganie 
otaczającej rzeczywistości, w tym także na sposób uczenia się.

2.5 K on te k sty  sy tu a cy jn e

W tej części sformułujemy wnioski dotyczące wskazanych przez studentów 
sytuacji rzutujących na wzajemne związki między ciągłością i różniczkowal- 
nością oraz innymi pojęciami matematycznymi. Widać je przede wszystkim 
podczas analizy zadań, które przygotowali studenci (Powązka, 2006). Stopień 
trudności oraz rodzaj studenckich propozycji świadczą o problemach, z jakimi 
spotykali się na zajęciach i jakie próbowali rozwiązywać samodzielnie posłu­
gując się dostępnymi zbiorami zadań.

Na podstawie analizy tematów tych zadań można sformułować następujące 
wnioski:

-  Zdecydowana większość przygotowanych przykładów to ćwiczenia lub 
proste zastosowania teorii (Krygowska, 1977), wymagające bezpośred­
niego zastosowania definicji omawianych pojęć do konkretnych funkcji.

-  Przykłady funkcji nie wykraczały w zasadzie poza zbiór funkcji wymier­
nych jednej lub wielu zmiennych.

-  Niektóre zadania uznano jako przykłady stosowania narzędzia, którego 
użycie w tej sytuacji nie było konieczne.

8A. S. Reber, E. S Reber, 2005, s. 732.
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-  Tematy wielu zadań były zbyt ogólne, nie zawierały istotnych danych 
szczegółowych niezbędnych do rozwiązania zadania.

-  Podawane przez studentów przykłady zadań świadczą o tym, że dla stu­
dentów umiejętność budowania własnych zadań nie jest jeszcze należycie 
opanowana.

-  Zadania metodologiczne, proponowane przez studentów, były dwoja­
kiego rodzaju. Pierwszy z nich dotyczył podania dowodu jednego z ła­
twiejszych twierdzeń z wykładu.

Podane w paragrafie 3 przykłady zadań rozwiązywanych ze studentami na 
Słowacji nawiązują do sytuacji realistycznych.

3 Kształtowanie pojęcia pochodnej funkcji przy po­
mocy pojęcia ciągłości

W paragrafie tym opiszemy eksperyment przeprowadzony na Słowacji 
wśród uczniów klas maturalnych oraz studentów pierwszego roku studiów na­
uczycielskich w Katolickim Uniwersytecie w Rużomberku.

3.1 P od sta w y  te o re ty czn e  ek sp erym en tu

Na Słowacji w najczęściej stosowanym w nauczaniu podręczniku analizy 
matematycznej (Hecht, 2000) pojęcie pochodnej jest wprowadzone różnymi 
sposobami. Jeden z nich związany jest z pojęciem stycznej do wykresu funkcji 
w punkcie. Podstawowym jest tu pojęcie prostej stycznej do wykresu funkcji /  
w danym punkcje, która jest granicznym położeniem siecznych przechodzących 
przez dany punkt i przecinających wykres funkcji jeszcze w innych punktach. 
Ten proces graniczny wykorzystuje pojęcie granicy funkcji w punkcie.

Definicja 1. Pochodną funkcji f  w punkcie a nazywamy właściwą granicę

lim
h ^ o

f (a  +  h )~  f (a)  
h

o ile ta granica istnieje. Pochodną funkcji f  w punkcie a oznaczamy przez
/ '(o ) .

Analogiczna definicja znajduje się w podręczniku do szkoły średniej pod 
red. B. Riećana (Riećan, 1987) oraz w książce A. Chronowskiego i Z. Powązki 
przeznaczonej dla uczniów klas matematycznych i studentów pierwszego roku 
studiów matematycznych (Chronowski, Powązka, 2000).
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H. Hischer i H. Scheid definiują najpierw dla funkcji /  pomocniczą funkcję, 
zwaną ilorazem różnicowym funkcji /  (Hischer, Scheid, 1995).

Jan Gunćaga, Zbigniew Powązka

Definicja 2. Niech funkcja f  będzie określona w otoczniu punktu a. Oznaczmy 
przez D j dziedzinę tej funkcji. Funkcję

$ fA x)
f { x )  -  f (a)  

x  — a

określoną w zbiorze D f \ { a }  nazywamy ilorazem różnicowym funkcji f  w punk­
cie a.

Dla przykładu dla funkcji f ( x )  =  x 2, x 6 R, S fA x ) =  x +  a, x  ^  a. Pojęcie 
pochodnej funkcji w punkcie określamy przy pomocy ciągłości tej funkcji w 
danym punkcie. W  tym celu wykorzystamy definicję ilorazu różnicowego.

Definicja 3. Niech funkcja f  będzie określona na przedziale otwartym I, a € I  
oraz k oznacza dowolną liczbę rzeczywistą. Określamy na przedziale I  iloraz 
różnicowy wzorem:

s/A x ) diax ^ a’ 
k dlax =  a.

Funkcja f  jest różniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba k 
jest tak dobrana, aby funkcja sj^a była ciągła w a (por. Kluvanek, 1991).

Tak sformułowana definicja różniczkowalności funkcji w wewnętrznym pun­
kcie dziedziny Dj  wykorzystuje pojęcie ciągłości ilorazu różnicowego w tym 
punkcie. Jej istotą nie jest posługiwanie się algorytmem obliczania pochodnej, 
ale właściwe rozumienie definicji ciągłości.

O pis ek sp ery m en tu

W eksperymencie została wykorzystana definicja 3 różniczkowalności funk­
cji w punkcie. Realizację postulatu realności w nauczaniu matematyki rozpo­
częto od zadania związanego z ruchem (Eisenmann, 2002). Następnie przy 
pomocy wykresów funkcji rozwiązano z uczniami kilka zadań rachunkowych. 
Oto przykład rozmowy z uczniami podczas lekcji w szkole ponadgimnazjalnej 
(literą N oznaczono nauczyciela, a przez Uj, 2 =  1,2 , . . .  ,7 —  uczniów).
N: Posługując się definicją, oblicz pochodną funkcji f { x )  =  x 2 w punkcie 

a =  1.
Ui (zapisuje na tablicy): f ( x )  =  x 2, a =  1,
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sf A x ) dla
k dla x =  1

x 2 — 1 
x  — 1

SfAx)

(x -  l ) (x  +  1) 
x  — 1

f x  +  1 dla
1 k dla

=  x +  1

x ^ h
X =  1

N:Co jest wykresem funkcji y =  x +  1?
UirKreska
N:Dokładniej?

Ui:Prosta (rysuje prostą z wyrzuconym punktem rys. 1).

N: Jak zdefiniować wartość funkcji na rys. 1, aby była to funkcja ciągła?
U2: Wypełnijmy kółeczko na tym rysunku.
N: Ile wynosi wartość funkcji w tym punkcie?

U3: 2.
N: Ile wynosi pochodna funkcji y =  x 2 w punkcie x =  1?

Ui: 2.
Następna uczennica przy tablicy wyliczyła omawianym sposobem wartość 

pochodnej funkcji f ( x )  =  x 2 w x =  a, gdzie a oznacza dowolną liczbę rzeczy­
wistą.
N: Dotychczas mówiliśmy o funkcjach, które były różniczkowalne we wskaza­

nych punktach. Teraz poznamy przykład funkcji, która nie ma pochodnej 
w jednym punkcie.

Nauczyciel pisze na tablicy: f ( x )  =  \x — 2|, f ' ( x ) =  ?
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U4 (pisze): f ( x )  =  \x -  2| / ' ( 2) =  ?

(  lx ~ 2l
U4 (pisze): s /)2(x) =  < x - 2

\k

dla x i=- 2, 
dla x =  2

dla x  G (2; oo)
\x — 2| x — 2 
x  — 2 x — 2

dla x G (—oo; 2)
2| — (x -  2)

=  -1x — 2 x — 2
N: Czy możemy tę funkcję dodefiniować w taki sposób, aby się stała ciągła 

w x =  2?
U3: Nie da się.
N: Co to oznacza dla istnienia pochodnej funkcji /  w punkcie x =  2?

U4: Nie istnieje.
N: Rozważmy wykres następującej funkcji (rys. 3).

Czy we wszystkich punktach dziedziny funkcja ta jest różniczkowalna?

1

y

y

2 * r
V

-1 jf

R ysunek 2. R ysunek 3.

U5: Nie.
N: Czy funkcja jest różniczkowalna na krańcach swej dziedziny?

U6: Funkcja jest różniczkowalna na brzegu dziedziny.
N: Zbadajcie, że pochodna funkcji / (x )  =  x +  1 w każdym punkcie dziedziny 

wynosi 1. Oznacza to, że jeżeli wartość x zwiększy się o 1, to również 
wartość y zwiększy się o 1.

U7: Jaka będzie pochodna funkcji, gdy x zwiększy się o l ,  a j /  zwiększy się 
o 2?

N: Zobaczymy to na wykresie funkcji y =  2x.

| 2x — 2a
U5 (pisze): sft2(x) =  < x - a  

\k =  2

2(x — a) 
x  — a

dla x / 2, 
dla x  =  2.

/ ’(a) =  2.
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Przytoczony fragment zajęć jest dobrą ilustracją celu eksperymentu. Wy­
chodząc od przykładu na zastosowanie definicji 3 oraz przy pomocy inter­
pretacji geometrycznej uczniowie zaczynają dostrzegać elementy systemowe, 
tzn. związki między pojęciem ciągłości i różniczkowalności funkcji. Jak poka­
zuje dyskusja w trakcie rozwiązywania przykładu pierwszego, aparat komuni­
kowania (język) jest jeszcze nieprecyzyjny, ale intuicje są już ukształtowane 
(brak wartości w jednym punkcie -  rys. 1). Nauczyciel stara się mobilizować 
uczniów do precyzji słowa oraz do kształtowania rozumienia pojęcia przez 
konsekwentne stosowanie rysunku i zasady stopniowania trudności. Na koniec 
zajęć prowadzący nawiązuje do Leibnitzowskiej koncepcji pochodnej w po­
staci ilorazu przyrostów wartości i argumentów. Zabiegi te służą właściwemu 
kształtowaniu obrazu pojęcia pochodnej funkcji.

4 Badanie ilościowe wyników eksperymentu

W paragrafie tym opiszemy narzędzia badawcze użyte do pomiaru 
ilościowego wyników uzyskanych przy zastosowaniu opisanego w paragrafie 3 
sposobu wprowadzenia pojęcia różniczkowalności funkcji.

4.1 O pis n arzęd zi b a d a w czy ch

Eksperyment ten przeprowadzony był na Słowacji. Uczestniczyło w nim 
łącznie 57 osób. Byli to uczniowie Gimnazjum św. Andrzeja i studenci I roku 
matematyki na Wydziale Pedagogicznym w Katolickim Uniwersytecie w Ru- 
żomberku. Składał się on z dwóch sprawdzianów:

-  wstępnego, zrealizowanego przed opracowaniem granicy i pochodnej fun­
kcji,



20 Jan Gunćaga, Zbigniew Powązka

-  końcowego, po opracowaniu tego tematu.

W badaniu wstępnym wyróżniono następujące elementy:

L -  współczynnik logiczny, tzn. zadanie logiczne, badające umiejętność ro­
zumowania zgodnie z prawami logiki matematycznej,

AV1 -  współczynnik algebraiczny, tzn. zadanie algebraiczne sprawdzające po­
prawność wykonywania operacji algebraicznych,

CV -  współczynnik liczbowy, zadanie badające sprawność rachunkową,
N -  zadania badające umiejętność rozwiązywania nierówności.

Oto tematy sprawdzianu wstępnego:

1. (L) Zanegować następujące zdania:

(a) Istnieje państwo, w którym każde prawo jest co najmniej dwa razy 
nowelizowane.

(b) 3y€N X +  y =  5
(c) Wszystkie liczby są parzyste.

2. (AV1) Sprowadzić do najprostszej postaci:

(c)

3. (CV) Obliczyć w możliwie najprostszy sposób:

(a) (b)

4. (N) Rozwiązać w zbiorze liczb rzeczywistych poniższe układy nierówno-



W wyniku tego sprawdzianu każdemu ze współczynników przyporządko­
wano sumę punktów, jakie osoba badana zdobyła za rozwiązania poszczegól­
nych przykładów w danym zadaniu. Podczas prowadzenia zajęć dotyczących 
granicy i pochodnej funkcji w punkcie zaobserwowano zmiany jakościowe w 
postawach uczniów przy rozwiązywaniu zadań typu AVI i CV. Dlatego na za­
kończenie eksperymentu ponownie zbadano te dwa współczynniki. Przy uży­
ciu metod statystycznych (dwuparametrowego t-testu) uzyskano potwierdze­
nie wyników obserwacji. Po zakończeniu eksperymentu uczniowie i studenci 
rozwiązywali na sprawdzianie końcowym następujące zadania:

1. Wskazać poprawną wersję definicji ciągłości funkcji /  w punkcie.
A) Ve>o3,5>oVx€L,( /) ; a -  S < x  <  a +  S =» f (a)  -  e < f ( x )  < f (a)  +  e,
B) Ve>o35>oVxGD(/); f (a)  -  e <  f { x )  < f (a)  +  e a -  6 <  x < a +  6,
C) V£>o 3<5>o Vx€D(/); a - £ < x  < a  +  e^> f { a ) - 6  < f { x )  <  f (a)  +  ó,
D) Vó>03£>oVxeD(f); f (a)  -  e <  f ( x )  <  f (a)  +  e => a -  6 < x < a +  6.
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2. Uzupełnić wzór funkcji 
nić swoją odpowiedź.

/  tak, aby była ciągła w punkcie x =  3. Uzasad

(a) f { x )  =  |
^Z3 dla x ±  3, 

dla x =  3,

(b) / ( z )  =  |
xx_ l7 dla x  ^  3, 

dla x =  3,

(c) / ( * )  =  |
' dla £ 3, 

dla x =  3.

3. Czy istnieje liczba rzeczywista <5 spełniająca twierdzenie: 
V x e i ? ; l - ń < x < l  +  J=> 3,99 < 2x +  2 < 4,01 ?

A) Tak. Jaka?

B) Nie. Dlaczego?

4. Czy istnieje liczba rzeczywista S spełniająca twierdzenie: 
Vx € R; —5 < x  <  5 => -1000 <  ± < 1000 ?

A) Tak. Jaka?

B) Nie. Dlaczego?
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5. Obliczyć:

(a) lim
x—+2

3x2 — 12 x 2 — 2x 
x — 2 x 2 — 4

(b) lim
x —>2

x3 - 8  
z - 2  ’

(c) lim
x—►—2

a:2 — 4 
x  +  2

6. Wiadomo, że lim /(# )  =  3. Który z poniższych rysunków ilustruje ten
x—>1

fakt?

7. Który z rysunków z poprzedniego zadania ilustruje funkcję ciągłą w 
punkcie x =  1.

8. Znaleźć równanie stycznej do wykresu funkcji y =  x 3 w punkcie (—2, —8).

9. Wiadomo, że dla funkcji /  zachodzi / ' ( 1) =  1. Który z poniższych ry­
sunków przedstawia, a który nie przedstawia, wykres funkcji / ?
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10. Nowy model samochodu został poddany próbie prędkości. Zależność jego 
drogi (w metrach) od czasu (w sekundach) przedstawia wzór:

s(t) =  0 ,35£2 +  0 ,05f3.

W jakim czasie auto to osiągnie prędkość 30 m/s?.

11. Która z formuł jest definicją pochodnej funkcji /  w punkcie a?

A) ]im /(x )  +  / ( a ) , B) l i m + / ( a )
x-*a X +  a x->a x — a

O  lim W - m , D) lim -  /(a )
X — >a X — a x—*a x +  a

12. Wyznaczyć pochodne poniższych funkcji:

(a) f { x )  =  x 3 — 6x2 +  15,

(b) f ( x )  =  {x +  2)3,

(c) f ( x )  =  x(x  — 3)(x 4- 3).

W sprawdzianie końcowym zadania 2b), 2c), 5, 8, 12 są rachunkowymi 
(sumę punktów uzyskanych za te zadania oznaczono przez SKal). Zadania 
1, 2a), 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 są problemowymi (sumę punktów za te zada­
nia oznaczono przez SPr). Wzajemne związki między wynikami sprawdzianów 
wstępnego i końcowego zostały opracowane przy pomocy weryfikacji hipotez 
statystycznych.
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4.2  A n a liza  h ip o te z  b a d a w czy ch

Przyjmujemy następujące hipotezy badawcze:
Ha: Współczynniki AVI i CV wpływają na współczynnik Skał.
Hb: Współczynniki AVI,  CV i Skal są niezależne.
Analizę przeprowadzono przy pomocy macierzy korelacji między współ­

czynnikami AVI, CV i współczynnikiem SKal.

Jan G unćaga , Zbigniew P owązka

AV1 c v SKal SPr
AV1 1
c v 0,42 1
SKal 0,631 0,485 1
SPr 0,518 0,408 0,465 1

Tabela 1.

Wartość krytyczna współczynnika korelacji wynosi 7*57(0, 05) =  0,254. Z 
macierzy korelacji wynika, że współczynniki AV i CV korelują ze współczyn­
nikiem SKal (0,631 > 0,254; 0,485 > 0,254). Zatem hipotezę Hb można od­
rzucić. Słuszność hipotezy Ha ilustruje dendrogram wykonany przy pomocy 
programu CHIC:

R ysunek 5. R ysunek 6.

Jak widać z danych zamieszczonych na tych rysunkach, współczynniki AV1 
i CV są bardziej zbliżone do siebie niż para współczynników AVI, CV do 
SKal. Ponadto para współczynników AVI i CV wpływa na współczynnik SKal. 
Dalszym wnioskiem jest zależność współczynnika SKal od SPr i współczynnika 
AV1 od CV. Związki te można sformułować w postaci dwu tez:

-  biegłość w przekształcaniu wyrażeń liczbowych wpływa na poprawę bie­
głości w posługiwaniu się wyrażeniami algebraicznymi,

-  podczas opracowywania tematu granica i pochodna funkcji okazało się, 
że umiejętność rozwiązywania zadań na rozumienie pojęcia w istotny



sposób wpływa na poprawę biegłości wykonywania zadań rachunkowych 
z tego zakresu.

5 Wnioski

Przeprowadzone badania, tak w Polsce, jak i na Słowacji, potwierdzają 
następujące fakty:

-  pojęcie ciągłości funkcji w punkcie sprawia uczniom i studentom spore 
trudności,

-  zbyt mało uwagi przy opracowywaniu pojęcia różniczkowalności funkcji 
w punkcie kładzie się na uzasadnienie istnienia stosownej granicy, ograni­
czając się często, zwłaszcza w szkole średniej, do biegłości rachunkowej.

Eksperyment słowacki pokazuje, że związanie pojęcia pochodnej funkcji w 
punkcie z ciągłością funkcji w tym punkcie w istotny sposób wpłynął na po­
prawę zrozumienia przez badanych faktu, że ciągłość jest warunkiem koniecz­
nym różniczkowalności funkcji. W  ten sposób uświadomione zostały badanym 
elementy systemowe związane z pojęciem pochodnej.

Duże znaczenie w procesie kształtowania pojęcia różniczkowalności odegrał 
również aparat komunikowania. Mamy tu na myśli konsekwentne posługiwanie 
się wykresami funkcji. Dzięki temu nie położono nacisku na mechaniczne sto­
sowanie algorytmu definicyjnego, ale związano go z intuicjami geometrycznymi 
i pojęciem ciągłości.

Wyniki ilościowe eksperymentu słowackiego (paragraf 4) potwierdzają zna­
ny również w Polsce fakt wpływu przygotowania ze szkoły średniej na efekty 
w studiowaniu analizy matematycznej (Powązka, 2005).

Pozytywny wpływ rozwiązywania zadań na rozumienie pojęcia na poprawę 
sprawności rachunkowej potwierdza potrzebę położenia w procesie edukacji 
większego nacisku na tego typu zadania niż na biegłość rachunkową. W  biegło­
ści tej uczącego się mogą z powodzeniem wyręczyć komputery lub kalkulatory.

Na koniec zauważmy jeszcze, że przy opracowywaniu nowego pojęcia na­
uczyciel powinien zdawać sobie sprawę z tego, jakie wiadomości z przerobio­
nego już materiału będą potrzebne w ciągu dalszym. Pomoże mu to w odpo­
wiedni sposób przygotować swych uczniów do przyswojenia nowych wiadomo­
ści. W  ten sposób można ukształtować niezbędne elementy bazy intuicyjno- 
skojarzeniowej opracowywanych pojęć.

Badania nad wykorzystaniem pojęcia ciągłości funkcji 25
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Researches on the use of a concept of continuity 
of a function for the defining a derivative 

of a function at a point

S u m m a r y

investigations into understanding connections between the concepts of conti­
nuity and differentiability of a function at a point, conducted in Poland and 
Slovakia, are presented. The investigations confirm the fact that calculation 
skills should be connected with understanding these concepts. The Slovak 
experiment shows that combining together concepts of derivative of a function 
and continuity of a function at a point has a positive influence on understan­
ding the fact that continuity is a necessary condition for differentiability.
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