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Badania nad wykorzystaniem pojecia,
ciggtosci funkeji do definiowania pochodnej
funkeji w punkcie!

1 Wstep

Pojecia ciaglosci i rozniczkowalnosci funkcji naleza do podstawowych pojeé
analizy matematycznej. W Polsce sa one opracowywane w szkotach ponadgim-
nazjalnych majacych klasy o profilu matematycznym, jak réwniez na pierw-
szych latach wszystkich uczelni wyzszych, w ktorych prowadzone sg wyklady
z matematyki.

Znane sa rézne koncepcje wprowadzania definicji tych pojeé. Klasyczna
koncepcja wykladu analizy matematycznej wprowadza je przy pomocy defini-
cji granicy funkcji (np. Leja, 1975, Fichtenholz, 1985, Kolodziej, 1978, Rudin,
1982, Rudnicki, 2002). Inng koncepcj¢ wyktadu proponuja np. I. Kluvanek
(Kluvének, 1991) lub T. Krasinski (Krasinski, 2003), ktérzy najpierw wpro-
wadzaja pojecie ciggloéci funkcji w punkcie lub w zbiorze, a dopiero potem
pojecie granicy funkcji okreslonej w otoczeniu tego punktu.

W trakcie wykladu akademickiego pojawiaja si¢ definicje Cauchy’ego i He-
inego granicy i cigglosci funkcji, a czesto od razu definicja otoczeniowa w prze-
strzeniach metrycznych. Przy tej okazji dyskutuje si¢ pojecie ciaglosci funkcji
w punkcie skupienia oraz w punkcie izolowanym dziedziny.

W szkole ponadgimnazjalnej ciaglosé¢ funkcji omawia si¢ jedynie w punk-
tach skupienia dziedziny, przyjmujac z definicji, ze funkcja jest ciagla w takim
punkcie, gdy ma w nim granice réwna wartosci funkcji. W zwigzku z tym

1Praca zostala wykonana w ramach grantu KEGA 3/3269/05
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zdarza sie, ze uczniowie, jak réwniez studenci, kojarza ciagtosé funkcji w dzie-
dzinie z jej wykresem narysowanym ,jednym pociagnieciem oléwka”. Takie
rozumienie moze prowadzié¢ do falszywego przekonania, ze funkcja y = % nie
jest ciggla w swej dziedzinie, gdyz jej wykres sklada si¢ z dwu tukéw hiper-
boli.Rola prowadzacego zajecia jest nie dopusci¢ do takiej sytuacji.

Dla funkcji jednej zmiennej pojecie rézniczkowalnosci w punkcie wprowa-
dza sie przy pomocy definicji pochodnej, rozumianej przez mlodziez (z klas
matematycznych) jako granica ilorazu réznicowego tej funkcji w rozwazanym
punkcie. W tym ujeciu pochodna oznacza wspélczynnik kierunkowy stycznej
do wykresu funkcji w danym punkcie. Mozna réwniez okresla¢ ja tak, jak w
przypadku odwzorowania przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y,
przy pomocy ciagglego odwzorowania liniowego tych przestrzeni, pokazujac, ze
w przypadku X =Y = R definicje te s réwnowazne (Maurin, 1973).

W tradycyjnym nauczaniu podstaw rachunku rézniczkowego, tak w szkole
jak réwniez na wyzszych uczelniach (zwlaszcza technicznych), duzy nacisk kta-
dlo si¢ na umiejetnoéé¢ obliczania granic i pochodnych. W obecnej chwili, w
zwiazku z dynamicznym rozwojem komputeréw i kalkulatoréow graficznych mo-
gacych szybko obliczaé granice i pochodne, sprawnosci te nie sa najwazniejsze
dla studentéw. Istota nauczania powinno wiec staé sie wlasciwe ksztaltowanie
obrazu omawianych pojec.

Przez obraz pojecia rozumiemy tu: wyobrazenia myslowe, reguly, schematy,
strategie operowania nimi, intuicje, fakty, wlasnosci przyjete jako prawdziwe
w wyniku logicznej analizy lub zaakceptowane jako obowigzujace, cho¢ nieko-
niecznie zgodne z intuicjami (Tall, Vinner, 1981, Sierpinska 1985, Bugajska-
Jaszczolt 2001, Bugajska-Jaszczott, Trelinski, 2002, Przeniosto, 2001). J. Ma-
jor (Major, 2005) wyrdznia wérdd elementéw skladajacych sie na obraz poje-
cia:

— baze intuicyjno-skojarzeniowa (wyobrazenia, intuicje, skojarzenia),

— fakty (przyjete jako prawdziwe w wyniku logicznej analizy pojecia, lub
zaakceptowane jako obowiazujace, chociaz niekoniecznie zgodne z intu-
icjami (por. Nowak, 1989, Lompscher, 1972),

— narzedzia wykonawcze (algorytmy, procedury, strategie heurystyczne,
schematy postepowania, za pomoca ktorych uczacy organizuje elementy
koncepcji pojecia (por. znajomo$é sposobdéw i przepiséw dzialania No-
wak, 1989, Lompscher, 1972),

— elementy systemowe (np. zwiagzki z innymi pojeciami, zaleznosci miedzy
elementami odnoszacymi si¢ do danego pojecia),

— aparat komunikowania (jezyk naturalny, funkcjonujacy w danym modelu
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pojecia, jezyk symboliczny, reprezentacje rysunkowe),

— konteksty sytuacyjne (sytuacje rzutujgce na zwigzki miedzy danym po-
jeciem a innymi pojeciami, zadania, w ktérych mamy do czynienia z
danym pojeciem).

Skladowe obrazéw rozwazanych pojeé moga generowaé u studentéw okreslone
trudnosci zwigzane z rozumieniem definicji pojeé i ich wlasnosciami. Trudnosci
te ujawniaja si¢ na ogoél podczas poslugiwania sie tymi pojeciami w trakcie
zaje¢ lub w czasie egzaminu. Badania takie byly prowadzone réwnolegle w
Polsce, wérdd studentéw pierwszego i drugiego roku matematyki w Akademii
Pedagogicznej w Krakowie, oraz na Slowacji, wéréd uczniéw klas maturalnych
oraz studentéw pierwszego roku matematycznych studiéw nauczycielskich w
Katolickim Uniwersytecie w RuZomberku. W tym miejscu nalezy zauwazy¢,
ze na wykladzie z analizy matematycznej w Krakowie pojecie ciagloéci bylo
wprowadzone przy pomocy definicji otoczeniowej, a pochodnej przy pomocy
granicy ilorazu réznicowego. Spos6b opracowania tych poje¢ w Ruzomberku
zostanie opisany w paragrafie 3.
Celem niniejszej pracy jest:
— opisanie ujawnionych przez studentéw trudnosci zwigzanych z omawia-
nymi pojeciami,
— przedstawienie koncepcji dydaktycznej wprowadzenia pojecia pochodnej
funkcji,
— omoéwienie wynikow badan przeprowadzonych po realizacji opisanej kon-
cepcji.
Narzedziami badawczymi byly:
— ankieta sondazowa dotyczaca pojec ciaglosci, rozniczkowalnosci funkcji
wypelniona dobrowolnie przez studentéw polskich (uczestniczylo w niej
57 os6b),
— test egzaminacyjny jednokrotnego wyboru zawierajacy 40 zadan teore-
tycznych (wypelnialo go 112 studentéw),
— prace z egzaminu pisemnego (liczba uczestnikéw taka sama jak przy
tescie),
— zestawy zadan badajacych rozumienie omawianych pojeé, rozwiazywa-
nych przez mlodziez stowacka.

Metoda badawczg byla analiza wytworéw dzialania, tzn. analiza opisanych
wyzej materialéw pod katem stopnia przyswojenia i zrozumienia pojeé ciaglo-
Sci i rézniczkowalnoéci funkcji. (Eobocki, 1984).
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2 Badania obrazu omawianych pojeé¢ wéréd studen-
tow polskich

Badania przeprowadzone ze studentami w Akademii Pedagogicznej w Kra-
kowie byly prezentowane na Ogdlnopolskiej Szkole Dydaktyki Matematyki we
Wroctawiu w roku 2005 i sa publikowane w materialach tej konferencji (Po-
wazka, 2006). W tej czesci pracy sformutujemy jedynie wnioski, wynikajace z
tych badan, dotyczace réznych elementéw obrazéw omawianych pojec, jakie
utworzyly sie w $wiadomosci studentéw po dwuletnim kursie analizy matema-
tyczne;j.

Prezentowane wnioski majg charakter hipotetyczny z uwagi na fakt, ze
badania prowadzone byly w konkretnym okresie, do konkretnego programu
realizowanego przez jednego z autoréw pracy. Wyniki wspomnianej wyzej an-
kiety sondazowe]j wskazuja na fakt, Zze studenci chetniej postuguja sie algoryt-
mami niz rozwigzujg zadania wymagajace rozumienia pojeé i twierdzen. Jak
pokazuja badania J. Gunéagi, rozumienie i umiejetne stosowanie wiedzy jest
wazniejsze niz umiejetnosé¢ wykonywania rachunkéw (Guncaga, 2004).

Baza intuicyjno—skojarzeniowa omawianych pojeé

Jak juz wspomniano w paragrafie 1, elementami bazy intuicyjno-skojarze-
niowej s§ wyobrazenia, intuicje i skojarzenia towarzyszace studentom podczas
postugiwania sie danym pojeciem. W psychologii pod pojeciem wyobrazenia
rozumie si¢ jedng z trzech podklas $wiadomosci, bedaca umystowa reprezen-
tacja wezedniejszego sensorycznego do$wiadczenia®. Przez intuicje okresla sie
tam sposob rozumienia lub poznania, ktéry mozna scharakteryzowaé jako bez-
posredni i natychmiastowy, nie oparty na §wiadomym rozumieniu®. Natomiast
najogdlniej skojarzeniem nazywa sie kazde wyuczone funkcjonalne polaczenie
miedzy dwoma lub wiecej elementami, takimi jak mys$li, wyobrazenia, bodZzce,
reakcje, $lady pamieciowe?.

Z cytowanej wyzej pracy (Powazka, 2006) wynika, ze do najwazniejszych
elementéw bazy intuicyjno—skojarzeniowej, zwigzanej z pojeciem cigglodci, za-
liczy¢ nalezy:

- badanie rézniczkowalnosci funkcji (42),

— badanie catkowalno$ci funkcji (14),

2A. S. Reber, E. S. Reber, 2005, Stownik psychologii, Wydawnictwo Naukowe Scholar,
Warszawa, s. 889.

3ibidem, s. 293-295.

4ibidem, s. 710.
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- badanie istnienia rozwigzan réwnan (wl. Darboux) (7),

- badanie wartosci najwigkszych i najmniejszych w zbiorze zwartym (6),

Baza intuicyjno-skojarzeniowa zwigzana z pojeciem rézniczkowalnosci jest
znacznie bogatsza. Studenci wyrdznili w niej:

ekstrema lokalne (47),

monotoniczno$¢ funkeji (19),

badanie przebiegu zmiennosci funkcji (19),

— wyznaczanie punktéw przegiecia (12),

- wyznaczanie wartosci najwigkszych i najmniejszych (11),
— wyznaczanie stycznej do wykresu funkcji (10),

— badanie rézniczkowalnosci funkcji (9),

- badanie wypuklosci (6),

- badanie ciaglosci funkcji (6).

W nawiasach podano liczby uzyskanych odpowiedzi w ankiecie sondazowej.

Wymienione tu skojarzenia sg standardowymi sytuacjami, w ktérych poja-
wiaja si¢ omawiane pojecia. Jak wynika z danych liczbowych, nie u wszystkich
badanych wystapil kazdy z wyzej wymienionych elementéw bazy. Jej bogac-
two zalezalo zapewne od indywidualnych uwarunkowan, a zwlaszcza od wy-
obrazni osoby uczestniczacej w procesie poznawczym. Psychologia wyréznia
wyobrazni¢ antycypacyjna, odtwdrcza i tworcza. Pierwsza z nich odnosi si¢ do
przyszlosci druga do przeszlodci, a trzecia dotyczy czego$ nowego®. Na pod-
stawie omawianych badan, zdecydowana wigkszos$é student6w uczestniczacych
w eksperymencie wykazala si¢ wyobraznia odtworcza, wskazala bowiem na
najczesciej wystepujace zastosowania omawianych pojec.

Podczas egzaminu testowego studenci popelnili wiele istotnych bledéw me-
rytorycznych. Oto niektore z najczestszych:

o ciaglo$¢ funkcji w punkcie g jest rownowazna ciaglosci w otoczeniu tego
punktu,

¢ funkcja ciagla f: (0,1) — R nie przyjmuje swoich kreséw,

e z cigglosci funkgji | f| wynika ciaglos¢ funkcji f,

o funkcja ciagla na sumie dwu przedzialéw rozlacznych nie ma wlasnosci
Darboux,

Sibidem s. 889.
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jezeli f, g sa funkcjami rézniczkowalnymi i f(z) < g(z), ¢ € R, oraz obie
funkcje sg wypukle w R, to f'(z) < ¢'(z),

z rézniczkowalno$ci funkcji | f| wynika rézniczkowalnoéé funkeji f,

zmiana znaku pierwszej pochodnej w jej miejscu zerowym wymusza ist-
nienie drugiej pochodnej w tym punkcie,

poniewaz funkcja f(z) = % ma pierwszg pochodng ujemna w swej dzie-

dzinie, wiec jest malejaca w tym zbiorze.

Popelniane przez egzaminowanych bledy wydaja sie $wiadczyé o tym, Ze po-
wstajagce w umysle studentéw wyobrazenia nie sa wiernymi kopiami abstrak-
cyjnych pojeé. Jest to najprawdopodobniej wynikiem intuicyjnego poznania,
ktore u wielu z nich nie jest zastepowane systematycznym procesem poznaw-
czym, opartym na rozumowym analizowaniu definicji i twierdzen.

Przyczyna takiego stanu rzeczy jest pojawianie sie wielu bledéw zwiaza-
nych z:

— niezrozumieniem definicji pojecia,

— spontanicznie zarejestrowang definicja lub twierdzeniem, ktére nie sa
weryfikowane w dalszym procesie uczenia sie,

— tworzeniem si¢ skojarzen z blednymi faktami.

2.1 Fakty

Przez fakty rozumiemy tu definicje i twierdzenia podane przez prowadza-
cych zajecia lub zaczerpniete z zalecanej literatury, uznane przez studentéw
za prawdziwe w wyniku logicznej analizy lub zaakceptowane jako obowiazu-
jace, chociaz niekoniecznie zgodne z intuicjami (por. Nowak, 1989, Lompscher,
1972). Znajomo$¢ duzej ilosci faktéw (definicji i twierdzen) jest niezbednym
zapleczem dla rozwijania matematycznego mys$lenia. Utatwia bowiem, po po-
stawieniu nowych probleméw, sformulowanie hipotez odnosnie ich rozwigzania
oraz znalezienie dowodéw tych hipotez (Mason, Burton, Stacey, 2005, s. 82-
83).6

Wyniki ankiety sondazowej i egzaminu testowego pozwalaja na wskazanie
zagadnien zwigzanych z ciggloseig i rézniczkowalnosciag funkcji, ktére funk-
cjonowaly w $wiadomosci studentéw niezgodnie z ich logiczng analiza. Oto
niektore z nich:

— pojecie cigglosci funkcji w punkcie skupienia i punkcie izolowanym,

8Jak moéwia autorzy tej ksiazki Rozbudowa wiedzy zwigksza pole dzialania mysli.
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|

cigglo$é funkceji zlozonej z wartoscig bezwzgledna,
wlasciwe rozumienie implikacji i implikacji do niej odwrotnej,

przyjmowanie kreséw przez funkcj¢ ciggla na przedziale niekoniecznie
domknigtym,

zwigzek wlasnosci Darboux z ciagloscia funkcji,
pojecie funkcji zlozonej,

pojecie obrazu i przeciwobrazu zbioru oraz zwigzek tych pojeé z cigglo-
Scig funkcji,

monotoniczno$é operacji rézniczkowania w réznych klasach funkcji, w
szczegoblnosci w klasie funkcji wypuktych,

rézniczkowalno$é funkcji zlozonej z wartoscia bezwzgledna.

Przyczyny trudno$ci wymienionych powyzej poje¢ i twierdzen sa réznorakie.
Zaliczamy do nich:

a)

b)

d)

Skomplikowang budowe logiczna definicji (np. pojecie ciaglosci, wiasnosé
Darboux oraz jej zwigzek z ciagloscia funkcji). W tych definicjach wy-
stepuje wiele réznych kwantyfikatoréw, co powoduje, ze stosowanie oma-
wianych poje¢ wymaga subtelnych rozumowan (np. szacowania).

Na pozér prosta budowa definicji pojecia lub twierdzenia (np. pojecie
funkcji zlozonej, wartosci bezwzglednej, ciaglosé i rézniczkowalnosé funk-
cji zlozonej z wartoscig bezwzgledna). Fakty te wydaja si¢ studentom
intuicyjnie na tyle zrozumiale, ze nie zwracaja uwagi na ich logiczna bu-
dowe. Prowadzi to do wielu nieporozumien w trakcie postugiwania sie
takimi pojeciami.

Stosowanie tezy twierdzenia bez uwzglednienia jego zalozen (np. zwiazek
rézniczkowalnosci z monotonicznoscia funkcji).

Uzywanie implikacji odwrotnej niekoniecznie prawdziwej, w zamian za
implikacje prawdziwg (np. zwiazek miedzy ciagloscia funkcji w punkcie
i w otoczeniu).

Sytuacje te $wiadcza o do$¢ powierzchownym przyswajaniu materialu przez
studentéw, bez wnikliwej analizy tresci poznawanych twierdzen. Moze to by¢
symptom braku zainteresowania studiowanym materialem.

2.2

Narzedzia wykonawcze

W paragrafie tym opiszemy wyniki badan dotyczace algorytméw, proce-
dur, strategii heurystycznych i schematéw postgpowania, za pomoca ktérych
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studenci organizowali elementy koncepcji pojecia (por. znajomosé sposobéw
i przepiséw dzialania Nowak, 1989, Lompscher, 1972). Na podstawie analizy
wynikéw egzaminu pisemnego mozemy stwierdzié:

e Mimo ze studenci znali procedury wyznaczania pewnych obiektéw, nie
potrafili poprawnie je wyznaczaé. Problemem bylo wyznaczanie granicy
ilorazu, do ktérej nie mozna zastosowaé reguly de L’Hospitala.

e Preferowano procedury rachunkowe od krétszego postgpowania, ktére
wymagalo subtelniejszych rozwazan.

e Stosowano formalnie twierdzenia matematyczne bez sprawdzenia spel-
niania zalozen.

e Uzywano zamiast uzasadnienia prawdziwosci warunku rysunek, nierzad-
ko bledny, i na jego podstawie prowadzono rachunki.

¢ Unikano ujawniania subtelnych argumentéw. Niekiedy stosowano je pod-
Swiadomie.

e Braki w przygotowaniu ze szkoty $redniej lub z innych dzialéw matema-
tyki (np. z algebry lub geometrii analitycznej) przeszkodzily w popraw-
nym rozwiazaniu zadania.

e Nie potrafiono postuzy¢ si¢ poprawnie definicja pojecia, ktére powinno
byé¢ dobrze znane ze szkoly $redniej, jak réwniez z wykladéw analizy z
pierwszego i drugiego roku.

Tak wigc wielu studentéw ograniczalo swoja znajomo$é sposob6éw i procedur
dziatania do najprostszych przypadkow.

2.3 Elementy systemowe

W tej czesci pracy sformulujemy przede wszystkim wnioski dotyczace wza-
jemnych zwigzkéw omawianych pojeé, jak réwniez zaleznosci z innymi poje-
ciami, ktére funkcjonowaly w $wiadomosci badanych studentéw. Zwrocimy
réwniez uwage na zalezno$ci miedzy elementami odnoszacymi sie do kazdego
z omawianych tu pojec.

Jak wynika z przeprowadzonych badan (Powazka, 2006) za najlatwiejsze
pojecia studenci uznali rézniczkowalno$é funkcji w punkcie, a nastepnie cia-
gloéé funkcji w punkcie. Pierwsze z nich zbudowane jest przy pomocy granicy
ilorazu réznicowego. Drugie angazuje réwniez pojecie granicy funkcji w punk-
cie, o ile punkt ten jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Zachodzi zatem
przypuszczenie, ze studenci kojarza pojecie cigglosci funkeji z istnieniem gra-
nicy funkcji w tym punkcie. Nie zwracali zatem uwagi na fakt, czy funkcja jest
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okreslona w punkcie skupienia dziedziny, w ktérym badano cigglosé. Studenci
postepowali w tym przypadku tak, jak przy obliczaniu pochodnej, gdzie nie
‘musieli rozwazac tego faktu, gdyz rézniczkowalnos$é funkcji bada si¢ w punkcie
wewnetrznym dziedziny.

Ze wspomnianej juz ankiety sondazowej (Powazka, 2006) wynika réwniez,
ze zdaniem studentow latwiejsze jest badanie rézniczkowalnosci funkcji w zbio-
rze od badania ciaggloéci funkcji w zbiorze. Jest tak byé moze dlatego, ze z
rézniczkowaniem funkcji studenci kojarzg automatyczne i czesto bezmyslne
stosowanie algorytméw. Oto kolejny dowéd na to, ze uczacy sie preferuja me-
tody algorytmiczne od rozumowan teoretycznych. Fakt ten obserwuje si¢ juz
na wczesniejszych poziomach edukacji szkolne;j.

Tymczasem operacja rozniczkowania daje réowniez okazje do ciekawych i
nietrudnych rozwazan teoretycznych. Przykladem takiej sytuacji moze byé
zaproponowana przez J. Gunéage koncepcja wprowadzenia pojecia rozniczko-
walnosci funkcji w punkcie z wyraznym wykorzystaniem pojecia cigglosci.

2.4 Aparat komunikowania

W tym paragrafie sformulujemy wnioski dotyczace jezyka naturalnego, w
ktérym studenci formulowali fakty z analizy matematycznej. Podamy réwniez
uwagi na temat stosowania przez nich symboliki i reprezentacji rysunkowe;j.
Pojecie jezyka jest bardzo szerokie’. Na potrzeby tej pracy przez jezyk natu-
ralny bedziemy rozumieé¢ zestaw arbitralnych, konwencjonalnych symboli, za
pomoca ktérych przekazuje si¢ znaczenie pojeé funkcjonujacych w danej teo-
rii. Jezyk ten jest przyswajany w procesie uczenia i wychowania. Jezyk analizy
matematycznej nalezy do jezyka matematyki. Obok stéw z jezyka naturalnego
zawiera réwniez umowne symbole literowe i graficzne oraz formuly logiczne,
w ktorych zapisywane sa definicje i twierdzenia. Stosowane sg tu réwniez in-
terpretacje graficzne, majace na celu przyblizanie rozumienia abstrakcyjnych
tresci.

S. Turnau, piszac o jezyku matematyki (Turnau, 1990, s. 58-67), wyrdznia:
jezyk pisany, jezyk moéwiony i jezyk myslowy. Oto jak je charakteryzuje: ...
przy pobieinym nawet spojrzeniu na stronicg podrecznika matematyki dostrze-
gamy [ ... | trzy wyrasnie réine skladniki jezyka: slowa, symbole i rysunki.
[ ... |Jezyk stowny matematyki jest wprawdzie bliski jezyka naturalnego, za-
wiera jednak pewne specyficzne zwroty i wyrazenia niespotykane w jezyku na-
turalnym. Inne za$ stowa i wyrazenia, uZywane w jezyku potocznym, majg w
matematyce odmienne od potocznego lub specjalistyczne znaczenie| ... |. Jezyk
stuzy do budowania i przekazywania mysli, mysl steruje przekazem jezykowym.

7A. S. Reber, E. S. Reber, 2005, s. 307.
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W przeprowadzonych badaniach studenci mieli okazje postuzy¢ sie réznymi
elementami jezyka matematycznego. Jak wynika z odpowiedzi udzielonych w
ankiecie sondazowej (Powazka, 2006), natrafili na duze trudnosci w popraw-
nym sformulowaniu definicji pojecia ciaglosci funkcji w sensie Cauchy’ego i
Heinego. Pamietali, ze wystepuja tam pewne implikacje, ale nie umieli lub
nie odczuwali potrzeby sprecyzowania, co oznaczaja stosowane symbole. Nie-
rzadko brakowalo réwniez kwantyfikatoréw lub stosowano je w zlej kolejnosci.

Jezyk pisany sprawdzany byl réwniez w trakcie rozwigzywania zadan pod-
czas egzaminu pisemnego. Tam w sposdb szczegdlny ujawnila si¢ nieporadnoécé
studentow przy stosowaniu interpretacji rysunkowe;j.

Zachodzi pytanie: dlaczego tak sie dzieje, ze osoby wybierajace studia ma-
tematyczne nie radza sobie z poprawnym formulowaniem swych mysli, tak
w piSmie jak i werbalnie? OdpowiedZ nie jest prosta i tkwi w sferze psy-
chologii, gdyz jest zwiazana z percepcja. Najbardziej ogélne znaczenie tego
terminu oznacza cale nastepstwo zdarzen od wystapienia bodzca fizycznego,
az do jego fenomenologicznego doswiadczenia. Skladaja si¢ nan elementy fi-
zyczne, fizjologiczne, nerwowe, sensoryczne, poznawcze i afektywne®. Wynika
stad, ze czynniki indywidualne w sposéb istotny wplywaja na spostrzeganie
otaczajacej rzeczywistosci, w tym takze na sposéb uczenia sie.

2.5 Konteksty sytuacyjne

W tej czesci sformulujemy wnioski dotyczace wskazanych przez studentéow
sytuacji rzutujacych na wzajemne zwiazki miedzy ciagloscig i rézniczkowal-
noscia oraz innymi pojeciami matematycznymi. Widaé je przede wszystkim
podczas analizy zadan, ktore przygotowali studenci (Powazka, 2006). Stopien
trudnosci oraz rodzaj studenckich propozycji $wiadczg o problemach, z jakimi
spotykali sie na zajeciach i jakie probowali rozwigzywaé samodzielnie poslu-
gujac sie dostepnymi zbiorami zadan.

Na podstawie analizy tematéw tych zadan mozna sformulowaé nastepujace
wnioski:

— Zdecydowana wigkszo$¢ przygotowanych przykiladéw to ¢wiczenia lub
proste zastosowania teorii (Krygowska, 1977), wymagajace bezposred-
niego zastosowania definicji omawianych pojeé do konkretnych funkcji.

— Przyklady funkcji nie wykraczaly w zasadzie poza zbidr funkcji wymier-
nych jednej lub wielu zmiennych.

— Niektore zadania uznano jako przyklady stosowania narzedzia, ktérego
uzycie w tej sytuacji nie bylo konieczne.

8A. S. Reber, E. S Reber, 2005, s. 732.
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- Tematy wielu zadan byly zbyt ogélne, nie zawieraly istotnych danych
szczegolowych niezbednych do rozwigzania zadania.

-~ Podawane przez studentéw przyklady zadan $wiadczg o tym, ze dla stu-
dentéw umiejetnosé budowania wlasnych zadan nie jest jeszcze nalezycie
opanowana.

— Zadania metodologiczne, proponowane przez studentéw, byly dwoja-
kiego rodzaju. Pierwszy z nich dotyczyt podania dowodu jednego z la-
twiejszych twierdzen z wykladu.

Podane w paragrafie 3 przyklady zadan rozwigzywanych ze studentami na
Stowacji nawiazuja do sytuacji realistycznych.

3 Ksztaltowanie pojecia pochodnej funkcji przy po-
mocy pojecia cigglosci

W paragrafie tym opiszemy eksperyment przeprowadzony na Slowacji
wsréd uczniéw klas maturalnych oraz studentéw pierwszego roku studiéw na-
uczycielskich w Katolickim Uniwersytecie w Ruzomberku.

3.1 Podstawy teoretyczne eksperymentu

Na Slowacji w najczesciej stosowanym w nauczaniu podreczniku analizy
matematycznej (Hecht, 2000) pojecie pochodnej jest wprowadzone réznymi
sposobami. Jeden z nich zwiazany jest z pojeciem stycznej do wykresu funkcji
w punkcie. Podstawowym jest tu pojecie prostej stycznej do wykresu funkcji f
w danym punkcje, ktéra jest granicznym polozeniem siecznych przechodzacych
przez dany punkt i przecinajacych wykres funkcji jeszcze w innych punktach.
Ten proces graniczny wykorzystuje pojecie granicy funkcji w punkcie.

Definicja 1. Pochodng funkcji f w punkcie a nazywamy wlasciwg granice
im f@+ ) = f(@)

h—0 h

o ile ta granica istnieje. Pochodng funkcji f w punkcie a oznaczamy przez

f'(a)-

Analogiczna definicja znajduje si¢ w podreczniku do szkoly $redniej pod
red. B. Rie¢ana (Rie¢an, 1987) oraz w ksiazce A. Chronowskiego i Z. Powazki
przeznaczonej dla uczniéw klas matematycznych i studentéw pierwszego roku
studiéw matematycznych (Chronowski, Powazka, 2000).
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H. Hischer i H. Scheid deﬁmujq najpierw dla funkcji f pomocnicza funkcje,
zwang ilorazem réznicowym funkeji f (Hischer, Scheid, 1995).

Definicja 2. Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczniu punktu a. Oznaczmy
przez Dy dziedzing tej funkcji. Funkcje

(w) f(a)

—a

8fa() =

okreslong w zbiorze D\ {a} nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punk-
cie a.

Dla przykladu dla funkcji f(z) = 22, z € R, s54(x) = z+a, T # a. Pojecie
pochodnej funkeji w punkcie okre§lamy przy pomocy ciagtosci tej funkeji w
danym punkcie. W tym celu wykorzystamy definicje ilorazu réznicowego.

Definicja 3. Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale otwartym I, a € I
oraz k oznacza dowolng liczbe rzeczywistq. Okreslamy na przedziale I iloraz
TOZNIiCOWY WZoTem:

f(z)-f(a)
57a(z) = e dlax # a,
' k dlaz = a.
Funkcja f jest réiniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba k
jest tak dobrana, aby funkcja sjq byta ciggla w a (por. Kluvanek, 1991).

Tak sformulowana definicja rézniczkowalnosci funkcji w wewnetrznym pun-
kcie dziedziny Dy wykorzystuje pojecie ciaglosci ilorazu réznicowego w tym
punkcie. Jej istota nie jest poslugiwanie si¢ algorytmem obliczania pochodnej,
ale wlasciwe rozumienie definicji cigglo$ci.

Opis eksperymentu

W eksperymencie zostala wykorzystana definicja 3 rézniczkowalnosci funk-
cji w punkcie. Realizacje postulatu realnosci w nauczaniu matematyki rozpo-
czeto od zadania zwigzanego z ruchem (Eisenmann, 2002). Nastepnie przy
pomocy wykreséw funkceji rozwigzano z uczniami kilka zadan rachunkowych.
Oto przyklad rozmowy z uczniami podczas lekcji w szkole ponadgimnazjalnej
(literg N oznaczono nauczyciela, a przez U;, i = 1,2,... ,7 — uczniéw).

N: Postugujac sie definicja, oblicz pochodna funkcji f(z) = z2 w punkcie
a=1.

U; (zapisuje na tablicy): f(z) =%, a =1,



BADANIA NAD WYKORZYSTANIEM POJECIA CIAGLOSCI FUNKCJI 17

z2-1
= dlaz#1
—_ z—1 ’
sf,l(a:)—{ k .dla:c=1

2
-1 _

T =(x 1)($+1)=x+1

rx—1 rz—1

z+1 dlaz#l1,
s£1(®) ={ k dlaz =1

N:Co jest wykresem funkcji y = = + 17
U;:Kreska
N:Doktadniej?
Uy:Prosta (rysuje prosta z wyrzuconym punktem rys. 1).

Rysunek 1.

N: Jak zdefiniowaé¢ wartosé funkcji na rys. 1, aby byla to funkcja ciagla?
Usy: Wypehijmy kéteczko na tym rysunku.

N: Ile wynosi warto$é funkcji w tym punkcie?

Us: 2.

N: Ile wynosi pochodna funkcji y = z? w punkcie z = 1?7

Ult 2.

Nastepna uczennica przy tablicy wyliczyla omawianym sposobem wartosé
pochodnej funkcji f(z) = x? w = = a, gdzie a oznacza dowolng liczbe rzeczy-
wista.

N: Dotychczas méwilismy o funkcjach, ktére byly rézniczkowalne we wskaza-
nych punktach. Teraz poznamy przyklad funkcji, ktéra nie ma pochodnej

w jednym punkcie.

Nauczyciel pisze na tablicy: f(z) = |z — 2|, f'(z) =7
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Uy (pisze): f(z) =z —2| f'(2)="7
= —2)

. 1 2
Uy (pisze): spa(z) =< 2 —2 dla 2 #2,
k dlaz =2

) e -2 -2

dla z € (2;00) e

o =2 -2 _
dla z € (—o0;2) — =T, =
N: Czy mozemy te funkcje dodefiniowa¢ w taki sposéb, aby si¢ stala ciagta
wzx =27
Us: Nie da sie.
N: Co to oznacza dla istnienia pochodnej funkcji f w punkcie £ = 27
Uy: Nie istnieje.
N: Rozwazmy wykres nastepujacej funkcji (rys. 3).
Czy we wszystkich punktach dziedziny funkcja ta jest rézniczkowalna?

1

Yy
14-----==ecnmnen - S
2 T
-1 ° T
Rysunek 2. Rysunek 3.

U5: Nie.
N: Czy funkcja jest rézniczkowalna na krancach swej dziedziny?
Ug: Funkcja jest rozniczkowalna na brzegu dziedziny.

N: Zbadajcie, ze pochodna funkcji f(z) = z + 1 w kazdym punkcie dziedziny
wynosi 1. Oznacza to, ze jezeli warto$¢ x zwigkszy sie o 1, to réwniez
warto$¢ y zwiekszy sie o 1.

Uy: Jaka bedzie pochodna funkcji, gdy = zwiekszy sie o 1, a y zwigkszy sie
027
N: Zobaczymy to na wykresie funkcji y = 2.
2 —2a 2(zx-a)
. = =2 dl 2,
Us (pisze): sf2(z) = T—a T—a ac#
k=2 dla z = 2.

f(a) = 2.
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Yy

2 Yy =8f(x)

Rysunek 4.

Przytoczony fragment zajeé jest dobra ilustracja celu eksperymentu. Wy-
chodzac od przykiadu na zastosowanie definicji 3 oraz przy pomocy inter-
pretacji geometrycznej uczniowie zaczynaja dostrzegaé elementy systemowe,
tzn. zwiazki miedzy pojeciem ciaglosci i rézniczkowalnosci funkceji. Jak poka-
zuje dyskusja w trakcie rozwigzywania przykladu pierwszego, aparat komuni-
kowania (jezyk) jest jeszcze nieprecyzyjny, ale intuicje sa juz uksztaltowane
(brak wartoéci w jednym punkcie — rys. 1). Nauczyciel stara si¢ mobilizowaé
uczniéw do precyzji slowa oraz do ksztaltowania rozumienia pojecia przez
konsekwentne stosowanie rysunku i zasady stopniowania trudnosci. Na koniec
zaje¢ prowadzacy nawigzuje do Leibnitzowskiej koncepcji pochodnej w po-
staci ilorazu przyrostéw wartoéci i argumentow. Zabiegi te stuza wlasciwemu
ksztaltowaniu obrazu pojecia pochodnej funkcji.

4 Badanie ilo$ciowe wynikéw eksperymentu

W paragrafie tym opiszemy narzedzia badawcze uzyte do pomiaru
ilodciowego wynikéw uzyskanych przy zastosowaniu opisanego w paragrafie 3
sposobu wprowadzenia pojecia rézniczkowalnosci funkcji.

4.1 Opis narzedzi badawczych

Eksperyment ten przeprowadzony byl na Stowacji. Uczestniczylo w nim
Yacznie 57 oséb. Byli to uczniowie Gimnazjum $w. Andrzeja i studenci I roku
matematyki na Wydziale Pedagogicznym w Katolickim Uniwersytecie w Ru-
zomberku. Skiadal si¢ on z dwéch sprawdzianéw:

— wstepnego, zrealizowanego przed opracowaniem granicy i pochodnej fun-
keji,
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- koncowego, po opracowaniu tego tematu.

W badaniu wstepnym wyrdézniono nastepujace elementy:
L ~ wspolezynnik logiczny, tzn. zadanie logiczne, badajace umiejetnoéé ro-
zumowania zgodnie z prawami logiki matematycznej,

AV1 — wspdlczynnik algebraiczny, tzn. zadanie algebraiczne sprawdzajace po-
prawno$é wykonywania operacji algebraicznych,

CV - wspdlezynnik liczbowy, zadanie badajace sprawno$é rachunkowa,

N - zadania badajace umiejetno$é¢ rozwigzywania nieréwnosci.
Oto tematy sprawdzianu wstepnego:
1. (L) Zanegowaé nastepujace zdania:

(a) Istnieje panstwo, w ktorym kazde prawo jest co najmniej dwa razy
nowelizowane.

(b) VzeN yen z+y =5
(c) Wszystkie liczby sa parzyste.

2. (AV1) Sprowadzié¢ do najprostszej postaci:

u? -4 b ud -8
u+2

u? — ud — u2v3 3
(c) (u+24+u_28):(u+1) (d) (u%v3>

3. (CV) Obliczy¢ w mozliwie najprostszy sposéb:

@) (“3%383)2 o) (4j4*;8j)2

5294 3
(c) 3
3293
4. (N) Rozwiazaé¢ w zbiorze liczb rzeczywistych ponizsze uklady nieréwno-
Sci:
a)4r +6 <2x+5< 5z +38§,
b)2x+7<4zx-5<x+6.

(a)
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W wyniku tego sprawdzianu kazdemu ze wspélczynnikéw przyporzadko-
wano sume punktéw, jakie osoba badana zdobyla za rozwiazania poszczeg6l-
nych przykladéw w danym zadaniu. Podczas prowadzenia zaje¢ dotyczacych
granicy i pochodnej funkcji w punkcie zaobserwowano zmiany jakosciowe w
postawach uczniéw przy rozwiazywaniu zadan typu AV1 i CV. Dlatego na za-
konczenie eksperymentu ponownie zbadano te dwa wspolczynniki. Przy uzy-
ciu metod statystycznych (dwuparametrowego t-testu) uzyskano potwierdze-
nie wynikéw obserwacji. Po zakonczeniu eksperymentu uczniowie i studenci
rozwigzywali na sprawdzianie koficowym nastepujace zadania:

1. Wskazaé poprawng wersje definicji cigglosci funkcji f w punkcie.
A) V€>035>0V:c€D(f); a-d<z<a+éd= f(a) —€< f(.’lf) < f((l) + ¢,
B) V6>035>0Vx€D(f); f(a) —e< f(.’l:) < f(a) +e=>a—-06<zr<a+ié,
C) Ve>0 550 Veen(s); 0 —€ <z <a+e= f(a) -4 < f(z) < f(a) + 4,
D) V5>035>0Vxep(f); f(a) —e< f(&l)) < f(a) +eza—-06<z<a+d.

2. Uzupelnié wzér funkcji f tak, aby byla ciagla w punkcie z = 3. Uzasad-
ni¢ swoja odpowiedz.

z% dla x # 3,
(a) f(“’)={...3 dlaz =3,

_ %:—ﬂ dla x # 3,
(b) f(‘”)'{...s dla ¢ = 3,

_ 22__9 dla z # 3,
(c) f(m)—{...3 dla z = 3.

3. Czy istnieje liczba rzeczywista d spelniajaca twierdzenie:
VIeER1-6<x<1+6=3,99<2x+2<4,017

A) Tak. Jaka?
B) Nie. Dlaczego?

4. Czy istnieje liczba rzeczywista & spelniajaca twierdzenie:
Vz € R; -6 <z <§=>-1000 < 3 < 1000 ?

A) Tak. Jaka?
B) Nie. Dlaczego?
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5. Obliczy¢:

) 1

32212 z2-2z 22 -8 x2 -4
i li i
( z—2 $2—4)’ (b) :}cl—%m—Q’ (c) et 74 2

6. Wiadomo, ze lim1 f(z) = 3. Ktéry z ponizszych rysunkéw ilustruje ten
T—

fakt?
y y yl |
a) a) i c)
L »--_:I ..... B S
1 z f z 1’ z
Y/ Y Y
d) e) f)

g)

7. Ktéry z rysunkéw z poprzedniego zadania ilustruje funkcje ciggla w
punkcie z = 1.

8. Znalezé réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = 23 w punkcie (-2, —8).

9. Wiadomo, ze dla funkcji f zachodzi f'(1) = 1. Ktéry z ponizszych ry-
sunkéw przedstawia, a ktéry nie przedstawia, wykres funkcji f?
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10. Nowy model samochodu zostal poddany prébie predkosci. Zaleznoéé jego
drogi (w metrach) od czasu (w sekundach) przedstawia wzor:

s(t) = 0,35t% + 0, 05t3.
W jakim czasie auto to osiggnie predko$é 30 m/s?.
11. Ktéra z formutl jest definicja pochodnej funkcji f w punkcie a?

A) lim @@ g f@) + fa)
T—a T+a z—a r—a

O tim [@) =@
—a

Tr—a T

D) 1im £@ = F(@)

z—a r+a

’

12. Wyznaczy¢ pochodne ponizszych funkcji:

(a) f(z) =23 — 622+ 15,
(b) f(z) = (z+2)%,
(c) f(z) =z(z — 3)(z + 3).

W sprawdzianie koficowym zadania 2b), 2c¢), 5, 8, 12 sa rachunkowymi
(sume punktéw uzyskanych za te zadania oznaczono przez SKal). Zadania
1, 2a), 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 sa problemowymi (sume punktéw za te zada-
nia oznaczono przez SPr). Wzajemne zwiazki miedzy wynikami sprawdzianéw
wstepnego i koficowego zostaly opracowane przy pomocy weryfikacji hipotez
statystycznych.
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4.2 Analiza hipotez badawczych

Przyjmujemy nastepujace hipotezy badawcze:
Ha: Wspélcaynniki AV1 i CV wplywajq na wspélczynnik Skal.
Hb: Wspolczynniki AV1, CV i Skal sqg niezalezne.

Analize przeprowadzono przy pomocy macierzy korelacji miedzy wspél-
czynnikami AV1, CV i wspélczynnikiem SKal.

AV1I [ CV | SKal | SPr
AVI |1
CV 0,42 |1
SKal | 0,631 | 0,485 | 1
SPr | 0,518 | 0,408 | 0,465 | 1

Tabela 1.

Wartos¢ krytyczna wspoélczynnika korelacji wynosi r57(0,05) = 0,254. Z
macierzy korelacji wynika, ze wspétezynniki AV i CV koreluja ze wspdlczyn-
nikiem SKal (0,631 > 0,254; 0,485 > 0,254). Zatem hipotez¢ Hb mozna od-
rzucié. Shusznoéé¢ hipotezy Ha ilustruje dendrogram wykonany przy pomocy
programu CHIC:

SPr Ccv AVl SKal

AVl Ccv SPr SKal 0841

0,765

Rysunek 5. Rysunek 6.

Jak widaé z danych zamieszczonych na tych rysunkach, wspétczynniki AV1
i CV sa bardziej zblizone do siebie niz para wspélczynnikéw AV1, CV do
SKal. Ponadto para wspo6tczynnikéw AV1 i CV wplywa na wspétczynnik SKal.
Dalszym wnioskiem jest zaleznoé¢ wspoéiczynnika SKal od SPr i wspélczynnika
AV1 od CV. Zwiazki te mozna sformulowaé w postaci dwu tez:

— biegloéé w przeksztalcaniu wyrazen liczbowych wplywa na poprawe bie-
gloéci w postugiwaniu sie wyrazeniami algebraicznymi,

— podczas opracowywania tematu granica i pochodna funkcji okazalo sie,
ze umiejetnodé rozwigzywania zadan na rozumienie pojecia w istotny
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spos6b wplywa na poprawe biegtosci wykonywania zadan rachunkowych
z tego zakresu.

5 Whnioski

Przeprowadzone badania, tak w Polsce, jak i na Slowacji, potwierdzaja
nastepujace fakty:

— pojecie cigglosci funkcji w punkcie sprawia uczniom i studentom spore
trudnosci,

— zbyt malo uwagi przy opracowywaniu pojecia rézniczkowalnosci funkeji
w punkcie ktadzie sie na uzasadnienie istnienia stosownej granicy, ograni-
czajac sie czesto, zwlaszcza w szkole Sredniej, do bieglosci rachunkowej.

Eksperyment stowacki pokazuje, ze zwigzanie pojecia pochodnej funkcji w
punkcie z cigglodcia funkcji w tym punkcie w istotny sposéb wplynat na po-
prawe zrozumienia przez badanych faktu, ze ciagglos¢ jest warunkiem koniecz-
nym rézniczkowalnosci funkeji. W ten sposéb uswiadomione zostaty badanym
elementy systemowe zwigzane z pojeciem pochodnej.

Duze znaczenie w procesie ksztattowania pojecia rézniczkowalnodci odegrat
réwniez aparat komunikowania. Mamy tu na mysli konsekwentne postugiwanie
si¢ wykresami funkeji. Dzigki temu nie polozono nacisku na mechaniczne sto-
sowanie algorytmu definicyjnego, ale zwiazano go z intuicjami geometrycznymi
i pojeciem cigglosci.

Wiyniki iloéciowe eksperymentu stowackiego (paragraf 4) potwierdzaja zna-
ny réwniez w Polsce fakt wplywu przygotowania ze szkoly sredniej na efekty
w studiowaniu analizy matematycznej (Powazka, 2005).

Pozytywny wplyw rozwiazywania zadan na rozumienie pojecia na poprawe
sprawno$ci rachunkowej potwierdza potrzebe polozenia w procesie edukacji
wigkszego nacisku na tego typu zadania niz na biegto$¢ rachunkowsa. W biegto-
Sci tej uczacego sie moga z powodzeniem wyreczy¢ komputery lub kalkulatory.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze przy opracowywaniu nowego pojecia na-
uczyciel powinien zdawaé sobie sprawe z tego, jakie wiadomosci z przerobio-
nego juz materialu bedg potrzebne w ciagu dalszym. Pomoze mu to w odpo-
wiedni sposéb przygotowaé swych uczniéw do przyswojenia nowych wiadomo-
Sci. W ten sposéb mozna uksztaltowaé niezbedne elementy bazy intuicyjno-
skojarzeniowej opracowywanych pojeé.
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Researches on the use of a concept of continuity

of a function for the defining a derivative
of a function at a point

Summary

investigations into understanding connections between the concepts of conti-
nuity and differentiability of a function at a point, conducted in Poland and
Slovakia, are presented. The investigations confirm the fact that calculation
skills should be connected with understanding these concepts. The Slovak
experiment shows that combining together concepts of derivative of a function
and continuity of a function at a point has a positive influence on understan-
ding the fact that continuity is a necessary condition for differentiability.



