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O dwdch réznych pojeciach zbioru

Czesto spotyka sie poglad, ze wiele btedéw popelnianych przez uczniéw
i studentéw zwiazanych jest z trudnosciami dotyczacymi tzw. specyfikacji.
W pracy Z. Dybiec (1988) czytamy: ,Bardzo charakterystycznym zjawiskiem
zaobserwowanym wsrdd uczniéw klas uniwersyteckich, innych takze, réwniez
wsiréd studentdw, jest wyrazny prég przy specyfikacji pojec, twierdzed, proble-
méw, zadai — dla zbioréw, ktérych elementami sg zbiory”. Z. Serafin (1988)
rozréznia dwa poziomy procesu specyfikacji: pierwszy — gdy pojecia i twier-
dzenia badane s3 w ramach danej dziedziny matematycznej, drugi — gdy
pojecia i twierdzenia jednej dziedziny matematycznej specyfikujemy w innej
dziedzinie lub w kilku innych dziedzinach. W pracy tego autora czytamy:
- dodwiadczenia (np. przedstawione przez Z. Dybiec) ukazuja wiele trud-
noéci, zwlaszcza gdy chodzi o drugi z wyrdznionych przeze mnie poziomdw
specyfikacji. Swiadome ujawnianie tych trudnosci, a nie ich unikanie w pro-
cesie dydaktycznym, oraz zabiegi zmierzajace do ich twérczego przez uczniéw
(studentéw) przezwyciezania, stanowia istotny element spiralnego podejicia
do zdobywania przez uczniéw wiedzy z danej dziedziny na coraz to wyzszym
poziomie jej rozumienia”.

Sadzimy, ze w nauce o zbiorach oprécz trudnoéci specyfikacyjnych (m.in.
nieodréznianie typéw logicznych poznawanych poje¢) pojawiaja sig réwnie
duze, a moze nawet wieksze, trudnodci zwigzane z wieloznacznoscia terminu
zbiér i wieloznaczno$cia terminéw pokrewnych.

Z. Krygowska w swoim podreczniku do geometrii (1968) pisze: ,Przyjmuje
sie jako znane elementarne pojecia i wiadomosci o zbiorach i przeksztalceniu
zbioru na zbiér oraz wiadomoscl arytmetyczne o liczbach rzeczywistych”. Za-
uwazmy, ze wiadomosci o zbiorach zaczerpnigte z jezyka potocznego raczej
przeszkadzaja w poprawnym ksztaltowaniu poje¢ geometrycznych, za$ wiado-
moséci teoriomnogoéciowe uczniéw sg na ogoét bardzo ubogie.
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W mysleniu wielu ludzi zakorzenione jest dwojakie rozumienie terminu
zbidr:

— w sensie dystrybutywnym (teoriomnogosciowym)

— i w sensie kolektywnym (mereologicznym).

Matematyka przyczynia sie do ksztaltowania pojecia zbioru w pierwszym
sensie, za$ dziedziny empiryczne — w sensie drugim. Uczniowie, a nawet stu-
denci, na ogdt nie zdaia sobie sprawy z rdéznicy miedzy tymi pojeciami. Stad
tez tak wiele bltedéw i niejasnoéci pojawia sie przy rozwigzywaniu zagadnier
dotyczacych zbiordw.

A. Mostowski w swojej monografii (1948, s. 85) pisze:

Ostatecznie sens, jaki nadajemy stowu zbidr — jak i kagde] nazwie —
Jest w znacznym stopniu kwestiag umowy. Idzie o to, aby sens ten ustalié,
gdyz w przeciwnym razie wyniknaé moga nieporozumienia, nieuniknione
wowczas, gdy tego samego slowa uzywamy w réznych znaczeniach. Ist-
nieja systemy, w ktdrych twierdzi sig, ze zbidr pusty nie istnieje, a zbidr
jednostkowy jest identyczny z jedynym swoim elementem. System taki
stworzyl m.in. polski logik S. Lesniewski (1886-1939).

Dodajmy, ze oprécz mereologii Lesniewskiego (opisanej m. in. u Ledniew-
skiego (1927-1931; 1992) i Stupeckiego (1958)) istnieja rézne i nieréwnowazne
teorie zajmujace sie zbiorami w sensie dystrybutywnym (zob. Kuratowski,
Mostowski, 1966). Juz w samej teorii mnogos$ci w réznych jej ujeciach aksjo-
matycznych przez dodanie niektérych zdan niezaleznych (np. dodanie hipotezy
continuum) lub ich pomijanie (np. pominiecie pewnika wyboru) mozna zmie-
niaé sens terminu zbidr (zob. np. Mostowski, 1968).

Przypomnijmy pokrétce rdznice miedzy dystrybutywnym i kolektywnym
rozumieniem zbioru. A. Mostowski pojecie zbioru w sensie dystrybutyw-
nym wiaze z pojeciem wlasnoéci przedmiotéw, piszac (Mostowski, 1948):

Kazda wtasnoéé przedmiotéw wyodrebnia ze zbioru pelnego pewien na
ogdt inny zespét przedmiotéw, mianowicie zespét tych przedmiotéw na-
lezacych do zbioru pelnego, ktére te¢ wlasno$é posiadajg. Takie zespoly
przedmiotéw nazywamy zbiorami. Pojecie zbioru utozsamiamy zatem z
pojeciem wlasnosci w tym sensie, Ze wyrazenie:

przedmiot x ma wtasno$é X

uwazamy za réwnoznaczne z wyrazeniem:

przedmiot z nalezy do zbioru X.

A. Mostowski pisze dalej:

Utozsamianie pojeé zbioru i wlasnosci jest celowe wéwezas, gdy ograni-
czamy sie tylko do rozpatrywania przedmiotéw nalezacych do ustalonego
raz na zawsze zbioru pelnego 1.
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O zbiorze pustym méwi Mostowski nastepujaco:

Zbidr pusty odpowiada wlasnosci, nie przystugujacej zadnemu przedmio-
towi sposréd elementéw zbioru pelnego. [...] Jedli np. zbidér pelny 1 skiada
sie z liczb rzeczywistych, to wlasnoéé wyrazona nieréwnoscia z2 < 0 jest
pusta.

L. Borkowski méwiac o dystrybutywnym rozumieniu zbioru uzywa opera-
tora abstrakcji i wigZe go z symbolem nalezenia € nastepujaco (Borkowski,
1970):

ye{z: W)} & W(y). (1)

Przedmiot y jest wiec elementem zbioru tych z, ktére maja wlasnoéé W wtedy
i tylko wtedy, gdy przedmiot y ma wlasno$¢ W. Podobne wyjaénienia podaje
R. Suszko piszac:

Rozpatrywany w teorii mnogoéci stosunek nalezenia elementu do zbioru
odpowiada zwigzkowi jaki zachodzi pomiedzy przedmiotami a gatunkami,
do ktérych przedmioty te naleza, wzglednie przedmiotami a cechami,
przystugujacymi tym przedmiotom. A zatem zbiory w sensie dystrybu-
tywnym to tyle mniej wigcej, co gatunki, rodzaje czy typy przedmiotéw,
wizglednie cechy czy wlasnosci traktowane w oderwaniu, jako samodzielne
przedmioty abstrakcyjne. (Suszko, 1965)

Dla zbioréw w sensie dystrybutywnym sprawdza sie naczelna zasada teorii
mnogosci, ktéra glosi: Elementami zbioru N-6éw sg N-y i tylko N-y.

Tak wiec terminami réwnoznacznymi lub bliskoznacznymi dla terminu
2biér w sensie dystrybutywnym sa: mnogosé, zbiorowosé, zespol, cecha, ro-
dzaj, typ, gatunek, wlasnosé. W teorii mnogosci spetnione sg m.in. warunki
(Majcher, 1974):

— zbidr jest przedmiotem abstrakcyjnym,

— istnieje zbidr pusty,

— zbiér jednostkowy jest rézny od wyznaczajacego go elementu,

— relacja nalezenia elementu do zbioru nie jest przechodnia,

— na og6l podzbidr zbioru nie jest jego elementem,

— zbidr i jego zbidr potegowy na ogdl rézinia sie.

Zbiér w sensie kolektywnym (mereologicznym) jest caloscia zlozona
z pewnych przedmiotéw traktowanych jako jej czesci (greckie meros znaczy
czeéé). R. Suszko w pracy z 1965 r. pisze: ,W przypadku zbioréw w sensie
kolektywnym elementy to tyle mniej wiecej, co czedci, fragmenty, sktadniki,
kawatki, itp.”. Twdérca mereologii S. Lesniewski przyjmuje, ze relacja ,bycia
czescia” jest porzadkiem, tzn. jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia
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(podobnie jak relacja inkluzji w teorii mnogosci). Wtasnosci tych nie ma rela-
cja nalezenia elementu do zbioru. Terminami réwnoznacznymi lub bliskoznacz-
nymi dla terminu zbidr w sensie mereologicznym sa: cato$é, agregat, kompleks,
konglomerat, zlepekitp. W sensie mereologicznym uzywamy stéw ttum, las, ul,
klasa spoteczna.

W mereologii spetnione s3 m. in. warunki (Majcher, 1974):

— nie istnieje zbiér pusty,

— 2zbidér jednostkowy jest identyczny ze swoim elementem,

— relacja bycia czescig (elementem) jest przechodnia,

— zbiér przedmiotdéw materialnych jest zbiorem materialnym,

— podzbidr zbioru jest takze elementem tego zbioru,

— zbiér przedmiotdw jest réwny rodzinie zbioréw tych przedmiotéw.

Bardzo trafny jest nastepujacy przykiad zbioru w sensie kolektywnym,
podany przez R. Suszke (Suszko, 1965): terytorium Polski traktowaé mozna
zaréwno jako zbiér wszystkich wojewddztw polskich, jak i zbidér wszystkich
gmin polskich. Spelnione s przy tym warunki:

a) kazde wojewddztwo polskie jest czescia (elementem) terytorium Polski,

b) kazda gmina polska jest czeScia (elementem) pewnego wojewddztwa
polskiego,

¢) kazda gmina polska jest czescia (elementem) terytorium Polski.

W sensie dystrybutywnym dwa zbiory sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
nalezg do nich te same elementy. W tym sensie zbiér wszystkich wojewddztw
polskich jest innym zbiorem niz zbidr wszystkich gmin polskich. L. Borkowski
zauwaza, ze gdyby w réwnowaznosci (1)

interpretowaé symbol {z : W(z)} jako zbidr w sensie kolektywnym, zas
symbol € jako , jest czeécig” (w sensie potocznym), otrzymalibysmy wy-
razenie falszywe. Nie jest bowiem prawda, ze kazda cze$é zbioru (w sensie
kolektywnym) przedmiotéw o wtasnosci W posiada wlasnos¢ W. Np. nie
jest prawda, ze noga stotu bedaca czescia stotu jest stolem. (Borkowski,

1970)

Zaproponowana przez K. Kuratowskiego teoriomnogoéciowa definicja pary
uporzadkowanej (Kuratowski, 1921; Kuratowski, Mostowski, 1966):

< a,b>= {{a},{a,b}} (2)

nie jest przydatna w mereologii, bowiem wobec obowigzujacej tam réwnosci
{a} = a otrzymujemy caltkowicie nieoczekiwany rezultat:

<a,a>={{a}} =a.
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Majcher na podstawie badafi empirycznych dochodzi do nastepujacego
wniosku (Majcher, 1974):

Intuicja dyktuje uczniom czesto mereologiczne rozumienie terminu zbidr.
W celu ugruntowania dystrybutywnego pojecia zbioru trzeba zapoznaé
uczniéw z przykltadami zbioréw w obu znaczeniach. Konieczne jest przede
wszystkim rozpatrywanie przyktadéw, w ktérych wyraznie widoczne sa
konsekwencje dwuznacznosci terminéw zbior i element zbioru (rézne po-
jecia réwnosci zbioréw, podzbioru, iloczynu zbioréw i zbioru jednoele-
mentowego [...]).

Dia uczniéw nieostre sa réznice miedzy pojeciami nalezenia (a € A — ele-
ment a nalezy do zbioru A), zawierania czyli inkluzji (A C B — zbidr A jest
zawarty w zbiorze B) i bycia czeScig (a < b — a jest czeScia b). Do zacierania
réznic miedzy wymienionymi pojeciami przyczynia sie zastepowanie terminéw
teoriomnogoéciowych (iloczyn mnogosciowy zbioréw, suma mnogosciowa zbio-
réw, inkluzja czyli zawieranie sie zbioréw) terminami z jezyka potocznego,
sugerujacymi mereologiczne rozumienie zbioru (wspdlna czesé zbiorow, prze-
kroj, jest czedcig zbioru, potgczenie (zlgczenie) dwoch zbioréw, wehodzi w sktad
zbioru itp.). Zauwazmy, Ze jedna z metod ksztaltowania pojecia utamka po-
stuguje sie utlamkiem jako czescig catosci, co dodatkowo przyczynia sie do
rozwiniecia u ucznidéw intuicji mereologicznych.

Wskazywanie btedéw popelnianych przez uczniéw przy rozwiazywaniu za-
gadniefi na gruncie teoriomnogoéciowym moze si¢ okazaé skuteczne dla ugrun-
towania pojecia zbioru w sensie dystrybutywnym. W celu uzmyslowienia ucz-
niom réznicy pomiedzy relacja nalezenia € i relacja inkluzji C (w sensie dys-
trybutywnym) wskazane jest zaproponowanie nastepujacego zadania:

W danym wyrazeniu

Jesli AxBiBxC,to AxC

zastapi¢ kazda gwiazdke przez dowolny z symboli: €, C. Ile otrzymamy
réznych wyrazen? (Odpowiedz: 8). Ktére z nich s prawdziwe? Poda¢ dowéd
lub kontrprzyktad.

Na zakoficzenie naszych uwag zwiazanych z pojeciem zbioru podajemy
przyklady sformulowar uczniowskich, ktére sa wadliwe w sensie teoriomnogo-
éciowym, poprawne za$ w sensie mereologicznym (przyklady pochodza m.in.
z prac Dybiec (1988) i Majcher (1974)).
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Ocena sformulowania i uzasadnienie
Sformulowanie w sensie W sensie
teoriomnogosciowym mereologicznym
a b c
Zbiér wszystkich liczb | wadliwe: poprawne:
rzeczywistych, ktérych | {z e R:z2<0} =0 W mereologii nie istnieje

kwadrat jest mniejszy od
zera nie istnieje.

Zbiér liczb rzeczywistych
o wlasnosci 22 < 0 jest
zbiorem pustym.

zbidr pusty.

Jesli A jest zbiorem wszy-
stkich liczb parzystych,
za§ B — zbiorem wszyst-
kich liczb nieparzystych,
to liczba 2 nalezy do
zbioru K, gdzie K =
{4, B}.

wadliwe:

Liczba 2 jest elementem
zbioru A, nie jest za$ ele-
mentem zbioru dwuele-

mentowego K (o elemen-
tach A1 B).

poprawne:
Liczba 2 jest czeScia A
(nalezy do A), za$ A jest
czescig K (nalezy do K),
zatem 2 jest czescig K
(nalezy do K).

Dwie proste nieréwnole-
gle a 1 b przecinaja sie
w Jednym punkcie.

b

A

wadliwe:

anb={A}

Iloczyn mnogoSciowy jest
zbiorem, nie za§ punk-
tem.

poprawne:
Punkt A jest czescia pro-
stej a 1 czeScig prostej b

({4} = 4).

Zbidr tréjkatéw zakresko-
wanych i zbiér kwadratéw
zakreskowanych nie sa
rozlaczne.

ki ko
N ts
1 14
ts RN
tg | 7

ka ka

wadliwe:

Niech K = {kl,kq},

T = {tl,tz, t4,t7,t8}.
Wtedy K N T = @. Zbidr
K (kwadratéw zakresko-
wanych) 1 zbisr T
(tréjkatéw  zakreskowa-
nych) nie maja elemen-
téw wspdlnych.

poprawne:
Tréjkaty  zakreskowane
t1, to sa czesciami kwa-
dratu &, za$ trdjkaty t7,
g sa czeSciami kwadratu
k4. Zbior kwadratéw za-
kreskowanych i zbidr tréj-
katéw  zakreskowanych
maja cze$¢ wspdlng, a
wiec nie sa rozltaczne.
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a b c
Réznica pomiedzy | wadliwe: poprawne:
zbiorem punktéw od- | AB \ {P : P jest pun- | Po odjeciu od odcinka
cinka AB i zbiorem | ktem wewnetrznym od- | AB jego czeéci wew-

jego punktow wewne-
trznych jest rowna dwu
punktom A i B.

cinka } = {A, B}. Ré6z-
nica jest zbiorem dwu-
elementowym {A, B}.

netrznej otrzymujemy
dwa punkty kraficowe
Ai B bedace czeSciami
odcinka AB.

Iloczynem dwdéch  kie-
runkéw (a) i (b) jest
cala plaszczyzna.

o

wadliwe:

(a) ={c:c|la},

(0) =A{c:c| b},
(()()z)n(b) =0,gdy ~ (a ||

(6) N (b)=(a), gdy a |l |

b.

Kierunki (a) i () jako
zbiory prostych réw-
noleglych sa rozlaczne,
gdy ~ (a “ b), za$
réwne (a), gdy a || b.

poprawne:

Dowolny punkt plasz-
czyzny jest czescia pe-
wnej prostej kierunku
(a) i réwnoczednie cze-
$cia pewnej prostej kie-
runku (b), jest wiec
cze$cia wspdlna tych
kierunkéw (niezaleznie
od wzajemnego poloze-
nia prostych a i b).

Cze$é wspdlna okregu
O(A,r) 1 kierunku (a)
jest okregiem O(A,r).

yd @

wadliwe:

O(A,r) ={B:|AB| =
r},

(@) =1{b:0] a},
O(A,r)N (a) = 0.
Hloczyn zbioru punktéw
(nalezacych do okregu)
i zbioru prostych (na-
lezacych do peku) jest
zbiorem pustym.

poprawne:
Okrag O(A,r) i kie-
runek (a) sa czedciami
plaszczyzny 1 maja
cze$é wspblna O(A,r).
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&

b

C

Czes¢ wspdlna okregu
O(A,r) i peku (A) jest
okregiem O(A,r).

wadliwe:

(A) ={a: A€ a},
O(A,r)N (A) =0.
lloczyn zbioru punktéw
(nalezacych do okregu)
i zbioru prostych (na-
lezagcych do peku) jest
zblorem pustym.

poprawne:
Okrag O(A,r) 1 pek
(A) sa czedciami plasz-
czyzny i maja czesé
wspdlna O(A, r).

Cze$¢ wspdlna plasz-
czyzny bez punktu A,
tj. zbioru II\ {A} oraz
peku (A) jest zbiorem
potprostych bez pun-

-
7A

wadliwe:

M\ {A} = {Bel:
B # A},
(A)={aCTl: A€ a},
(\ {A}) N (4) = 0.
Zbiér punktéw IT\ {A}
i zbiér prostych peku
(A) sg rozlaczne.

poprawne:
Ptaszczyzna bez pun-
ktu A i pek (A) maja
czes$¢ wspdlng IT \ {A},
ktéra traktowaé mozna
jako zbidér pdlprostych
o poczatku w punkcie
A, bez tego punktu.

Tabela 1
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On two different concepts of set
Summary

In this paper we consider two different meanings of the notion of set. We justify, that
the reasons of pupils’ (students’) mistakes related to solving problems of the theory
of sets are not only problems connected with specification , but also those resulting
from double understanding of the notion of set — in the distributive sense and in the
mereological sense. There are some examples in pupils’ formulations which are wrong
in the distributive sense of set but are correct in the mereological sense of set.



