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1. WSTEP

Moim zadaniem bylo przedstawienie przegladu tego, co inni napisali na temat roli
bledu w uczeniu si¢ i nauczaniu matematyki. Zajmg sig tu tylko wynikami autoréw
amerykarskich. Skoncentruj¢ si¢ przy tym na pytaniu, czym jest btad w -1auce
matematyki. Jak zobaczymy, nic ma jednej odpowiedzi na to pytanie. Odpowiedz
zalezy bowiem od tego, kto i w jakim celu stawia pytanie, a takze od ogblnego
kontekstu ksztalcenia w danym okresie. Pytanie wychodzi wigc daleko poza sama
matematyke i obejmuje kwestie spoteczne, psychologiczne, ekonomiczne i nawet
polityczne. Twierdze, i bede chcial to uzasadnié, ze mozna mévié o co najmniej dwu
postawach dotyczacych bledow, ktore wspotistnialy od poczatku tego wieku. Wole
uzywaé raczej terminu "postawy’ niz "koncepcje”, poniewaz kazda z nich wydaje si¢
by¢ kompleksem przekona, ocen oraz stanowisk filozoficznych. (Poniewaz te
przekonania, oceny i stancwiska prezentuja grupy ludzi gotowych dziataé, byloby
bardzo kuszace uzyé raczej terminu “ideologia" niz "postawa". Jednak "postawa"
dostarcza juz dostatecznie wielu klopotéw, wigc nie sprawiajmy sobie dodatkowych.)

POCZATKI BADAN W XIX WIEKU

Nie ma prostego sposobu ani wyraznej linii przewodniej, ktére ukazalyby postawe
wobec bledéw w matematyce w o$wiacie amerykariskiej XIX wieku. Wypowiem wigc
tylko kilka uwag na ten temat. Pod koniec XIX wicku literatura pedagogiczna byta
niezwykle obfita. W 1893 roku psycho-pedagog G. Stanley Hall (czgsto nazywany
Ojcem amerykanskiej psychologii rozwojowej) opublikowal wyselekcjonowana biblio-

(D) Referat wygloszony na 39 Spotkaniu Migdzynarodowej Komisji do Badania
1 Ulepszania Nauczania Matematyki (CIEAM) w Sherbrooke w Kanadzie w 1989

(zobacz Dydaktyka Matematyki 11).
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grafi¢ angielskich, francuskich i wloskich prac pedagogicznych. Pozycja ta zawiera
sklasyfikowane zestawienie ksiazek oraz tytuléw czasopism i liczy 277 stron. Rozdziat
"Liczby i matematyka elementarna" obejmuje 36 pozycji traktujacych o metodach
nauczania matematyki: 4 po angielsku, 1 po francusku (metody nauczania geometrii)
i 31 po niemiecku. Te "Metody niemieckie" to czg$¢ szczegdlowej teorii nauczania,
opartej na idealistycznej filozofii niemieckiej, modnej w pedagogice. amerykanskiej
tamtych czaséw. Drobiazgowe kilkutomowe "usystematyzowanie pedagogiki’, zawiera-
jace okoto 1400 stron, bylo przettumaczone na jezyk angielski i wykorzystywane
w ksztalceniu nauczycieli w Ameryce.

2. BLEDY A JAKOSC NAUCZANIA

Historycy ksztalcenia zajmujacy si¢ ewolucja badaf czgsto odwotuja si¢ do pracy
Josepha Rice’a, ktory rozstal si¢ z zawodem lekarza, by zostaé¢ dziennikarzem od
spraw ksztalcenia. Opracowat on testy sprawdzajace znajomos¢ ortografii i arytmetyki
i przebadal nimi 30 000 uczniéw z zakresu ortografii oraz 6000 uczniéw z arytmetyki.
Nie potrzeba wielkiej przenikliwoéci, by zrozumieé¢ znaczenie terminu "blad" dla Rice’a.
"Blad" byt dla niego po prostu "niepoprawng odpowiedzig". W przypadku arytmetyki
sprowadzalo si¢ to do podania innego niz zadany wyniku rachunku. Rezultaty badaf
testowych Rice’a zostaly opublikowane w popularnym pi$émie "Forum", wydawanym
wiasnie przez Rice’a. Analiza danych dostarczanych przez badania pozwolila na
sformutowanie wniosku, ze nie ma korelacji pomigdzy czasem po$wigconym na nauke
arytmelyki a poprawnymi odpowiedziami na zadania testowe. Co wigcej, Rice zauwazyl,
ze niektére blgdy popelniane przez ucznibw na pewnym poziomic nauczania,
powiedzmy trzeciej klasy (uczniowie 9-letni), wystepuja takze na wyzszym poziomie.
Te rezultaty, jesli patrzymy na nie z perspektywy osiemdziesigciu lat, wydaja si¢
naiwne i banalne. Byly one jednak szeroko dyskutowane i jednocze$nie o$mieszane
przez przedstawicicli oswiaty, ktorzy krytykowali metode badania, nazywajac ja
statystycznic naiwna. .

Uzyskane dane podawaly liczby poprawnych i blgdnych odpowiedzi i $wiadczyly
nickorzystnie o systemie nauczania. Dla odrzucenia krytyki pod swoim adresem
przedstawiciele o§wiaty obrali najlatwiejsza taktyke: zaatakowali "metod¢" badania,
ktéra—trzeba to przyznaé—byta niedopracowana, nawet w poréwnaniu ze standardami
tamtych czaséw. Nie sposob tu przedstawi¢ dramatycznych zmian, jakie mialy miejsce
w amerykafiskim szkolnictwie w latach 1865-1900. Zauwazmy tylko, ze liczba uczniow
w szkotach podstawowych i srednich podwajata si¢ co 10 lat. Wymagato to oczywiscie
coraz wigkszej liczby nauczycieli, podrgcznikow, budynkéw szkolnych, bardziej
biurokratycznej organizacji i zarzadzania, wydatkéw i podatkéw; szkolnictwo miato
mas¢ klopotéw wewnetrznych. W takiej sytuacji Rice zostal potraktowany jako intruz,
ktéry mial $miato$€ sugerowaé, ze szkoly nie zdaja egzaminu w zakresie swoich
obowigzkéw wyuczenia podstawowych umiejgtnoéci z ortografii i arytmetyki.

W swoim artykule z 1902 r. Rice podnidst dwie kwestie:

W tym artykule przedstawi¢ fakty uzyskane w wyniku przeprowadzenia testu
z arytmetyki i skoncentruje sic na dwoch fundamentalnych pytaniach, przed kt6érymi
stawia si¢ nauczyciela zawsze, kiedy jaki§ przedmiot nalezy do programu szkolnego:
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(1) Jakie rezultaty bgda osiagnigte?
(2) Ile czasu poswigcimy danej dziedzinie?"
(Rice, 1902, s. 281)
Powyzsze pytania—w odniesieniu do nauczania arytmetyki zajmowaly pedagogéw
przez nastgpne trzy dekady, przynoszac szersg publikacji.

3. POMIAR BLEDOW W MATEMATYCE (1900-1930)

Istnieje bardzo interesujacy dokument, ktéry opublikowali w 1925 r. Buswell i Judd
i ktéory moze stuzyé za przewodnik po artykulach oraz pozycjach ksigzkowych
poswigconych badaniom amerykariskim nad nauczaniem matematyki tego okresu. Jezyk
uzyty przez autor6w wspomnianego dokumentu jest swoistego rodzaju pamigtnikiem
—przypomina hasta i slogany Owczesnej epoki zwigzane z nauczaniem. Za kluczowe
stowo, przewijajace si¢ w literaturze tego okresu, mozna by uznaé "skuteczno$é".
Komentujac ten okres, Callahan przedstawit nastgpujaca charakterystyke sit
spotecznych, ktére odgrywaly wtedy wazna rolg:

"Gléwnymi elementami byly: wielki prestiz biznesmenéw oraz wzrastajaca akceptacja
Amerykandéw dla ideologii biznesu. Ten ostatni czynnik jest oczywiscie zrozumialy dia
generacji wyrostej z czytelnikow McGuffeya i literatury sukcesu. Innym czynnikiem
byt klimat podejrzenia tworzony przez demaskatorskich dziennikarzy i rozw6j samego
demaskujgcego dziennikarstwa. Te zespolone czynniki byly wzmacniane przez
reformatoréw, ktorzy sugerowali, ze rozwiaza wiele probleméw kraju jesli nawet nie
wszystkie, przez zastosowanie czego$, co nazwano »metodami nowoczesnego biznesu«"
(Callahan, 1964, s. 7-8).

W uwagach Buswella i Judda na temat badaf zwiazanych z nauczaniem matematyki
Znajdujcmy terminy takie, jak "skutecznos$¢”, "metody naukowe", "standardy", "dokiad-
nos¢', "szybkos¢", poprawne rozwigzanie", "uniknigte straty”. Te terminy s3 odblcu:m
pewnych spofecznych i psychologicznych sit, sktadajacych si¢ na "postawe” owych
czasOéw. Buswell i Judd analizowali seri¢ artykulow z lat 1909-1911 autorstwa Courtisa,
uznajac je za "poczatek ruchu w kierunku ujednolicenia arytmetyki". Warto przytoczyé

pewne wyjatki tej analizy dla zilustrowania postawy tego okresu:

"[Test Courtisa] wskazywal na potrzebg lepszego poznania zmian, jakie nastgpuja
W umysle dziecka przy przejscm z jednej klasy do nastgpnej. Ujawnit to, ze efekty
obecnego systemu nauczania s3 niepewne, uswiadomil takze potrzebg wielostronnego
ksztatcenia w klasach poczqtkowych dla rozwini¢cia uzdolnied w klasach wyzszych.
Jeszcze wyrazniej, przynajmniej w opinii Courtisa, test wykazal, ze mozliwe jest
Zmierzenie nie tylko ogblnego stanu nauczania arytmetyki w szkole, wzrostu
umiejetnosci i sprawnos$ci uczni6w w toku tego nauczania, niedostatkow
1 potrzeb poszczegolnych klas lub uczniéw, ale takze efektéw zmian w metodach
i Organizacji nauczania. Z pomoca serii testéw prowadzonych w ciagu kilku lat mozliwe
jest zbudowanie rzeczywistej wiedzy o nauczaniu i zweryfikowanie
Scistymi metodami eksperymentalnymi dowolnych hipotez pedago-
gicznych" (Buswell i Judd, 1925).
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Pewne wyobrazenie o pogladach Courtisa na nauczanie mozna sobie wyrobi¢ na
podstawie nastgpujacego stwierdzenia, pochodzacego z jego artykulu z 1911 roku:

"Nauczanie, przynajmniej z pewnego punktu widzenia, jest procesem pro-
dukcyjnym. Surowiec przysylany do szkoly jest modelowany i ksztal-
towany pod wplywem oddzialywan, jakim jest poddawany".

Testy arytmetyczne Courtisa wykorzystywano przez nastgpne dwie dekady; tworzono
tez inne testy. Testy i prowadzone za ich pomoca badania analizowano wielokrotnie,
a nawet obecnie w pracach na temat matematycznych blgdéw znajdujemy odwotania
do literatury wspomnianego okresu. Nalezy pamigtaé, ze w pedagogice amerykanskiej
z okresu 1910 -1920 badania w zakresie matematyki stanowily czg$é szerokiego richu
obejmujacego "pomiary naukowe" oraz "efektywnos$é szkoly". Tworzenie instrumentéw
tych pomiar6w bylo Srodkiem do otrzymywania "danych naukowych", ktére z kolei
mogly by¢ wykorzystywane do ulepszenia podrgcznikéw, metod nauczania, a nawet
polityki o$wiatowej. Dla naszych celow sprobujg zebraé najwazniejsze cechy 6wczesnego
podejécia do "bledéw w matematyce".

3.1. Bledy w arytmetyce jako miary trudno$ci

W okresie 1910-1930 badania testowe ponownie potwierdzily duza réznorodno$é
odpowiedzi ucznidw, ktére odnosily si¢c do tego samego zadania, a wystgpowaly
zarbwno na réznych poziomach wiekowych (rézne klasy szkoly podstawowej), jak
i w obrgbie tej samej grupy wiekowej. Kontrowersyjne wyniki Rice’a z poczatku XX
wieku nie mogly by¢ dluzej poddawane w watpliwosé: zmienno$é byla faktem.
W okresie kiedy polozono wielki nacisk na wydajnosé szkoly, na bledy patrzono jak
na "odpady" i uwazano za pozadane "zredukowanie procentu zmiennoéci'. Jedng ze
strategii osiggnigcia tego celu widziano w zbadaniu, w jakich dziatach arytmetyki
wystepuja bledy, a nastgpnie w obmysleniu sposoboéw redukowania tych bledow.
Rozwaimy jako przyktad pomiar trudno$ci zwigzanych z dodawaniem dwu liczb
jednocyfrowych. To podejicie "dziala na tej zasadzie, ze liczba btg¢déw popel-
nionych w réznych rachunkach jest wskaznikiem trudno$ci rachunkuy,
a najtrudniejszy jest ten z nich, w ktérym pojawia si¢ najwicksza liczba bledow".

W jednym z takich badasd, przeprowadzonym przez Clappa, testowi poddano 700
uczniéw klas 4 do 8. Chodzito tu o podanie wyniku dodawania, mnozenia i odejmowania
dla 100 par liczb jednocyfrowych. Ponizsze zestawienie przedstawia uszeregowanie od
najtrudniejszego (8+5) do najlatwiejszego (0+0) wszystkich przyktadéw dodawania.

Tabela 1

Dodawania uporzadkowane wedlug malejacych trudnosci,
tj. procentu blednych odpowiedzi.

8+5 9+0 0+7 7+1
7+9 2+6 0+1 2+9
5+8 9+3 7+2 2+5
9+7 0+6 1+9 2+8
6+8 6+5 0+5 4+4
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6+9 3+8 8+1 4+1
5+7 3+4 6+2 3+1
7+8 3+9 0+4 4+0
8+7 2+3 3+6 1+8
9+6 3+5 0+2 9+9
5+9 6+3 2+4 7+7
3+9 7+3 3+0 240
8+6 2+7 4+5 6+1
4+7 8+4 0+8 5+4
7+5 4+8 6+0 3+3
4+9 8+0 8+3 1+1
9+5 140 8+2 9+2
| 9+4 5+2 6+4 8+8
6+7 4+2 1+4 1+3
5+6 142 9+1 1+6
4+6 5+3 540 1+7
7+6 0+3 6+6 2+1
7+4 0+5 3+2 2+2
9+8 S+1 4+3 5+5
3+7 7+0 145 0+0

(Clapp, 1924)

Zestawicnie to Buswell i Judd (1925) uznali za "bez watpienia najlepszy z obecnie
istniejacych wskaznikow wzglednej trudno$ci rachunku”. Wykorzystujac tabelg 1, mozna
szukaé regularnosci lub postawié na przyklad pytanie, czy dodawanie zera do
liczby jest trudniejsze od dodawania liczby do ze ra Buswell i Judd
upatruja warto$é takich zestawied w tym, ze "znajomo$é wzglednej trudnosci przyktadu
dodawania jest istotna, poniewaz bez tej informacji nie mozna by wlasciwie
dawkowaé¢ ¢éwiczen" Inni widzieli mozliwos¢ wykorzystania wynikéw tego typu
badan do analizy podrgcznikéw w celu upewnienia sig, ze "trudniejszym" przykladom
Poswigcono wigcej czasu i éwiczen.

Inng stosowang metoda bylo mierzenie czasu potrzebnego na otrzymanie przez
ucznia poprawnej odpowiedzi. Buswell i Judd komentuja t¢ metodg tak: "Giéwnym
argumentem przemawiajqcym za ta metoda jest to, Ze poslugiwanie si¢ rachunkiem
do otrzymania poprawnej odpowiedzi spowodu;e wydtuzenie czasu namystu, co wskaze,
iZ uczen nie zna gotowe] odpowiedzi".

Bardzo niewiele uwagi w takich analizach btedéw poswigcono pytaniu, dlaczego
Pewna kombinacja liczb w dodawaniu byta "trudniejsza’ (wymagata wigcej czasu lub
Spowodowata wigcej bledéw) od innej. Teoretyczny zaséb wiadomosci, jaki mozna

byt wykorzystaé do analizy bl@déw w tamtym okresie, byl bardzo ograniczony.
Domlnujaca "teoria myélema panujaca w Owczesnych kotach pedagogicznych byt
asocjacjonizm, przyjmujacy za podstawe istnienie wewngtrznych skojarzed. Jesli uznad,
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7e uczenie si¢ jest tworzeniem si¢ wewnetrznych skojarzen, to w takich pojgciowych
ramach niewiele da siag wyjasnié. Czy "bledy" w odpowiedziach nalezy traktowaé jako

"nieodpowiednie skojarzenia", "brak skojarzen" czy jeszcze co$ innego?

3.2. Typologia btedow

Dawno juz zwrécono uwagg na to, ze wérdd bledéw w arytmetyce mozna wyr6znié
pewne typy, a pewne bigdy wystgpuja przy réznych wersjach programéw i metod
nauczania. W okresie 1913-1925 Buswell i Judd odnotowali 20 prac po$wigconych
analizie btedéw. Poczatkowo tworzono globalne kategorie blgdow, przynoszace niewiele
informacji, jak np. nastgpujace zestawienie:

Tabela 2
. 12 Liczba

Rodzaje blgdow bledow
Niepoprawne dodawania i mnozenia w pisemnym 39
mnozeniu i dzieleniu
Niepoprawne dodawania w zadaniach na doda- 14
wanie
Niepoprawne odejmowania w zadaniach na odej- 7
mowanic
Niepoprawne mnozenia w zadaniach na mnozenie 7
Niepoprawne dzielenie w zadaniach na dzielenie 13
Przenoszenie 1 przepisywanie cyfr 35
Zastgpowanic, pod wplywem sugestii, jednego 14
sposobu postgpowania innym
Trudnoéci w operowaniu symbolami, szczegélnie 25
w zakresie utamkéow
Nieznajomos$é sposobu postgpowania 28

(Smith, 1916)

Og6lna tendencja w analizie blgdéw we wspomnianym okresie bylo tworzenie coraz
bardzej szczegblowych kategorii blgdéw dotyczacych rachunku arytmetycznego.
Konstruowano zestawy testow dla réznych pozioméw szkoly i, co za tym idzie — system
ich klasyfikowania, uwzglgdniajacy informacje na temat czgstosci wystepowania pewnych
typéw blgdéw na poszczegbinych poziomach. Ilustruje to tabela 3. Kategorie bledow
dla kazdego dzialania podzielono na podkategorie, takie jak np. "pozyczanic'
w odejmowaniu; z kolei zebranie duzej liczby specyficznych "bledéw w pozyczaniu”
moze prowadzi¢ do dalszego podzialu tej kategorii.
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Tabela 3
Procent bledéw w odeimowaniu, mnozeniu i dzieleniu
Bledy v | 51 aST 13;; bllgd({/v;l [ v
ODEJIMOWANIE
Pozyczanie 54 56 52 51 55
Pojedyncze odejmowania 36 38 45 44 41
Opuszczenia 2 1 2 3 1
Odwrécenie kolejnosci 1 2 0,5 0 0
7-0 jest O itp. » 5 3 0,5 0 0
v(:;qumowame od lewej do pra- 0 0 0 0 ’
MNOZENIE
Tabliczka mnozenia 79 73 73 77 75
Dodawanie 18 20 22 19 20
Zero w mnozniku 1,5 6 | 5 4 5
DZIELENIE

Za duza reszta 34 39 27 19 10
Mnozenie 22 15 19 37 33
Odejmowanie 11 14 18 25 23
v(zs;aztizlliejreszta zero 1 zero 7 15 19 7 1
Mnozna wigksza od dzielnej

Dzielna nie spisana do korca 7 4 3

Spisanie niewla$ciwej cyfry 2 1

vl\i;c;is a:»:zlzzystkie cyfry ilorazu ; 1 1 3 3
?;;li(a;e;a(l)g w ilorazie, np. 98 3 7 8 4 7

(Gist, 1917)

Tendencja do tworzenia coraz bardziej szczegotowych podkategorii bigdow
prowadzita do zogniskowania analizy bledéw na pojedynczym dziataniu arytmetycznym.
W rezultacie rozmnozyly si¢ "listy" bledow w literaturze. Przykladem moze by¢ tabela
4 listy bledéw w dzieleniu:
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Tabela 4
Bledy w dzieleniu pisemnym
Liceum VI VIIIG asz;l v Razem

Ogoétem bledow 190 61 | 70 | 104 | 145 570
Zle dobrane cyfry 15 19 | 14 | 29 | 13 90
Pozyczanie 9 2 1 3 5 20
Odejmowanie 43 4 7 18 | 19 91
Operowanie jedna liczbg 0 6 2 2 |3 13
Przenoszenie 25 7 5 14 | 13 64
Odwrocenie kolejnosci cyfr 3 0 1 0 2 6
Mnozenie 18 3 3 12 | 10

Za duza cyfra ilorazu 13 17 | 16 | 14 | 38 98
Za mata cyfra ilorazu 9 9 13 | 42 | 27 100
Bigdne kojarzenie 14 1319 |27 ] 12 79
Brak kojarzenia (zgadywanie) 1 3 5 2 1 12
Inne 3 12 | 11 2 5 24
Niekompletne rozwiazanie 51 7 9 11 | 10 93

Jedna z trudnodci zwigzanych z tworzeniem list blgdéw bylo to, ze kazdy autor
konstruowal swoj system kategorii. Tak wigc por6wnanie takich list bylo bardzo trudne.
W najlepszym razie mozna bylo studiowa¢ kolekcj¢ roznych zestawien blgdow w nadziei
uzyskania jakiej$ ich systematyzacji.

Na przyklad kategoria "pozyczania" wysigpuje we wszystkich przytoczonych listach
bledéw dla odejmowania i dzielenia, nalezatoby wigc, byé moze, interpretowaé to tak,

- ze ta kategoria wskazuje na uporczywy blgdny schemat myslowy. Wystgpowanie takiej
globalnej kategorii jak "pozyczanie" moglo stuzyé w owym czasie za wskaZnik tego,
ze algorytm pozyczania wymagal wigkszej liczby éwiczen w podrecznikach lub wigcej
czasu na lekcjach. Moglo to takze stymulowaé tworzenie metod uczenia "pozyczania”
i wynajdywanie réznych technik.

3.3. Bledy jako odbicie proceséow zachodzacych w umysle ucznia

Pomiary bledow uwazano wigc za uzyteczne do oceny przyswajania arytmetyki
w calych grupach uczniéw (klasach, szkofach, okrggach szkolnych). Z drugiej jednak
strony podkre§lono, ze mogg one przyczyni¢ si¢ do poznania indywidualnych réznic
mi¢dzy uczniami. W XX wieku "réznice indywidualne" staly si¢ powszednim tematem
amerykanskiej pedagogiki (i psychologii) i do dzisiaj temat ten jest skladnikiem wiary
w ideologii ksztalcenia. Rozwijane ciagle badania testowe potwierdzity daleko wigksze
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zréznicowanie, niz si¢ spodziewano. Ten temat ciagle przewija si¢ w syntetycznej
pracy Buswella i Judda, ktorzy pisza:

"Jedynym znaczacym wnioskiem, jaki wyciagnigto z pomiaru osiagni¢é¢ szkolnych,

jest to, ze uczniowie ujawniaja bardzo wyrazne réznice indywidualne".
* Rozpoznanie i uznanie réznic indywidualnych migdzy uczniami mialo przynajmniej
dwie konsekwencje. Po pierwsze, wyrozniono dwie kategoric uczniéw nieco
odbiegajacych od normy: "uczniéw wymagajacych reedukacji” oraz "uczniéw uzdolnio-
nych". W jeszcze wigkszej odleglosci od normy znajduja si¢ "przypadki patologiczne"
i "telenty". Po drugie, uswiadomiono sobie, ze psychologiczna teoria skojarzen byla
zbyt staba, by wyjasnié, w jaki sposob uczen dochodzi do poprawnej albo bigdnei
odpowiedzi w zadaniu arytmetycznym. Na ten temat Buswell i Judd wypowiadaja si¢
nastgpujacy sposob:

"Kiedy studjuje si¢ uwaznie [t¢] zlozona roznorodno$é sposobéw dodawania liczb,
warto$¢ dydaktyczna formuly, ktéra opisuje sposob dodawania w kategorii prostych
skojarzefi, staje si¢ bardzo watpliwa. (..) Podczas gdy ostatecznym celem nauki
dodawnia moze byé¢ ustalenie prostych powiazan migdzy cyframi— problem dydaktyczny,
jak osiagnigé ten cel, nie moze byé zrozumiany, dop6ki nie poznamy
intymnego charakteru procesow zachodzgcyh w niedojrzatym
umy$le dziecka"

Buswell i Judd czgsto pochlebnie wyrazaja sig¢ o tzw. "metodzie Uhla". Dotyczy to
niewielkiej publikacji Uhla z 1917 r., w zwigzku z kt6ra Buswell i Judd stwierdzaja:

"Uhl analizowal wyniki obserwacji ucznibw w czasie rozwigzywania zadan
arytmetycznych i odpowiedzi na zadawane im pytania. Dzigki temu mogt okresli¢
nicktore glebokie przyczyny bledu na podstawie informacji odnoszacych si¢ do
procesdw przebiegajacych w umy$le ucznia. Korzysci tej metody w pordwnaniu

AN

z metoda analizy pracy pisemnej ucznia nie sposéb przeceniac'.

Interesujace jest, ze to, co nazywano wtedy "procesami mysSlowymi", ma wspotczesny
wydzwigk. Oto przyklad z oryginalnej pracy Uhla z 1917 r.:

"[Uczennica 5 klasy] spos6b dodawania liczb 4, 9 i 6 wyjasnila tak : weZmy 6,
nastepnic 3 z 4, wtedy 9 i 9 jest 18 i 1 to 19. Inny przyklad zostat wykonany
podobnie: dodanie liczb 3, 9 i 8 wykonata dziewczynka w nastgpujacy sposéb: 8 i 8
016 i3 to 19 i 1 to 20. Jeszcze inny przyklad: dodawanie liczb 5, 6 i 9: szesé,
siedem, osiem, dziewigé (liczby na palcach) i 9 to 18, dodaé 2 to 20. Ta tendencja
do budowania kombinacji 6semek i dziewiatek jest widoczna w jeszcze innym
Przyktadzie: liczby 6, 5 i 8 byly dodawane tak: 8 i 8 to 16 i 3 to 19. Prawdopodobnie
uz w pnerwszym przyktadzw dziewczynka postt;powala podobnie, ale musialem
Postuchaé jej metody jeszcze dwukrotnie, zanim ja zrozumiatem".

Bylyby niebezpieczne —z pcrspektywy 70 lat — nazywaé powyzszy przyklad "obserwacja
kllmcznq we wspolczesnym rozumieniu tego stowa, kiedy dysponulcmy licznymi
Pojeciami teoretycznymi. Ten przyktad pokazuje jednak, ze przynajmniej niekt6rzy
badacze ugwiadomili sobie wowczas, iz dotychczasowe listy i kategorie bigdéw nie sa
Wystarczajace. Buswell i Judd stwierdzaja:
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"Uhl demonstruje wartoéci techniki, ktéra—jesli bylaby stosowana systematycznie i
wyczerpujaco do wigkszej liczby uczni6w—moglaby staé si¢ skutecznym programem
diagnostycznym".

W swoim artykule Uhl méwi o "procesach myslowych ucznia” jako "trudnosciach’,
ale Buswell i Judd sadza, ze chodzi tu o co$ bardziej subtelnego. Po zapoznaniu sig
z badaniem, w wyniku ktdérego powstata lista blgdow w dzieleniu,. napisali:

"Lista typow blgdéw w dzieleniu jest bardziej wnikliwa, ale istnieje potrzeba
prowadzenia dalszej analizy dla ukazania towarzyszacych tym bigdom procesow
myslowych (...). Odkrycie typow bledéw jest konieczng podstawa analizy diagnostyczrej,
ale rzeczywista diagnoza sklada si¢ nie tyle z zestawien bledow i nawet identyfikacji
typow bledéw, co raczej ze szczegblowej analizy proceséw myslowych, w wyniku
ktorych te bledy powstaja”.

Mozna powiedzieé, ze przynajmniej przez 30 lat—do 1925 roku—istnialo w Stanach
Zjednoczonych zainteresowanie zagadnieniem bigdéw popelnianych przez uczniéw
w arytmetyce. Jednakze Owczesne ramy pojeciowe utrudnialy zharmonizowanie
wszystkich kategorii bled6w, nadanie sensu mnozacym si¢ listom specyficznych bledow
rachunkowych. Pojgcie skojarzenia myslowego nie bylo dostatecznie plodne, by
sugerowaé jaka$ znaczaca interpretacje teorii i podejsé badawczych. Prace na temat
bledéw operowaly kluczowymi w Owczesnym kontekécie polityki oswiatowej hastami:
efektywno$é, metoda naukowa i standaryzacja. Co by bylo, gdyby "technika Ulha"
stala si¢ gtéwna metoda badawcza a "procesy myslowe" przestaly by¢ interpretowane
jako "trudnosci’ i staly si¢ wskaZnikami "sposobOow pracy umystu'? Historia badan
potoczyla si¢ jednak catkiem inaczej.

4. MODEL MEDYCZNY A MATEMATYKA

Réwnolegle do rozwijanego kierunku pomiaru naukowego pojawil si¢ w Stanach
Zjednoczonych, jak i innych krajach, ruch "diagnozy i terapii’, ktéry byl czeécia
og6lniejszego ruchu przeciwdziatania odchyleniom. Monika Vial, socjolog francuski,
w jednej ze swoich prac przeprowadzita analize dziewigtnastowiecznych sit spolecznych,
politycznych, ekonomicznych i prawa ustawodawczego, ktore spowodowaly powstanie
pewnej koncepcji medycznej, wykorzystanej we francuskiej pedagogice na poczatku
XX wieku. Nie znam Zadnej pracy o podobnym charakterze w U.S.A.

Przez model medyczny rozumiem postawg, ktorg charakteryzujg trzy cechy:

(1) wiara w istnienic (stworzenie, wymyslenie) pewnej uzgodnionej normy,
egzekwowanej przez wplywowa grupe,

(2) tolerancja dla pewnego stopnia odchyleri od tej normy; przekroczenie granicy
tej tolerancji wymaga interwencji w celu przywrGcenia normy,

(3) potrzeba stworzenia metod i techniki dla: (a) ustalenia systemu
kategoryzacji odchyled, (b) gromadzenia wskaznikéw rozpoznania odchyles,
(c) przywracania normy.

W wyniku ewolucji ta medyczna koncepcja przyjeta si¢ na poczatku naszego stulecia
takze na gruncie amerykanskiego szkolnictwa. Wkradla si¢ ona rowniez do ksztalcenia
matematycznego i splotla si¢ z ruchem pomiaru naukowego, ktéry mimo wszystko
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mégt dostarczy¢ pewnych technik i metod gromadzenia wskaznikéw odchyled. Ale to
nie metody i techniki s3 wazne z punktu widzenia naszych rozwazai, ale fakt, ze
stawianie diagnozy i poszukiwanie §rodkoéw zaradczych stato si¢ ruchem (z wlasnymi
organizacjami zawodowymi i czasopismami), ktory stworzyl swoja wlasna koncepcje
tego, "czym jest blad matematyczny".

Podrgcznik arytmetyki Leo Bruecknera z 1930 roku moze stuzyé za indykator
znaczen przypisywanych bledowi matematycznemu z punktu widzenia diagnozy i teorii.
Do roku 1930 liczba testéw z zakresu arytmetyki rozmnozyta sig; wykorzystanie tych
testow dla celéw diagnostycznych znalazlo si¢ w centrum zainteresowania Bruecknera.
Pisze on:

"Wczedniejsze testy osiagnigé szkolnych zostaly w duzym stopniu ulepszone przez
to, ze staly si¢ bardziej analityczne. Zamiast gromadzenia wielu umiejgtnosci w jednym
tescie, konstruuje si¢ dobrze przemyslane testy diagnostyczne oddzielnie dla kazdej
umiejetnoéei. Dzigki tym testom nauczyciel moze zlokalizowaé specyficzne elementy
danej umiejgtnosci, ktore moge powodowaé trudnosci uczniéw."

Jezyk, jakiego uzywa Brueckner w podsumowaniu swej ksiazki, ujawnia sens
przypisywany przez autora bledowi (wyrdznienia pochodzg ode mnie):

1) wyniki waznych badan przeprowadzonych w celu wypracowania odpowiednich
niezawodnych metod okreslenia osiagnigé (ucznia) w arytmetyce:

2) naukowe techniki diagnozowania natury trudnoéci i brakéw,
ktére moga przeszkadzaé uczniowi w osiagnigciu zadowalajacego postgpu w zakresie
opanowania poszczegblnych procedur oraz umiejgtnosci rozwiazywania zadan;

3) typy éwiczen terapeutycznych i treningowych, ktére mozna
wykorzysta¢ do usunigcia specyficznych typow trudnosci uczniéw i podniesienia
wynikéw w arytmetyce do zadowalajacego poziomu.

Wyréznione terminy w powyzszym streszczeniu moga wskazywaé na sens, jaki
_Brueckner przypisuje btedowi. I tak bledy uczniéw ujawniaja trudnodci, ktére moga
byé¢ przypisane brakom. Podzialy bledéw na kategorie sa uzyteczna linia przewodnia
dla typéow mozliwych trudnosci, ale powinni$my i$¢ dalej — szukaé podstawowych
korzeni tych trudnosci, tj. szukaé odpowiedzi na pytanie, jakie braki ttumacza te
bledy. Byé moze tg ogolnq ide¢ mozna scharakteryzowac w nast@pu]qcy sposob:

) bh;dy mozna ujawniaé przez testy i wywiady z uczniami,

(2) bledy s3 indykatorami (modelami) t r ud n o § ¢ i,

(3) trudnosci moga byé przypisane b r a k o m (wyttumaczone brakami).

W bardziej wspétczesnym zargonie mogliby§my nazwaé to modelem braku. Jednakze
trudno jest wyjasni¢ do kofca pojgcie trudnosci i brakéw Bruecknera, poniewaz
w swej ksiazce uzywa on czasem zamiennie takich stow, jak "zdolnosci”, "nawyki",
"umiejetnosci”, "procedury”, "sposoby postf;powama Innym razem uzywa na przyklad
Wyrazenia "blt;dny nawyk postgpowania’, gdy méwi o blgdzie w stosowaniu reguly.
Zakrcs pojecia blednego nawyku postgpowama jest zreszta u Bruecknera szeroki
i moze obejmowaé: stowny opis stosowanej reguly, liczenie r6znymi metodami (np. na
palcach), brak porzadku w pracy pisemnej, niepoprawne wyrazenie stosowanej reguly
Wzorem i wiele innych.
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Przy takiej charakterystyce kluczowe stowo "trudnosci”" staje si¢ terminem
rodzajowym, ktory zastgpuje termin "blad" w bardziej ograniczonym podejsciu tekstow
i pomiarow. Tabele btlgdodw we wezeSniejszej pracy Buswella i Judda
staly sic u Bruecknera tabelami trudno§ci Prowadzi to do
typowania jako trudnosci rzeczy, ktére dzisiaj scharakteryzowalibySmy catkiem inaczej.
Oto dobry przykiad dotyczacy liczenia. Brueckner przytacza go z "psychologicznej
diagnozy trudnosci 45 uczniéw klas 4-6™

"Typy ujawnionych trudnosci byly bardzo interesujace.

Najpospolitszym uchybieniem okazal si¢ nawyk liczenia. Nauczyciele pracowali
sumiennie, by doprowadzi¢ do automatyzacji wszystkich rachunkéw, ale pomimo ich
wysitku 23 uczniéw jakos przedliznglo si¢. Ci ostatni liczyli przezabawnymi sposobami:
poruszajgc ustami, jezykiem, pomagajac sobie palcami u rak i ndg".

Brueckner prezentuje liste trudnosci dotyczacych dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia. Zestawienie liczy 15 stron. Dla ilustracji kilka przykladéw:

Liczenie: uczniowie dochodza do odpowiedzi pomagajac sobie uderzeniem oldéwka,
palcami, poruszajac wargami itd.

Rozbijanie na skladniki:

E5R

N
ot
N

Uczen tworzy takie sumy, ktorych wyniki zna: "9 plus 3 to 12; 12 plus 4 to 16,
16 1 6 to 22."
Dodawanie przez uzupetnianie do dziesiatki:

.

114

5

7365

+ 59

Uczed méwi: "S plus 5 to 10; 10 plus 9 plus 1 to 20; 20 dodaé 3 jest 23."

Cho¢ postgpowanie uczniéw w kazdym z powyzszych przykltadéw moglo prowadzié
do poprawnej odpowiedzi i, co za tym idzie, w testowej ocenie nie byé uznane za
"blgdne”, Brueckner klasyfikuje je jako trudnosci. Przypuszczalnie dlatego, Ze nie
uznaje za poprawne wykonywanie dodawania ani przez rozbijanic na sktadniki, ani
przez uzupelnianie do dziesigtek, ani przez odliczanie z pomoca np. palcéw. Tak
wigc nie tylko odpowiedzi traktuje si¢ jako poprawne lub bigdne, ale takze poprawne
lub blgdne moga by¢ metody otrzymywania tych odpowiedzi. Jesli uczeri stosuje zta
metodg —zalicza si¢ to do trudnosci, a to z kolei moze byé przypisane jakiemus
brakowi. Co moze by¢ brakiem w takim przypadku? Brueckner znajduje proste
rozwigzanie dla "wyjasnienia" trudnosci: trudnoéci przypisuje wadliwe mu
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nawykowi co niczego nie wyjasnia, ale nawiazuje do konstrukcji pojeciowej
(nawyk), majacej w opisywanym okresic wysoka estyme¢ u psychologéw.

Brueckner prezentuje w oddzielnych rozdziatach swojej ksiazki trudnosci dotyczace
liczb catkowitych, utamkéw zwyklych oraz dziesigtnych. Po dtugich listach umiejetnosci,
przedstawionych w sposob opisowy, nastgpuja jeszcze diuzsze listy trudnosci. Na
przyklad dla dzialai na ulamkach taka lista zajmuje 18 stron.

Mogg by¢ posadzony o zbytnie uproszczenie modelu medycznego Bruecknera z roku
1930, lecz jest to naprawde model bardzo prymitywny, oparty czgsciowo na bardzo
zawgzonym pogladzie na rachunek. Na jednej z poczatkowych kart swej ksiazki
Brueckner napisatl:

"Arytmetyka skiada si¢ z duzej liczby specyficznych umiejgtnosci, z ktorych kazda
musi by¢ wyrobiona przez staranne ¢wiczenie",

Poza postugiwaniem si¢ pojeciem nawyku niewicle jest w jego ksiazce préb
stworzenia psychologicznej konstrukcji pojeciowej, ktéra moglaby dostarczyé petniejszej
teorii brakéw dla wytlumaczenia trudnosci. Ta ksiazka z roku 1930 byla préba zebrania
badah nad bigdami z ubieglych trzydziestu lat, podejmowanych z pozycji testéw
1 pomiar6w jako metody badania procesu nauczania i uczenia si¢ arytmetyki. Mam
chyba racje oceniajac, ze byla to prymitywna préba w kierunku konstrukcji modelu
medycznego, doskonalonego w ciagu nastgpnych pigédziesigciu lat. Wyznawcy podejscia
diagnostyczno-terapeutycznego poszukiwali bowiem bardziej adekwatnych konstrukcji
i schematéw pojgciowych, zapozyczanych z innych dziedzin nauki.

5. DALSZE BADANIA NAD BLEDAMI: LATA 1926-1977

5.1. Tworzenie typologii bledéw

Jak wspomnialem, praca Buswella i Judda zawierala syntetyczng informacje
0 badaniach nad bledami w okresic lat 1900-1925. W roku 1926 Buswell i John
opublikowali najpetniejsze z dotychczasowych zestawien btgdow w rachunku arytme-
tycznym, oparte na wlasnych badaniach uczniéw klas 3-6. Prezentuje je tabela S.
Zauwazmy, ze kategoria "pozyczanie" jest rozbita na podkategorie. Jak w oryginale,
tabela zostata zatytulowana "czgstosé nawykoéw w odejmowaniu”, podczas gdy w ksiazce
Z roku 1930 Brueckner zebrat je pod nagléwkiem "najpospolitsze bigdy". Zestawienie
Buswella i Johna stalo si¢ wzorcem, do ktérego przez nastgpne 50 lat odwolywano
sig i ktéry doskonalono, dodajac inne szczegdly i nowe rodzaje bledow.

Tabela 5
_Czestoé¢ nawykéw w odejmowaniu
Klasy .
L
A m | v | v | v | ¥
L Biedne pojedyncze odejmowanie 62 | 75 | 69 | 36 246

2. Pozyczanie

2) pozyczanic nie uwzglgdnione 19 ] 50 l 57 l 36 162




o8 MAURICE BELANGER

Klasy
111 1Y% \" VI

Facznie

b) bledy spowodowane zerem w odjemniku 25 39 26 15 105

¢) odjecie odjemnej od odjemnika 47 33 12 4 96

d) brak pozyczania, zero jako wynik 21 20 14 4 59

e) zmniejszenie cyfry odjemnej, gdy po-

zyczanie zbgdne 2 8 10 5 25

f) zmniejszenie cyfry odjemnej o dwa 5 20
g) zwigkszenie cyfry odjemnej 2 2 20
h) pozyczanie od lewej do prawej 0 2
3. Rachowanie 43 44 39 10 136
4, Nieprawidlowe postgpowanie

a) odwrocenie danego przykladu 21 38 29 12 100
b) dodanie zamiast odjgcia 18 9 19 1 47
¢) uzycie tej samej cyfry w dwu rzgdach 18 15 4 40
d) ominigcie jakiego$ rzgdu 9 13 8 5 35
¢) rozdzielenie liczb 7 5 10 2 24
f) pominigcie 12 6 2 3 23
g) il::l;:;wame odjemnej lub odjemnika jako 10 6 5 0 18
h) odejmowanie od lewej ku prawej 2 0 1 0 3
5. Pomyitki itp.

a) przyjecie danej cyfry za szukana 12 9 13 3 37
b) blad w odczytaniu zapisu 14 5 13 10 42 |

¢) blad spowodowany rézna iloicig cyfr w od-
jemnej i odjemniku

d) zmiana kolejnoéci w reszcie 4 7 2 4 17

¢) pomylenic odejmowania z dzieleniem lub

mnozeniem
f) przeskakiwanie rzedoéw 3 4 7 0 14
g) korzystanic w odejmowaniu ze znanych
iloczynéw 1 2 3 0 6
h) blad w zapisie odpowiedzi 2 1 0 1 4
Y.acznie 84 109 | 109 | 70 372 _J

(Buswell i John, 1926; Brueckner, 1930)
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Przez cale lata na takich zestawieniach bledéw byly oparte testy kontrolne do
diagnozy indywidualnej. Uczen otrzymywat seri¢ zadan rachunkowych, z ktérych kazde
bylo typowym przypadkiem potencjalnego biedu, i rejestrowano kazda odpowiedz. Az
do dzisiaj tworzy si¢ zestawy diagnostyczne rozmaitej postaci, jak arkusze testowe,
materialy konkretne, formularze zestawiesi, normy statystyczne, schematy do wykonania
wykresow itp. Zestawy sa nowe, lecz ich idea pochodzi sprzed lat.

- 5.2. Poszukiwanie bledéw systematycznych

Zestawienia bledow zawieraja wiele przypadkéw pojawiajacycn si¢ rzadko, a nawet
zupelnie wyjatkowo. Juz w roku 1924 Meyers zauwazyl, ze u niektorych uczniéw
pewne bledy mialy tendencj¢ do utrwalania sig i powtarzaly si¢ uporczywie. W latach
trzydziestych Brueckner (1932) badal uporczywosé btedéw w mnozeniu utamkéw, zas
Grossnickle (1935)—w dzieleniu liczb catkowitych. Szczegbtowe opracowanie- badan
nad tym zagadnieniem opublikowata Linda Cox (1974). Wedlug niej blad systematyczny
pojawia si¢ wtedy, gdy "powtarza si¢ wielokrotnie niepoprawna odpowiedz tam, gdzie
wynik jest oczywistym rezultatem pewnego algorytmu. To blgdne postgpowanie
wystepuje w trzech na pig¢ zadad danego typu." Cox zestawila ponad pigédziesiat
tabel z danymi dotyczacymi bledéw w dzialaniach arytmetycznych, odnoszacymi si¢
do dzieci z klas 2-6 i poréwnujacymi dzieci "normalne" z "uposledzonymi". Badania
powtorzono rok pdzniej w tej samej grupie 115 (sposréd 191 badanych poprzednio)
dzieci. Pokazaly one, ze 14% badanej populacji popetnito "rok pdzniej identycznie
ten sam biad". Tabele Lindy Cox zawieraja charakterystyke bledow w kategoriach
zastosowanych sposobéw postgpowania. Tabela 6 zawiera analizg czterech (sposrod
czternastu) bledow w odejmowaniu.

Tabela 6
Bledy w odejmowaniu liczby jednocyfrowej od dwucyfrowej
Liczba blgdéw
Dzieci Rodzaj bledu
uposle- Przyklad
normalne
dzone

Nie przegrupowano odjemne;j.
2 50 24 o4 wickszego  odjemnika
z 1o -6 -8 -3 (w rzgdzie jednosci) odjeto
34, 58 21 | mnicjsza odjemna.

Odjeto poprawnie w rzgdzie
32 Sg 22 jednosci, ale w rzgdzie dzie-
0 6 -6 -8 - sigtek réznicy podano wyjscio-
36 52, 29 wa cyfre dziesiatek odjemne;.
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Liczba bledéw
Dzieci Rodzaj blgdu
uposle- Przyklad
normalne
dzone
Wykonano poprawnie odej-
32 50 28 | powanie w rz¢dzie jednosci,
3 2 —6 —8 =5 | ae nie dopisano cyfry dzie-
6 2 9 | siatek w réznicy. e
Pozostawiono zero w rzedzie
32 0 24 jednosci; w rzgdzie dziesiatek
1 1 -6 -8 =5 . ae
— = T _Z | przepisano wyjSciowa cyfrg
300 50 20 | dzesigtek odjemne;.
(Cox, 1974)

W roku 1977 Graeber i Wallace opublikowaly wyniki badai przeprowadzonych
w grupie 1038 uczniéw klas 6smych dla uzyskania dokiadniejszej informacji o typach
i czgstosci wystgpowania bledow systematycznych. Stosowaly te same kryteria jak
w badaniach Lindy Cox, mianowicie "bad nie byt zaliczany do blgdow systematycznych,
dopéki w co najmniej trzech przyktadach nie uwidocznit si¢ ten sam wzorzec
postgpowania". W badaniach Graeber i Wallace kazdy biad z listy L. Cox powt6rzyt
sig; jesli zostal wykryty jaki§ inny btad —zostal on dofaczony do tabeli. Raz jeszcze
bledy zestawiono w dlugich tabelach, oddzielnie dla dodawania, odejmowania
i mnozenia, z czgstoécia ich wystgpowania i poréwnaniem z bigdami opisanymi przez
L. Cox. Wybrane przykladowo blgdy dla odejmowania pokazano w tabeli 7. Graeber
i Wallace nazywaja bledem systematycznym "blad popetniany przez zastosowanie stale
tej samej nieodpowiedniej reguly”.

Bledy w odejmowaniu liczby jednocyfrowej od dwucyfrowej

Tabela 7

. Czgstosé (%)
Przyklady Opis wystepowania
Mniejsza cyfra jednoéci odjemnej
51 43 76 | zostala odjeta od wigkszej cyfry
-6 —8 — 9 | jednosci odjemnika, a jako cyfre 33 (40,7)
55 45 73 | dziesigtek rbznicy zapisano cyfrg
dziesigtek odjemnej.
51 43 T Mniejsza cfyfra jednosci  odjemnej
6 -8 -9 'zostala odjeta od wigkszej cyfry
— — — | jednosci odjemnika, a jako cyfre 2 (29)
05 05 03 dziesiatek r6znicy zapisano zero.
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Czgstosé (%)
wystepowania

Przyktady Opis

51 43 76 | W rzedzie jednosci roznicy zapisano
-6 — 8 -9 | zero. Jako cyfr¢ dziesigtek réznicy 2 (2,5
50 40 70 | zapisano cyfr¢ dziesiatek odjemne;j.

(Graeber i Wallace, 1977)

Uwaga. Te same blgdy wystapity w badaniu L. Cox (1974). Osiem dalszych bledéw
tej listy pomijamy.

Jesli poréwnamy zestawienia i kategorie bledéw rachunkowych pojawiajace sie
w ciagu ostatnich siedemdziesigciu lat, zauwazymy, ze wiele takich samych bigdéw
wystepuje w kazdym zestawieniu. Mozemy zmieniaé etykietg przypisywana bledowi,
np. "nieprawidlowy nawyk", "blad algorytmiczny" lub "oparty na regule"— pozostaje
faktem, ze generacja po generacji dzieci popelniaja te same bledy rachunkowe.

Wszystkie przyklady bledéw w tabelach 5, 6 i 7 dotycza odejmowania. W kazdej
z nich wystgpuje blad, kt6ry uznano za najbardziej pospolity dla odejmowania.
W zwiazku z zadaniem: wykonaj odejmowanie 15-7 —niektére dzieci w wywiadach
méwia: "nic mozna odjaé 7 od 5, wigc 7-5 jest dwa", inne stwierdzaja: "Siedem odjaé.
od pigciu jest niemozliwe, wigc to bedzie zero".

Nie trzeba uciekaé si¢ do termin6w "nieprawidlowy nawyk" czy "brak", ale —jak
Graeber i Wallace—mozemy patrze¢ na blad jako wynik zastosowania reguly
skonstruowanej przez dziecko. Regula 1, ktérg zilustrowano na rysunku 1, prowadzi
do najczgéciej wystgpujacego blgdu w odejmowaniu (ponad 40% w badaniach Graeber
i Wallace) w ciagu ostatnich siedemdziesi¢ciu lat. Regula 2 (rysunek 1) prowadz do
innego pospolitego bledu, notowanego we wszystkich zestawieniach bledéw w odej-
mowaniu w badaniach amerykanskich. Charakteryzowanie bigdu jako wyniku
Zastosowania skonstruowanej przez dziecko reguly wskazuje na zmiang postawy badaczy
wobec bigdu; ta postawa stata si¢ powszechna w latach 1970 i 1980.

Regufa 1: Zawsze odejmuj mniejsza liczbe od wigkszej
Regufa 2: Nie mozna odjaé liczby wigkszej od mniejszej, wigc otrzymujemy zero

16
-7
fa 1 —
Reguta T

15
Regufa 2 -7
gutia 10

Rys. 1
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5.3. Szybki rzut oka wstecz

W powyzszych uwagach zajatem si¢ bigdami arytmetycznymi po prostu dlatego, ze
do roku 1970 wigkszos¢ badan dotyczyta bledéw arytmetycznych. Rozwazania na temat
bledéw w rozwiazywaniu zadad wystgpujace w literaturze amerykafiskiej (od okoto
1910 roku) sa bardzo skromne i niejasne, totez pominatem je tutaj $wiadomie. W latach
dwudziestych i trzydziestych bledy w rozwiagzywaniu zadaf wigzane, byly z trudno$ciami
"czytania" i "rozumowania", jednak —wedlug mnie —badanie te nie rzucily wiele $wiatla
ani na jedne, ani na drugie. Badania nad "czytaniem" i "rozumowaniem" w zwigzku
z tzw. zadaniami tekstowymi w matematyce wymagalyby oddzielnego potraktowania.

Koncentracj¢ badan na bigdach rachunkowych nalezy rozpatrywaé w kontekscie
zainteresowari i sloganéw w pedagogice amerykanskiej obecnego wieku. Potozenie
nacisku na "metody naukowe" i dazenie do Scistosci, "pomiar" oraz "efektywnos¢'
powoduje, ze bledy rachunkowe sa stosunkowo wygodne do badania. Przez badania
testowe mozna szybko policzyé bledy, zestawi¢ je i sklasyfikowaé. Réwnolegle do
podejscia testowo-pomiarowego, koncentrowanie si¢ na indywidualnych réznicach
i odchyleniach powoduje powstanie nauczania specjalnego, w ktérym nauczanie
matematyki ma skromny udzial. Jednakze w ostatnich dwu dekadach obserwuje sig,
widoczne w literaturze, przesunigcie zainteresowafi os6b badajacych proces uczenia
si¢—z bledéw rachunkowych na szerzej widziang matematyke szkolna, az do poziomu
uniwersyteckiego.

6. WYBRANE ZAGADNIENIA OBECNEJ DOBY

6.1. Bledy—algorytmy, strategie i reguly

W poznych latach szesdziesigtych i siedemdziesiatych czesto charakteryzowano bledy
jako wynik stosowania "wadliwego algorytmu" lub "niepoprawnej techniki algorytmicz-
nej" (Ashlock, 1976). Jak pamigtamy, w 1977 roku Graeber i Wallace opublikowaly
S\jVqu pracg na temat bledéw systematycznych, przypisujac bledy "stosowaniu si¢ do
nieodpowiedniej reguly”. W tym samym roku Herbert Ginsburg (1977) wydat ksiazke
pt. "Arytmetyka dzieci", w ktorej jeden rozdzial poswigcit pomytkom. Pisze tam:

"Nie j§st uzyteczne wyjasnianie bledéw w kategoriach niskiej inteligencji lub matych
zdolnoécn. matematycznych. Te pojecia zaciemniaja fakt, ze blgdy sa wynikiem
stosowania systematycznych strategii, ktore maja sensowne pochodzenie. Tak jak
poprawne odpowiedzi, biedy dzieci nalezy przypisywaé idiosynkratycznym, ale
sensownym strategiom".

Przypisywanie bledéw stosowaniu algorytmu, strategii czy reguly reprezentuje postawe

charakteryzujaca si¢ tym, ze przenosi uwage z bledéw jako takich—na procesy, ktore
te blgdy rodza.

6.2. Bledy i niewlasciwe rozumienie pojeé

w 'osta'tnich :iwudziestu latach obserwuje si¢ w literaturze koncentracje uwag]
wlasnie nie na "blgdnych odpowiedziach”, ale raczej na wiedzy dzieci i miodzieZy
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konstruowanej przez nich samych, ktéra jest w jaki§ sposob niezgodna z wiedza
powszechnie akceptowana lub wiedza ekspertéw. Czasopismo "The Journal of
Mathematical Behaviour" zawiera wiele przyktadéw, ktére nie dotycza juz rachunku
arytmetycznego, ale wiadomosci matematycznych z daleko szerszego zakresu, takze
u studentdéw i ludzi dorostych.

Zwigzek bledéw z niewlasciwym rozumieniem stal si¢ réwniez przedmiotem
zainteresowania dydaktykow przedmiotéw przyrodniczych. W jednym z artykuléw
Fisher 1 Lipson (1986) pisza:

"Bigdy w uczeniu si¢ przedmiotéw przyrodniczych dostarczaja szkietka, dzigki ktérym
mozna uchwyci¢ przeblyski funkcjonowania umystu. Blgdy sa cennym i normalnym
zjawiskiem w procesie uczenia si¢ przedmiotéw przyrodniczych”.

Tak jak w nauczaniu matematyki, dydaktycy przedmiotéw przyrodniczych analizuja
niewlasciwe rozumienie i biedy popelniane przez uczacych si¢ fizyki, biologii, chemii,
zarbwno na poziomie szkoly $redniej, jak i uniwersyteckim. Wzrastajaca liczba prac
na temat tego zagadnienia moze by¢ zwiastunem przyszlej wspélpracy dydaktykow
matematyki i nauk przyrodniczych. Podobnie jak bigdy w matematyce, btedy w naukach
przyrodniczych roéwniez wydaja si¢ mieé sensowne pochodzenie.

6.3. Bledy— podstawowe konstrukcje pojeciowe i tworzenie modelu

W przesziosci byly proby powiazania blgdow w matematyce z réznymi teoriami
uczenia si¢ (bchawioryzm, teoria postaci itp.) i psychoanaliza. Wydaje si¢. ze obecnie
analiza blgdéw koncentruje si¢ na poszukiwaniu podstawowych konstrukeji pojeciowych
(przyjetych lub adaptowanych z wielu dziedzin wiedzy), ktére moglyby byé pomocne
W wyjasnieniu zachowah matematycznych. Robert Davis, ktory zajmowal si¢ tym
problemem przez wiele lat, zamiescit w swej ostatnio wydanej ksigzce nastgpujace
stwierdzenie:

"Staboscia teorii pedagogicznej jest to, ze prébuje uniknaé postulowania podsta-
wowych konstrukcji pojeciowych. Ta postawa doprowadzita do zubozenia dyskusji
teoretycznych, a przeciez wlasnie budowanie teorii jest najistotniejsza cechg nauki."
(Davis, 1986, s. 356.)

Podczas gdy badania na temat blgdéw rachunkowych w okresie 1900-1970 byly
dotknigte "zubozeniem dyskusji naukowych"—obecnie badania w zakresie nauczania
matematyki majag do budowania modeli i mini-teorii pod dostatkiem konstrukcji
pojeciowych, szczegdlnie tych pochodzacych z teorii poznania, informatyki i lingwistyki.
Teraz juz proste rozpoznanie i klasyfikowanie bledéw jako takich jest mato interesujace,
mimo ze w obecnym wieku poswigcono temu zagadnieniu 70 lat pracy. Analiza blgdéw
jest wspotczesnie interesujaca wtedy, gdy moze stanowi¢ weryfikacj¢ jakiego§ modelu
€Zy mini-teorii. Moze ona réwniez spelniaé skromniejszg funkcje.

Jednym z kluczowych haset ostatnich lat jest "komputer Pojecia z dziedziny
mformatylu s3 coraz czgsciej zapoZyczane Jako pojeciowo uzyteczne metafory, nawet
W tak r6znych dziedzinach, jak muzyka i ekonomia. W technice komputerowej
Tozwigzuje si¢ zadanie za pomoca skoficzonego ciagu czynnoSci, méwiac kr()tko—prQ-
gramu. Zachgcajace jest uzycie terminu "program” jako metafory do scharakteryzowania
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procedur, jakie dziecko stosuje, wykonujac rachunek arytmetyczny. Jesli dopuscimy
to, ze¢ program moze koficzy¢ si¢ zla odpowiedzia (bl¢dem), to blad moze by¢
wyjaéniony za pomoca innych wyrazef, takich jak "blad programu’, "blad procedury”
lub nawet "zapluskwiony program’. Wyrazenia te wiaza si¢ dobrze z terminami "wadliwy
algorytm", "nicodpowiednia reguta” itd. ’

Jednak przejécie od dawniej uzywanego terminu "nicodpowiedni nawyk" do terminu
"pluskwa" w odniesieniu do bledu jest czym§ daleko wigcej niz tylko zwykla zmiana
metafory. Jesli juz zaczglismy zapozyczaé pojecia, to nie wolno nam zapomnie¢ o tym,
ze temu zabiegowi towarzyszy caly bagaz teoretyczny. Byé moze w tym momencie
najbardziej drazliwym problemem zwiazanym z analiza blgdéw nie sa—jak na
ironi¢ —biedy jako takie, ale raczej to, jaki model matematycznego zachowania najlepiej
reprezentuje i wyjasnia poprawne lub niepoprawne sposoby postgpowania. To, jak
kto§ definuje dzisiaj blad, zalezy od tego, jaki model wybiera lub konstruuje.
Traktowanie bigdu jako "zlej odpowiedzi" nie jest wystarczajace; chcemy wiedzied,
dlaczego taka odpowiedz powstala, wyjasni¢ ja, wyttumaczy¢. Buswell i Judd dostrzegli
to w 1925 roku, ale wtedy nie mozna bylo zbudowaé dobrego modelu, operujac
pojeciami skojarzenia i nawyku. Dzisiaj w literaturze odnoszacej si¢ do nauczania
matematyki mamy cala mas¢ teoretycznych konstrukcji pojgciowych i modeli.

Na poczatku wieku mielimy zalew list i zestawiedn bledu do tego stopnia, ze
przyszedl moment, iz stalo si¢ konieczne skonstruowanie systemu klasyfikacji btgdow.
W ostatnich latach jednym z bardzo eksploatowanych badawczo tematéw byt rozwdj
pojecia liczby u matych dzieci; blgdy popetniane przez dzieci odegraty w tych badaniach
znaczacy rolg. W latach osiemdziesigtych skonstruowano tak wiele "pojeciowych modeli
rozwoju liczby u malych dzieci", ze Paul Cobb (1987) zaproponowat schemat klasyfikacji
dla niektérych z tych modeli. Nie jest moim zadaniem wchodzié tu w dyskusje na
temat klasyfikacji modeli rozwoju liczby podanej przez Cobba, chcg tylko zwrécié
uwage na fakt, ze nawet dla kogos, kto opanowat warsztat badan dydaktycznych,
podzial modeli stal si¢ problemem. Problem ten jest ogélniejszy i dotyczy takie
przysztych badan skierowanych na bledy.

Jesli chcemy wyjs€ poza oczywiste i byé moze powierzchowne pojgcie bledu jako
"zlej odpowiedzi", to zgodnie z obiegowa sentencja—"zeby osiagnaé postep, trzeba
mie(': model" (jest to odmiana frazesu "do postgpu przez teorig"). W pewnym sensie
zrobfliémy obr(?t 0 kat pelny. Na poczatku wieku badacze pokladali nadzieje W
pomiarze, uznajac go za kapitalng drogg¢ do dydaktyki matematyki jako nauki. Obecnie
wysilek inwestuje si¢ w badanie modeli. Ta wiara pociaga za soba trudnosci, ale by¢
moze doprowadzi do jakiego§ rozwiazania.

6.4. Bledy—jaki model, ramy pojeciowe lub teoria?

Na poczatku wieku ograniczenie pojecia bledu do zlej odpowiedzi bylo
prawdopodobnie wystarczajagce. Odpowiadalo to pogladowi, ze istnieja poprawne
me.tody rachunku arytmetycznego i jesli sa tylko dobrze przekazane oraz odpowiednio
éwiczone, to bledy mozna ztagodzi¢ do akceptowanego poziomu. Poza tym, blad jako
zla od[.X)_w'nedz pasowal dobrze do modelu pomiaru. Model diagnozy i terapii trwa
do dzisiaj, przyozdobiony chwiejnymi konstrukcjami pojeciowymi, takimi jak:
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"niezdolno$¢ do uczenia si¢" ( zob. Allardice i Ginsberg, 1983) i "dyskalkulia" (zob.
Baruk, 1973)

Wspoélczesne proby zrozumienia blgdéw poprzez modele wydaja si¢ byé blizsze
zlozonosci dziatalnosci matematycznej czlowieka niz dawne koncepcje. W swej ksiazce
pod prowokujacym tytulem "Spoleczefistwo umystu” M. Minsky (1986) napisat:

"Jak dochodzimy do rozumienia czego§? Prawie zawsze, jak sadzg, przez
wykorzystanie takiego lub innego rodzaju analogii—to znaczy przez wyobrazenie sobie
kazdej nowej rzeczy, jak gdyby przypominala ona co$, co juz znamy. Kiedy nowa
rzecz jest zbyt odlegla od tego, co znamy, lub zbyt skomplikowana, by ujaé ja
bezposrednio w caloici, przedstawiamy jaka$ jej czgé¢, tg, ktora potrafimy,
w kategoriach dobrze nam znanych haset i znakéw. W ten sposob z kazdej nowosci
czynimy co$, co wydaje si¢ nam podobne do pewnej zwyklej dla nas rzeczy. Jest
wielkim odkryciem uzycie znakéw, symboli, stéw i nazw. One pozwalaja na to, ze
nasz umyst przeobraza nieznane w codzienne zjawisko".

Prawdopodobnie kazdego z nas, kto spedzit jaki§ czas na pogawedce z dzieémi
o ich matematyce, uderzyta odwaga, z jaka dzieci usituja wyjaénié wlasny sens rzeczy,
ktére z naszego punktu widzenia s3 nieporozumieniem poj¢ciowym, bledem. Czasem
te wysitki moga nas zauroczyé i zadziwié, rezultaty, do jakich dzieci dochodza, moga
by¢ niepoprawne, ale niepoprawne pomystowo—tak jak u prawdziwych matematykow.
Modele zachowania w matematyce, ktore zapelniajg ostatnio ksiazki i czasopisma, sa
W istocie rozmaitymi probami wyjasnienia tego, w jaki sposob ludzie nadaja sens
Swiatu, lub—jak to kto$ sformutowat—sa probami zrozumienia rozumicnia. Kazdy
jednak autor-badacz w swych probach nadania sensu sposobom postgpowania dzieci
dysponuje wlasng kolekcja analogii, ktore uznaje za uZzyteczne. Kiedy preferowane
analogie i zapozyczone (z innych dziedzin) pojgcia sa ustrukturowane w model, to
nie tylko dostajemy rozmaito$¢ modeli, ale takze modele sprzeczne. To nie jest
narzekanie, ale krotki opis wielu spotka dydaktykow matematyki, w ktorych
uczestniczylem w ostatnich latach, a takze po prostu reflcksja na temat szerokiego
wyboru "stéw i nazw", ktére moga byé zapozyczone z innych dziedzin. To, ktére
z modeli okaza si¢ najbardziej plodne, jest zagadnieniem dotyczacym badan i ich
kryteriow.

Jak przypomnial nam Minsky, uzycie "znakéw, symboli, stéw i nazw" jest wielkim
odkryciem dla przeobrazania tego, co nieznane, w codzienne zjawiska. Ci, ktérzy sa
zainteresowani budowaniem modelu zachowania matematycznego, maja do wyboru
wyjatkowo duza liczbe "stéw i nazw". Istnieja rodziny modeli, méwi si¢ o modelach
"inspirowanych przez Piageta" czy "opartych na schematach’, inne — przejmuja analogie
Z "procesu przetwarzania informacji”, "informatyki' i "sztucznej inteligencji". Czasem
dochodzi do nieporozumiet pomigdzy tymi, kiérzy reprezentuja stanowisko "wiedzy
Pojeciowe;j”, a tymi, kt6rzy skupiaja si¢ na "wiedzy proceduralnej”. Kiedy analizuje sig
bledy, jedni widza je w zwiazku z "nieporozumieniami poj¢ciowymi”, inni klada nacisk
na "pluskwy proceduralne”. Na jeszcze innym poziomie sa préby budowania modeli
i“-‘*Pirowanych przez zapozyczenia z "teorii poznania”, ktére z kolei obejmujg pojecia
Z informatyki, psychologii i lingwistyki, a nawet meta-poznania i meta-ligwistyki. To, jak
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btedy beda pojmowane i definiowane, zaleze¢ bedzie od wyboru teoretycznych
konstrukgji pojeciowych uzytych do budowania danego modelu interpretacyjnego.

W ostatnich latach zbudowano struktury wiedzy bardzo wysokiego rzedu, gdzie
bledy mozna interpretowaé zupelnie nowymi sposobami. Jednym z przykladéw sa
"ramy"' zaproponowane po raz pierwszy przez Minsky'ego (1975). Ksiazka Roberta
Davisa (1986) szeroko pokazuje, jak ramy prowadza do bardzo réznych interpretacji
trudnoéci i bledéw. Inng struktura naukowa wysokiego rzgdu, stworzong przez Schranka
na podstawie badaf nad interpretacja sytuacji codziennych (w szczegblnosci
"opowiadai"), sa "skrypty" (Schrank, 1984), ktére wydaja si¢ by¢ szczegdlnie uzyteczne
do badania bigdéw wystepujacych przy rozwiazywaniu zadas tekstowych. Najbardziej
intrygujace sa ostatnie propozycje Minsky'ego (1986) na temat "czynnikéw myslenia"
jako struktury teoretycznej do badania blgdéw (i bardzo wielu dalszych interesujacych
zagadnien!).

Nie zamierzam omawiaé tutaj tych kierunkow. Jest jednak jasne, ze oddalili$my si¢
znacznie od prymitywnego spojrzenia na bigdy matematyczne z lat 1900-1970. Nie
jest juz dzi§ mozliwe okreslenie "bledu" niezaleznie od kontekstu i wyznaczonego
systemu pojgciowego. Mozemy borykaé si¢ dowoli z okresleniem rzeczownika "btad’,
lecz "btadzi¢" to czasownik, ktory starozytni zwigzle scharakteryzowali w przystowiu
"Bladzi¢ jest rzecza ludzka".

Bibliegratia

Allardice i Ginsberg, 1983, Children’s psychological difficulties in mathematics,
w: Ginsberg (red.), The Development of Mathematical Thinking, Academic
Press.

Ashlock, R, 1976, Error Patterns in Computation, Charles Merrill Publishing Co.,
Columbus, Ohio.

Baruk Stella, 1983, Echec et maths, Editions du Seuil, Paris.

Brueckner, L, 1930, Diagnostic and Remedial Teaching in Arithmetic, J. C.
Winston.

Brueckner L. J, Elwell, M, 1932, Reliability of diagnosis of error in
multiplication of fractions, Journal of Educational Rescarch (Nov.).

Burrow, J. K, 1976, A Review of the Literature on Computational Errors with
Whole Numbers. Dokument wydany przez: Mathematics Education Diagnostic
and Instructional Center, The University of British Columbia, Vancouver.

Buswell, G. T, John, L, 1926, Diagnostic Studies in Arithmetic, Educational
Monograph, Univ. of Chicago Press.

Buswell, G. T, Judd, C. H,, 1925, Summary of Educational Investigations Relating
to Arithmetic, The University of Chicago, Chicago.

Callahan, R, 1964, Changing Conceptions of Superintendency in Public Education,
1865-1964, Fifth Simpson Lecture, New England School Development Council.

Clapp,. F. L., 1924, The Number Combinations.

Courtis, S.A,, Measurement of growth and efficiency in arithmetic, Elementary
School Teacher, X(1909), X1(1910), XI1(1911).



BLEDY W RACHUNKU ARYTMETYCZNYM: BADANIA I POGLADY .. 77

Cox, L. 1974, Analysis, Classification and Frequency od Systematic Error
Computation Patterns in Addition, Subtraction and Division, Vertical Algorithms
for Grades 2-6 and Special Education Classes, Univ. of Kansas Medical Center,
Kansas City, Kansas. .

Davis, R, 1986, Learning Mathematics; The Cognitive Science Approach to
Mathematics Education, Ablex Publishing Corporation.

Ginsburg, H, 1977, Children’s Arithmetic, D. Van Nostrand Co., New York.

Gist, A. S, 1917, Errors in fundamentals of arithmetic, School and Society.

Graeber, A, Wallace L., 1977, Identification of Systematic Errors, Final Report,
Research for Better Schools Inc., Philadelphia.

Grossnickle, F. E,, 1939, Reliability of diagnosis of certain types of error in
long division with a one-figure divisor, Journal of Experimental Education (Sept.).

Hall, G. S. Mansfied, J., 1893, Bibliography of Education, D.C. Heath, Boston.

Lankford, F, 1976, Some Computational Strategies of Seventh Grade Pupils,
HEW, Office of Education, Washington.

Minsky, M., 1986, The Society of Mind, Simon and Schuster, New York.

Minsky, M, 1975, A Framework for Representing Knowledge, w: The Psychology
of Computer Vision, McGraw-Hill, New York.

Monroe, W, 1918, Studies in Arithmetic, 1916-1917, Indiana University Studies,
No. 36.

Mycrs, G. C., 1924, Persistence of errors in arithmetic, Journal of Educational
Research (June).

Rice, J. M., Educational research: A test in arithietic, Forum.

Rice, J. M, Educational rescarch: Causes of success and failure in arithmetic,
Forum XXXIV.

Robert, G, 1968, The failure strategies of third grade arithmetic pupils, The
Arithmetic Teacher (May).

Schrank, R, 1984, The Cognitive Computer, Addison-Wesley.

Smith, J. H. 1916, Individual variations in arithmetic, Elementary School Journal.

Uhl, W. L, 1917, The use of standardized materials in arithmetic for diagnosing
pupils method of work, Elementary School Journal (Nov.).

Vial, M., 1979, Les débuts de Penseignement spéciale en France, SRESAS, Vol.
18, Institut Nationale de Recherche Pédagogique, Paris.

Z angielskiego ttumaczyli: Marianna Ciosek i Stefan Turnau.
ERRORS IN ARITHMETIC COMPUTATION:
A CENTURY OF AMERICAN SPECULATION

Summary

The article is a panorama of research on children’s mathematical errors, spanning
the period between J. M. Rice’s testing of spelling and arithmetic (1902) and Marvin
Minsky’s most recent idea of "agents of mind" (1986). It reprints and compares tables
of classified errors in arithmetic based on different conceptual frameworks.



