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Konstrukcja rozwiązania podstawowego dla równania
Avu(xlfx2,oc3)+Tcu{a)i,3c 2,a?3) = 0

1. W pracy [2] została podana konstrukcja rozwiązania podstawo­
wego dla równania

A2u(xx, x2, x3)Jr Tcu(x1, x2, x3) =  0, Tc stała.
Celem niniejszej pracy jest uogólnienie pewnych wyników z pracy [2] 
na równanie
(1 )  Apu(X)±C2pu(X)  =  0 ,  X(xx, x 2, x 3),

gdzie G stała dodatnia, p liczba naturalna.
W punkcie 2 zajmiemy się redukcją równania (1) do równania róż­

niczkowego zwyczajnego rzędu 2p. W punkcie 3 podamy definicję roz­
wiązania podstawowego dla równania (1) oraz dwa twierdzenia dotyczące 
istnienia rozwiązania podstawowego. W punktach 4 oraz 5 podamy kon­
strukcję rozwiązania podstawowego dla równania (1).

2. Zajmiemy się teraz redukcją równania (1) w przypadku roz­
wiązań zależnych tylko od odległości r do równania różniczkowego zwy­
czajnego.

Niech X(xx, x2, x3), Y(yx, y 2, y3) będą dwoma różnymi punktami 
przestrzeni trójwymiarowej, a r niech będzie odległością tych punktów, 
tzn.

r  =  x Y =  ( ] ? ( x i- y iY)1'\
i  = l

Ponieważ dla funkcji u{X)  =  Z7(r), r >  0, u{X)eG2i

AjU{r) — Z7(2JV )  +  —  Z7(2y- 1 ,( r ) ,  j  = 0 , 1 , . . . ,  r

przeto przez transformację
(2) TJ{r) =  r_1F(r), r >  0, 
otrzymujemy
(3) A1TJ{r) =
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Udowodnimy następujący
Lemat 1. Jeżeli funkcja U(r) jest rozwiązaniem równania (1) klasy 

C2p, to funkcja

(4) V ( r ) — rU(r), r >  O 

jest całką równania

(5) Vm (r)±C2pV(r) =  O

i na odwrót, jeżeli V(r) jest całką równania (5), to funkcja U(r) określona 
wzorem (2) jest całką równania (1).

Dowód.  Uwzględniając w równaniu (1) wzór (2) oraz (3) dla j  — p 
otrzymujemy (5). Na odwrót uwzględniając w równaniu (6) wzory (4) 
oraz (3) dla j  =  p otrzymujemy równanie (1).

3. Podamy teraz definicję rozwiązania podstawowego równania (1) 
dla obszaru ograniczonego В  o brzegu klasy (7*.

Definicja 1. Funkcję TJ{r) nazywamy rozwiązaniem podstawowym 
równania (1) w obszarze D jeżeli 1° U (r) jest funkcją klasy G2p punktu 
X e D  i Y eB  poza zbiorem X  =  Y, 2° U{r) jako funkcja punktów X  i Y 
spełnia w В  równanie (1), 3° dla każdej funkcji W( X)  klasy G2p w В  
i С2р~г w D i spełniającej równanie (1) zachodzi wzór

(6) W(X)  =
v— i

h S U ( '
_  Л т  " " ‘ - '№ 1  ■ Ш г

dn
i = 0  F ( D )

dla każdego XeD,  gdzie

(6') av =  - 4  npG2p~2.

dn

Jeżeli u( Y) i W{ Y) są funkcjami klasy G2p w obszarze ograniczonym D 
oraz G2p~1 w Z) o brzegu F(B)  klasy Cl, wówczas jak wiadomo ([3]) 
zachodzi wzór

(7) J j  j  (uAvW -W A vu)dVldy2dy3 =
D

Jeżeli funkcję u zastąpimy przez rozwiązanie U(r) równania (1) a o funk­
cji W  założymy, że jest klasy C2p w D oraz с 2р~г w D i spełnia równa­
nie (1) w B, to możemy zastosować wzór (7) w zbiorze B —K R, gdzie K R 
oznacza kulę o środku X  i promieniu B. Otrzymamy wówczas wzór
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(8) JfJ (U Ap W —W Ap U) dy1 dy2dyz =

p-i

2  я zPf7
dn

, dzp-*-1? /,
zTW---------------1 dSY

dn
г=0 F ( D - K R)

Ponieważ funkcje U (r) i W ( Y) spełniają równanie (1), przeto lewa strona 
równości (8) jest równa zero. Wobec tego ze wzoru (8) otrzymujemy

p-i

(9)
i = 0 F(D)

P - l

I f f
dAp~i~1W , d A p- i~1U l „ 

AlU -----=--------- A W ------ ,------\dSYdn dn 

dAP-i-'uCCI i-rrr <*zr w ‘ u A. d A v~i lW\ „
2  U [ 4 W - T r — dTJ - * - r F-г=0 F (K r ) '

Stosując twierdzenie o wartości średniej do odpowiednich całek powierz­
chniowych we wzorze (9) otrzymujemy, po uwzględnieniu (3) oraz wzoru

dr
zFU(r) =  r - i y { ^ + i ) (r ) _ r - 27(^)(r ) > j  =  o ,  l ,  . . . , p ,

J li 4 1
dAp~i_1W

A1 U ------ z------- dSY =  LtzR*A1U(R)
f(kr)

4tt RV{2i\R)

dr

d ^ -'W iQ u )

dAV-'-'W jQ^
dr

=  f  f  A‘ W
4 r)

dr
d A P - i - i TJ

dr
dST =  4:izR2AlW(Q

i =  0 ,1 ,  . . . , p  — 1, QlieF{KR), 

dA^-'TJiR)
dr

=  knRA'W(Q2i)V^p~2i- l\R)-  4ttA*W(Q2i)Vi2p~2i~2)(R),
ś =  0 , l , . . . , 2>  —1, Q2ieF {K R). 

Ponieważ W{Y)eC2p oraz V(r)eC2p, przeto

(10) К 1*- * 0’ Sdy R - + 0 ,
1 ^ - > - 4 ^ Ж ( Х ) Ж м - 2)(0), g d y ^ -> 0  (i =  0 , 1 , . . . ,  p - l ) .

Z definicji 1 i ze wzorów (9), (10) otrzymujemy
T w ie r d z e n ie  1 . Jeżeli rozwiązanie V (r) równania (5) spełnia warunki

F(2i)(0) =  0, * =  0 , l , . . . , j > - 2 ,
(11)

f <2»-2)(0) _  C»->pt

to funkcja U(r) =  r~lY (r) jesż rozwiązaniem podstawowym równania (1).
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Udowodnimy teraz
Twierdzenie 2. Istnieje rozwiązanie podstawowe równania (1). 
Dowód.  Dla dowodu wystarczy stwierdzić, że istnieje rozwiązanie 

równania (5) spełniające warunki początkowe

F<2i)(0) =  0, г =  0 , 1 , . . . , р - 2 ,
(lla) 7 (2г+1)(0) =  ą , i — 0 , l , . . . , ; p  —1, Щ stałe dowolne, 

y(2i-2)(0) ^ p c 2* -2,

W myśl twierdzenia Cauchy’ego istnieje rozwiązanie równania (5) 
spełniające warunki początkowe (lla).

4. Podamy teraz konstrukcję rozwiązania podstawowego równania

(1') Apu -G 2p =  0.

Z lematu 1 wynika, że jeżeli U(r) jest rozwiązaniem równania (1'), za­
leżnym tylko od odległości r, to funkcja V (r) =  rU(r) spełnia równanie

(5') V<2p)(r ) -C 2pV(r) =  0.

Funkcje

Vlk(r) =  eCa*rcos ( G M , & =  0 , l , . . . , p ,
(12)

V2k (r) =  eCâ Sin (Ófar) , & =  l , 2 , . . . , p - l ,
gdzie

(13) ak =  cos ——-, =  sin — , к =  0, 1, . .. ,  p,
P P

tworzą układ podstawowy całek równania (5'). Wobec warunków

U
H fc(0)](s) =  Cscos------ , * =  0 , 1 , . . . , ? ,

P
O

[Г гй(0)]м =  C*sin------ , & =  1 , 2 , . . . , ? - 1 ,
P

gdzie $ =  0 , l , . . . , 2 p  — 1 i na podstawie twierdzeń 1 i 2 otrzymujemy 
Twierdzenie 3. Rozwiązaniem, podstawowym równania (1') jest 

funkcja postaci

(14) Щ г , ^ , ^ , . . . , ^ )  =
v p-i

=  r - '^ a U C ,,  С 0 „  О ^ Г ^ г ) ,
к—0 к=1
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gdzie Vlk(r) i V2k(r) są określone wzorami (12) i (13), a ciąg (a0, . ap, 
b bp_ i) jest rozwiązaniem układu równań liniowych

p

fe=o

(15)

2 ikn p - i  „ y i  2«fc7r
afccos ■ + > 6*8in------- =  0

P A j  p

p p - \

Y 1> a&cos-----
f c = 0

- 2 ) k n  v i  .
+  > M m  u » r  fc=l P

P

k=* O

P-l
afccos

(2i-{-l)kn . (2 i+ l)kn
- +  >. bfcSin-

P fe=»i
6 ,̂  ̂ — 0 , . . . , p  1,

gdzie Ci, i — O, — 1, są dowolnymi stałymi.
Dowód.  Dla dowodu wystarczy zauważyć, że wyznacznik układu 

(15) jest różny od zera na podstawie własności wrońskianu układu 
podstawowego rozwiązań równania (5').

5. Podamy teraz konstrukcję rozwiązania podstawowego równania

(1") Apu + C 2pu =  0.

W tym przypadku układem podstawowym dla równania 

(5") V{2p)(r)+C2pV{r) =  0

jest układ funkcji

Vlk(r) =  «ov*rcos(Ca*r), к =  0,

oG V kr ~sin((7<5ftr), k =  0 , . . . f p — 1,
(16) 

gdzie
(2fc +  l)vr . . (2й + 1)тг(17) yk =  cos - —  --------, Ók =  sin -—  ------- , к — 0 , p — 1.2 p 2 p

Wobec wzorów

[F lt(0)]<*> =  C c o s ^ - t l ^  , [F2t(0)]O =  C“sin s{-21e+1'>'K
2p 2p

k — 0 , . . . , p  — l,  s =  0 , 1 , . . . ,  2p — 1, i na podstawie twierdzeń 1 i 2 
oraz własności wrońskianu układu podstawowego całek równania (5") 
otrzymujemy

T w ie r d z e n ie  4 . Rozwiązaniem podstawowym równania ( 1 " )  jest 
funkcja postaci
U{r, C0, . . . ,  Cv_x) =

p — i  p — i

=  ak(C0, •••,Cp-i)Vlk(r )+  J T  bk (C0, . . . ,  C ^ V ^ i r ) ) ,
о &=o
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gdzie Vlk(r), V2k(r) są określone wzorami (16), (17), a ciąg (a0, . .. ,  ap_1, 
b0, . .. ,  bp_l) jest rozwiązaniem układu równań liniowych

2i(2kĄ-l)n . 2г(2/с+1)тг
2 “*C0S------ 2v-------+  2 j h S m --------2i-------=  0> * =  °> JP —2,
k=0 k = 0

p - 1

(2p — 2)(2fc+l)7T
2  я*со8--------- -----------fc=0 * * *=O

, Vx ,  • (2l> —2)(2Л+1)тг
+ 2 j  bk&m--------"171---------  = V->2p

p - i v-1v-ł (2г +  1)(2& +  1)тг V4 . (2г +  1)(2й+1)тг
2  “ *cos------------2 i ----------+  2  h s m ------------% ---------- =  Gi'
fc=o

i =  O, . . . , p - 1,
gdzie Ci są dowolnymi stałymi.
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M. F il a r  (Kraków)

THE CONSTRUCTION OF FUNDAM ENTAL SOLUTION FOR THE EQUATION
Apu(xx, x%, x 3)-\-ku(x1, x2, x 3) =  0

S U M M A R Y

The author gives a construction of fundamental solution for the equation

(1) Apu(x1, x2, x 3)± :C2pu(x1, x2, x3) =  0

where C is constant, p  is a natural number.
By the reduction of the equation (1) to the ordinary differential equation order 

2p, in the case of solutions depending on the distance r

(2) F(2»)(r)±C2»F(r) = 0
the author obtains the fundamental solution и (xx, x2, x 3) =  Z7(r) of equation (1), 
in formulae

U (r) =  r~lV (r),
where V (r) is a certain solution of equation (2) and

r =  Vi)2)112.г = 1


