[e'e]
fcm ptm
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1955

Seria I: PRACE MATEMATYCZNE IX (1965)

M. FirAr (Krakéw)

Konstrukcja rozwiazania podstawowego dla réwnania
A”u(wl,wz,w3)—|—ku(a;l,w2,m3) =0

1. W pracy [2] zostala podana konstrukcja rozwigzania podstawo-
wego dla réwnania

A2 (2y, Boy T3)+ ku 2y, ®5y 25) = 0, k stala.

Celem niniejszej pracy jest uogélnienie pewnych wynikéw z pracy [2]
na réwnanie

(1) Apu(X):{:Czpu(X) =0, X(wly Zay L3),

gdzie C stala dodatnia, p liczba naturalna.

W punkcie 2 zajmiemy si¢ redukeja réwnania (1) do réwnania rdz-
niczkowego zwyczajnego rzedu 2p. W punkcie 3 podamy definicje roz-
wigzania podstawowego dla réwnania (1) oraz dwa twierdzenia dotyczace
istnienia rozwigzania podstawowego. W punktach 4 oraz 5 podamy kon-
strukcje rozwigzania podstawowego dla réwnania (1).

2. Zajmiemy sie¢ teraz redukecja réwnania (1) w przypadku roz-
wigzan zaleznych tylko od odlegloci » do réwnania rézniczkowego zwy-
ezajnego.

Niech X (%, %5, %3); Y (Y15 Y2, ¥3) beda dwoma réznymi punktami
przestrzeni tréjwymiarowej, a r niech bedzie odlegloscia tych punktow,
tzn.

. 3
r=XY =} @—y)".

1=1

Poniewaz dla funkeji »(X) = U(r), r > 0, u(X)eC¥
. 217 ,
AU@) = TD+L 0920, j =01,
przeto przez transformacje
(2) Ur) =r"'V(r), r>0,

otrzymujemy
(3) AU (r) = r V().
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Udowodnimy nastepujacy

LEMAT 1. Jeseli funkcja U(r) jest rozwiqzaniem rownania (1) klasy
C*®, to funkeja
(4) V(ry=rU(r), r>0
jest calkq réwnania

(5) Ve (1)1 C*V (r) = 0

i na odwrdt, jezeli V (r) jest catkq réwnania (5), to funkcja U(r) okreslona
wzorem (2) jest catkq rownania (1).

Dowéd. Uwzgledniajac w rownanin (1) wzdr (2) oraz (3) dla j = p
otrzymujemy (5). Na odwrot uwzgledniajac w réwnaniu (5) wzory (4)
oraz (3) dla j = p otrzymujemy réwnanie (1).

3. Podamy teraz definicje rozwigzania podstawowego réwnania (1)
dla obszaru ograniczonego D o brzegu klasy C:.

DEeFINICTA 1. Funkeje U(r) nazywamy rozwigzaniem podstawowym
réwnania (1) w obszarze D jezeli 1° U(r) jest funkecja klasy C* punktu
XeDi YeD poza zbiorem X = Y, 2° U(r) jako funkecja punktéow X i ¥
spelnia w D réwnanie (1), 3° dla kazdej funkeji W(X) klasy C** w D
i 07! w D i spelniajacej réwnanie (1) zachodzi wzor
(6) W(X)=

13 o
=_2 ” (A*U(r)

a
P iz FD)

p—i—1 Y . p—i—1
adAP==TW )_A@W(Y) aA U(r)

d
an an ) S¥

dla kazidego X eD, gdzie
(6) a, = —4mapC?~2,
Jezeli u(Y)i W(X) sa funkcjami klasy C*” w obszarze ograniczonym D

oraz C**' w D o brzegu F(D) klasy C,, wéwczas jak wiadomo ([3])
zachodzi wzor

(M) f f f (AW —W APu) dy, dy,dys =
D

ST

i=0 F(D)

dAP— " 'w dAP~1y
— = AW T)dsy.

Jezeli funkeje u zastgpimy przez rozwigzanie U (r) réwnania (1) a o funk-
cji ' W zalozymy, ze jest klasy O*” w D oraz C**~' w D i spelia réwna-
nie (1) w D, to mozemy zastosowaé wzor (7) w zbiorze D—K g, gdzie Kp
oznacza kule o §rodku X i promieniu R. Otrzymamy woéwcezas wzor
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® [[[ @arw—warvyay,dy.ay, -
D KR

-3 [ (0

i=0 F(D-KR)

dAP~ W N ¥ Lokt 1
—_— — AW ————] dSy.
dn dn ) v
Poniewaz funkeje U(r) i W(Y) spelniajag réwnanie (1), przeto lewa strona
réwnosei (8) jest rowna zero. Wobec tego ze wzoru (8) otrzymujemy

p—1

PN 7 Lt qaAPtly
(9) f(A”U——- — —A%W—-———)dSY =
< an dn
i=0 F(D)
n—1 . .
2 __da* g . dA*TT'W

Stosujac twierdzenie o wartodei §redniej do odpowiednich catek powierz-
chniowych we wzorze (9) otrzymujemy, po uwzglednieniu (3) oraz wzoru

d . ] .
o AU@E) = r VI =2V, j=0,1,...,p,

ar""'w

; ; dAP W (Qys
Iy = ff AU ————— a8y = 4nR2A'U(R) @) _
dr dr
F(EpR)
. . A= =1w(o.. ‘
— amrveomy T g1 g1, Quen (i),
oo GAPTNT : aar=1
o = ff AW ———— A8y = 4xR* AW (Qy,) ad”m T UE) _
dr dr
F(ER)

= AxRAW (Q,;) VEP~ 2N R) — 4n A*W (Q,;) VEP~¥-(R),
i=0,1,...,p—1, QueP(K,).

Poniewaz W(Y)eC® oraz V(r)eC?, przeto
10) lJli»O, gdy'R—>0, |

gy — —An AW (X)VE=2D(0), gdy R -0 (6 = 0,1,...,p—1).
Z definicji 1 i ze wzoréw (9), (10) otrzymujemy
TWIERDZENIE 1. Jeseli rozwiqgranie V(r) rownania (5) spetnia warunks

veN0)y =0, ©=0,1,...,p—2,

(1)
ver=2(0) = 0¥,

to funkcja U(r) = r~'V(r) jest rozwiqzaniem pods‘tawowym réwnania (1).

Prace Matematyczne IX. 2 14
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Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 2. Istnieje rozwiqranie podstawowe réownania (1).

Dowéd. Dla dowodu wystarezy stwierdzié, ze istnieje rozwigzanie
réwnania (5) spelniajace warunki poczatkowe

CVe0) =0, +=0,1,...,p—2,
(11a) V&) =¢, i=0,1,...,p—1, ¢; stale dowolne,
V(?i—2)(0) — pC22)—2.
W my$l twierdzenia Cauchy’ego istnieje rozwigzanie réwnania (5)
speliajace warunki poczatkowe (11a).
4. Podamy teraz konstrukcje rozwigzania podstawowego réwnania
(1) APu—0" = 0.

Z lematu 1 wynika, ze jezeli U(r) jest fozwi@zaniem réwnania (1'), za-
leznym tylko od odleglo§ei r, to funkeja V(r) = rU(r) spelnia réwnanie

(6" Ve () —C*PV (r) = 0.
Funkcje

Vir(r) = ¢“*eos(Chr), k=0,1,...,p,
(12) |

Vo (r) = e“¥sin(Chyr), k=1,2,...,p—1,
gdzie

kr . km

(13) ak=cos—p—, ﬁk=51n—p—, k=0,1,..-.,p,

tworzg uklad podstawowy calek réwnania (5’). Wobee warunkéw

R skr
[Vlk(O)](s)=OCOS—;)——-, k=0,1,...,p,

%
[Va(0)]® = O’ssin—%;—, k=1,2,...,p—1,

gdzie s = 0,1,...,2p—1 i na podstawie twierdzen 1 i 2 otrzymujemy
TWIERDZENIE 3. Rozwiqzaniem podstawowym réwnania (1) jest
funkeja postact

(14) U(Taocn 011“-7010—1) =

D r-t
=771 Y a(Coy Oy vy Cp)) Vi) 3 bi(Coy Oy vy Opn) Vi (1),
k=1

k=0
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gdzie Vi (r) ¢ Vap(r) sa okreslone wzorami (12) ¢ (13), a ciag (@g, --., Op,
byy ..., bp_y) jest rozwiqzaniem ukladu réwnan liniowych

2ik
+2bks1nf—“«_.0 i=0,...,p—2,

14

E a,,cos

k=0
p —
2p— 2)k 2p— 2)k
(15) Zakeos(—?———)«”+2bksm£—p L
ji=o p =S p
»
A 24+1)kw (2@—1—1 kr , .
Z(lkco (——'——)——‘—i—Zbk ) t(/,;, /0:0,...,])—1,
k=0 p k=1 p

gdzie C;y t = 0, ..., p—1, sa dowolnymsi stalyma.

Dowéd. Dla dowodu wystarezy zauwazyé, ze wyznacznik ukladu
(15) jest rézny od zera na podstawie wlasno§ci wronskianu ukladu
podstawowego rozwiazan réwnania (5°).

» 5. Podamy teraz konstrukcje rozwigzania podstawowego réwnania
(9] APy +-Cu = 0.
W tym przypadku ukladem podstawowym dla réwnania
(5") Ve (1) L OV (1) = 0
jest uklad funkeji

Va(r) = e cos(Céyr), k=0,...,p—1,

(16)
Vo (r) = eS7¥5in (08,7), Ek=20,...,p—1,
gdzie
2k+1 . oL-L1
anmn szcos( ;;)l, 5k=sin(“ ;—p)n, E=0,....p—1.
Wobec wzoréw
${(2k+1)x $(2k+1)x
[Vi(0)]® = CSOOST«, [Va(0)]® = ¢° n—(-—%—,

b=0,....,p—1, s=0,1,...,2p—1, i na podstawie twierdzen 1 i 2
oraz wlasno§ci wronskianu ukladu podstawowego calek rownania (5')
otrzymujemy
TWIERDZENIE 4. Rozwiqzaniem podstawowym réwnania (1'') jest
Sfunkecja postaci
Ur,Coy...,Cp_1) =
p—-1

»-1
= ¢} (Z ax(Coy -y 0p—1)71k(7)+2 bi(Coy -+ Op—l)V”‘(”)’

k=0 k=0
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gdzie Vi (r), Vau(r) sq okreslone wzorami (16), (17), a ciag (ag, ..., Gp_1,
boyoooyby_y1) jest rozwiqzaniem ukladu réwnan liniowych

p—1
27, 2k+1 T 2k+1 T .
Zak €08 ( ) —}—Zbk ) =0, +1=0,...,p—2,

k=0

-1 pe ‘
— —2)(2k
E'akcos (2p—2)(2k+ 1)~ + E'bksin (2p—2)(2k+1)= —
far

¥=0 2p . 2p
»—-1 -1

2i4+1)(2k4-1 2t+1)(2k-+1)7
Zakcos Bt Dk +Zbksin (204 1)@+ 1)= = C;,
k=0 2p — 2p

, 1=0,...,p—1,
gdzie C; sa dowolnymi statymi.
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M. Firar (Krakow)

THE CONSTRUCTION OF FUNDAMENTAL SOLUTION FOR THE EQUATION
APy (wy, 5, 34) +ku (g, Ty, T5) = 0

SUMMARY

The author gives a construction of fundamental solution for the equation
(L) APy () , @y, 25) 0Py (w), 25, 25) = 0

where O is constant, p is a patural number.

By the reduction of the equation (1) to the ordinary differential equation order
2p, in the case of solutions depending on the distance r
(2) V() LOPV (r) = 0

the author obtains the fundamental solution w(x,, ®,, #,) = U(r) of equation (1),
in formulae

U(r) =~V (),
where V(r) is a certain solution of equation (2) and

3

r = Y- i)

i=1



