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Wzór rekurencyjny na momenty zwykłe w rozkładzie Póły i

Eozważam zmienną losową w schemacie urnowym Pólyi. Jak wiado­
mo ([1], str. 124), funkcja prawdopodobieństwa tej zmiennej losowej 
określona jest wzorem (x):

(1 )

k~ 1 n—k—l

П  (P +  ia) П  (V +  ia)
i = 0 г = 0

n— 1

П  (i+ ^ O
г = 0

gdzie a =  8/N, 0 <  p — MjN  <  1, q =  1 — p, Tc =  0 , l , 2 , . . . , n ,  N — 
liczba wszystkich kul w urnie; M — liczba białych kul w urnie; N — M — 
liczba czarnych kul w urnie; n >  0 — liczba kolejnych losowań takich, 
że po każdym pobraniu jednej kuli zwraca się ją, a oprócz tego S kul 
o kolorze kuli uprzednio wylosowanej dokłada się (gdy 8 >  0) albo 
wyjmuje (gdy 8 <  0). Ponadto zakłada się, że wyciągnięcie jakiejkol­
wiek kuli w danym losowaniu jest równoprawdopodobne. Oczywiście, 
w przypadku 8 <  0 obowiązuje zastrzeżenie

—Sn <  min(Jf, N —M),

gdzie Tc oznacza liczbę losowań w których otrzymano kulę białą.
W roku 1937 J. Biordan [2], korzystając z funkcji tworzącej mo­

mentów oraz z własności liczb Stirlinga drugiego rodzaju, otrzymał, 
po dość żmudnych przekształceniach, wzory rekurencyjne na momenty 
zwykłe w rozkładach: dwumiennym, Poissona i hipergeometrycznym. 
Z uwagi na skomplikowaną postać wzoru w przypadku rozkładu hiper- 
geometrycznego przytaczam jedynie wzory podane przez J. Biordana 
w rozkładach dwumiennym i Poissona:

W przypadku rozkładu dwumiennego

(2a) mr+i =  npmr-\-pq
dmr 
dp 1

(x) Pierwszy czynnik licznika równy jest jedności w przypadku Jc =  0, na­
tomiast drugi czynnik równy jest jedności w przypadku h — n.
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w przypadku rozkładu Poissona

(2b) mr+ 1 lmr -f- l
dmr
Ж

ótyi дтуьgdzie mr oznacza moment zwykły r-tego rzędu, a ---- - oraz ---- - są po-
dp dl

chodnymi cząstkowymi, po uprzednim rozszerzeniu funkcji prawdopo­
dobieństwa w wymienionych rozkładach na rzeczywiste p , 0 <  p <  1. 

W roku 1957 W. Krysicki [3] rozpatrując rozkład Poissona

6~
Р(Л, А)==“ л Г ,  fc==0’ 1 ’ 2 ’ **-’ я > 0 ’

podał w tym przypadku następujący wzór rekurencyjny na momenty 
zwykłe

Г
(3) wr+1 - l  (\ шг_1, r =  0 , l , 2 , . . .

г = 0 '  '

Wzór (3) jest równoważny wzorowi (2b), otrzymano go jednak inną 
metodą, a mianowicie metodą równań różnicowych.

W roku 1960 T. Gerstenkorn [4], wykorzystując pojęcie różnicy 
skończonej funkcji, podał wzór na momenty zwykłe w rozkładzie Poissona.

W pracy niniejszej uzyskuję w elementarny sposób wzór rekuren­
cyjny na momenty zwykłe w rozkładzie Pólyi, z którego, jako bezpo­
średnie wnioski, wynikają wzory rekurencyjne na momenty zwykłe 
w rozkładach hipergeometrycznym, dwumiennym i Poissona, równo­
ważne z wzorami uzyskanymi przez wymienianych autorów.

Twierdzenie 1. Wzór rekurencyjny na momenty zwykle w rozkładzie 
Póły a jest następujący:

W  m'+' =

gdzie r =  0 ,1 ,2 ,  ...
D o wód. Zauważmy, że

(5) { k + l ) [ N - M  +  S { n - k - l ) ] I I { k + l )  =  { n - k ) { M +к8)П{к) . 

Mnożąc równość (5) przez (&+l ) r i przekształcając otrzymujemy

(6) (N - M  +  nS)(k+l )r^ n ( k + l ) ~ 8 ( k + l ) r+2n ( k + l ) =

=  M n {k + l ) rI I ( k ) - ( M - n i S ) k ( k + l ) rn { k ) - S k 2{k + l ) rn(k).
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Ponieważ równość (6) jest prawdziwa dla к =  0 , 1 , 2 , . . . ,n,  więc
n n

(7) ( N - M  +  nS) £ ( k + l ) r+1 П ( к + 1 ) - 8 £  {k + l ) r+2 IJ(k+l)  =
k= 0 fc=0

n n n

=  Mn Л  (k + l ) rI T ( k ) - ( M - n S )  £ k ( k + l ) rIT(k)-S  У к 2(к+1)гП{к).
k= 0 k= 0

Korzystając z równości (7) otrzymujemy

k—0

(8) (N — M-\-nS)mr+1 — Kj„pr+s
n r

8mr^  =  М п ^ ^ 1 * \ 1 сг- 1П{к)
k—0i=0  '  '

n r  n r
(M -n S ) 2  2  (•) *r+I_< f f W -  s  У  У  (') 1сг+г-*Щ1с) =

fr=0 г=0 ' ' k= 0 г=0 ' '

M n  Ś  (i) m ' - ' ~  <ж - (I) ̂ +1-4- «у  (;) r+2- г  ■
г=0 ' ' г=0

Po dalszych przekształceniach równości (8) mamy 

(9) (N — M-\-n8)mr+1-{-(M —n8)mr+1-\-r8mr+l =
Г

=  g  [ Mn (!) -  ( M - n S )  ( y  , ) - . 8  ( y  , ) ]  ■mr_u r -  0 , 1 ,2 ........

z czego wynika bezpośrednio teza twierdzenia.
Jako wnioski otrzymuje się twierdzenia następujące:
Twierdzenie 2. Wzór rekurencyjny na momenty zwykłe w rozkładzie 

hipergeometrycznym jest następujący:

<10> ^  “  j b Ż [ Jf* ( l ) - ( Jf+ * ) ( d l ) + ( d 2 ) ] " ' - * .
,  =  0 ,1 ,2 , . . .

D ow ód. Podstawiając do wzoru (4) 8 =  —1 otrzymujemy wzór (10). 
Twierdzenie 3. Wzór rekurencyjny na momenty zwykłe w rozkładzie 

dwumiennym jest następujący.

(11) mr+1 = p  r =  0, 1, 2, ...
г=0

D ow ód. Przez podstawienie /8 =  0 do wzoru (4) otrzymujemy 
wzór (11).
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Twierdzenie 4. Wzór rekurencyjny na momenty zwykle w rozkładzie 
Poissona jest następujący:

Г
(12) mr+l =  m r_ i ,  r =  0 ,1 ,2 , . . .

i=0 ' '

D ow ód. Przechodząc we wzorze (11) do granicy, gdy n -> oo 
i lim^p =  A >  0, otrzymujemy wzór (12).
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T. С р у д к а  (Л одзь)

Р Е К УР Е Н ТН А Я  ФОРМ УЛА ДЛЯ ОБЫ ЧНЫ Х МОМЕНТОВ 
В РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛЯ

РЕЗЮМЕ

В работе получено рекурентную формулу (4) для обычных моментов в рас­
пределении Поля, из которой получено уже непосредственно рекурентные фор­
мулы для обычных моментов в распределениях: гипергенетрическом (10), бином- 
ном (11) и Пуасона (12).

Т. Śr ó d k a  (Łódź)

A RECURSIVE FORM ULA FOR O R D IN AR Y MOMENTS IN THE PÓ LYA
D ISTRIBUTION

S U M M A R Y

The author obtains a recursive formula (4) for ordinary moments in the Pólya 
distribution and derives from it directly recursive formulas for ordinary moments 
in the hypergeometric distribution (10), the binomial distribution (1 1 ) and the Poisson 
distribution (12 ).


