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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO

Seria I: PRACE MATEMATYCZNE VIII (1964)

T. SRODKA (L6d2)

Wzér rekurencyjny na momenty zwykle w rozkladzie Pélyi

Rozwazam zmienng losowg w schemacie urnowym Pélyi. Jak wiado-
mo ([1], str.124), funkeja prawdopodobieristwa tej zmiennej losowej
okreslona jest wzorem (1):

k-1 n—k—1
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M () = () = =

’

[jo (14 ia)

gdzie « = S/N, 0<p=M/N<1l, ¢g=1—p, k=0,1,2,...,n, N —
liczba wszystkich kul w urnie; M — liczba biatych kul w urnie; N — M —
liczba czarnych kul w urnie; » > 0 — liezba kolejnych losowan takich,
ze po kazdym pobraniu jednej kuli zwraca si¢ ja, a oprécz tego S kul
o kolorze kuli uprzednio wylosowanej doklada sie (gdy S = 0) albo
wyjmuje (gdy 8 < 0). Ponadto zaklada sie, ze wyciagniecie jakiejkol-
wiek kuli w danym losowaniu jest rownoprawdopodobne. OczywiScie,
w przypadku S < 0 obowigzuje zastrzezenie

—8n < min(M, N—M),

gdzie k oznacza liczbe losowan w ktérych otrzymano kule bialg.

W roku 1937 J. Riordan [2], korzystajac z funkeji tworzacej mo-
mentéw oraz z wlasno§ei liczb Stirlinga drugiego rodzaju, otrzymal,
po dod$é zmudnych przeksztalceniach, wzory rekurencyjne na momenty
zwykle w rozkladach: dwumiennym, Poissona i hipergeometrycznym.
Z uwagi na skomplikowang postaé¢ wzoru w przypadku rozkladu hiper-
geometrycznego przytaczam jedynie wzory podane przez J. Riordana
w rozkladach dwumiennym i Poissona:

W przypadku rozkladu dwumiennego

om,
(2a) Mpyy = npmr+pq7p~,

() Pierwszy czynnik licznika réwny jest jedno&ei w przypadku & = 0, na-
tomiast drugi czynnik réwny jest jednodci w przypadku k = n.
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w przypadku rozkladu Poissona

om,
(2b) Myyy = Am,+ 2“07’
. om, m,
gdzie m, oznacza moment zwykly »-tego rzedu, a S oraz Y 83 po-
p (3

chodnymi czgstkowymi, po uprzednim rozszerzeniu funkeji prawdopo-
dobienstwa w wymienionych rozkladach na rzeczywiste p, 0 < p << 1.
W roku 1957 W. Krysicki [3] rozpatrujac rozklad Poissona

e—llk
P(k7 A) = - !

podal w tym przypadku nastepujacy wzdr rekurencyjny na momenty
zwykle

.
(3) onHl:zZ(:)m,_i, r=0,1,2,...
=0

Wzér (3) jest réwnowazny wzorowi (2b), otrzymano go jednak inng
metodsa, a mianowicie metoda réwnan réznicowych.

W roku 1960 T. Gerstenkorn [4], wykorzystujac pojecie réznicy
skonczonej funkeji, podal wzér na momenty zwykte w rozkladzie Poissona.

W pracy niniejszej uzyskuje w elementarny sposéb wzor rekuren-
cyjny na momenty zwykle w rozkladzie Poélyi, z ktdérego, jako bezpo-
frednie wnioski, wynikaja wzory rekurencyjne na momenty zwykle
w rozkladach hipergeometrycznym, dwumiennym i Poissona, réwno-
wazne z wzorami uzyskanymi przez wymienianych autoréw.

TWIERDZENIE 1. Wzdr rekurencyjny na momenty zwykle w rozkladzie
Pdlya jest nastepujacy:

0 L WA R o

(2

gdzie r = 0,1,2, ...
Dowd6d. Zauwazmy, ze

(5) (k+1D)[N—M+S(n—k—1)]IT(k+1) = (n—k)(M+ ES)II (k).
Mnozge réwno§é (5) przez (k+1)" i przeksztalcajac otrzymujemy

(6) (N—M~+n8)(k+1)" " T (k+1)— S(k+1)""2IT(k+1) =
= Mn(k+1) T (k) — (M —nS)k(k-+1) IT(k)— Sk2(k4-1) IT(k).
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Poniewaz réwnosé (6) jest prawdziwa dla £ = 0,1,2,...,n, wiec

(1) (N—M4n8) Y (k+1)*" H(k+1)—8 Y (k+1) T (k+1) =
k=0 k=0 .

- Mnkﬁ:(k+1)’11(k)—(M—nS)g‘:k(kHyn(k)—S; (k1) I (k).
Korzystaj;c z réwnosei (7) otrzymu;emy _
(8) (N — M+ nS)my,,— Smy,, = MnkZ_;ZO(:) K= 1T (k) —
nS)ZZ( )k”‘“iﬂ SZZ( )k”“-"n(k) _

=0 1=0 =01=0

= an( Jom, i (M¥n8>g(z) m¢_—s;() o

Po dalszych przeksztalceniach réwnosei (8) mamy

9) (N—M+nS)ymp + (M—nS8)m, 1 +rSm, =

=§[Mn(:) nS)( +1) S(i_:2)]mr_i7 r=20,1,2,..,

z czego wynika bezposrednio teza twierdzenia.
Jako wnioski otrzymuje si¢ twierdzenia nastepujace:

TWIERDZENIE 2. Wzdr rekurencyjny na momenty zwykte w rozkladzie
hipergeometrycznym jest nastepujacy:

(10) = Nl_TZ[Mn() M) (7)) + (7o) rorss
. r=0,1,2,...

Dowdd. Podstawiajac do wzoru (4) S = —1 otrzymujemy wzor (10).
TWIERDZENIE 3. Wzor rekurencyjny na momenty zwykle w rozkladzie
dwumiennym jest nastepujqcy:

T
(11) My =p2[n(2)—(i_:l)]mr_i, r=0,1,2,.,
izo

Dowé6d. Przez podstawienie § = 0 do wzoru (4) otrzymujemy
wzoér (11).
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TWIERDZENIE 4. Wzdr rekurencyjny na momenty zwykte w rozkladzie
Poissona jest nastepujqcy:

,
(12) mr+1=12(:)m7_“ r=0,1,2,...
1=0

Dowoé6d. Przechodzage we wzorze (11) do granicy, gdy = — co
ilimnp = 24 >0, otrzymujemy wzér (12).
T

—>00
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T. Cpyara (Jlonmss)

PERYPEHTHAA ®OPMVYJA OJfA OBBIYHBIX MOMEHTOB
B PACHHPEAEJEHUN IIOJA

PE3IOME

B pabGore nmomyyeHO pekypeHTHYI0 dopmyay (4) mias oOHYHHX MOMEHTOB B pac-
npenmenenuu Ilons, m3 KOTOPOI NMOJy4YeHO yiie HeMOCPENCTBEHHO PeKypeHTHHE $op-
MYJIB i OGHYHHX MOMEHTOB B PACIpefielleHUAX: MHIeprenerpudeckoM (10), Gunom-
Hom (11) m ITyacoma (12).

T. Sr6DEA (R6d3)

A RECURSIVE FORMULA FOR ORDINARY MOMENTS IN THE POLYA
DISTRIBUTION

SUMMARY

The author obtains a recursive formula (4) for ordinary moments in the Pélya
distribution and derives from it directly recursive formulas for ordinary moments
in the hypergeometric distribution (10), the binomial distribution (11) and the Poisson
distribution (12).



