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Résumé. Dans ce travail, nous étudions les couples d’applications (u,v), u =
= (4}, ..., u"), v = (v}, ...,vN) définies dans 8 = 2x [0, T] A valeurs dans RN
(2 ouvert de R"™), solutions de:

(I)  pour tout p: uP(x, i) < vP(z, i) pour (z,1)ed2x [0, T]), Lp(uP)< fP(z,t, u),
Ly (vP) > fP(x, 1, v) pour toul (x,1)eR x [0, T] (02 frontiére de Q),
ou

n
Lp(wP) = — 3 Di[2;p(uP)] — By (uP) + DyopuP,

i=1

2; p(uP) et By (uP) sont des opérateurs du premier ordre ne dépendant que de (z, t)e S
et de D;u?, a,, est une fonction définie dans 8, fP est une fonction définie dans § x Ry.
Sous certaines hypotheéses, nous obtenons des propriétés sur les fonctions (u? —v?),
= max (0, u? —vP). Nous appliquons ces propriétés au cas o #;, est linéaire de la
forme 2; ,(u?) = 3 af; D;uP (les af; étant des fonctions définies dans S, non nécessaire-
ment bornées). Nous obtenons alors, sous certaines conditions de croissance i l’infini
de u et de v, des résultats du type suivant: 8i («, v) est solution de (i), siu(z, 0) < v(z, 0)
pour xef2, alors u(z, ) < v(z,t) pour (z,%)eS.

Notations et hypothéses. Soient £ un ouvert de ’espace euclidien R",
T un réel positif, S le cylindre 2 x [0, T]. Nous notons z = (2,, ..., ,)
un élément de R", |#| la quantité Va2 +...+ 42 et ¢t un élément de [0, T].

Si B, représente la boule ouverte de centre 1’origine de rayon ¢ dans
R", et 8, la sphére de centre l’origine de rayon ¢ dans R", on note par:

w, I’ensemble B,NQ2,
o, ’ensemble S,nQ2,

I" 1a frontiére de £.

Si f est une fonction différentiable,,définie dans S, nous notons par
D;f la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable z;, D,f
la dérivée partielle de la fonction f par rapport & la variable .
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Soient u = (w!, ..., u") et v = (v!,...,v") des applications définies
dans 8 & valeurs dans R", nous notons par
uv la fonction définie par »'v'+...+u™ oV,
D,u Dapplication définie par: (D;u, ..., D;u"),
D,u Vapplication définie par: (D, ..., D,u™). -
Par la suite, -L désignera ’opérateur défini par
L, (ut),

Lu = lip(u”) ,

Ly (ud),

ou L, est un opérateur de type parabolique défini par:
n
L,(u?) = — Y Di[#; ,(uP)]— B, (uP) + D, a,u”.
i=1

P;p(u”) et &,(u”) sont des opérateurs du premier ordre ne dépendant
que de (z, t) appartenant & S et de D;u”, «, est une fonction définie dans S.

Nous notons par f? des fonctions définies pour tout (z, t) appartenant
4 8§ et tout u appartenant 4 RY.

Nous notons par ¢ et y des fonctions poids définies dans R, X [a, b]
ou [a, b] représente un segment de R, et on leur associe de nouvelles
fonctions que nous notons toujours par ¢ et y définies dans R" X [a, b]
par (z, t)>¢(z, t) = ¢(|z|, t), ou x appartient 2 R" et t appartient & [a, b]
(de méme pour y). Pour simplifier, nous notons par ¢, ¢;, ¢, ... les
fonctions D, ¢, D;p, D,p.

Introduction. Nous traitons ici quelques théorémes sur des inégalités
portant sur des systémes aux dérivées partielles de type parabolique.
Nous employons la méthode utilisée dans [6] et [6] qui permet d’obtenir
des résultats différents de ceux obtenus dans [3]. Cette différence provient
de la forme des opérateurs. En effet, nous considérons les opérateurs Lu
(voir notations) alors que dans [3], les opérateurs qui interviennent sont
la forme:

— D' D, Dj(afuP) + D} Dy(b7u?) + Dyu?
b 7

et ne sont pas équivalents. Nous traitons de problémes analogues & ceux
de [3], mais pour un cylindre S trés général (’ouvert £ est quelconque
sans aucune condition sur la frontiére). Comme dans [4] et [5], nous
faisons intervenir des fonctions A définies sur [ —1, 4 oo[ qui permettent
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de généraliser certains coefficients qui interviennent dans [3], par exemple
dans [3] interviennent des quantités de la forme

exp — K (|2 +1)"* (Log (1=* +1) +1)*,

alors que dans ce papier nous faisons intervenir les fonctions
|1

_ Mg
([ ]

qui sont plus générales d’apres les propriétés de A.

Dans § 1 nous donnons un résultat géhéral dans le cas ou ’opérateur L
n’est pas linéaire, dans § 2 nous appliquons ce résultat au cas ou 'opéra-
teur L est quasi-linéaire et nous donnons un principe de maximum.

1. Cas général.

DEFINITION 1.1. Nous dirons que ’application % définie dans S a
valeurs dans RY appartient & [C**(8)]", si » appartient & [C'(8)]" et
si pour tout couple (¢, j), D;[D;u] est une application continue dans 8§
(c’est-a-dire peut se prolonger en une application continue dans S).

DEFINITION 1.2. Soit % une fonction définie dans 8, & valeurs dans R,
nous noterons par %, et u_ les fonctions définies par:
u,(r,t) = max[0, u(z, )],
u_(x,t) = max[0, —u(x,?)] ((x,t) appartenant & S).
Siv = (', ..., v") est une application définie dans S & valeurs dans R”,
nous noterons:
Vs =(’l):_,. ,’0_,_) et o =(v1—7---7.'”§)-
HypoTHESES 1.1.

(i) Pour tout » appartenant & [C"*(8)]Y, les 2, ;(u”) sont localement
lipschitziennes dans 8.

(ii) 8i on note P;,(D;uP) = 2;,(u”), alors pour tous & = (&),
B = (B;) et B = (B:; appartenant & R", pour tout (z,?) appartenant a
2x[0,T] on a:

ZE[PW (B)—Pip (B < ZFZ§+ Z(ﬂ; B [Pi(B)—Pep ()]

et ceci pour tout 1 réel strictement positif, F' étant une fonction définie
dans 8§.

Remarque. Cette inégalité entraine que: D (B;—B:)[P:p(8;)—
7
P;,(p))1=> 0, cest-a-dire une condition de monotonie.
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(iii) Pour tout (u, ») appartenant & [C**(S)1Y, on a
2 (u? — v*) (B, (u?) — B, (v"))
< Cy(uP — 0"+ p Y Dy(uP —0F) (2, (uP) — Py, (7))

ou C, appartient & C(8S) et x est une constante vérifiant 0 < u < 2.

(iv) Les a, sont localement lipschitziennes dans § et vérifient presque
partout dans 2 x [0, T]

G< ap,. _H<Dlap’

ol G et H appartiennent & C(S) et sont positives.
(v) Les fonctions f? vérifient la propriété suivante: siu = (v, ..., %),
v = (v, ..., ") sont tels que u* < o* et u? = v?, alors f?(z, t, u) < fP(x, 1, v).
(vi) Pour tout u,v appartenant 3 RY, on a, |

N
sgn(u? —o?) [ (@, t, u)—f* (2, 8, 0)] < L Y luk—o¥

k=1

ou L appartient 3 C(S) (sgnz =1 8i >0, sgnz = —1 si 2 < 0).

DEFINITION 1.3. Soient % et » appartenant & [C“*(8)]"Y, nous dirons
que le couple (u, v) est solution du Probléme I, si

(1) u(z, t) < v(x,t) pour tout (z,t) appartenant & I'x [0, T],

(2) pour tout p

L,(u?) < fP(w), Lyp(v°) = fP(v).

THEOREME 1. Soit (u, v) solution du probléme 1.

Soit @ une fonction définie dans R, X [1,,1,] & valeurs dans R, (1,1,
vérifiant 0 <1, <1, <T).

On suppose que:

(a) @ est localement lipschitzienne dans R X [i,, 1,],

(b) @ est solution presque partout de Vinéquation suivante

32
—W:G—tpz[H+Cl+2NL]—EF¢fxl >0,

(e) @ et (u, v) vérifient la condition suivanmte: pour tout t,, v, ({, < 7,
< 13 < 1), il existe une suite r, tendant vers Uinfini el une suite R, tendant
vers zéro, telles que:

T2
f f 22¢2-?(up—vﬂ)+ [P, (u?)— P, (v¥)]ds dt < R,

1 %t A

alors:
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(1) la fonotion a valeurs dans R définie par
i—> j 9922‘ a, (u? — o) da
Qg D

est une fonction décroissante de t pour t appartenant & [ty,t,],
(2) &l existe i, appartenant a [1,,1,] tel que

(6[ o ; a, (uP —vP)% da:)‘=‘3
soit fini, alors
fqo”z ap (u? —v?): dz
2 )

est fini pour tout t appartenant a [ts,%,] et

&
| [[-enG@—or+9? X [, (w") ~ 21, (01 Dy (w? — 7)., | dwds
13 2 R i:p

est finie.

Démonstration. Soient u, v appartenant 3 [C»*(S)]Y et notons
w=u—v = (u—o, ..., u¥ —o").

Pour tout p, nous avons:

L, (w?) — Ly(v") = —ZDf[g’i,p(up)—%,p(”p)]—[gp(up)—wp(””)]‘l'
+ Dya,w”.

Soit ¢ une fonetion vérifiant les hypothéses (a) et (b) du théoréeme, en
presque tout point de 2 x [¢,,t,], nous avons:

29°0? [L, (%) — Ly (v7)] = — 3 Dy[2p*u0” [P, (w?) — 2y, (v7)]] +
+ D 4Pt [P, (w7) = 2y (7)) + D) 292 [Py (uP) — P (0°) | Dio” —
— 202w [F,(uP) — B, (v7) ]+ Dy [@* ay (w”)2] — 299 0, (wF)* + ¢* (w")* Dy .
En utilisant I’hypothése (1.1), nous obtenons:
) 1
(1.1) 2¢2w®[L,(u?)— L,(v")] >2€03[2 —pn— —).—] (2, p(uP) — P; , (V") ] D;w® +

+[— 290, G —9*(C,+ H)— 16/1Fq>2|z|] (wP)? + D, [p2a, (wP)2] —
- 2 D,- 12993103’ (gi,p (up) _ yi,p (vp))l )
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Montrons que nous avons presque partout dans Q x [{,, t,] ’'inégalité
suivante:

(1.2)
292w - [L,(u”)— L, (v")] > ?’2[2 — K %] 2 [Z:»(wP) —2; (V") D0l +

+[ — 20,0 — g*(C, + H) — 162852, 1(w" )2 + D, [gta, (w” )?] —
= D Di[og*ul (25, () = 2, (07)].

En effet, si w} > 0, alors (1.2) n’est autre que (1.1), si w? = 0, alors
on sait que (presque partout dans I’ensemble des points (z, #) ot w% = 0)
Dw? =0 et Dwh =0, voir § 2 lemme B et donc les deux membres
de (1.2) sont nuls presque partout dans ’ensemble des points (z,t) ou
w® =0, ce qui démontre I'inégalité (1.2).

Soit (u, v) solution du probléme I, nous avons

Lp(up) - I‘p (,vp) < fp(u)_fp(v)
mais par hypothése
P(uly ooy w) < fP(ut 0wl y oo wP T WP WP WP Pt L W L wh)

et si on remarque que u*+w* —v* = w* , nous avons

fPuw)—fP(v) < L Zw’i +L‘|u”—'vp] )

k#p
Dolt (w? > 0)

2

D’oll en portant ce résultat dans l'inégalité (1.2), et en ajoutant
membre 4 membre les N inégalités ainsi obtenues (p = 1,2, ..., N) nous
avons

w} [Ly(w”) — Ly (v")] < L [% (w22 2 ]

- 1
Z [2 —H— 7] P? [g’i.p('u'p) —gi,p('vp)]Diw-’;- +

P
+ [ —2¢9,G —¢*(Cy+ H + 2N L) — 164Fg}, J(w.)?
< ZD‘ [292w?, (2; ,(uP) — 2, ,(v"))] — D, [q}zZ a,,(wg)Z].

%D b

.. 1 2
Si on choisit 4 de telle sorte que 2 — u — = > 0, par exemple 4 = PR
—p
et comme ¢ vérifie I’hypothése (b), nous avons presque partout dans
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QX [ty 1] -
2—u
D) PP (0) — 20y ()1 Dk — g G (w,)?

i
’ < 2 D; [2?’2’“’?}. (?'i,p (wP) =2 ('”p))] - Dt[‘»"3 Z ap'w-’;.)a] .
»

o

Intégrons cette inégalité sur o, X([7,,7,] ol =,,7, vérifient
t <1< 1y< 1, (r, étant un terme de la suite qui intervient dans ’hypo-
thése (¢) du théoréme 1) et remarquons que

f fZD [202w? (25, (uP) — 2, (vF))] dadt

T “rpmip
—f J 22 Py ) - w(vﬂ))—a it
71 “rmip

(on utilise le lemme A, §2), de plus,

fD, [an a,(wh) ]dmdt

=(J ey, —( | Y ota,wh)da),_,,

rm P “rm D
on a, en utilisant I’hypothése (c),

T

f | [2 7 [P (47) — P, (0°)] Dyw? —W,G(w+)2] dwt

Crm hD
<t ( [ Svaerral, ([ Srawre,

Si on fait tendre m vers 'infini, toutes les quantités qui interviennent
dans Vinégalité précédente étant de signe constant presque partout,.a la
limite nous avons (limite dans R):

(1.3)

f f[ P9 G (w, )" + Ho Z[%,p(u ,-,p(v’")]D,-wﬂ] dodt

<([¢ Sterrad,, (f ’ 2 (WP ),
Q2 D =72
Pour tout (7,,7s), 1 <71 << T2 1y, O @,
D2 2 P \2
(f?’ ap w+) dw)t 11>({!¢ ;ap(w"') dw)'=’2’
ce qui démontre la premieére partie du théoréme.

5 — Annales Polonici Mathematicl 30.3
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Si de plus il existe 7 appartenant & [Z,,?,] tel que,
(f¢22ap(wﬁ_)2da:)‘_ta< + oo,
Q P
alors, d’apres ce qui précéde, pour tout r appartenant & [{,, {.],

(J¢2;ap(w{,’_)zdw)‘_t< + o0
ot d’aprés (1.3)

72 2 .
f f [—W:G(w+)’ +55 0 D (2, 07) —Qi,p(v")]Diwﬂ] dodt < + oo
13 Q’ ‘.P

ce qui démontre la deuxiéme partie du théoréme.

2. Les opérateurs &, , sont linéaires. Par la suite, les opérateurs &, ,
seront donnés par
n

P p(u”) = Z af; D;u®

i=1
ol les af appartiennent & C'(S8).
HYPOTHESES 2.1.

ap<G1; leaﬁlgF”

ou G4 et F, appartiennent & C,(S) et sont positives.
On supposera que les hypothéses (1.1) et (2.1) sont vérifiées.
DEFINITION 2.1. Soit y une fonction définie dans R™ x [0, T'] & valeurs
dans R,. On note K, l’ensemble des applications v appartenant
a [0%*(8)],N vérifiant la propriété suivante:
yo? appartient 4 L?(8) pour tout p.

DEFINITION 2.2. Soit A une fonction continue, strictement positive
définie sur le segment [ —1 4 oof, on note par:

S
d
&/ la fonction définie par s—s/(s) = f _u_,
2 VAu).

y4 la fonction définie dans R™ x [0, T] par
(@, 8)>pa(v,t) = exp—m,[(|2])]?

®4.mp 1@ fonction définie dans R™ X [-;, 1+.§] par

[ (|w])]?
B—(t—7)

ou m,, m, # sont des constantes positives (f << 1), v un réel.

((D, t)_HpA,m,p,r(a"! t) = exp—m
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DEFINITION 2.3. Nous dirons que A vérifie ’hypothése I (H;) si
sexp—M,[#(8))2< K,, pour § >0, ou M, et K, sont des constantes
positives.’

I ésulte f ds
en résulte que = oc.
51 VA(8)

DErFiNITION 2.4. La fonction A étant donnée, nous dirons que les-
fonctions H, C,,Q,G,, F, F,, L (fonctions qui interviennent dans les
hypothéses (1.1) et (2.1)) vérifient I’hypothése I, (Hyy,) si, pour tout
(x, t) appartenant & 8,

(1) Gi(®, 1) < K expm,o[ o (|2])]%
H(z, 1)+ Cy(, ) +2NL(, 1
@) e LS AT
Pz, t
) o< Kk (o),
P (o,
) 19 < Kyexpmol o/ (0T,

G(z, 1)

ou m, est une constante positive.

THEOREME 2.1. Soit A donnée vérifiant H;, on suppose que les fonctions
H,C,, G, Gy, F, Fy, L vérifient Hyy ,. Soient u et v appartenant d [C™2(8)T",
w—v apparienant & K, , (u, v) solution du probléme 1, alors il existe 2
constantes positives f, et B, indépendantes de v telles que:

si m<f, e¢ m[B =B, on ail,

(1) la fonction & valeurs dans R définie par

t—>-f¢pf,,,,,,ﬁ,, 2 a, (u? — o) dx
2 ?

est une fonction décroissante de t, pour t appartenant a [z, v+ §/2]n[0, T']
et ceci pour tout T,

(2) of Pt mas(® 1) D) ap(u? —oP), do
b
est finie pour tout t appartenant & 10, T'] et tout v, vérifiant 0 < 7, —7 < f/2,
3) P2 72) ;’ oy Dyw?, D;w?
R R
appartient o L'(Q X [ty, T]) 0% 7,> 0 et 0 < 7,— 7 < /2.

Démonstration. La fonction ¢4, vérifie 'hypothése (a) du
théoréme (1.1); si dans (b) du théoréme (1.1), on remplace ¢ Par @ 4+
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et en tenant compte de I’hypothése Hy;,, nous obtenons,

m 128m2*K, :
[[ﬂ—(t-r)r ~H (2—u)[ﬂ—(t—r)]ﬂ][”“”'””
2—up
quantité qui est positive si 7 > 2K, et m < 256K1'

Done ¢4 p 4. vérifient (a) et (b) du théoréme (1.1) si %2 2K, et

2—up
< 256K,
Montrons que ¢4 ms,. et (%, v) (w—v appartenant a K, ) vérifient
I’hypothése (c) du théoréme (1.1) (m et § bien choisis).
Posons w = u—v et considérons la quantité:

I(r) = f [ D) 2¢% m.p w008 aﬁDje;a”dwdt.

7 o, ip
En remarquant que, presque partout dans 2 Xx[0,T], 2w% D,w®
—2w+D,w” D;(w?)?, alors on a

I(r) = ffZD,[cpy,m,,,m‘a,(wa]dmdt—

1 @ P
—_ . a:,w p . _
_f f2‘PA.m.ﬂ,:mt(w’i)“'D,aﬁjdmdt.
T op iip

Il suffit alors d’appliquer la démonstration (étape 3) de [6] pour
démontrer que,

si m/B > max[M,+2m,+m,, me+3M,+m,], il existe une suite 7,,
tendant vers linfini telle que I(r,,) < R (R constante positive indépen-
dante de m) et qu’il existe une suite 7, (r, >7,) telle que:

T2

20 mpe - w? af DywP dsdt < —
7 rm W0 Tm
ce qui démontre I’hypothése (c) du théoréme (1.1).

Donc si m < 8, et m/8 > B,

(ﬂl = 256K 3 Bs = max[2K,, M,+2mg+my, me+3M, +'m1])
1

on peut utiliser I’inégalité (1.3) de la démonstration du théoréme (1.1).
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En remarquant que D;w? - Dyw® = D;w% D;w% presque partout dans
Q2 x [0, T], on a, pour tout 7,,7,¢[0,T), 1<, < 1, < v+ /2,

0< f J[ —@ampe De[Pam,p,e] 'Gw2+ +
1

-l-— M?’fa,m.p. Va‘, ;10 - Dj‘w"]da;dt

P

zj
< (,,f q:a.m.p.r; ay(w%)%do),_ (f ‘owZ o ()0,

donc pour tout 7,7, t< < T, < v+ B/2 (74, 72¢ (0, T]), On a,
(f¢f4,m,ﬂ,t2 ap(wﬁ)zdm),_,l> (f‘pf!,m.ﬁ.tz ap(wﬁ)zdw)l_,z
2 D o P

ce qui démontre la premiére partie du théoréme.
Supposons que pour ¢ = i, appartenant & [0, T] et 7, appartenant &
[z, r+B/2], on ait,

[ Pimpel@, 1) Y ey de = +oo.
L 3

On en déduit que:

f Podmbitg—ryte 2 ay,(wh)dr = +o0 pour t =1,.
2 D

Donc¢ d’aprés la premiére propriété:
f‘pf""‘nﬁ"a—'l“ Zap(wﬂ Ydw = + oo,
Q

p

pour tout ¢ tel que max [0, t;— 7, + 1] <t < ?;. Ce qui entrainerait d’aprés
le choix des paramétres que w n’appartiendrait pas & K,,,, ce qui est
contraire & ’hypothése;

ce qui démontre la propriété 2 du théoréme (2.1).

Soient 7 et 7, données vérifiant 0 < 7;— v < §/2, soit 7, appartenant
4 10, T'). Si on considére un point ¢, appartenant & ]v,, T'], on a d’aprés
les résultats précédents, si on pose:

ls = Max [y, t,+7—1,],
iy

f f¢4;m,ﬁ.t+(4—1l 2 a{p}Diwz_ D,wﬂ dmdt < 400,

3 2 yp

comme pour tout ¢ appartenant au segment [i,4,,] on a,

?A,m,B,tH‘—rl (-’b‘, t) = ‘pA,m,ﬂ,v+t4—tl (wa t4))
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et que la quantité > afD,w’ D,w? est positive, on a aussi
up

iy
[ [ Pampesty—e, (@ ) D) af Dy’ Dyw? dwdt < + oo

Comme @ 4,4, 14,1, (%1 &) = P4,m,5,:(%, 1), O0 & pour tout ¢, apparte-
nant & [7,, T]

N
f f‘?’A,m.ﬂ,r(m’ 1) 203D¢Wﬂ’.D,wﬁ dzdt < + o0,
3 « iip

Pour démontrer la troisiéme partie du théoréme, il suffit de recouvrir
lintervalle [t,, T'] par des intervalles d’amplitude 7, —z.

COROLLAIRE 2.1. Soit A donnée vérifiant Hy; on suppose que les coef-
ficients H, C,, @, G, F, F,, L vérifient Hyp,.

Soient u et v appartenant a [C-*(8)], w—v apparienant & K, ,
(u, v) solution du Probléeme I, si u*(x, 0) < v*(x, 0) pour tout p, alors

uP(x, 1) < vP(x,t) pour tout (z,t) appartenant ¢ S.

Démonstration. Si on applique le théoréme (2.1), on sait qu'il
existe deux constantes positives f, et 8, indépendantes de 7, telles que
gi m < B, et m/B > B,, on ait,

t— [ @mps D, o (wh)de
[ D

soit une fonction décroissante pour ¢ appartenant a [r, v +8/2).
Si nous prenons r = 0, on a alors pour tout #e [0, 8/2]

0< f‘.’l’fa,m,‘er,:2:ap(.wﬁ)zdw< 0,
g

p

car par hypothése w? (z, 0) = 0.

Comme @4 .5, 6t a, sont strictement positifs, on en déduit que
w? = 0 pour (z,t) appartenant & 2 x [0, #/2]. Il suffit pour démontrer
le corollaire de recouvrir 'intervalle [0, T'] par des intervalles d’amplitude

B/2.

Remarque. Comme dans [5] (résultats optimaux) on peut montrer
que dans un certain sens il n’est pas possible d’améliorer les résultats
trouvés précédemment, c’est-i-dire que les théorémes précédents sont
faux si u—o appartiennent & K,, , ol y,, = exp[ —m, o (|z])**°).

Nous citons (sans démonstration), les lemmes dont nous avons fait
usage (pour la démonstration, voir [6]).
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LEMME A. Soit 2 un ouvert de R".
Soit f une fonction définie dans 2 X [t,,1,] localement lipschitzienne
et nulle sur I'x[t,,t,]. Alors mous avons pour tout t appartenant a [t,, t;]

fp,.fdw — ff-%ds.
o, o,

LeMME B. Soit 2 un ouvert de R", soit f une fonction appartenant a
CH(Q) et nulle sur I'x[t,, 1], soit f,(z) = max(0, f(z)).

On a les résultats suivants:

(1) la fonction f, admet presque partout dans Q2 des dérivées partielles
et 8t on appelle 2, Vensemble des points x de 2 tel que f(z) > 0 et 2, ensemble
des points x de 2 o4 f(x) < 0.

les restrictions a £, dé D;f, et D;f sont égales,
la restriction & Q, de D,f, est nulle presque partout;

(2) la fonction f,_ est localement lipschitzienne dans Q.
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