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SUR LA CONSTRUCTION DE LA SOLUTION FONDAMENTALE
DE D’EQUATION PARABOLIQUE
AUX COEFFICIENTS NON BORNES

PAR

J. CHABROWSKI (KATOWICE)

Aronson et Besala (voir [1]) ont construit récemment la solution
fondamentale de 1’équation de la forme
oU o 0 oU > 0
(1) LU:w— Za—w]_““ii(t,“’)—mfl —25—_{“;'(%90) U}—

17=1

—Zb(t w)——c(t x)U =0

ou a;(t, #) = a;i(t,®), t,j=1,...,n et v = (2,,...,,) dont les coef-
ficients admettent la croissance suivante & P’infini:

oa;
‘ slajl, 1bj] < eonst - (|z|24+-1)"2,
2—4 kis oa;
2 2 —
|| < const(lo*4+1) T c+; 7%

¢ — 2—<const (lz|241)*2,  ou 1ie[0,2], |»2 =€§w%.

La communication présente contient la construction de la solution
fondamentale sous les hypothéses plus générales (théoréme 1) et celle
d’Aronson et Besala qui en résulte comme un cas particulier (exemple I).

1. Introduisons d’abord les hypothéses et les définitions. Soit A (s)
une fonction de classe C! dans [1, oo) et satisfaisant aux conditions

(a) A(s) >0 pour s>1, (b) fm V% = oo,

(©) VA() < %VZ(?) <M

et (d)

S dt
S Vaw
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Les coefficients de 1’équation (1) seront supposés soumis aux hypo-
théses suivantes:

I. Les fonctions a;;, da;;/0x;, a;, 0a;|0x;, b;, 0b;[0x; et ¢ sont définies
et localement holderiennes par rapport aux variables (¢, #) dans la couche
H = (0,TIxX E, (E, étant l'espace euclidien & n dimensions et 7' un
nombre positif) et de plus

aai,-(t, a:) "1(%) ds
‘ 9z, y lai(t, @)l |b;i(t, 2)| < K, l/A (74) f ]/A (8)
6a,(t w) " 0b;(t, x) i) ]2
c(t,x)+ c(t,z)— y ———
2 ,Z 0z [f VA(s)

ou 7,(x) = (=2 +2)1/2, i,j =1,...,n (K, et K, étant des constantes
positives).
1I1. 11 existe des constantes positives » et K, telles que

n

V€12 < 2 ag;(t, ») £:& < K A(ry)|&)2

1,7=1
pour tout vecteur & = (&,,..., &) et tout (¢, x)eH.

Une fonction I'(t, x; v, &) définie pour x, éeE, et 0 < T << T est
dite la solution fondamentale de UVéquation (1) lorsqu’elle satisfait aux
deux conditions suivantes:

1° I'(t, z; 7, £), en tant que fonction de (f,x) pour chaque point
fixé (v, &) [0, T) X E,, posséde les dérivées ['x;, Ixx; (ou ¢, j =1,...,n)
et I; continues dans (v, 7] X E,, et elle y satisfait & 1’équation LI'= 0).

2° Si h(x) est une fonction continue au support compact dans E,,
alors

lim  [I(t, 2; v, §)k(E)dE = h(x,) pour tout zyek,.
(62> (z+,%) Ep

2. La méthode employée sera celle d’Aronson et Besala de leur tra-

vail [1]. Définissons pour un a >0 la fonction

‘ r1(7) ds 2
9a(t, @) =(a+ﬂt)[f "D ]

pour (¢, x)eH, = [0, T,] X E,, ol les constantes positives f(a) et T, seront
choisies respectivement tout a 1’heure, et posons

Ug(t, @) = e~ %D U (2, 2)
pour tout (¢, w)eH,,. La fonction %, satisfait a 1’équation

, n i 0u.,
f (17, m’b 1_. awj
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ou

n a .
a; = “:'+b7'+22“ﬁ%,

naa n
a ¢
¢ =c+g;%—l— 2 ua

aaii ag" S azga aga .
+ 1; Ox; Ow; + «;,12';1 i oxow;  Of

— n® 4
Vu que r,(2) > V2, on peut admettre que f —V%> 1.0naen
i 8

vertu des hypothéses I et II

(%) _
e, o) < K + KA (1)) | Vagal2+ (24 n) K, VA (r,) X
(t, @) < alf l/A )] 1A () [Vzg ( ) K, (71)
i ds | 9g.| = 0%, 0.
— i — = 0°(t
f I/A(s) Zlaw, i;:a'] 0x; 0x; ot ¢, @)
ou
09. 0ga
* V29, —(Gwl’ ceey Bwn)’
On en tire par un calcul simple
1 s 2 71(%) ds 2
(L, x <.K — +4 a+t+ 1)K

71(Z)

3 71(%)
+2(a+ﬂt)(2+n>nKz[f '/_]+2(a+ﬂtK1 [f VA(s]+

(%)
+2(a+pt) K, M [f '/—] +(2a+ 1) K+
1() 2 1@ ds 2
+2n (a4 pt) K, Ml[f ]/A(s)] ﬁ[lf -———l/m]

< {Ks+4(at+pt) Ky +2(a+ ft)(2+n)nK,+2(a+ ft) K, M, +
"1("3) 2
+2(a+pt) K, My+2(a+ ft) Ky +2n (a4 ft) K, M, ~— .3}[ A(s)]
@ ds ]2

I Vae

Choisissons & présent les constantes f(a) et T, en posant

= Q(t)[
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+2naK, M},
T, = min(T, T.),
ol i’a est la racine positive de I’équation Q(t) = —f(a)/4. Il est évident
que C°(t,x) < 0 dans H,. Remarquons que 7, est une fonction non
croissante par rapport au parametre a et que de plus
lim7,=0, 1lm7T,=T\(K,,K,, Ky, M\, M,).
a—00 a—0
On a en particulier 0 < 7, < T, pour ae(0, co).
Il est clair que LU = 0 dans H, si et seulement si L°w, = 0.
Si y.(t, 2; 7, &) est la solution fondamentale de 1’équation L°u = 0, la
fonction
I'tt,z;z,§) = gaa‘t'x)_ga(r'g)?’a(% x5 7, §)
est la solution fondamentale de 1’équation LU = 0. Il suffit donc de
construire la solution fondamentale de 1’équation L u = 0.

THEOREME 1. Les hypothéses I et I1 étant satisfaites, il existe-la solu-
tion fondamentale de Véquation L°u = O définie pour =, EcE, e 0 <t
< t< T,. Cette solution fondamentale possede les propriétés suivantes:

(2) Ef‘}’a(tyw;r; §dE<1  pour (t,x)e(r, To] X En,

(3) 0 < valt, 37, &) <k(t—1)™® pour o,écB,et0<t<t<T,
Y

(la constante k > 0 dépendant de n et v mais ne dépendant pas de a).

Démonstration. La démonstration est strictement analogue & celle
du théoréme I dans [1]; c’est pourquoi je la présente ici en abrégé.

Soit 23" = {(Jx] < m) %X (0, T,]} pour m = 1,2, ... Les coefficients de
Popérateur L° sont holderiens dans X7'; il existe donc la fonction de Green
va (t, 3 T, &) (voir [3]). On sait qu’elle est aussi par rapport aux variables
7, £ pour 'opérateur L°, adjoint & L° qui prend la forme

~ ov 58 ov i o .
L' = — — — a7 \ i a5 — "0
ot i7=1 0&; ( ’ 65?')—'— 7;; ’ 0¢; ’

n

B = 0b; dg. g,
—e— 3 5+ Z w55 a§,+2 a;+b;) ae,

1,7=1

oa;; 0g, - 0%g, 09.
- 2 - Z @ij —
657 af] 1,7=1 651,057 aT
11 est évident que E“(t,w)< C°(t,z) < 0 dans H,. Les coefficients
¢® et ¢® sont négatifs; en appliquant done le principe d’extremum, il est
facile de montrer que
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(4) [ y™(t, @57, §)dE<1  pour |g|<m et 0 <7 <t< Ty,
§j<m

(5) [ Y™, a57, &)dz <1 pour |£l<m et 0<T<i< T,
|Zl<m

et qu'en outre Y™t (¢, x; v, &) > Y™ (i, ®; T, £) dans ZT pourvu que £eX™.
En posant y57' (¢, ; 7, £) = 0 pour |z| ou |&| > m, on a
(6) 0 < yalt, @57, &) <yalt, @57, §) < ... < y2(L, @57, £)
<y w5 T, £) <

pour tous z, £eE, et 0 <v<t<T,. Il résulte de (4), (5) et (6) que la
suite {y; (¢, z; 7, £)} converge presque partout vers une limite qui est
finie presque partout. Pour démontrer l'inégalité (3), on peut utiliser
la méthode employée par Nash dans son travail [5], & savoir: (z, &) [0, T,) X
X B, étant un point fixé arbitrairement, posons

E’;n(t) = f {7’?(% Ty T, 5)}2da7

jzj<m
pour ¢ > 17, ou m est choisi de facon que [§] < m. Alors

d 0
—mm=2 [~ i 7hds ,

|z <m

I P )+§ " st as

kr<m 1,5=1

Les fonctions y; et V,y, sont continues pour |z|] < m et ¢ > 7; on
a en outre y,;' = 0 pour |z| = m (voir [3]). Par conséquent, on a en vertu
du théoréme de Green

d aa 5 042\ ..
0= -2 [ ey " o2 ] ( Za—f)wa)mw,

1| <m wv‘ x| <m

ol

n

ca_%Z Oaj
1
2

i=1 0%;

P)

da;  Ob; > g, 00,  © dg.  0q.

(—]——7)-!- 2 ay—o ey Y(aj+bf)3g———g—|
=1 =1

ig ad/'q, Om,- f X ot

~3,

j=1

69}'5 6:17,-
<0 (t,x) <0
dans H,. L’hypothése II et la derniére inégalité entrainent
a
(7) — B")< =2 [ |47 %da.
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La fonction yg appartient & la classe W'*(|z| < m) et elle est continue
pour x| < met ¥ = 0 pour |#| = m; on a par conséquent yg ¢ Wy (|z| <m)
(voir [6], p. 104, théoréme 2). En posant donc y; = 0 pour |z| > m, on
a yoe Wo't(E,). 11 résulte de l’inégalité de Nirenberg (voir [6], p. 68,
théoréme 4) que

f (y:n)zdw < ﬂ( f I sz;r’n|2dx)n/(2+n)( f y’;l’bdw)4/(n+2),
|zj<m [z} <m | <m

oll § est une constante dépendant de n». Il est clair que
[ \Veyiitaw > gm0 (EDY I = BN DY,

iZI<m

d’olt en vertu de (7)

—oin 4v
{(Em )7 = .
ﬂn
On sait que hm E7 (t) = oo (voir [3]); en intégrant donc dans (v, i),
on trouve
. B \ ™2
® [ oty (L) e pour 6>
x| <m »
et pareillement
2. \ N2
(9) f {ra (t, @; 7, 5)}2d5<(ﬂ ) (t—z)"™* pour t > .
1€l<m

D’une part, les fonctions y; satisfont & l’identité de Kolmogorov

n it \ [t
R I L P L

l<m 2

pour |z, |§] < met 0 < v <t << T,. Dautre part, en appliquant I’inégalité
de Schwartz, on conclut de (8) et (9) que

~

m . pn \"* —n2 —n2
(10) e o< (fr) -0 = ko,

Si I’on prolonge les fonctions y, en posant y3' = 0 pour |z| ou |&| > m,
I’inégalité (10) reste valable pour tous z, {el, et 0 <7 <t T,. Obser-
vons que la constante k¥ dans I’inégalité (10) ne dépend pas de a et m. La
suite p; étant non-décroissante et bornée, il en existe la limite pour

(¢, @), (v, &)eH, ol t > 7, & savoir lim y, = y,. Le passage & la limite
) ’ Y Y g
M—.00

dans (9), (4) et (5) conduit aux inégalités 0 < y.(t, ; 7, &) < k(t—1)™"?,
E'f va(t, @3 7, £)AdE L1 etEj va(t, @3 T, £)de < 1 pour tous @, EcH,et 0< 7
n n

<tgT..



EQUATION PARABOLIQUE 147

Reste & prouver que y, est la solution fondamentale. Soient (z, &)
e[0, T,) X B, un point fixé et D un domaine borné arbitraire contenu
dans (v, T,] X E,. Choisissons un domaine borné 2 tel que Dc 9 < 2
c(t, T, )X E,. On a [&|<m et 2 c X" pour m suffisamment grand;
en outre, L°y; = 0 pour (¢, z)e 2D et

va (t, 23 7, &) < k [min (t—7)]~ 2.
(t,x)e2

Les estimations intérieures de Schauder et Friedman (voir [3]) per-
mettent de choisir une suite y;~ qui converge uniformément vers y, dans
D avec ses dérivées 9/0x;, 0%/0x;0x; et 0/0t on 4, = 1, ..., n. I1 est clair
que L*y, = 0, mais d’aprés la convergence monotone de toute la suite
Ya V€IS Y4, Ol & Py = Y4, done L'y, = 0 pour z, fcB, et 0 < v <t << T,.

Tout comme dans le travail [1], on prouve que si x, appartient
a lintérieur d’un ensemble compact X, on a

(11) lm  [y.(¢, 257, £)dE =1
D) —(z+,%) 3
et que si 2, appartient & l'intérieur d’un ensemble compact X, = X, on a
(12) lim [ va(t, »; 7, £)dE = 0.
(o)~ +,%) I-3,

En utilisant les formules (11) et (12), on établit facilement la pro-
priété 2° de la définition de la solution fondamentale.

EXEMPLES

I Si A(s)=58"" ol 0<1<2, on a |ag = O((|x]2+1)Y73),
b:| = O((l|24-1)'7) et . '
O((lx|2+1)"*)  pour 1> 0,
C =
O(In?([z2+2)) pour i = 0.
Ce cas a été traité par Aronson et Besala sous I’hypothése que
¢ < const lorsque 4 = 0.
IL. Si A(s) = ¢ %, on a ay; = O(¢~ 2=+ ') .1 < const,
¢ — 0(e(|z|2+1)1/2).
Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du théoréme
1 qui vient d’étre démontré:

THEOREME 2. Les hypothéses 1 et I1 étant satisfaites, il existe pour
tout a >0 la solution fondamentale de Véquation (1) et elle est donnée par
la formule

I't,z;7,§) = ega(t'x)—ga(t’e)ya(t) w3 T, £)

pour z, Eel, et 0<T<iI<<T,.
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3. La solution fondamentale construite dans la section 2 permet
de résoudre le probléme de Cauchy dans la classe des fonctions ayant
la croissance suivante & l’infini:

r1(2) ds 2
(13) u(t, @) < Mexp K | | VA—W]'

Désignons en effet par E, (K, T) la classe des fonctions définies
dans [0, T] X E, et satisfaisant a 1’inégalité (13).

THEOREME 3. Les hypothéses 1 et II étant satisfaites, soient h(x) une
fonction continue dans E, de classe E  (a,T) et f(t, x) une fonction locale-
ment holderienne dans H, de classe B 4(a, T). Alors la fonction

t
(14) U, =) =Ef I'(t, »; 0, f)h(E)df—ofdef I, z;t, §)f(z, §)dé
est Vunique solution du probléme de Cauchy

(15) LU =f pour (t,x)e(0, T,] X E,,

(16) U,x) = h(x) pour xekl,

dans la classe K, (a+f(a)T,, T,).

L’unicité en résulte du théoréme 2 de [2]. La démonstration que
la fonction U (t, ) définie par la formule (14) satisfait a (15) et (16) est

by

tout & fait analogue & celle du théoréme III de [1]; c’est pourquoi elle
est omise ici.
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