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Sur la méthode des différences finies pour un systéme

d’équations différentielles non linéaires paraboliques sans

dérivées mixtes avec une condition aux limites du type
de Neumann

par MARIAN Markc (Krakdw)

Résumé. Dans la note on considére le schéma explicite des différences finies
pour un systéme du type parabolique

Ou; du; 2wy %y
TSy sany 2 CREAAA 2
om, 0wy O] dx
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) (t=1,...,n)

les dérivées dans la direetion normale au bord de I'ensemble analysé étant des
fonetions voulues des variables ¢, %;,...,2,. On obtient le schéma explicite
mentionné en remplagant dans le systdme différentiel les dérivées par rapport A &
par les différences ascendantes et les autres dérivées par les différences centrales
respectives. On a montré gque de tels schémas de différences sont convergents et on
a estimé l'erreur de la méthode proposée.

1. Dans la présente note nous considérons le schéma explicite des
différences finies pour un systéme du type parabolique

du; ou; 0%u, 02, )
”_‘ 3 resy ) S5y ey ]
0%, 0w, Om O,

(t=1,...,1)

ou,
(1.1) T = fo |ty @1y ovy By gy o0y 2

les dérivées dans la direction normale au bord de l’ensemble analysé E
(voir (2.1)) étant des fonctions voulues des variables ¢ et @ (voir (2.4)).
On obtient le schéma explicite mentionné en remplacant dans le systéme
(1.1) les dérivées par rapport & # par les différences ascendantes et les
autres dérivées par des différences centrales respectives. On.a montré
que de tels schémas de différences finies sont convergents et on a estimé
Perreur de la méthode proposée (théoréme 1).

Il est & noter qu'un pareil résultat a 6té déjd obtenu par Malec (%),
mais seulement pour le cas tout particulier ot » = 1. Le résultat obtenu

() M. Malec, Sur la méthode des différences finies pour ume équaiion différen-
tielle partielle non-lindaire parabolique sans dérivées mizles avec la condition auz limites
du type de Newmann, Bull. Acad. Polon. Sci,, Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 12
(1974), p. 495-501.
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dans la présente étude est donc une généralisation de celui présenté
dans le travail cité.

2. Dans toute cette note mous admettons que

10 les fonctions scalaires f;(3, &, u, g, w), ¢ =1, ..., 0y & = (W, ..., Bp),
U= (Uyy ooy Up)y § = (Quy -+vy @p)y W = (Wy, ..., wy,) sont de classe C* dans

l’ensemble D = E xR"**? ol
(2.1) E = {(t, »): te[0, 7], [0, 0%, 7 >0, o> 0};
20 il existe des constantes L, I, g, G telles que les inégalités

; of;
<, | <
’ ' dg, ow; ¢

<I, 0<yg<

9
(2.2) ‘3%

sont vérifiées pour (¢, w, 4, g, w)eD (i =1,...,n, 2 =1,...,m, § =1, ...
ey D)3

30 les fonctions scalaires w(t,®) ({ =1,...,n) sont de classe (2
dans ’ensemble et & wvérifient le systéme

ou, Ou; Oou; 02%u; 9%, X )
L] - = > - “ a0 L ) == 1 .« e
(2.3) at fi (t: @y 2, aml’ ) 6:17,,’ awﬁ ) ueey am;,, ) (2 yeeny M)

ainsi que les conditions aux limites

%, (0, ‘m) = @ (2), x;¢(0, o),
ou; . ,
B8 G =eulbe), =0, i=lm =10
0u;
a—mj = "Pm‘j(ta z), & =0,

3. Considérons dans l’ensemble E un systéme de points nodaux
dont les coordonnées sont égales a

(3.1) = uk, o =k

o y=0,1,...,N,,»=0,1,...,N, j=1,...,p, 0<k =1/N,;,0<
< h =0[N, N, et N sont des nombres naturels.

Désignons la suite des indices (u, m,, ..., m,) du point nodal (3.1)
par
(3.2) M=(u,m) ohtm=(my,...,m)

et les coordonnées du point nodal (3.1) par

(3.3) (¢, 2™y ou 2™ = (21", ..., 2)pP).
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Introduisons les ensembles des multi-indices suivants

(3.4) Z={M=_u,m: 0K pu<N, OKSm;<N (j=1,...,p)},
(83) Zt={M=(u,m): 0N, -1<m<N+1(j =1, ..., p)},
ot m; (j =1,...,p) et x sont les nombres entiers.

‘Nous envisagerons également les nodaux générés par les suites des
indices suivantes

(3.6)  J(M) = (u,j(m)), —j(A) =(a, =j(m)), +M = (p+1,m)
ol
Jm) = (Mqy ey my_yy, my+1, My, oony my,)

(3.7) .
—=J(m) = (Mg, ory My_yy My—1, My 1y o0y My)

(J=1,..., 7).

Supposons ensuite qu’ad chaque point nodal (3.1) généré par le multi-
indice MeZ corresponde un systéme de nombres vM (i =1, ...,n) et
admettons que '

v/ = 9D 2k, (*, &™) pour g =0,1,..., N, et m; =0,
i = 7D 4 2hy, (%, &™) pourp =0,1,.., N, et m; =N
(t=1,..,m,j=1,...,p)

(3.8)

ot v¥ = (oM, ..., v¥). Il est & remarquer qu'en vertu de (3.8) les gran-
deurs ™ sont définies pour tous les éléments I de l’ensemble Z*.
On introduit les notations suivantes

1
(3.9) of” = = (o — o),

1 1 _
(310) o = — (of) —op/I0), o} = = (of) — 20l 40700,

MI A M; MII 11 M.
(3.11) v = (0, ), v; = (07 -y 7).

Dans la suite nous supposerons que les nombres v (i =1,..., %,

MeZ*) satisfont non seulement aux égalités (3.8), ma,is1 aussi & la con-
dition

(3.12) oM = g, (0™ pour M = (0,m) et MeZ

ainsi qu’aux équations aux différences finies

(8.13) oM~ =f,(t", ™ oM, o}, oMy (u=0,1,...,N,—1, MeZ).

4. Désignons par «* = (uM, ..., u}) la valeur de la solution %(z, @)
= (:(¢, @), ..., Uy (t, ®)) du probléme (2.3), (2.4) au point nodal (¢, ™)X
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et posons
w7t = o0 ke (14, &™),  m; =0,
(4.1) w0 = 77 4 ohy (34, A™), my =N
(i=1,...,mj=01,...,p0, MeZ).
Done les grandeurs ™ sont définies pour tout MeZ* et satisfont
aux conditions aux limites (voir (2.4))
uft = gy (a™), p=0,
(4.2) u? = gyt o™, m =0,
w = @t 2™), m; =N,
(i=1,...n,5=1,...,p, MeZ)

LeMvE 1. Si les hypothéses du section 2 sont satisfaites et les pas h et &
vérifient les inégalités

g I 206G 1
. ———> =<
(43) TR R TR A
il vient
(4.4) wT = fy(ty & w, ud, ) + gl

pour i =1,...,n, u ;'0,1, ey N1, MeZ et
(4.5) lime(h, k) =0 oW £(h, k) = maxe(h, k), (b, k) = ma,xlm B

k-0 1
Démonstration. Comme les termes du second membre de (2.3)
-sont de classe Ot et la solution u(t, ) est de classe 0%, les formules (4.4)
et (4.5) sont évidentes pour ceux des multi-indices M = (u, m)eZ pour
lesquels 1<m;< N1 (j =1,...,p).
Supposons que pour un certain j: 1< j<p on ait m; = 0. Alors, en
partant de (4.2) et (2.4) on arrive &

ou
(4.6) W =gyt o) = (@), m; =0,

3
En utilisant la formule de Taylor nous pouvons écrire
@D (B = (@t (Q)+ Z“ (@) +ola)
OUP = (b, @y, ey @), @ = (1, @yy ooy By, Oy ypyy ey Bp)
Des relations (4.6) et (4.7) on obtient
T (@) = —rola) 0

J

2
(4.8) [—g(ut(P —u(Q) — = «p,,(c;)]
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si #,—0, ou encore

(4.9) % [dCD _ 9y 7330 —%—;:' (#, 8™ -0
si m; =0 et h—0.

Maintenant on constate aisément que les relations (4.6), (4.9) et
(4.3) impliquent les formules (4.4) et (4.5) puisque les fonctions f; sont
de classe C'.

On prouve d’une fagon tout &4 fait analogue que les relations (4.4)
et (4.5) sont également valables si pour un j: 1<j<p on a m; = V.

5. LEMME 2. 8¢ les nombres R* (u = 0,1, ...) satisfont auz inbgalités
auwn différences finies

(6.1) R-<K'R'+e (u=0,1,..0)

1
et & la condition R' = 0 o R*~ = - (B**' -R*) (u =0,1,...) et 0< K

= const, 0 < K = const, 0 < ¢, alors

(5.2) R < %(ex’“"—l) (1 =0,1,..).

Le lemme 2 est facile & démontrer par récurrence.

6. LemmME 3. 87 les hypothéses du lemme 1 sond satisfaites, les nombres
oM sont définis par (3.8), (3.12), (3.13) et les nombres ul vérifient les rela-
tions (4.1), (4.2) et (4.4) ainsi que

Mo M0 o 2 — i M
(6.1) e o= Uy —vy, & = Maxr;, 2 = minr;
m m

pour M = (u,m)eZ (¢ =1,...,7m)
alors 8} =2 =0 et

n n
(62) st <L 1 +g(h, k), #7> —L D 10— e(h, k)
j=1 i=1
pour i =1,...,m, uw=0,1,...,N,—1 o% &(h, k) est défini par la for-
mule (4.5), A(7) et C(i) sont des multi-indices de P'ensemble Z.
Démonstration, Les conditions s = 2! =0 (¢ =1, ..., n) résultent
directement de la définition (6.1) ainsi que de (3.12) et (4.2).
Nous prouverons la premiére des inégalités (6.2). Supposons que

§Ut = D A (i) = (u, a(i)) <2,

6.3 .
(6.3) s =70 B(i)eZ,
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1 . .
De la définition s¥~ == (s4#+! —s%) ainsi qu’ad partir de (6.3) nous
avons
1 . ] 1 , .
(6.4) gh= = - (7.:-4(1) _,.fl(t)) + = (,.;,4(0__,.1:3(1)).

Il résulte de (4.4), (3.13) et de la définition (3.9) que
(65) st = (w9~ o) 4T (rf ) —rPO)
- ,ﬁ{(i) £t wa(i), uA(i)’ u.;i(i)I’ ,u;t(i)ﬂ') _
—f, (18, ) A0 AT pdOIT) % (10 _ B

En appliquent le théoréme de la moyenne au second membre de
(6.5) et en groupant cdnvena.blement les termes nous arriverons &

(6.6) i = pit® - fz o
je=1
af; 1 o, -
+z§[ T g )2h](’ 70+
n
v[ﬂ_ﬁ — L_i - ._1_ o—3(4(3) __ 4.B)
+_4/ ) 7,2 aq] ( )2h (13 Bl 4

jel

n
N ihi) () _ (D)

ou les dérivées sont prises en des points convenables ( —).
Notons que de 'inégalité (4.3) il découle

af; 1 afi_i>i r l(g I

of; 1 af 1_g¢g I 1fg T
= s -
( 9 ~ ag,.( T TR h( )20

alors que (6.3), (3.8), (4.1) entrainent
(6.8) pA) _ B < 0, pi(40) _ Bl g, pBO A0 5 0,

Donc

(6.9) s8 < 0 4 Z gﬁ i< I, Z 1770 + £;(h)

J1

(voir (2.2), (4.3) et (4.5)).
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La démonstration de la seconde inégalité (6.2) se fait d’une fagon
tout & fait analogue.
La démonstration du lemme 3 est achevée.

7. LEMME 4. Si les hypothéses dw lemme 3 sont satisfailes, alors

(7.1)  (max|rM))” <max(sé™, —27) powr MeZ et i=1,...,0
m

(voir (3.4)).
Démonstration. Il n'est pas difficile de montrer que
(7.2)  max|r| = max(max (¥, —r})) = max (max ¥, max(—#))
m m m mn

= max (s}, —min#}) = max(s¥, —zf).
m

De (7.2) résulte que

(7.3) (max [7}M])” = (max(s}, —2f))” < max(s}~, —#7).
m

De cette facon la démonstration du lemme 4 est terminée.
8. LEvwE 5. 87 les hypothéses du lemme 3 sont satisfaites et

(8.1) R* = maxmax M|  pour MeZ
7 mn

alors R =0 ot
(8.2) B nLR* +e(hy k) (=0,1,...,N,-1)

ot e(h, k) est défini par le fermule (4.5).
’ Démonstration. La condition R' = 0 est évidente (voir (3.12) et
(4.2)).

Il s’agit de démontrer (8.2). A partir de (8.1) et du lemme 4 il s’ensuit
que

(8.3) R'~ = max(max })” < max (max(sf~, —z'"))
i m i

Mais les :nombres s¢~ et 2¢~ vérifient les inégalités (6.2), done
n n
(8.4) R*” < max [max (.L 2 @) 4 ¢ (h), L 2 [0 - si(h))]
i i=1 i=1
< nLR*+¢(h) pour p=0,1,...,N;-1

(voir (8.1) et (4.5)) ce qui achéve la démonstration du lemme b.

9. TutorBME 1. 8¢ les hypothéses du lemme 3 (section 6) sont sati-
sfaites, alors
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10 Derreur de la méthode des différences finies (3.12), (3.13) peut éire
cstimée de la fagon swivante

e(h, k)
wl

(voir (3.4)) o e(h, k) est défini par la formule (4.5);
20 la méthode des différences finies (3.12), (3.13) est convergente, c’est-
-a-~dire

(9.2) lim e =0 (i=1,...,n, McZ).
h—0

(9.1) ) < (¥ —1) (i =1,...,n, McZ)

Démonstration. Comme (9.2) résulte de (9.1) il suffit alors de
montrer (9.1).
On obtient des lemimes b et 2

e(h, % .
(9.3) R"<LM’_J-—)(GLW—1) (b =0,1,...,N,).

Mais de la définition (8.1) découle /M| < R* (i =1,...,n, MeZ),
done

hy, &
(9.4) | <—8(a:1’;_) (eFme—1) (i=1,...,n, MeZ).

Ainsi, la démonstration du théoréme 1 est achevée.

Regu par la Rédaction lo 23. 3. 1973



