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INTRODUCTION

I. L'objet de ce travail est d’étudier les propriétés de convexité
gue peuvent présenter les espaces non localement convexes.

On associe & un opérateur linéaire (continu) w: E—~F, o E et F
sont des espaces vectoriels topologiques (on doit en fait considérer des
espaces plus généraux: voir plus bas), I'espace vectoriel ¥(u) des suites
scalaires & = (a,),>, vérifiant ceci: pour tout voisinage V de 0 dans F, il
existe un voisinage U de 0 dans E tel qu’on ait '

D a,u(T) <V,

N
ol }'a,u(U) = |3 au(x,)z,eU, N> 0). ¥(u) est de plus muni d’une
[}

pconvergence vectorielle”, au sens de C. H. Cook et H. R. Fischer (c’est-
a-dire d’un ensemble de bases de filtre ,,convergentes”, de fagon compatible
avec la structure d’espace vectoriel de ¢ (u)). ¢(u) est le galbe de « (chapitre
II, 2.2.1 et 2.3.2.1). .

Par exemple, dire que # est continu pour la topologie (sur ¥) admet-
tant pour base de voisinages de 0 ’ensemble des enveloppes convexes
des voisinages de 0 de E, c'est dire que, pour la norme usuelle de 1!, I*
%(u) continiment (cela signifie que le filtre des voisinages de 0 de I*
tend vers 0 dans % (u)).

Le galbe d’un opérateur u peut étre considéré comme une mesure
de ses propriétés de convexité: elles sont meilleures que celles d’'un opé-
rateur v si le galbe de u est plus grand que celui de », c’est-a-dire si ¥(v) <
9 (u) continliment. )

Le plus grand galbe (d’opérateur non nul & valeurs dans un espace
séparé) est I, le plus petit est 1), ’espace I° des suites 4 support fini (nulles
sauf pour un nombre fini d’indices) muni d’une convergence convenablo
(chapitre 0, n° 0.1.7.1).

Nous donnerons de la notion de galbe des applications du type suivant.
Si le galbe de tel opérateur u: E— F est suffisamment grand, » possede
telle propriété de continuité forte. Par exemple (chapitres III (sectibns
3.4 et 3.5), VI (sections 6.4 et 6.6), IX (corollaire 9.3.3)) % enverra un voi-
sinage de 0 sur un borné, ou sur un compact, ou, méme, sera nul; cela
sera notamment appliqué aux espaces d’'Orlicz (sections 3.4 et 3.5). Ou
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bien, u sera continu pour quelque topologie sur F moins fine que la topo-
logie initiale, et pourra alors se prolonger a un espace plus grand que F
(intégration de fonctions scalaires par rapport & des mesures vectorielles
(chapitre VII), ou de fonctions vectorielles par rapport & des mesures
scalaires (chapitre VIII)). Ou encore, les’propriétés de galbe de u (qui
sont bien des propriétés de continuité) seront meilleures que celles supposées
a priori (chapitre IV et sections 5.5, 5.6).

Signalons aussi quelques applications aux algébres topologiques
(chapitre X) ainsi que des généralisations des théorémes de Banach—Stein-
haus et du graphe fermé (chapitre VI). '

' De plus on montrera souvent par des constructions de contr’
exemples que les hypothéses de galbe ne peuvent pas, ou guére, étre amé-
liorées.

On a comme cas particulier remarquable le galbe de I’application
identique d’un espace E, c’est-a-dire le galbe 4(E) de E.

Par exemple, un espace séparé non nul est localement convexe si
et seulement si son galbe est 1'espace !! (muni de sa topologie normée
usuelle). Les espaces localement p-convexes (0 < p < 1) sont les espaces E
vérifiant 1? < 4(FE) continiment.

Le galbe d’un espace est un paramétre (invariant par isomorphisme
linéaire topologique) qui permet de classer finement les espaces vecto-
riels topologiques non localement convexes. Ainsi, les espaces Lj ,),
0 < p < 1, sont déterminés par leur galbe ¥(L?) = I” (alors que ¥(L?) = I!
pour tout p > 1). On reviendra ci-dessous (alinéa 2.2) sur cette remarque.
Le galbe d’un opérateur donne mieux encore: les espaces d’Orlicz L ,, ¢
concave, sont déterminés par le galbe I*, ol v(¢) = 1/¢(1/t), de Yinclusion
L® c I’ (ce qui sera exploité au chapitre III, section 3.4).

Enfin les - galbes constituent des exemples intéressants d’espaces
de suites (symétriques, continiiment inclus dans I!), surtout les galbes
‘d’espace, qu’on appelle ,,galbes stricts”, grice a leurs propriétés de sta-
bilité pour les opérations multilinéaires de I* (proposition 5.2.6).

Précisons qu’on est amené a définir le galbe d'un opérateur entre
espaces vectoriels & convergence (au sens de Cook et Fischer: chapitre 0,
définition 0.1.2). Ceci pour les raisons suivantes. Les propriétés de con-
vexité dont on a besoin ne faisant souvent intervenir que les bornés des
espaces vectoriels topologiques, on est conduit & introduire des galbes
d’opérateurs entre espaces vectoriels bornologiques (au sens de [17],
[34]), [119]: chapitre 0, n°® 0.1.4.2), ou entre espaces vectoriels-bornolo-
giques et topologiques (section 2.3). D’on l’intérét d’unifier la théorie
en définissant le galbe d’un opérateur entre espaces vectoriels & conver-
gence, dont les espaces vectoriels topologiques et bornologiques sont des
cas particuliers. En outre, le galbe d’un opérateur entre espaces vectoriels
topologiques est lui-méme un espace vectoriel & convergence, souvent
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topologique ou bornologique, mais parfois d'un autre type. Et il est sou-
vent utile d’évaluer le galbe d’un galbe, de savoir par exemple que
9(9(E)) = 9(E), avec méme convergence, pour tout espace E.

Par exemple, E étant un espace vectoriel bornologique, ae¥(E)
si et seulement )'a,B est borné dans E pour tout borné B de E.

Les exemples d’espaces que nous rencontrerons seront le plus souvent
des espaces d’Orlicz L® ou des intersections ou réunions de ces espaces.

On construira en outre des espaces vectoriels topologiques par un
procédé inspiré des compactologies® dénombrables de L. Waelbroeck,
développé au chapitre I: sur un espace vectoriel £ réunion d’une suite
de sous-ensembles équilibrés E, munis de topologies, on met la topologie
vectorielle finale et on généralise les théorémes classiques relatifs aux
limites inductives strictes. A la différence de L. Waelbroeck, on ne suppose
pas les E, compacts. Cela permettra notamment la construction d’espaces
aux propriétés pathologiques (mesures vectorielles bornées n’intégrant
pas des fonctions mesurables bornées (chapitre VII), un espace mettant
en défaut le théoréme de Liouville pour des fonctions analytiques 3.
valeurs vectorielles au chapitre IX). '

Les notions de p-convexité ou quasi-convexité considérées par de
nombreux auteurs (par M. Landsberg ([47]), S. Rolewicz ([84]), W. Zelazko
([126]) parmi les premiers, récemment par L. Schwartz ([91]) entre autres)
fournissent déja des mesures du degré de convexité des espaces vectoriels
topologiques (correspondant aux galbes I*, 0 < p < 1). La notion de galbe

est plus fine. On a de nombreux galbes compris entre I° et (M) 17 (tel le
p>0
galbe ,,exponentiel” : alinéa 1.4 ci-dessous), entre I’ et (}{° pour 0 < p < 1
a>p
et entre | I° et I” pour 0 < p < 1, notamment des galbes d’espaces d’Or-
<p

licz, d’intersections ou réunions d’espaces d’Orlicz.

J’ai introduit la notion de galbe A la suite d’un travail ([109], [110]
et [111]) fait en collaboration avec L. Waelbroeck (les p-convexités ne
semblent pas suffire pour donner des conditions d’intégrabilité de fonc-
tions vectorielles précises: voir le chapitre VIII) et surtout de l’article
[118] ou L. Waelbroeck, étudiant les fonctions différentiables & valeurs
vectorielles, tire parti de ce que toute suite & décroissance rapide d'un
espace localement ,,pseudo-convexe” est contenue dans un borné con-
vexe (on procédera de fagon voisine avec les espaces ,exponentiellement
galbés”: chapitres IX et X).

L. Waelbroeck m’a incité & poursuivre 1'étude de cette notion, et
ses conseils, ses encouragements constants m’ont fourni une aide puissante.
Je tiens & lui exprimer ici ma profonde gratitude.

Ce travail a fait ’objet d’une thése, soutenue en avril 1974 4 1'Uni-
versité de Paris XI, devant MM. D. Dacunha-Castelle, J. P. Kahane,
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L. Schwartz et L. Waelbroeck, a qui je suis heureux d’adresser mes remer-
ciements.

Il m’est en outre agréable d’exprimer ici ma reconnaissance a MM. S.
Rolewicz et W. Zelazko, qui se sont intéressés 4 mes recherches et m’ont
réservé en Pologne un accueil chaleureux et fructueux. .

II. Donnons une vue d’ensemble des résultats obtenus, qui sera
complétée par les sommaires précédant chaque chapitre.

1. Classes d’espaces et d’opérateurs définies par les galbes. On dit
gqu'un opérateur % est galbé par une suite (scalaire) a = (a,),-, (resp.
par un espace vectoriel G de suites & convergence ,,contractée” (définition
0.1.2.4)) quand a¢e¢¥%(u) (resp. quand G < ¥(u) continiment): définition
2.1.1.

La classe des opérateurs galbés par une suite ael!, ou par un espace
(& convergence) G c I' continiment est un idéal (contenant donc les
opérateurs se factorisant par un espace galbé par a, ou par @, et a fortiori
par un espace localement convexe). On a de bonnes propriétés de sta-
bilité. Par exemple, d’aprés la section 2.4, la classe des espaces vectoriels
topologiques galbés par a, ou par G, est stable par produit, passage au
sous-espace, au complété, au quotient (voir mieux en 2.4.7), ainsi, quand
la convergence de G est une bornologie, que par limite inductive (vecto-
rielle topologique) dénombrable (cf. 2.5.1.1).

On considérera notamment les classes suivantes (cf. chapitre II,
section 2.3).

1.1. Les opérateurs galbés par I?, avec 0 < p < 1. Les convergences
galbées par 1* sont dites p-convezes. Par exemple, tout L” de dimension
infinie a pour galbe exactement I (chapitre III, n°® 3.1.9). On sait (Aoki
et Rolewicz: cf. 2.3.2.6 infra) que toute topologie vectorielle localement
bornée est p-convexe pour quelque p > 0.

1.2. Si 0< g<1 on note 1% 'espace ()" muni de la topologie
p>q
limite projective. Les convergences galbées par 1% sont dites g, -converes.

Les topologies 0, -convexes sont encore appelées localement pseudo-con:
vewes, quasi-converes, semiconveres, etc. selon les auteurs. It a pour galbe
17 (cf. n° 3.2.4).

1.3. La classe des opérateurs galbés par la suite (14 )% avec
0 < ¢< 1, strictement comprise (alinéda 6 ci-dessous) entre celle de:
opérateurs galbés par I?* et celle des opérateurs galbés par 17

1.4. Les opérateurs exponentiellement galbés (chapitres VII, IX, X
et chapitre V (corollaire 5.6.9)): ce sont les opérateurs galbés par la suite
(27"). Ils comprennent strictement les opérateurs galbés par I°*. Pai
exemple, I'espace () LIS5)'*Y (intersection d’espaces d’Orlicz munie

p<oo ’
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de la topologie limite projective) est exponentiellement galbé mais non
localement 0, -convexe (cf. n® 3.2.5.2).

1.5. Les opérateurs galbés par If (Pespace I° des suites 4 support
fini convenablement topologisé: cf. 0.1.7.2) surtout étudiés au chapitre V1.
Si E est un e.v.t. (espace vectoriel topologique), dire que I; galbe E c’est
dire que, pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe des a, > 0, n > 0,
et un voisinage U de 0 tels que > a, U < V. Si E est un espace vectoriel
bornologique, c'est dire que pour tout borné B de FE il existe des a, > 0
tels que Z’a, B soit encore borné. I; galbe par exemple la bornologie d’un
e.v.t. métrisable. Cette classe d’opérateurs contient la précédente stric-
tement (If a pour galbe I{, par exemple) et est strictement contenue dans
la classe d’opérateurs suivante (cf. 6.6.4).

1.6. Les opérateurs galbés par I (I° muni d’une convergence précisée
en 5.5.7.3), étudiés & la section 6.6: les e.v.t. galbés par I sont ceux qui
n’ont pas le plus petit galbe I, c’est-a-dire qui vérifient ceci: pour tout
voisinage V de 0 il existe des @, > 0 et un voisinage U de 0 tels que V
>a,(U+ ... + U} (n termes U) pour tout = > 1.

2. Galbes et espaces 4'Orlicz (chapitre III). 4 étant une mesure sans
atome et y vérifiant la condition 4,(p(2t)) = @(p(f)) quand (-2
on montre qu’un opérateur LY—FE & valeurs dans un espace séparé FE
est nul si son galbe est trop grand (proposition 3.4.1) et que (généralisa-
tion de [92] ou E est localement convexe) un opérateur E—1I¥ est compact
si son galbe est suffisamment grand (théoréme 3.5.3).

2.1. Du premier point on déduit (théoréme 3.4.8 et corollaire 3.4.9),
avec x bornée et p concave, qu’il n’existe un opérateur continu non nul
L%— L} que si LY = L%, ce qui entraine qu’il n’existe dans Lj un opéra-
teur compact non nul que si L% = L} (réponse 4 une question de D. Palla-
schke).

2.2, Appliquant le second point on donne divers couples (1%, E)
tels que tout opérateur E-—I¥ soit compact (n° 3.5.4). On obtient des
énoncés du type suivant: si 0 < p < g < oo, avee p<1, et si E est un
sous-espace d'un LY tout opérateur E—I” est compact. C’est un résultat
connu si F est 'espace de suites 1% mais ici E peut étre un espace de fonc-
tions (et aussi un sous-espace de !%). Un résultat de ce type reste peut-
étre vrai pour 1 < p<< 2, mais sa démonstration serait certainement
plus ardue, le galbe de E (égal & I') ne distinguant plus les différentes
valeurs de ¢ > 1.

Dans la premiére partie du chapitre III on calcule le galbe de limites
projectives et inductives d’espaces d’Orlicz. Cela permet par exemple
de remplacer ci-dessus L? par des espaces de fonctions ,,plus proches”
de L*. Cela fournit en outre de nombreux exemples de galbes.
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3. Intégration par rapport & ume mesure vectorielle. On étudie au
chapitre VII l'intégration de fonctions scalaires par rapport & une mesure u
4 valeurs dans un espace vectoriel topologique (complet) quelconque E
(définie sur une tribu d’ensembles abstraite 5#). On a de bonnes propriétés
quand F est exponentiellement galbé.

Précisons. E étant quelconque, on montre qu’on peut définir un
espace £, jouissant des propriétés usuelles (théoréme de convergence
dominée notamment) par rapport & une mesure z & valeurs dans F dite
»wL™-bornée”, c’est-a-dire pouvant déja intégrer les fonctions mesurables
bornées. Et il se trouve (proposition 7.2.7.2 et 7.2.5) que 'image d’une me-
sure » bornée (»() est borné) par un opérateur exponentiellement galbé est
une mesure L”-bornée et qu'un opérateur galbé par I) ou, a fortiori, expo-
nentiellement galbé, applique une mesure quelconque sur une mesure
bornée. On déduit déji de [88] et [24] qu’une mesure i valeurs dans un
espace localement 0, -convexe est L™-bornée. Les hypothéses de galbe
sont ici améliorées, et on montre qu’elles ne peuvent 1’étre plus.

Pour cela (théoréme 7.4) on caractérise les suites a telles que tout
opérateur galbé par e envoie toute mesure vectorielle bornée sur une
mesure L*-bornée, et on construit un espace métrisable ,,presque” expo-
nentiellement galbé E et une mesure & valeurs dans F bornée mais non
L™-bornée. Cette mesure pouvant étre sans atome, on répond aussi A une
question de [87].

4. Fonctions amalytiques vectorielles. On montre au chapitre IX
que les fonctions vectorielles d’une variable complexe analytiques (loca-
lement développables en séries de puissances) & valeurs dans un espace
exponentiellement galbé (ou, plus généralement, composées avec un
opérateur exponentiellement galbé) vérifient "les propriétés usuelles,
notamment le théoréme de Liouville. On montre en outre (théoréme 9.4)
que ce théoréme est en défaut pour des fonctions analytiques & valeurs
dans un espace vectoriel topologique quelconque.

5. Algdbres exponentiellement galbées. Dans le chapitre X, on géné-
ralise & ces algébres les propriétés des ,,éléments réguliers” de L. Waelbroeck
([115] et [119]). Les points réguliers sont généralisés ici par les points
ou (en gros) opérent les fonctions analytiques £2—>C, 2 domaine borné
de C (cf. 10.2.1 et 10.2.4). On s’intéresse aussi aux points ol les fonctions
entiéres opérent (au sens de [69]) en unifiant les deux notions. On donne
une caractérisation simple de ces points (théoréme 10.2.5) ainsi qu’un
théoréme (10.2.7) sur la structure algébrique de I’ensemble de ces pointt
qui deviennent faux si I’hypothése sur le galbe est affaiblie (théoréme
10.2.6 et 10.2.8). Citons aussi quelques généralisations du théoréme de
Gelfand-Mazur (section 10.3).
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6. Intégration de fonctions vectorielles différentiables. On montre
au chapitre VIII que, par rapport 4 la mesure de Lebesgue, on peut inté-
grer localement les fonctions différentiables de classe C,, sur un ouvert
de R™ a valeurs dans un e.v.t. complet F (l'intégrale étant continue par
rapport & l'intégrande) si et seulement si E est localement 0, -convexe.
La suffisance de cette condition est déja établie en [110]. On tire égale-
ment de [110] qu’une fonction définie sur un ouvert de R™ et & valeurs
dans un espace E localement ¢, -convexe (0 < ¢ < 1) est intégrable par
rapport 4 toute mesure de Radon si elle est différentiable de classe C,,
avec 1/¢ = 1+r/m. En fait, quand ¢> 0, on voit ici (théoréme 8.2)
qu’il suffit que E soit galbé par la suite (1+n)~ "% Et il existe des espaces

non localement ¢,-convexes galbés par cette suite, tel I’espace () Lz,{’,),
p<ea

ol ¢,(t) = t9log”(1+1¢). On montre en outre qu'il est nécessaire que E
soit localement g-convexe (proposition 8.3).

7. Généralisations des théorémes de Banach-Steinhaus et du graphe
fermé (chapitre VI), déduites de la représentation suivante (théoréme
6.2.1) des espaces vectoriels bornologiques séparés complets (cf. 0.1.10.6,
chapitre 0) galbés par 1j: ce sont (dans la catégorie des espaces vectoriels
& convergence) des limites inductives ,,bornifiantes” d’espaces vectoriels
topologiques métrisables et complets, un opérateur étant bornifiant
quand il envoie un voisinage de 0 sur un borné (on a une caractérisation
similaire des e.v.t. galbés par [}: théoréme @1.1). Des contr’exemples
(n° 6.3.7) montrent que ces théorémes sont en défaut sans hypothése
de galbe.

On trouvera aussi en 9.5 (chapitre IX) une généralisation du théo-
réme de Banach—Steinhaus mettant en jeu des applications polynémiales,
variante d’un résultat de P. Lelong.

8. Conditions pour que certains espaces soient localement bornés
(lattis, espaces d’Orlicz ...), pour que certains opérateurs soient borni-
fiants (voir ci-dessus) ou bornés (cf. 6.4, 6.6.6, 6.6.7, chapitre VI).

9. Généralisations d’'un théoréme de Mazur et Orlicz. On établit
au chapitre IV que pour que tel opérateur u: E—F soit galbé par tel
espace de suites & convergence G, il suffit que @ galbe u: bE—F (ou bE
est ’espace vectoriel bornologique canoniquement associé 3 E)," ou bien
il suffit que chaque point de G galbe u. Cela notamment quand F est
métrisable. On généralise ainsi ce résultat de S. Mazur et W. Orlicz
affirmant qu’un espace métrisable est localement convexe si ’enveloppe
convexe de tout borné est encore bornée.

. 10. Galbes engendrés. Sachant qu’un point ael' galbe un opérateur u,
ou un espace E, quelles autres suites galbent #, ou E? On peut souvent
en trouver décroissant moins vite que a (mais pas si, par exemple, a,
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=(14+n)""log”*(2+n) avec 8 > r > 1: théoréme 5.6.1: b) et 5.6.2: c)).
C’est ainsi que E est galbé par (2~™°) pour tout & > 0 si (2"‘"),,;,0 galbe E
pour quelque k < oo, ce qui sera utile.

Ce probléme conduit & étudier (au chapitre V) les. propriétés de sta-
bilité des galbes (d’opérateur) et des galbes d’espace, appelés galbes stricts,
et a caractériser ces espaces, en tant qu’espaces a convergence de suites
(théoréme 5.2.3) et en tant qu’ensembles de suites (théoréme 5.3.1). Les
galbes stricts sont notamment stables par ,,produit tensoriel”: avec
tout couple de suites a, b, ils contiennent tout arrangement en une suite
simple du produit tensoriel (a,b,).

On peut alors décrire le galbe (resp. le galbe strict) engendré par un
point de I* (théoréme 5.5.9 et exemples en 5.6.1 et 5.6.2). On montre en
outre (théoréme 5.7.2) que ce galbe est toujours le galbe d’un opérateur
entre e.v.t. métrisables (resp. d’un e.v.t. métrisable). On constate par
exemple (5.6.10) que les galbes stricts engendrés par (27") et (1+n)™"
(calculés en 5.6.2) sont les galbes d’intersections dénombrables d’espaces
d’Orlicz.

11. Les convergences des galbes. Les galbes sont munis d'une struc-
ture & convergence, au sens de Cook et Fischer. En général, 1a donnée
de '’ensemble sousjacent au galbe ne suffit pas. Il existe par exemple
un espace non localement convexe dont le galbe est égal a I* en tant qu’en-
semble de suites (cf. 3'264'4)‘

Cependant, si E est un e.v.t. métrisable et si 4(F) contient strictement
I’espace I° des suites & support fini (c’est-a-dire, d’aprés 6.1.1, si E est
une limite projective bornifiante d’une suite d’e.v.t., par exemple si &
est localement borné), alors la convergence de ¥(E) est déterminée par
I’ensemble ¥ (E); il existe par contre sur I’ une infinité de convergences
de galbes d’espaces métrisables: proposition 6.2.5.

Dans le cas général, il semble qu’il existe peu de convergences de
galbe sur un ensemble donné de suites contenant strictement I°. Sur I,
iln’en existe que deux (cf. 5.2.5 et 5.5.2). Sur I?, avec 0 < p < 1, j’en connais
trois (cf. au chapitre III, 3.1.9, 3.2.4.4 et 3.2.5.3), peut-étre quatre (n°
5.3.2.1). Sur 1%, 0 < ¢g< 1, toutes les convergences de galbe strict (je
n’en connsis que deux: la topologie usuelle et la bornologie associée)
ont méme bornologie; il en est de méme sur le galbe strict engendré par
un point ael’\I° (cf. 6.4.5). '

12. Exemples de galbes et galbes stricts. Les galbes stricts les plus
simples sont les galbes d’espaces localement bornés (section 6.5), qui
sont eux-mémes des espaces vectoriels topologiques localement bornés
(et complets), tels les espaces d’Orlicz 1°, o sous-additive et sous-multi-
plicative au voisinage de 0, ou les galbes stricts (non séparables) engen-
drés par certains points de I! (cf. 5.6.8). Un tel galbe contient un %, ¢ > 0,
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est généralement situé entre {_ I° et 1%, pour un peJ0, 1]. Je ne sais pas
I<p

si on peut en trouver entre I” et 1Pt = (M) I’ 5si 0 < p< 1 (cf. 3.1.6). On
8>p
obtient d’autres types de galbes en prenant les galbes d’inclusions entre

espaces d’Orlicz (section 3.1), d’intersections et réunions d’espaces d’Orlicz
(section 3.2 et 3.3), les galbes engendrés par des points ou des filtres de ¢
(cf. 5.5.9, 5.6.1, 5.6.2, 5.5.7.3). On donne en 5.2.7 quelques propriétés
de permanence.



Chapitre 0

PRELIMINAIRES

On donne dans ce chapitre, pour ’essentiel, quelques définitions
et rappels de notions connues.

La section 0.1 présente les espaces vectoriels & convergence (au sens
de Cook et Fischer: [28], {21], [29]) avec comme principaux exemples
les espaces vectoriels topologiques et les espaces vectoriels bornologiques
([17], [34], [119]). Notons la définition d’une notion de complétude pour
les convergences vectorielles qui sera utile au chapitre VI et qui géné-
ralise celle que donne L. Waelbroeck pour les bornologies convexes ([114]).

On rappelle & la section 0.2 quelques faits connus ([58], [65], [66], [57],
[60]) concernant les fonctions d’Orlicz ¢*(qui servent & définir les espaces
d’Orlicz L?): condition 4,, fonctions p-concaves et p-convexes, fonctions

@ (A1)
p(t)
Les espaces d’Orlicz ([72], [73], [45], [71]) font I’0objet de la section 0.3.
On considére notammment des ensembles ,,p-équisommables” (n° 0.3.8).
Signalons (n° 0.3.9) une remarque sur les sous-espaces d’espaces d’Orlicz
de suites obtenue en exploitant une idée de P. Assouad. On donne aussi au
n° 0.3.11 une représentation des espaces vectoriels topologiques métri-
sables et complets comme quotients d’espaces d'Orlicz généralisés.

sous- et surmultiplicatives. On introduit les fonctions ¢iy(1) = sup
t

0.1. ESPACES VECTORIELS A CONVERGENCE

0.1.1. Tous les espaces vectoriels considérés seront réels ou complexes,
Le corps des scalaires sera noté K:

(0.1.1) K=R ou K-=C.
On pose D, = {seK||s]| < ¢} et
(0.1.2) 8 = {D,e > 0},

8 est donc une base du filtre des voisinages de 0 de K.
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On dit qu’une base de filtre a est plus fine (resp. moinsg fine) qu’une
base de filtre 8 quand le filtre engendré par a (resp. 8) contient le filtre
engendré par § (resp. a).

A une opération entre points on associe de fagon évidente une opé-
ration entre points, ensembles et bases de filtre. Par exemple, si a et
sont des bases de filtre d’un espace vectoriel E, si A c K, z¢E, D < K,
r, 3¢K et u est un opérafeur défini sur E, u(a) est la base de filtre des
u(A), Aea, ra+8f = {rA+38B|Aeca,Bef}, DA = {sx|seD,deA}, da
= {DA|Deéd, Aea}, Dz = D{»}, 84 = 6{A} = {DA|Ded}, oz = 6{{1;}},
a—z = a—|{=z}}, ete.

Si A; < E, iel, on pose, reprenant une notation de [119],

(0.1.3) D 4= U D A

ou J parcourt ’ensemble des parties finies de I. S8i®;eE, Y'z; = Y (.},

0.1.2. DEFINITION. Soit E un espace vectoriel muni d’un ensemble ¢
de filtres de E. Disons qu’une base de filtre a de E tend vers 0 (ou a—0)
quand ¥ contient le filtre engendré par a. On dit alors que ¥ est un espace
vectoriel d comvergence, et que € est ume convergence vectorielle (sur E),
quand les conditions suivantes sont satisfaites (a, # désignent des filtres
de FE). '

(i) 8i a—0, tout filtre plus fin que a tend vers 0.

(ii) Le filtre {4 cal0eA} tend vers 0 si a—0.

(iii) Si a—0, >0, r¢K, s<K, alors ra+8f—0.

(iv) Si a—0, da—0.

(v) Pour tqut zeE, éz—0.

On notera souvent (E, ¢) un espace ¥ muni d’une convergence ¥.

Une expression telle que ,,£—0 dans E” sous-entend que £ est une base
de filtre de E. ’

0.1.2.1. On dit que E est séparé quand, pour tout zeE, {{z}}]-0
>z = 0.

0.1.2.2. DEFINITION. Soit E un espace vectoriel a convergence.

a) On dit qu’un ensemble ¢’ de bases de filtre de F est un systéme
fondamental de la convergence ¢ de E, ou est un systéme fondamental de
bases de filtre de E tendant vers 0, quand un filtre de E tend vers 0 & la
condition nécessaire et suffisante qu’il soit plus fin qu'un élément de ¢'.

b) On dit qu'un ensemble ¥”’ de bases de filtre de E engendre (1’espace
vectoriel & convergence) F quand ’ensemble des sommes finies a, + ... + ay,

a;e%”’, constitue un systéme fondamental de bases de filtre de F tendant
vers 0.
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0.1.2.3. DEFINITION. &) On dit qu’un filtre a d’un espace vectoriel E
(sur K) est comtracté quand il admet pour base ’ensemble da des DA,
Ded, Aea (cf. (0.1.2)). '

b) On dit qu’une base de filtre de E est équilibrée quand tous ses
éléments sont équilibrés.

a est contracté si et seulement 8’il admet une base équilibrée et que
¢A ea pour tous £ > 0, A ea. ,,Contracté” est une traduction de ,,equable”
de [29].

0.1.2.4. DEFINITION. On dit qu’une convergence vectorielle est
contractée. quand elle admet un systéme fondamental de filtres tendant
vers 0 contractés.

On dit qu’elle est équilibrée quand elle admet un systéme fondamental
de bases de filtre tendant vers 0 équilibrées.

Nous considérerons surtout des espaces vectoriels & convergence
contractée (ils sont & convergence équilibrée, mais la réciproque est fausse:
cf. section 2.5, penser aux compactologies de L. Waelbroeck [119]).

0.1.3. Opérateurs liméaires comtinus. Soient E et F des espaces
vectoriels 4 convergence. On dit qu’un opérateur linéaire u: E—F est
continu quand il applique toute base de filtre de £ tendant vers 0 sur
une base de filtre de ¥ tendant vers 0.

Le composé de deux opérateurs linéaires continus est continu.

Si €, et ¥, sont des convergences vectorielles sur un méme espace
vectoriel E on dit que ¢, est plus fine que ¥, si 'application identique
(E, €,)—~(E, €,) est continue, c’est & dire si ¥, = ¢,, qu’elle est moins
fine 8i ¢, <« €,.

Si E et F sont des espaces vectoriels & convergence ,,F < F conti-
niiment” signifie que E est un sous-espace vectoriel de F' et que 'injec-
tion canonique K—>F est continue. On écrit E = F bicontiniment (ou
continiiment) quand on a, continiment, E c F et F c E. ‘

On dit qu’un ensemble X d’opérateurs linéaires E— F est équicontinu
quand, pour tout filtre a tendant vers 0 dans E, la base de filtre des
Lgcu(A), Aea, tend vers 0 dans F (on quand X = ©).
uc.

0.1.4. Espaces vectoriels topologiques et ‘bornologiques.

0.1.4.1. Espaces vectoriels topologiques. Ce sont des espaces
vectoriels £ munis d’une topologie (dite vectorielle) rendant continues
Paddition (z,y)>z+y de E X E dans F et la multiplication scalaire
(8, z)—>3r .de Kx E dans E. '

DErFINITION 0.1.4.1.. Pour tout espace vectoriel topologique E,
I’ensemble des filtres de E plus fins que le filtre des voisinages de 0 (au-
trement dit tendant vers 0 pour la topologie de E) constitue une con-
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vergence vectorielle contractée sur E, dite associée a E, ou 3 la topologie
de E.
On dit qu'une convergence vectorielle est topologique (ou, par abus

de langage, qu’elle est une topologie) quand elle est associée & une topologie
vectorielle.

Pour qu’une convergence vectorielle soit topologique il faut et il
suffit qu’elle admette un systéme fondamental de filtres tendant vers 0
constitué par un seul filtre w (pour prouver que la condition est suffisante,
observer d’abord que ce filtre w est nécessairement contracté).

F-seminormes. Une F-seminorme d’un espace vectoriel E est
une application »: E—[0, oo vérifiant »(2+y) < »(z) +»(y), v(s2) < v(®)
si 8| <1, »(82)—>0 quand [¢|>0. v est une F-norme quand »(x) =0
=2 =0.

Si & est un ensemble de F-seminormes de E, le filtre engendré par
I’ensemble des {zeEv(z) <&}, ve N, £6> 0, est le filtre des voisinages
de 0 pour une topologie vectorielle sur E, dite définie par A"

Toute topologie vectorielle peut étre définie par un ensemble de
F-seminormes, par une seule F-seminorme si elle admet une base dénom-
brable de voisinages de 0.

En effet (voir {119}, p. 2) si, dans un espace vectoriel topologique E,
‘des ensembles absorbants équilibrés V,, —oo < n < oo, » entier, vérifient
Vat1+ Vo © V, il existe sur E une F-seminorme » telle qu'on ait

vz) <27" > 2eV, = v(z)<< 27",
On donnera plus loin (0.3.11) une représentation de tout espace vecto-

riel topologique métrisable comme quotient d’un espace de suites (géné-
ralisées).

0.1.4.2. Espaces vectoriels bornologiques. Un tel espace
est un espaces vectoriel £ muni d’un recouvrement héréditaire # possé-
dant un systéme cofinal constitué d’ensembles équilibrés et tel que r4 +sB
€% pour tous 4, B ¢ # et pour tous scalaires r, s (cf. [17], [34], [119]). Les
éléments de # sont par définition les bornés de E; # est une bornologie
(vectorielle), un systéme cofinal de # est appelé base de &, ou systéme
fondamental de bornés.

DEFINITION 0.1.4.2. Soit F un espace vectoriel bornologique. L’ensem-
ble des 6B, B borné de E, constitue un systéme fondamental de bases
de filtre tendant vers 0 pour une convergence vectorielle contractée sur E,
dite convergence associée d E.

On dit qu’'une convergence vectorielle est bornologique (ou qu’elle
est une bornologie) quand elle est associée & une bornologie vectorielle.

0.1.4.3. Un opérateur linéaire entre espaces vectoriels topologiques
(resp. bornologiques) est continu (resp. si ‘et seulement s’il est
continu pour la convergence associée.

2 — Dissertationes Mathematicae CXXXI
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Cela permet d’identifier, par abus de langage, les espaces vectoriel:
topologiques (resp. bornologiques) aux espaces vectoriels & convergencs
associés (malgré Vambiguité du terme ,bornologique” appliqué aux
espaces vectoriels topologiques localement convexes: voir 0.1.4.4 ci
dessous). On peut alors parler d’opérateurs linéaires continus entre espaces
vectoriels topologiques, bornologiques et 4 convergence, comparer topo-
logies, bornologies et convergences.

0.1.4.4. Les espaces vectoriels & convergence a la fois bornologiques
et topologiques sont exactement les espaces vectoriels topologiques loca-
lement bornés (possédant un voisinage de 0 borné).

0.1.5. Topologie vectorielle associée @ umne convergence.

0.1.5.1. DErINITION. Seit E un espace vectoriel 3 convergence.

'On note
tH

Vespace vectoriel E muni de la topologie vectorielle 1a plus fine qui soit
-moins fine que la convergence de E.

La topologie de tE est dite topologie vectorielle associée & E, ou a la
convergence de E.

0.1.5.2. Si € est la convergence de E, {E admet pour base de voisi-
nages de 0 l’ensemble des Ve[ )a tels qu’il existe une suite d’ensembles
’ as¥

équilibrés V,e(a vérifiant V, ,+V,, <V, c V.
ot

0.1.5.3. Soient E un espace vectoriel & convergence, F un espace
vectoriel topologique: pour qu’un ensemble X d’opérateurs linéaires de tE
dans F soit équicontinu il faut et il suffit que X soit équicontinu de E
dans F.

En effet, supposons X équicontinu de £ dans F et soit ¥, un voisinage
de 0 dans F. Il existe des voisinages équilibrés V, de 0 dans F vérifiant
Vas1+Vas © ¥V, pour # > 0. Les (" »~'(V,) vérifient les mémes relations

weX

et appartiennent & tout filtre a—0 dans E. Ce sont donc des voisinages
de 0 dans tE. Donc X est équicontinu de tF dans F.

0.1.5.4. Sil’espace vectoriel 4 convergence E est engendré (cf. 0.1.2.2)
par une suite de bases de filtres équilibrées a,, n > 0, tE admet pour
base de voisinages de 0 I’ensemble des )’ 4,, ol 4,ea, pour tout n: voir
[119], p. 6.

. 0.1.6. Bornologie associée d& ume convergence.

0.1.6.1. DEFINITION. On dit qu’une partie B d’un espace vectoriel
& convergence E est bornée quand 6B—0 dans E. L’ensemble des parties
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bornées de E constitue une bornologie vectorielle sur FE, la bornologie
de E. C'est la bornologie la moins fine qui soit plus fine que la conver-
gence de E. Muni de cette bornologie, ’espace vectoriel £ est 1’espace
vectoriel bornologique associé & E, noté

bE.

La convergence de E est bornologique si et seulement si E = bE
bicontiniment. Pour cela il faut et il suffit qu’elle soit contractée et que
tout filtre de E tendant vers 0 soit porté par un borné de E.

0.1.6.2. DEFINITION. Soit un opérateur lindare u: E—»F, E et F
espaces vectoriels 4 convergence.

On dit que u est borné quand u: bE— F est continu, c’est-a-dire quand
u applique tout borné de F sur un borné de F.

- On dit que » est bornifiant quand u: E—bF est continu.

Si E est un espace vectoriel topologique, # est bornifiant si et seulement
8’il envoie quelque voisinage de 0 de E sur un borné de F.

8i E est & convergence bornologique, bornifiant, borné, continu sont
synonymes.

0.1.7. Exemples.
0.1.7.1. On note
b
I’ espace vectoriel I° des suites scalaires ¢ = (8,),5, & support ({n|®, # 0})
fini muni de la convergence vectorielle 1a plus fine rendant borné I’ensem-
ble des 6,, n >0, 001 ¢,, =1, ¢,,, = 0 8i m * n. I} est un espace vecto-

riel bornologique et admet pour systéme fondamental de bornés 1’'ensemble
des

By = {wel’| Cardinal ({n|x, # 0}) < N etsuple,| < N},” N entier.
n

Voir, plus loin, n° 0.3.7.2.
0.1.7.2. On note
l?
I’espace vectoriel I’ muni de la topologie vectorielle la plus fine rendant

borné ’ensemble des ¢,, n > 0. Autrement dit, I = i} bicontinfiment.
I} admet pour base de voisinages de 0 I’ensemble des

Ul(e,) = {el’\Vn, o}, < &5}, €,> 0,

ou z* est le réarrangement décroissant de la suite des |z,|, n > 0.
Cela se vérifie facilement, car il résulte de 0.1.5.4 que I} a pour base
de voisinages de 0 I’ensemble des )’ ¢,B,, ou se déduit de la remarque

n
1.2.3 infra. Voir, plus loin, la proposition 1.2.1.
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0.1.8. Limites projectives et inductives.

0.1.8.1. Structures initiales. Soient des opérateurs linéaires
u;: E—E;, ou les E; sont des espaces vectoriels &4 convergence (E;, ¥;):
’ensemble € des filtres a de E tels que %;(a) tende vers 0 dans E; pour
tout 7 constitue une convergence vectorielle € sur E, 1a moins fine rendant
les u; continus, autrement dit la convergence initiale pour les u;.
Pour des a;e%; bien choisis, |J u;'(a;) engendre un filtre de E:
t

les filtres ainsi obtenus constituent un systéme fondamental de la conver-
gence ¢. Ces filtres sont contractés si les a; le sont: € est contractée si les
¢; le sont. Si les ¢, sont des topologies, ¥ est une topologie.

0.1.8.2. Structures finales. Soient des opérateurs linéaires u;:
E,—~E, iel. Les E, sont des espaces vectoriels 4 convergence, ’espace
vectoriel F est engendré par | u;(E;): 'ensemble des bases de filtres

3
u;(a;), tel, a;,—~0 dans E;, engendre une convergence vectorielle ¢ sur E
(cf. 0.1.2.2, b)), la plus fine rendant les u; continus, appelée convergence
vectorielle finale pour les wu;. '
% est contractée si les E; sont & convergence contractée.
Si les E; sont des espaces vectoriels bornologiques, ¢ est une borno-
logie.

0.1.8.3. Sous-espaces et quotients. La convergence induite
sur un sous-espace E par un espace vectoriel & convergence F est consti-
tuée par les filtres de E tendant vers 0 dans F. L’espace vectoriel & con-
vergence quotient F/E admet pour systéme fondamental de bases de
filtres tendant vers 0 ’ensemble des images canoniques des filtres tendant
vers 0 dans F.

Si F est un espace vectoriel topologique (resp. bornologique), la
convergence induite sur E et la convergence quotient de ¥ /E sont aussi
les topologies (resp. bornologies) induite et quotient.

0.1.8.4. Limites projectives et inductives. Dans la catégorie
des espaces vectoriels 4 convergence (on prend comme morphismes les
opérateurs linéaires continus), tout systéme projectif (resp. inductif
filtrant) (E;, ;) admet une limite projective (resp. inductive), & savoir
Pespace vectoriel limite projective (resp. inductive) ¥ muni de la con-
vergence vectorielle initiale (resp. finale) pour les opérateurs canoniques
E—E; (resp. E,—~E). Sauf mention du contraire les limites projectives
et inductives seront prises dans cette catégorie. )

D’aprés 0.1.8.1 et 0.1.8.2 les limnites projectives (resp. inductives)
d’espaces vectoriels topologiques (resp. bornologiques) prises dans les
catégories des espaces vectoriels & convergence et des espaces vectoriels
topologiques (resp. bornologiques) coincident.
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La limite inductive E d’un systéme inductif filtrant ((E;, €,), u,)
admet pour systéme fondamental de bases de filtre tendant vers 0 ’ensemble
des u;(a;), a;e¥;, icl. E est donc séparé (0.1.2.1) si les E; le sont et si
les u; sont injectifs.

Par exemple les bornologies complétantes de L. Waelbroeck ([116]
ou [119]) sont les limites inductives filtrantes injectives d’espaces de
Banach. Ce sera généralisé a la section 6.2. .

0.1.8.5.Intersections et réunions.Siun espace vectoriel E = M B,
- i
(resp. E = U E;) est une intersection (resp. une réunion) d’espaces vec-
toriels & convergence E;, (N E, (resp. | E,) désignera I’espace F muni
i : i -

de la convergence vectorielle initiale (resp. finale) pour les inclusions
E c E; (resp. E; < E); c’est-a-dire de la borne supérieure des comver-
gences induites dans le cas de l'intersection.

On dit que l’intersection (resp. la réunion) est filtrante quand les E;
constituent un systéme projectif (resp. inductif) filtrant pour les inclu-
sions continues E; c Ej.

0.1.9. Limites et adhérences. Soit £ un espace vectoriel & conver-
gence. On dit qu'une base de filtre a de E tend vers zeE, ou que 2 est
une limile de a, quand a—2—0.

weE est adhérent & A = E (ou appartient @ Uadhérence de A) quand =
est limite d’une base de filtre de A. A est dense dans E quand F est 'ad-
hérence de 4. Un ensemble égal & son adhérence est dit fermé. L’image
réciproque d’'un fermé par un opérateur continu est fermée. E est séparé
si et seulement si {0} est fermsé.

0.1.10. Espaces vectoriels a convergence complets.

0.1.10.1. Soit E un espace vectoriel & convergence. Si a est une base
de filtre de E, un filtre y de E est dit a-Cauchy quand y —y est plus fin
que a. Et y est dit a-convergent vers z¢E quand y —2z est plus fin que a.
y est un filtre de Cauchy quand y —y—0 dans E.

DEFINITION 0.1.10.1. E est dit complet quand pour tout filtre a—0
dans FE il existe un filtre a’ >0 dans E tel que tout filtre a-Cauchy de F
soit a’-convergent vers un point de E. -

0.1.10.2. Pour les espaces vectoriels topologiques c’est la notion
usuelle. .

0.1.10.3. La limite inductive E d’un systéme inductif filtrant (E;, u;)
d’espaces vectoriels 4 convergence complets est compléte si les u; sont
injectifs. '

En effet, supposons les u; injectifs (on convient alors que E; c E)
et soit a—0 dans E. a est plus fin qu’une base de filtre a;—~0 dans un E,.
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Il existe a;—0 dans E, tel que tout filtre de E, a,-Cauchy soit a;-conver-
gent. Soit y un filtre de F a-Cauchy. y —y étant plus fin que a; il existe
yeF tel que y —y ait une trace.sur E;; cette trace est a;-Cauchy, donc
a,-convergente vers un point z¢E,. Alors y est a;-convergent vers s+ y: E
est complet.

On vérifie que cette propriété de complétude passe au produit, au
sous-espace fermé. Quant au passage au quotient, voir plus loin (n° 6.2.2,
chapitre VI).

0.1.10.4. PrOPOSITION. Soit un opérateur linéaire continu w: E—F,
ol E est un espace vectoriel topologique séparé, F un espace vectoriel a con-
vergence séparé et complet: il ewiste un opérateur linéaire continu unique
4: E>F prolongeant u au complété E de E.

Démonstration. Soient w et @ les filtres des voisinages de 0 de F
et E. 10 existe un filtre a tendant vers 0 dans F tel que tout filtre de ¥

u(w)-Cauchy soit a-convergent. Si ze¢E et si une base de filtre y de E
tend vers z, u(y) est a-convergent vers un point Y= w(z)eF mdépen-
dant du choix de y: % est un opérateur linéaire E->F. Si meV I’adhé-
rence dans E de Vew, u(z)eu(V)+ A pour tout Aea, donc %(@), plus
fin que %(w)+a, tend vers 0: % est continu. L’unicité est immédiate.

0.1.10.5. Les bornologies complétantes de L. Waelbroeck ({119])
sont donc exactement les bornologies convexes (possédant une base de
bornés convexes) séparées et complétes.

Car si B est un borné convexe équilibré d’un espace vectoriel borno-
logique séparé complet E, D’application identique u: Ez—>FE (Ep est
I’espace vectoriel normé ,,engendré” par B) se prolonge en une applica-
tion : I:‘B—>E: %, de noyau fermé, envoie la boule unité fermée de J_:"}B
sur un borné complétant de F contenant B. Si réciproquement la borno-
logie de E est complétante, £ est complet comme limite induetive injec-
tive d’espaces de Banach.

0.1.10.6. Si B c E disons qu’une suite (2,) de E est B-Cauchy (resp.
B-convergente vers ¢¢E) quand il existe une suite scalaire gy—>oo telle
que

{sy(@,—dp)n=>m>N>0} «cB [resp.{sy(z,—z)ln=>XN >0} c B].
Une suite de Cauchy d’un espace vectoriel bornologique est une

suite B-Cauchy pour quelque borné B.

ProPOSITION 0.1.10.6. Etant donné un espace vectoriel bornologique
séparé E, les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) E est compled.

(ii) Pour tout borné B de E il emiste un borné B’ de E tel que toute suite
B-Cauchy de E soit B'convergente vers un point de E.
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(iil) Toute suite de Cauchy de E est convergente et pour toul borné B de E
Pensemble B des limites de suites B-Cauchy d’éléments de B est borné.

Démonstration. (i) signifie que pour tout borné B de E il existe
un borné B’ de F tel que tout filtre B-Cauchy soit éB’-convergent. Cela
implique évidemment (ii). Réciproquement, supposons (ii) vérifié et soit y
un filtre B-Cauchy, B borné de E. Il existe une base de filtre dénombrable
(C,) B-Cauchy et moins fine que . Si @, ¢C, pour tout =, (z,) est B-Cauchy,
donc B’-convergente vers un point z¢E. En écrivant C, — o = C, — 2, + @, —
—g, on voit que y —x est (6B + 6B’)-Cauchy. Done (ii) implique (i). Prou-
vons (ii) = (iii). Soient B et B’ des bornés équilibrés de E vérifiant la con-
dition de (ii). Si a:el'}, @ est limite d’'une suite B-Cauchy (z,) = B; (w,)
est B'-convergente, vers ¢ puisque @ est séparé. Donc, pour »n assez grand,
on a z—az,eB’, d'oit e B+ B’ et B < B+ B’ est borné. Supposons (iii) .
vérifié et soit (x,) une suite B-Cauchy, B borné de E. Il existe meE tel
que z,—>2. On a des 8y —>oo vérifiant sy (v, — @,) <« B pour n > m > N,
N et m fixés, la suite de B des sy(z, — ), n > m, est B-Cauchy donc

se limite 8y (z — z,) appartient & B. Cela prouve que z,, est B-convergent
vers @: (ii) est vérifié en prenant B = B.

Remarque. Quand ¥ est un espace vectoriel bornologique séparé
4 bornologie convexe, L. Waelbroeck dit dans [116] que, E est complet
si et seulement si, pour tout ensemble X, toute suite de Cauchy de ’espace
vectoriel  bornologique B(X, E) des fonctions bornées X-—>F muni de
la bornologie ,,6quibornée” est convergente. C’est encore vrai quand F
est un espace vectoriel bornologique séparé quelconque ([99]).

0.1.10.7. On vérifie que bE (cf. 0.1.6) est un espace vectoriel borno-

logique séparé complet si ¥ est un espace vectoriel & convergence séparé
complet. )

0.1.10.8. Une bornologie vectorielle sur E est compléte si elle a
une base constituée d’ensembles bornés et séquentiellement complets
pour une topologie vectorielle sur E.

0.1.10.9. Si. F et F sont des espaces vectoriels topologiques (resp.
bornologiques), F' étant séparé et complet, I’espace Z(FE, F) des opéra-
teurs linéaires continus (resp. bornés) de E dans F est complet pour la
bornologie équitontinue (resp. équibornée).

Supposons par exemple E et F bornologiques et soit X une partie
équibornée de ¥ (E, F). Soit (u,) une suite X-Cauchy: sy(u, —u,) = X
sin > m > N, avec 8, —>oc. Pour tout z¢F la suite des u,(x) est de Cauchy:

%, (®)—>u(2), © opérateur linéaire E— F. Soit A un borné de E; B = | Jv(4)
veX
est un borné de F. Pour tout z¢A4 et pour tous N et m > N la suite des

sN(u,,(a:) — Uy (2)), m > m, est une suite B-Cauchy de B, donc sy (% — %,)(4)
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c B: cela montre que ue¥(E,F) et que u,—>u car l'ensemble des
8y(u—wu,), m=>N >0, est équiborné. Et si (u ) « X on voit de méme

que #(4) B.Donc X applique A dans B: X est équiborné.
On vérifiera facilement le cas ol E et F sont topologiques.

0.2. FONCTIONS D’ORLICZ

Les résultats donnés ci-dessous (& partir de 0.2.7.6) figurent essentielle-
ment, explicitement ou implicitement, en [68], [65], [66], [67], [60].

0.2.}. DErFINITION. Une fonotion d'Orlicz est une application

@: [0, oo[—[0, oo] croissante, nulle et continue en 0, non identiquement
nulle.

0.2.2. ¢ et y désigneront dans ce paragraphe des fonctions [0, oof
—[0, o] croissantes et nulles en 0 quelconques sauf mention contraire.

Pour toute fonction croissante h: [0, oo[ —[0, co], on pose h(0)
= infh(t) et suph = suph(?).

>0 t<oo

0.2.3. On adopte les régles de calcul suivantes dans [0, oo0]: 0-c0
=000 =0¢et 300 =000=00 8i £>0; 0/ =2/oc =0 pour tout
2e[0, oo], co/p = oo 8l B < 00 et #/0 = oo si &> 0.

0.2.4. On pose

(0.2.1) @Iy (4) = sup @(At)/p(?)

o<t<oo

(0.2.2)  glyy(4) = s,‘é?"’(“ /W),
(0.2.3) o¢y(d) = s‘grlw(t)/w(t/l) pour A > 0, ¢[*¢(0) = 0,

(0.2:4)  gy(®) = 1/p(L]t) pour ¢ > 0, gy (0) =0,

¢ly désignera 'une quelconque des fonctions ¢|°y, @loy, @1%¥.

Les fonctions ¢|y et ¢_,, sont nulles en 0 et croisantes. Elles ne sont
pas bornées (et sont donc des fonctions d'Orlicz si elles sont continues
en 0) quand ¢ et y sont des fonctions d’Orlicz.

Car dans ce cas ¢, et y_, ne sont pas bornées et en prenant s
tel que ¢(8) >0, on a ¢lyw(4) = @(8)/y(s/3) = @(8)y ,,(1/3) i 1>8 et
pI7p(4) = p(8)y_y(4/8) i 8>1.

On a, pour ¢ et y quelconques, les relations suivantes

(0.2.5) (M) <elly(dy(t) si  p(t)< oo et plfy(1) < oo,
(0.2.6) P17y = yylPcyy  Ploy = vyl
(0.2.7) P—1x-1 = P

(0.2.8) ely(0+) = illifolim‘SUPtr(lt)/'P(t),
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ol la limite supérieure est prise pour t—»0, t—>o0o ou ¢, selon que
| signifie |y, ™ ou |3°>. (0.2.8) se vérifie facilement (cf. [106], relation (3)).

0.2.5. On éerit

(0.2.9) p 3y (resp. ¢ -%D v, 9 3y

]

quand il existe des constantes ¢> 0, m < oo vérifiant g@(et) < my(t)
pour tout ¢ (resp. pour ¢ voisin de 0, de o0). On dit que ¢ et v sont équi-
valentes (resp. équivalentes au voisinage de 0, de oo), et on écrit

(0.2.10) P~y (resp. g~y p~y)

quand on a ¢ < p et y ] ¢ o 3 signifie -; (resp. -;, =3).
0.2.5.1. Pour que ¢ 3 y il faut et il suf.ﬂt que qnlrp(0+) < oo, ol 3
et | sxgmflent -g et | (resp -g et |a, -g et |™).

En effet, sl <P|1P(0+)< oo, il existe m, 0 < m < oo, et ¢ > 0 tels
que g(et)/p(t)<m pour t >0, t<1 ou e >1 selon que | signifie |°, |,
ou |®. Donc ¢(&t) < my(t) pour tout ¢, ou au voisinage de 0, ou de oo.
Réciproquement, si ¢ > 0 et ¢(et) < my(?) pour t>1/¢, on a, pour {>1,
p(t) < my(t/e), Aol pi®p(e) < m et p|"p(0+)< oo, De méme, de ¢(et)
< my(t) pour t< a<1l on déduit, pour t< 1, ¢(eat) < my(at) < my(l),
d’otr ¢y (ca) < m. Le cas de la relation <3 est trivial.

0

0.2.5.2. Si ¢ < ¢, (resp. ¢ ~¢,) et y, 3 p (resp. y ~ ;) on a

?lv S eilys  [resp. gly T @alwils

ou | signifie |y, |* ou |;° selon que <3 (resp. ~) signifie 3, < ou 3.
0 0

0.2.5.3. Si p(0+) < oo (resp. supy > 0) on a
(0.2.11) e -% Ploy [resp. vy -% Pyl < plg’y.

11 existe en effet £¢]0, 1] tel que vp(e) < oo on a @(ed)/p(€) < plow(4),
d’od @(ed) < molyy(2) 8i p(e) < m < oco. Done ¢ -g oloy; par suite yp_,

(- -]
'o§ Y~ P = @|®y 8i sup ¢ > 0.

0.2.5.4. Toute fonction d’Orlicz équivaut & une fonction d'Orlicz

continue. Car pour que deux fonctions d’Orlicz soient équivalentes il
suffit qu’elles coincident sur les points 2", —ec < 7 < co.
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0.2.6. La condition A,. On dit que ¢ verifie la condition A, (resp.
au voisinage de 0, de oo) quand on a, pour une constante m < oo,

(0.2.12) p(2t) < me(?)

pour tout ¢ (resp. pour ¢ voisin de 0, de oo).

Si ¢ est une fonction d’Orlicz et vérifie la condition 4,, on a 0 < ¢(?)
< ocopourtout? > 0.

La condition 4, équivaut 3 @|Pp(2)< oo. 8i 0< ¢(f) < oo pour
tout ¢ > 0 la condition A4, au voisinage de 0 (resp. de o) équivaut &
Plp(2) < oo (resp. ¢¥p(2) < ). '

Si ¢ et y vérifient 1a condition 4, les fonctions ¢|y la vérifient aussi,
ainsi que ¢_,).

Par exemple toute fonction concave vérifie 4,. Voir aussi (infra)
0.2.7.5 et 0.2.9.2 ol I’on caractérise les fonctions vérifiant la condition 4,.

0.2.7. Fonctions sousmultiplicatives et surmultiplicatives. On dit
que ¢ est sousmultiplicative (resp. surmultiplicative) quand elle vérifie,
pour tous g, ¢, _ .

p(at) < (resp. =) ¢(8)p().

0.2.7.1. ¢ est sousmultiplicative au voisinage de 0 (de oc) si et seu-
lement si ¢ _,) est surmultiplicative au voisinage de oo (de 0).

Si ¢ ne prend pas 'une des valeurs 0 ou oo sur ]0, o[, ¢ est sousmul-
tiplicative (partout) si et seulement si ¢_,) est surmultiplicative.

0.2.7.2. Pour tout ¢, les fonctions ¢l et ¢|p sont sousmultipli-
catives sur [0, 1] et @|g°p sur [0, oo[. Eneffet onapour A< u <1

(4 @ (Aut| @ (ut)
Plop(Au) = sup— — plau) < sup T gup £E < plop (Aplop(p) -
1<t @(1) <1 put) <1 @(1)
Le cas de | se traite de méme. Celui de |[* se raméne par (0.2.6) au

cas de |,.
0.2.7.3. Réciproquement, 8i ¢ est sousmultiplicative au voisinage
de 0 (resp. partout) et si @(0+)< oo alors ¢l ~g (resp. ¢lop :q))

(p équivaut donc au voisinage de 0 4 une fonctlon sousmultlphca,tlve
sur (0, 1)).

~ En effet on a pour un £¢]0, 1] et pour tous i< ¢t <1 (resp. pour
tous 4, t)qf(elt)/sv(t)<¢(l)¢(st)/¢(t)<¢(l), d’ol, avec | = |, (resp. |),

olp(ed) < ¢(4) et (par (0.2.11))p -g ¢lp. On obtient de fagon analogue
I’assertion suivante.

0.2.7.4. Si ¢ est surmultiplicative au voisinage de oo (resp. partout)
et si supp > 0, alors ¢["p ~ ¢, (resp. ¢loy % P(-1))-

0.2.7.5. Si p est sousmultiplicative et ¢(2) < oo, ou 8i ¢ est surmulti-
plicative et ¢(1/2) > 0, alors ¢ vérifie la condition 4,. 8i ¢ est sousmulti-
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plicative au voisinage de oo (resp. surmultiplicative au voisinage de 0)
alors ¢ vérifie la condition 4, au voisinage de oo (resp. de 0).
0.2.7.6. Supposons que, au voisinage de 0, ¢ soit sousmultiplicative
et v surmultiplicative. Dans ces conditions, ou bien y <3 ¢, ou bien il existe
0

p> 0 tel que p(t) ] tPy(t). De plus, ou bien () = 0 au voisinage de 0,
0o

ou bien t? = O(y(t)) pour quelque p < oo.

Démonstration. On peut supposer ¢ et y partout finies, et respec-
tivement sousmultiplicative et surmultiplicative sur (0, 1), quitte & rem-
placer ¢ par @@ et y(t) par y(nt), n > 0 petit. Supposons que y 3 ¢ soit

0

faux. Si (cas (1)) @(f) > 0 pour tout ¢> 0, on pose o(t) = ¢(t)/p(t): on
a liminfo(f) = 0. Si (cas (2)) ¢(t) = 0 au voisinage de 0, on pose o(?)

(-0
=1/p(t): a(t) < oo. ¢ est sousmultiplicative sur 10, 1]. Il existe i¢]0, 1[
et peR tels que a(4) = A%, avec p > 0 dans lecas (1). Sin>0et A" < ¢
< #* on a, pour m = max{l, ¢(1)/p(1/A)},

o(t) < (A ™t) o (A™) < MmAP 1P mt?.

Les assertions ci-dessous ont été établies dans [107] (démonstrations
de la proposition 4.1 et du lemme 4.1).

0.2.7.7. Si ¢ est sousmultiplicative au voisinage de 0, ¢ équivaut
au voisinage de 0 3 une fonction ¢, sousmultiplicative partout, vérifiant
la condition A4, (resp. sous-additive) s’il en est ainsi de ¢.

0.2.7.8. Si, au voisinage de 0, ¢ est une fonction d’Orlicz sousmulti-
plicative (resp. sousmultiplicative et sous-additive) et ¢(t) = o(qp(t)),
il existe une fonction d’Orlicz ¢ sousmultiplicative (resp. sousmultipli-
cative et sous-additive) vérifiant, pour >0, p(t) = o(a(t)) et a(t) = o(yp(?)).

0.2.8. Fonctions concaves. Considérons les conditions (1) ¢ est con-
cave; (2) @(t)/t est une fonction décroissante de t; (3) ¢ est sous-additive
(p(s+1) < p(8) +¢(t). Alors (1)=(2)=(3) et (3) entraine que ¢ équivaut
@ une fonction concave. '

Voir la démonstration en [11] ou [106], ol I'on caractérise plus
précisément les fonctions équivalentes aux fonctions concaves.

0.2.8.1. Si ¢ et yp équivalent & des fonctions concaves, il en est de
méme des fonctions ¢|p. Car les qnlw().) /A sont décroissantes si ¢ et y sont
concaves.

De méme, ¢,_,, équivaut & une fonction concave s’il en est ainsi de ¢.

0.2.9. Fonctions p-convexes et p-comecaves, 0 < p < oo. Disons que ¢
est p-convexe (resp. p-concave) quand ¢(t'?) est une fonction convexe
(resp. concave) de t. Rappelons ci-dessous gquelques propriétés connues.
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L’énoncé suivant (avec ¢ = y) caractérise les fonctions d’Orlicz
équivalentes & une fonetion d-convexe, ou p-concave.

0.2.9.1. ProPOSITION. Supposons que ¢ et p soient des fonctions &’Or-
licz.

a) Si 3 et | signifient ::% et |3° (resp. < etly, 3 et |*), les assertions
]

(i) et (ii) ci-dessous sont équivalentes.

(i) I existe g p-conveze vérifiant ¢ < g 3 v,

(ii) ¢ly(2) = 0(4%), 1>0.

b) Les assertions suivantes sont équivalentes 8¢ ¢, p envoient 10, oo[ sur
10, oof.

(iii) Il existe g p-concave vérifiant p < g < ¢,

(iv) A* = o(mfcp(}.t )w(t)), A0, oi la borne mférwure est prise pour t
parcourant 10, oo[, 10, 1], [1/A, oo[ selon que 3 signifie -%, 2 ou -<

0

Démonstration. De (i) on déduit (par 0.2.5.2) ¢ly < glg avec g|g(2)
0

< A? pour 4 <1, d’ou (ii). De méme, (iii)= (iv).

Supposons (ii) vérifié. Il existe ¢ > 0 et me]0, oo[ vérifiant ¢|y(ed)
<mA? pour 0 <A< 8i | =], (resp. I7), on & 1 Pp(eit) < my(l) pour
0<i<let 0<t<1 (resp. 0<t< o). Sih(t) =supAPep(edt), h(t)t?

a<i

est une fonction croissante de t et ¢(&t) < h(t) < my(t). On vérifie aisé-
ment que k (t'?) équivaut au voisinage de 0 (resp. partout) 4 la fonction
i
convexe sur (0,1) (resp. partout) y(#) = [h(z'P)r~'dr. y coincide au
0
voisinage de 0 avec une fonection d’Orlicz convexe sur R,. Cela donne
(i) avec 3 = 3 (resp. 3).8i | = |” on a (par (0.2.6)), y_;) 3 f =8 ¢
0 0 0 0
ol f est p-convexe. g = f_, équivaut & une fonction p-convexe (car
g(t)~? est croissante) et ¢ < g 3 y. Done (ii)= (i).
Supposons (iv), ou la borne inférieure est prise pour 0 <t <1 (resp.

0 < t< oo). Il existe & > 0 tel que ed? < p(Af)/p(H)si0<A<let0<I<1
(resp. < oo). 8i h(t) = infA ?p(4t), on a, sur [0, 1]*(resp. partout), sy(t)
A1

< h(t) < @(t); t7Ph(t) étant décroissant k équivant au voisinage de ¢
(resp. partout) & une fonction p-concave (cf. 0.2.8). En appliquant

cela aux fonctions ¢, et y_, on obtient le cas ol ¢ parcourt
[1/4, oo[.

0.2.9.2. PROPOSITION. a) ¢ vérifie la condition A, (c’est-d-dire ¢|Fp(2)
< oo) 8t et seulement 81 ¢ équivaut d& une fonction p-concave, pour quelque
P < oo
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b) ¢l7@(0+) = 0 si et seulement si ¢ équivaut & une fonction p-con-
vewe pour quelque p > 0.

Démonstration. Siglp(2) < co et §(4) = inf ¢(At)/p(t), (1/2) > 0
t

@ est surmultiplicative, donc A* = 0(@(4)) pour un p < oo (cf. 0.2.7.6)
et ¢ équivaut a4 une fonction p-concave (proposition 0.2.9.1).

olo°p est sousmultiplicative (0.2.7.2): si |59 (04) = 0, ¢|°p(4) = 0(4?)
pour un p > 0 (cf. 0.2.7.6 avec yp(t) ='1 pour ¢t > 0) et ¢ équivaut & une
fonction p-convexe (0.2.9.1). Les réciproques sont évidentes.

0.3. ESPACES D’ORLICZ

0.3.1. 2 désigne un ensemble muni d’'une mesure positive o-addi-
tive dw définie sur une tribu de parties de 2. Pour tout ensemble mesu-
rable S = £, on note || la mesure de S et yg la dw-classe de la fonction
caractéristigue de 8.

N est l'ensemble des entiers n > 0 muni de la mesure cardinale:
pour tout § = N, |S| est le nombre d’éléments de S.

0.3.2. DEFINITION. Si ¢: [0, co[—>[0, o] est croissante et nulle
en 0, posons

B%(s) ={we./z,,’ [o(lw(@))do<s}, 0<s< o,
2

ol #, est I’espace vectoriel des (dw-classes de) fonctions scalaires mesu-
rables sur £, presque partout finies.

Les Bj(s) sont des ensembles équilibrés vérifiant
(0.3.1) rBh(r)+sB%(8) < (r+8)Bh(r+3).

0.3.3. DEFINITION. Un espace d’Orlicz est un espace vectoriel topolo-
gique (métrisable et complet) L%, ol ¢ est une fonction d’Orlicz (défi-
nition 0.2.1), défini ainsi:

LYy = {oe Aoz > 0, [ p(elo(w)l)do < oo}
o

et LY admet pour base de voisinages de 0 ’ensemble des £éB%(¢), € > 0.
On écrit généralement I° au lieu de L%.

On définit bien ainsi un espace vectoriel topologique car les Bj(e)
sont absorbants (parce que ¢(0-+) = 0) et vérifient (0.3.1), séparé car
supeg(t) > 0.

)

La topologie de L% peut étre définie par la F-norme (cf. 0.1.4.1)

(03.2) Izll, = int {e > 0| [ g(lal/e) < ¢}
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(on écrira souvent [p(lz}) au lieu de [p(lz(w)|)dw).
Si ¢ vérifie la condition 4, (cf. 0.2.6) on a

Lg = {a< o [olin) < o},
o

L§ admet pour base de voisinages de 0 ’ensemble des Bj(e), ¢ > 0, et
I’ensemble &', des fonctions simples (combinaisons linéaires finies des
%5, 18] < o0), est dense dans L%.’

0.3.4. ExemMprLE. Suivant [71], on considére l'espace d’Orlicz
(0.3.3) LY,

o0 M =y M(f) =0 pour 0<t<1, M(t) =1 pour t>1. M est
une fonetion d’Orlicz et LY est 1’espace des fonctions ze .#, bornées
en dehors d’un ensemble de mesure finie, muni de la topologie de la con-
vergence en mesure: LY admet comme base de voisinages de 0 I’ensemble
des

(0.3.4) V(e) = eBY (¢) = |z]l{wllo(w)] > &} < ).

Si |Q] < oo on écrit aussi L, au lieu de LY. LY n’est autre que I*.
On a, pour toute fonction d’Orlicz ¢,

(0.3.5) L} <'LY, continiment.

AUTBE EXEMPLE. Si ¢(t) =7, 0< p< oo, Ly et BY(s) s’écrivent
L% et B%(s).

0.3.5. La condition ¢ < y (resp. ¢ 3 ) est suffisante pour que
(1]

¥, = L% pour tout £ (resp. 8i |R] < oo) et elle est nécessaire et suffisante
si Q est de mesure infinie sans atome (resp. si 2 est sans atome et 0 < | 2]
< oo). I' = I° si et seulement 8i ¢ 3 v (cf. 0.2.5).
]

De plus, pour tout 2, LY = L} contintiment si L) < L§. Cela (grice
4 (0.3.5)) peut se déduire du théoréme du graphe fermé.

On voit en particulier que L}, (resp. L, avec | K| < oo, l,) reste inchangé
si on remplace ¢ par une fonction ¢, f::cp, (resp. ¢, ~ XN Tcp). Cela

permettra de parler de L% (resp. 1°) quand ¢ n’est défini qu’au voisinage
de oo (resp. de 0): par exemple ¢(t) = logt (resp. 1/llogt|).

0.3.6. Les espaces LY sont métrisables et complets; les B (8) sont fer-
més dans LY si ¢ est continue & gauche (ce qu’on peut supposer sans modi-
fier LY, par 0.2.5.4); Uengsemble des fonctions simples contenues dans BYH(s)
est dense dans BY(s) pour la topologie de la convergence en mesure.

Car si (z,) est une suite de B%(s) qui soit de Cauchy dans L¥, on
en extrait une sous-suite convergente presque partout vers une limite



0.3. Espaces d'Orlicz . 31
finie @(t). Si ¢ est continue & gauche, on voit que s¢Bj(s). Donc Bg(s)
est fermé dans LY et il est clair que @,—>» dans L° si (@,) est de Cauchy
dans L°. Tout #¢L™ est approchable en mesure par des fonctions simples ,,
vérifiant |2,| < |z|: d’ol la derniére assertion.

0.3.7. La bornologie métrique.

0.3.7.1. DEFINITION. On dit que B < L} est métriqguement borné
quand on a

sup |lz]l, < oo
zeB

(cf. (0.3.2)); en d’autres termes, quand sup [¢(e|z(w)])dw < oo pour
2B 2

¢ > 0 assez petit. On note b,L} (resp. b,1?) 'espace vectoriel L} (resp. 1)
muni de la bornologie (vectorielle) constituée par les ensembles métrique-
ment bornés.

Cette bornologie admet pour base ’ensemble des mBH(m), m < oo,
ou, quand ¢ vérifie sa condition 4,, ’ensemble des (m)

Pour que b,L% < b,Ly continiment il suffit que ¢ -g p; il suifit
que ¢ -% v 8i |2| < oo, que ¢ <y si2=Netsiy nest pas bornée:

vérification facile (ou bien apphquer 0.3.5 et 0.3.10.2 infra).
b,L% = L continiiment si ¢|y(0+) = 0 (cf. 0.2.4): voir 3.1.1 infra.
0.3.7.2. Ce qui précéde conserve un sens quand ¢ est une fonction
croissante [0, oco[—[0, oo] nulle en 0. Par exemple, 8i 0 < ¢(0+) < oo
et si ¢ n’est pas bornée, on a (cf. 0.1.7.1)

b, =1 Dbicontiniment.

0.3.8. Ensembles ¢-équisommables.

0.3.8.1. DEFINITION. Soit ¢ une fonction d’Orlicz. Un ensemble B
de fonctions mesurables sur un espace mesuré (quelconque) £ est dit

@-équisommable quand B est métriquement borné dans Lj et que sgp llrszll,
Ze

—0 quand 8->0, 8 > 0, si #,2(w) = ¢(w) quand |z(w)| < 8 ou |p(w)| > 1/
et r,z(w) = 0 ailleurs (autrement dit, r,#—0 avec s pour la topologie
de L3, uniformément en zeB).

I-|l, st défini en 0.3.3. On dit p-équisommable quand ¢(t) = t*.

Quand |2} < oo, que ¢ vérifie la condition 4, et n’est pas bornée, B
est g-équisommable si et seulement si 1’ensemble des g¢o|z|, e B, est
équisommable, ou équi-intégrable, au sens usuel.

0.3.8.2. ProrosITION. Soit ¢ une fonction d'Orlicz: pour qu'un ensem-

ble B de fonctions mesurables sur Q2 soit p-équisommable il faut et il suffit
’
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que B soit métﬁquement borné dans un espace LY,, pour une fonction ¢'Orlicz vy
vérifiant

(0.3.6) Ve>0, o(t) =o(p(e), t-5.

Si B est p-équisommable, B est méme y-équisommabdle pour une fonction y
vérifiant (0.3.6) et on peut prendre y concave 8¢ ¢ est concave et vérifie p(t)
= 0(t) quand t—>oo.

Notons que (0.3.6) équivaut d ¢(?) = o(w(t)) si @ vérifie 1a condition 4,.

Démontrons la proposition. Si y vérifie (0.3.6) et m < oo il est
clair que mB%(m) est métriquement borné dans L et, ¢ > 0 donné, il
existe s, > 0 tel qu’'on ait, pour &< 8, et zemB})h(m),

fqv(% Ir.wl) < %fvp(% Ir.ml)s P

d’ol |Ir,z]l, < e. mBj(m) est donc ¢-équisommable.

Réciproquement, supposons B g-équisommable. Il existe une suite
t, =1,...,% > t),,—>0 vérifiant he(ht,)—0 et, pour z¢B et h > 2, |, 2,
< 47" On pose y,(0) = 0, y,(t) = he(ht) pour t,,, < < 1, et pour t;1 < ¢
<t 9 < walt)y volt)>0 avee 1, g, véritie (0.3.6). wi(t) = infyy(u)

est une fonction d’Orlicz majorant ¢; on voit facilement que y, vérifie
(0.3.6); sup |[a:|[,,,l < oo. Mieux: si seBet m>1 on a pour h=>m
xzeB

Jwi(mirga) < D'k [p(kmiral) < ) ka™.
k=h 2

Done B est y,-équisommable: dans le cas général on peut prendre y = ¥,.
Si ¢ est concave et p(f) = o(t) pour {—oo, on pose y,(t) = infy, (At)/4.
<1

v, est une fonetion d’Orlicz, () < ya(t) < vi(t), y.(t)/t décroit done vy,

équivaut & une fonction d’Orlicz concave y. Il reste & vérifier que vy,

vérifie (0.3.6). Soit & > 0. y,(et)/p(t) > infyp,(Aet)/p(At) tend vers oo quand
A<l

{—>0. Faisons tendre ¢ vers oo. Soit 4, > 0 tel que ¢(t)4,—>0 et tA,—~oo.

vy, = inf{g, h} ol g(t) (resp. h(t)) est la borne inférieure des y,(At)/i pour

A< A (resp. 4 <Ai<1). Pour t grand, g¢g(et) > @(th)[4, donc (i)

= o(g(et)); et h(st)/q)(t)>hil:llf1wl(elt)/q:(lt)—>oo. Donc ¢(t) = o(ya(Aet)).
<

0.3.8.3. CorOLLATRE. Soit 2 Vespace mesuré N, ou bien un espace
mesuré non nul sans atome et soient ¢ et y des fonctions &’Orlicz: pour que Ly
posséde un voisinage de 0 p-équisommable il faut et il suffit que, pour tout
e>0,9(t) = o(w(et)) au voisinage de 0, de oo, ou de 0 et oo selon que
2 = N, que R est de mesure sans atome finie, ou infinie.
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La condition est évidemment suffisante. Si V' est un voisinage de 0
de L% ¢-équisommable, V est métriquement borné dans un espace L
tel que ¢ soit petit devant r au sens de (0. 3.6). On a done, au voisinage
de 0, de oo, ou de 0 et oo selon 2, v 3 v, d’0l ¢(t) = o(p(et)) pour tout
> 0.

0.3.8.4. PROPOSITION. Supposons que ¢ vérifie la condition A, au
voisinage de 0 et de oo: 2 élant un espace mesuré quelconque, a) les ensembles
p-équisommables constituent une bornologie vectorielle sur Ly ; b) tout compact
de LY, est p-équisommable; ¢) tout ensemble p-équisommable est borné dans LY;
d) réciproquement, tout borné de LY, est @p-équisommable st on a

(0.3.7) inf lim infe (%) /¢ (£) > 0.

i>0 ‘_%-a

Démonstration de a). L’hypothése sur ¢ fait que les ensembles
@-équisommables recouvrent L. Montrons (sans utiliser de condition 4,)
que la somme de deux ensembles g¢-équisommables B;, i =1, 2, est
P- équlsommable B, est métriquement borné dans un L%, vy, vérlflant
(0.3.6), donc dans L¥ si y = infy;. B,+ B, étant métriquement borné

dans LY est p-équisommable car y vérifie (0.3.6). Les assertions b), ¢),
d) ont été établies 4 peu prés sous cette forme dans [106].

0.3.8.5. ProPOSITION. Soient 2 unm espace mesuré (quelconque), @
une fonction d'Orlicz a valeurs dans [0, oo[.

a) 8t B c L est q:-équisommabie, la topologie de la convergence en
mesure (cf. 0.3.4) coincide sur B avec la topologie de L§,.

b) Inversement, quand ¢ n'est pas bornée, que B est mélriquement
borné dans L, et que r,xeB pour tout zeB et tout 8 (cf. 0.3.8.1), B est p-équi-
sommable si L} induit sur B la topologie de la convergence em mesure.

Démonstration de a). Il suffit de prouver que la topologie induite
sur B par L est moins fine que la topologie de la convergence en mesure
et pour cela, puisque B — B est p-équisornmable, que, £ > 0 donné, 2¢B§ (2¢)
contient BNV (y) (cf. 0.3.4) pour 7 > 0.assez petit. Il existe s > 0 tel
que 7,2eeB%(c) pour tout zeB. Si >0, <3, np(l/8) < e et veV(n),

on a |z—7r.2|<1/s |{w||z—rz|(w) #0} <9 doncf:p( |z —7, w|)<e.

D'od BNV (n) c eBy(e) +eBg(e) = 2eB%(2¢).

b) résulte de ceci: si B est métriquement borné dans L? ¢ non bornée,
on déduit de la proposition 0.3.8.2 que B est M-équisommable (cf. 0.3.4),
done que 7,4—0 en mesure uniformément pour z¢B quand s—0.

0.3.9. Une application aux espaces de suites. On utilisera plus loin
(section 3.4 notamment) les ensembles p-équisommables. En appliquant aux

J — Dissertationes Mathematicae CXXXL
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espaces de suites une idée de P. Assouad ([8]), on obtient les résultats
suivants.

PROPOSITION 0.3.9. 8i ¢ est une fonction d’Orlicz vérifiant la condi-
tion A,, tout sous-espace vectoriel topologique E de 1I° possédant un voisinage
de 0 @-équisommable est de dimension finie.

CoROLLAIRE 1. Supposons qu'on ait E c ¥ c 1% ou E est un sous-
espace vectoriel, ¢ vérifie la condition A, e @(t) = o(y(t)) quand t—0:
8i 1° et I® induisent sur E la méme topologie, alors E est de dimension fimie.

COROLLAIRE 2. 8t ¢ oérifie la condition (0.3.7), tout sous-espace vecto-
riel topologique localement borné de 1° est de dimension finie.

Le corollaire 2 s’applique par exemple quand ¢({) ~ 1/{logt|. Mais

dans ce cas on obtiendra un résultat plus fort (3.5.4.2). Remarquons aussi
(voir, plus loin, 3.5.2) qu’on peut trouver un espace l° (p concave) non
localement borné mais contenant un sous-espace localement borné de
dimension infinie (isomorphe & I' par exemple).

Démontrons la proposition.

D1. Soit B c L} un sous-espace vectoriel topologique de LY possédant
un voisinage de 0 @-équisommable (2 est un espace mesuré quelconque).
Alors la topologie de E est celle de la convergence en mesure (ef. 0.3.4).

Car soit V un voisinage de 0 dans E équilibré, @-équisommable.
D’aprés Ia proposition 0.3.8.5 il vxiste un voisinage U de 0 dans LY (cf. 0.3.4)
équilibré et telque 4V o VN U.Onendéduit V > ENnU:carsoitze ENU.
11 existe scK tel que szeV\}V: sz¢U, done |8| > 1, d’ou zeV.

D2. Revenons & I°: 2 = N. I° induit sur F la méme topologie que
¥ — 1=, :

D’aprés la proposition 0.2.9.2 on a, pour p < oo convenable, I* < I?
continiiment: I® et ¢, induisent sur ¥ la méme topologie. Le complété F
de E est un sous-espace fermé de I” et ¢,. Si F était de dimension infinie, ¢,
serait isomorphe 4 un sous-espace de F ([9]), donc de I?, ce qui, on le sait,
est absurde. '

Démontrons le corollaire 1: B} (1)NE est un voisinage de 0
de E ¢-équisommable (proposition 0.3.8.2), donc E est de dimension finie.
Le corollaire 2 s’obtient de méme en appliquant 0.3.8.4.

0.3.10. La bornologie additive.

0.3.10.1. DEFInNITION. S0it £ un espace vectoriel topologique. On
dit qu’un ensemble B < E est additivement borné quand, pour tout voi-
sinage V de 0 dans E, il existe un entier N tel qu’on ait

BecV+4+...+V (N termes V).

B est additivement borné si et seulement si sup»(z) < oo pour toute
=B
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F-seminorme continue » de K (cf. 0.1.4.1). Tout borné de E est additi-
vement borné, la réciproque est généralement fausse: d’aprés la propo-
sition ci-dessous (annoncée en [102]) il existe dans tout espace d’Orlicz
non localement borné (ef. 3.1.4 infra) I® ou L§, 2 sans atome, des ensem-
bles additivement bornés et non bornés. On donnera plus loin une condi-
tion sous laquelle la réciproque est vraie (proposition 6.6.5).

0.3.10.2. PROPOSITION. Soit ¢ une fonction d’Orlicz. Si 2 est un espace
mesuré sans atome (resp. 8i ¢ n’est pas bornée), B = L} (resp. B < 1®) est
additivement borné 8i et seulement s'il est métriquement borné.

Démonstration. Si 4 est un ensemble et N > 1 un entier on pose

(0.3.8) +¥4A =A4+...4+4 (N termes A).

D1. Si 2 est sans atome et Ne>m on a Bj(m) = +VB3(¢).
effet si [¢(|2]) < m on sait qu'il existe une partition de 2 en N ensembles

mesurables §;, 1 < i < N, tels que fgu @) <e: @ygeBh(e) ot &= Z‘mxs

On a alors B%(m) < +NN eB%(e) si N ¢ > 1. Tout ensemble métrlquement
borné de I}, est donc additivement borné. La réciproque est évidente.
D2. Cas de I°. m donné, montrons que B = B%(m) est additivement
borné. Soit
={z = (mn)fBlsupv’(l-’l’nl) <el, &>0,

soit z«B,. On pose 2° = & si 2 @(|x,]) < 2¢. Sinon, on pose (avec ¢, = x,)
Ny N
2’ = Z‘m e, ou N 1 est le plus grand entier vérifiant 2qy(|a:,,])<2e on
Ny

32¢(|3n|)>£ Si 2 @(lz,]) > 2¢, on itére sur les z,,n > N,, et on
1+ N,

Npi Np1
obtient des z* = Y z,e,, avec e< Y ¢(|2,]) < 2¢, tant que 2 @(|2,)
1+Np 1+Nh 1+ Np

> 2¢. Ces h vérifient m > 2¢(|m,,|)> (h+2)e. On trouve donc k< m/e

tel qu’on aito = Zm" avec z"eB%(2¢) (et #* = 3 z,¢,). On a donc
14+ Ng
B < +¥B%(2¢), N = [m/e]. Soit
= {2 B|Vn, p(i2,]) > ¢ ou ¢(|z,]) = 0}.

Si zeB,, 2, # 0 pour moins de m/e indices n puisque Y ¢(|z,|) < m
De plus, B, est borné dans ! puisque ¢ n’est pas bornée. B, est donc
borné dans I (parce que {e,|n > 0} est borné dans 1?): B, c N'B%(2¢),
N’ entier, e¢ on a B < B,+B,c +V*¥' B%(2¢). B est donc additi-
vement borné.
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0.3.11. Quotients d’espaces de suites. De méme que tout espace de
Banach est le quotient d’un espace I}, on a la proposition suivante (voir
aussi le théoréme 5.4.1).

ProPOSITION 0.3.11. Soit E un espace vectoriel topologique métrisable
et complet, et soit (2,);,; une famille de points de E dense dans E. E est alors
un quotient d’un espace 15, ou p(t, 1), t > 0, tel, est, pour teut i, une fonction
d’'Orlicz sous-additive par rapport & t: 17 est Uespace vectoriel topologique
métrisable et complet des familles de scalaires a = (a;);; lelles que v,(a)
= Yo(lay, ) < oo, dont la topologic est définie par la F-norme v,.

1174

Démonstration. Si ||-|| est une F-norme définissant la topologie
de H, posons ¢(t, i) = |iz,|-¢ @ la forme voulue si #; # 0 pour tout ¢,
ce qu’on peut supposer. On a une application linéaire continue q: a— ) a,z;

seJ
de I dans E puisque ) |la,s,| = v,(a). ¢ est presque ouverte car, pour
tout e > 0, I’ensemble des z; tels que ||z;]| < ¢ est dense dans {ze ||| < &},
ot »;, = q(e;) ol e; =y, vérifie v (e;) = o< e Donc g est ouverte
puisque E et 1% sont métrisables et complets.



Chapitre I

LIMITES INDUCTIVES DENOMBRABLES
D’ESPACES TOPOLOGIQUES EQUILIBRES

Etant donnés un espace vectoriel E et une suite d’ensembles équi-
librés E, <« E munis de topologies 5 ,, certaines conditions étant véri-
fiées, on munit E de la topologie vectorielle 7 la plus fine induisant sur les
E, des topologies moins fines que les 7.

Dans la section 1.1 (annoncée en [103]), on constate que les proprié-
tés usuelles des limites inductives dénombrables d’espaces vectoriels
topologiques restent vraies (condition pour que J induise les J,, pour
que (E,7) soit séparé, complet; localisation des bornés). Cela a aussi
ét6 obtenu par N. Adasch, indépendamment.

On généralise ainsi des résultats de A. Wiweger, dont la ,mixed
topology” y (7, t*) est un exemple de topologie obtenue comme .7 quand
la topologie = est localement bornée ([124], p. 51), de D.A. Raikov ([81]),
A. Persson ([76]), qui supposent les E, convexes et les .7, induites par
une méme topologie localement convexe, de D. J. H. Garling ([30]) qui
prend les E, convexes et ,localement convexes”, de L. Waelbroeck ([119],
p. 44-58) qui considére des E, compacts, de S. O. Iyahen ([37] et [39]),
J. Kohn ([43]), . P. Ligaud ([51]) pour qui les E, sont des espaces vectoriels
topologiques. On trouvera d’autres informations dans ces publications,
ainsi que dans [22], [23], [40], [41], [83], [113].

On a 13 un procédé de construction d’espaces vectoriels topologiques.
I1 a été utilisé par L. Waelbroeck ([119], chapitres IV et IX, [120], p. 20)
dans le cas ou les E, sont compacts (et constituent une ,,compactologie”);
nous l'utiliserons au chapitre VII (construction d’une mesure vectorielle
pathologique, avec des E, non compacts) et au chapitre IX (contr’exemple
au théoréme de Liouville pour des fonctions vectorielles).

On donne & la section 1.2 quelques exemples (qui serviront ultérieu-
rement), fournis par les espaces d’Orlicz, ol I'on décrit explicitement
des F-seminormes définissant la topologie (vectorielle) ,limite inductive”.

1.1. GENERALISATION DE THEOREMES CLASSIQUES

1.1.1. DEFINITION. On dit qu'un espace vectoriel topologique £ est
limite inductive vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E,,
n 2= 0, quand les trois conditions suivantes sont vérifides.
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(i) 2 = U E,, les E, sont des sous-ensembles équilibrés de E munis.
nzo0 .
de topologies & ,, et E est muni de la topologie vectorielle 1a plus fine

induisant sur les E, des topologies moins fines que les J,.

(ii) B,+E, < E,,, et l'application (@,y)—»>2+y de E,x E, dans
E,,, est continue (d'ou E, < E,,, continiiment).

(iii) L’application (s,2)—>82 de D xE, dans K, est continue,
D = {seK)||s| < 1} étant le disque unité du corps des scalaires.

On dit que la limite inductive est siricle quand on a, en outre,

(iv) Pour tout n, 7, ., induit sur E, la topologie 7.

1.1.2. Tl revient au méme de supposer que, au lieu de (ii), les E,
vérifient ceci: E, < E,,, continiiment, et il existe u(n) tel que E,+ E,
c E,y, Vaddition E,x E,—E,, étant continue. En effet, £ (muni
de la topologie vectorielle la plus fine induisant des topologies moins
fines que les J,) sera limite inductive vectorielle topologique des FE,
si o(n+1) =sup{u(o(n)), n}.

1.1.3. Si w, est la base de filtre des voisinages de 0 de (E,,7,), la
topologie de F est la topologie vectorielle 1a plus fine faisant tendre les w,
vers 0.

En effet, supposons que, pour tout 7, w,—»0 pour une topologie
vectorielle & sur F (évidemment, la topologie  de E a cette propriété).
Si £>2 dans E, (£ base de filtre de E,), £ — 2 est une base de filtre de E, ,,
plus fine que w,,, (par (ii)), donec §—z—0 pour & d’ou {—o pour &:
E, < (E, &) continiment, donc & est moins fine que J.

1.1.4. Par conséquent, pour qu'une application linéaire de E dans
un espace vectoriel topologique F soit continue, il suffit (et il faut) que
ses restrictions aux K, soient continues en 0.

1.1.5. ExeEmPLE 1. Les ¥, sont induites par une méme topologie
vectorielle donnée sur E.

ExEMPLE 2. Soit F un espace vectoriel, muni d’une topologie vec-
torielle &#. Soit B « £ un ensemble équilibré engendrant E et soit wg
la trace sur B du filtre w des voisinages de 0 de . On suppose que la
trace de w sur tout ensemble de la forme B+ ... +B (nombre fini n
de termes) est une base de filtre plus fine qu'une base de filtre de la forme
wp+ ... + wg (nombre m, de termes).

Alors les topologies suivantes sont identiques:

a) la topologie vectorielle sur E la plus fine coincidant avec & sur B,

_b) la topologie vectorielle sur F la plus fine pour laquelle wg tend
vers 0,
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¢) la topologie limite inductive vectorielle topologique (stricte)
des E, =B + ... +B (2" termes) pour les topologies induites par &
sur les FE,,.

11 suffit de démontrer que la topologie ¢) est plus fine que la topologie
b). Mais pour la topologie b) les bases de filtres wp+ ... + wp tendent
vers 0, donc a fortiori les traces de o sur les E,: on conclut en utilisant
1.1.3.

ExXEMPLE 3. On a sur chaque E, une base de filtre £, et on munit ¥
de la topologie vectorielle la plus fine faisant tendre les &, vers 0. Si K
induit la topologie J, sur E,, F est limite inductive vectorielle topolo-
gique stricte des (E,,J,), c’est évident. Par exemple, la topologie vec-
torielle sur E la plus fine rendant borné chaque E, sera de ce type: prendre
pour £, l'ensemble des e¢E,, &> 0.

ExeEMPLE 4. Les E, sont des espaces vectoriels topologiques.

ExeMPLE 5. Un espace vectoriel topologique E peut étre la limite
induetive vectorielle topologique d’une suite d’espaces E, bornés dans E,
munis de topologies qu’on peut supposer induites par E: c’est le cas quand ¥
est 1'espace vectoriel topologique tE, (cf. 0.1.5) associé & un espace vec-
toriel bornologique E, & base dénombrable de bornés (exemple 3 ci-dessus),
ou & un espace vectoriel compactologique dénombrable E, (au sens de
[119]); c’est aussi le cas si E est un espace 2% (en un sens généralisé):
cf. [26], [52], [53] (voir aussi [1]).

Voir d’autres exemples en [22], [23], [41], [113].

1.1.6. THEOREME. Soit E la limite inductive vectorielle topologique
d’espaces topologiques équilibrés E, <« E, n > 0.
a) E admet pour systéme fondamental de voisinages de O lensemble
N

des D'V, = go %:' V, ou, pour tout n, V,, est un voisinage de 0 dans E,.
n

b) Si & est une topologie vectorielle sur E induisant sur chaque E,
la topologie donnée de E,, alors E admet pour systéme fondamental de voi-
sinages de 0 Densemble des

(1) Uoﬁ n(En'I' Un)’

n<l l
ou encore U'ensemble des
(2) Uyn N(Ea+ T,

n>l '

o, pour tout n, U, est un voisinage de 0 pour & et oi les fermetures T,

et E,+ U, sont prises pour la topologie . E admet donc une base de 00i8i-
nages de 0 fermés pour &.

Notons qu’on trouve déja des voisinages de la forme (1) dans [124],
(2) dans [83].
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Démontrons a). D’aprés (iii), tout voisinage de 0 dans E, est absor-
bant dans E, et, le disque unité D étant compact, I’ensemble des appli-
cations o—s2 de E, dans E,, se¢D, est équicontinu; cela entraine que %,
admet une base de voisinages de 0 équilibrés. a) résulte donc de 1.1.3
et de 0.1.5.4.

Démontrons b). Soient U,, n > 0, des voisinages de 0 pour #. 1l existe
des voisinages W, de 0 pour & vérifiant Wo+W, c U, et W, ,+W,,,
cW,cU,,,. On a alors

D' EnW,c )'W, T,

>0
et, pour tout n,

D B.nwW, CZ‘E AW, + 2 EW, c Epo+W, € Epyy+ U,y

>0 i>n
Done )'E;NW,; c Uy,n((E,+ U,): d’aprés a), les ensembles (1)
n=>1

sont des voisinages de 0 de E.

Inversement, soit U un voisinage de 0 dans E. D’aprés a), il existe
des voisinages W,, »n > 0, de 0 pour & tels que )’E,NnW, < U. Soient
U,y n>0, des voisinages de 0 pour & vérifiant U,—U,,, c W, ,.
Montrons que U,nN(E,+ U,) = U. Soit 3¢ U,Nn\(E,+ U,). 11 existe

n=1 : n=>1
> 1 tel que w<E,. Puis il existe des y;eE;, 0<1i< n, vérifiant »—y,

eU,, Y% =0, y, =2. On a

n
2= %Y1 avee ¥~y ,e(Ui,—U)N(E—E) < Wi,nEy,.
1

Done z¢)'E;NW,; et zeU, ce qu'il fallait démontrer.

Enfin, si V, est un voisinage de 0 pour & tel que V,+V, U,
Vo < U, ot E,+V,cE,+U,, donc Vonﬂ(E +V,) = U. Le théo-
réme est établi. n>1

Remarque. Comme on l’observe dans {30], proposition 5, E est
localement convexe si les E, admettent des bases de voisinages de 0 con-
vexes.,

En effet, }'V, est convexe si les ¥, le sont. Voir la section 2.5 infra.

1.1.7. CoroLLATRE. Soit E une limite inductive vectorielle topologique
d'espaces topologiques équilibrés E,, n > 0. On suppose les E, bornés dans E.

E a alors la propriété suivante: pour toute suite de voisinages.de 0 U,,
h = 0, dans B, il existe un voisinage U de 0 dans E absorbé par chaque U,.

Démonstration. Il existe des voisinages V, de 0 dans E équilibrés
vérifiant V,+V, c U, et des voisinages V,, de 0 dans E, vérifiant
Y Vinc Viet Vyooc Vin U=2V,, a la propriété requise. En
n
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A »

effet, » donné, )'V,.c V, et D}V,  c YE, est absorbé par V,;
n>h 0 0

done U, absorbe U.

1.1.8. THEOREME. Soil un espace vectoriel topologique E limite induc-
tive stricte vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E, c E.
Alors, pour tout n, la topologie de E, est identique a la topologie induite
par E sur E,,.

Démonstration. D1. Soit U un voisinage de 0 dans E,, montrons
qu'il existe un voisinage V de 0 dans F tel que U > E,NnV. Supposons
construits, pour 1 < n < N, des voisinages V, de 0 dans E, et un voisinage
Uy de 0 dans Ey tels que

N-1
U=En(Uy+ ) V)
1

N-1
avec )V, =0 si N =1: on pourra prendre U, = U. Uy contient la
1

trace sur Ey d’'un voisinage de 0 de E, . ,, donc (définition 1.1.1, (ii))
il existe un voisinage de l'origine Uy, dans Ey,, tel que Uy > Eyn
N(Upp+ Uni)-

Vy = Uy NEy est alors un voisinage de 0 dans Ey. Comme E, +
N-1

+3E, cEyet V, cE, il vient
! N N-—1 N-1
BN Uyt D Vo) € Ban[(Vau+ U 0 (Bi= 3 7o)+ 3 V)
1 1 1

N-1 N-1
< B0 [(Vy+ Uy ) nEy+ Y Vol € Bin[Uy+ Y Vo] = U.
1 1

V=3V,> 3 V,.nE,est un voisinage de 0 dans Eet U > E,Nn V.
n=0

n>1
D2. Soit U, un voisinage dans E, d’'un point w¢F,. L’addition E, X
x E,—F, étant continue (et la limite inductive étant stricte), il existe
un voisinage U de 0 dans E, tel que U, > E,Nn (2 + U). Par D1 on a pour
un voisinage V de 0 dans E

U, > Exn(@+E,nV) > Bynlz+ VN (E,+E,)) = E;n(z+ 7).

On a prouvé que ¥ induit la topologie de E,, donc celle de tout E,.

1.1.9. CoROLLAIRE. Soit un espace vectoriel topologique E, limite
inductive stricte vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E,, .

E est alors séparé si et seulement si les E, le sont. '

Et tout E, est fermé dans E si, pour tout n, E, est fermé dans E, .

Démonstration. Il suffit d’établir que la fermeture dans E d’un
ensemble quelconque X c E,, soit X, est la réunion | X,, des fermetures

m>n
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X, de X dans E, (et d’appliquer cela 3 X = {0} et & X = E,). Or si
2eX il existe m > n tel que veFE,, d’ou (théoréme 1.1.8) zeX,. Donc
XcUyzx, dou X = X,.

Remarque. On sait ([119], p. 48) que si les K, sont compacts un
sous-ensemble de E est fermd si et seulement si sa trace sur chaque E,
est fermée.

1.1.10. Soit un espace vectoriel topologique E, limite inductive
stricte vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E, < E
Pour tout n, ’ensemble des {(#, y)eE, x E. |z —yeV}, V voisinage de 0
dans E, ,, constitue un systéme fondamental d’entourages d’une struc-
ture uniforme sur E,. Cela se vérifie facilement; cette structure uniforme
est celle induite sur E, par la structure uniforme canonique de E.

THEOREME 1.1.10. Soit E un espace vectoriel topologique, limite induc-
tive siricte vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E,. Si
les E, sont complets pour la structure umforme décrite ci-dessus, E est
complet.

Démonstration. Il suffit d’établir que si ¥ est un filtre de Cauchy
de E et si w est le filtre des voisinages de 0 de E, la base de filtre y + w
a une trace sur l'un des E, (cette trace sera un filtre de Cauchy de E,
(théoréme 1.1.8), donc elle convergera, ainsi, a fortiori, que y).

Supposons cela faux: pour tout « il existe C,ey et U, ew symétrique
tels que E,N(C,+ U,) = 3. D’aprés le théoréme 1.1.6, b), il existe Cey
tel que C—C c MN(E,+ U,;1). 11 existe n tel que CNE, =@: pour

n
tout 2¢C, z<E,+E,+U,,, < E, ,+U,,,. Donc CnC,,, =9, ce qui
est absurde. ’
1.1.10.1. CoroLLARE. F est complet si E est limite inductive vecto-
rielle topologique d’espaces compacts équilibrés E;.

En effet les E, sont complets et la limite inductive est stricte.

On observe déja dans [119], p. 49, que E est séquentiellement complet.

1.1.10.2. CoroLLAIRE. Si E est limite inductive vectorielle topologique
d’espaces topologiques équilibrés E, bornés dans E alors E est complet 8’il
est quasi-complet.

En effet, si F, est la fermeture de E, dans F munie de la topologie

induite par E, E est limite inductive stricte des F,, qui sont complets
81 ¥ est quasi-complet.

1.1.11. TeforEME. Soit E un espace vectoriel topologique, limite
inductive vectorielle topologique d’espaces topologiques équilibrés E, < E.
Tout borné de E est alors contenu dans la fermeture E, de E, dans E.
Par suite, 8i la limite inductive est stricte et 8i chaque E, est fermé dans E,, ,,
une partie de E est bornée dans F si et seulement si elle est contenue et bornée
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dans Uun des E, (c’est-a-dire, évidemment, absorbée par tout voisinage de 0
de E,).

Démonstration. Il suffit d’établir que toute base de filtre dénom-
brable £ = (X,) tendant vers 0 dans F est portée par ’un des E (car
tout ensemble absorbé par un E est contenu dans un Em, m = n). Si

cela n’était pas, il existerait des voisinages U, de 0 dans Etels que X, ¢ E, +
+ U,. & aurait donc une trace sur le complémentaire de (M (E,+ U,).

Or (théoréme 1.1.6, b)) cet ensemble est un voisinage de 0 dans F car F
est la limite inductive des E, munis des topologies induites par E.

1.1.12. COROLLAIRE. Soit un espace vectoriel topologique (E, &) recou-
vert par une suite de bornés fermés équilibrés B, tels que B,+ B, < B, ;.
Les B, constituent alors un systéme fondamental de bornés pour la topologie
vectorielle 7 (resp. I') sur E la plus fine coincidant avec & sur les B, (resp.
rendant les B, bornés).

En effet, tout borné de J est contenu dans un B, (théoréme 1.1.11)
et tout B, est borné pour J car, quand £—>0, ¢B,—0 pour la topologie
induite par & sur B.

En ce qui concerne J', appliquer le théoréme 1.1.11 & P'exemple 3
de 1.1.5.

L’assertion relative & 7' a aussi été obtenue par J. P. Ligaud ([52]).

Remarque. Les B, n’étant pas supposés fermés (ni bornés) pour &,
ils ont méme fermeture B pour & et J (voir la démonstration du corol-

laire 1.1.9) et & et J induisent la méme topologie %, sur les B (car T
admet une base de voisinages de 0 fermés pour ¥ (théoréme 1.1.6));

(E,7) est done limite inductive des (B,,, ,), et les B constituent une
base de bornés de J &i les B, sont bornés pour &.
On généralise ainsi [30], p. 6, et [83], corollaire 2.1.

1.1.13. Le théoréme suivant nous sera utile au chapitre VII.

THEOREME 1.1.13. Soit F un espace vecloriel topologique métrisable
et complet et goil une suite d'ensembles équilibrés E, = F, n >0, fermés
dans F, vérifiant E,+ E, < E,,,. Munissons U'espace vectoriel E = ) E,,
de la topologie vectorielle la plus fine coincidant sur les E, avec celle de F.

Il ewiste alors des espaces vectoriels topologiques métrisables et complets
F; c F continument tels que E = (M F,, la topologie de E étant la borne

i

supérieure des topologies induites par les F,.
De plus, pour tout ensemble o-compact K = F\E, il existe i tel que
KnF1 == 0.

Démonstration. D1. Soit U* k> 0, une suite de sous-ensembles
équilibrés fermés de F vérifiant U4 UM < U, constituant une base
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de filtre tendant vers 0 dans F. L’ensemble H des points de F abtorbés
par chacun des U” est un espace vectoriel. Munissons H de la topologie
vectorielle admettant pour base de voisinages de 0 I’ensemble des HN U*,
h > 0. H c F continiment, donc H est métrisable. De plus H est complet.
En effet, soit y un filtre de Cauchy de H. y a, pour la topologie de F,
une limite @< F. Soit h > 1. Si C ey est petit d’ordre U" et 8i y<C, zey + U
(car U™ est fermé dans F), donc & est absorbé par UP~!, Comme % est
arbitraire, z¢H et y—>2 dans H.

D2. Supposons E, = {0}, ce qui est évidemment possible. Soit »# 1’en-
semble des espaces vectoriels topologiques métrisables et complets asso-
ciés comme en D1 aux suites d’ensembles U*, k>0, de la forme U"

= QO(E,+ U*), ot les U* sont des voisinages de 0 dans F équilibrés
n
vérifiant U+ 4 U*+! <« U2, N U:, les Ul k>0, constituant une base

de voisinages de 0 de F. On vérifie que les U* sont équilibrés, fermés,
que U**!' 4 U**! < U* et que U™ c U? tend vers 0 dans F.

Alors E = (H, He 5#, et la topologie de ¥ est borne supérieure des
topologies induites par les He 5. En effet £ admet pour base de voisi-

nages de 0 I’ensemble des EN((E, + U,), ou chaque U, est un voisinage
n=0
de 0 dans F et ou I’adhérence est prise dans F': appliquer le théoréme 1.1.6,

b) en remarquant qu’on a
N (E,+U,nE) « En(\(E,+U,) =« En(\[E,+(Un+ Un)ﬁ‘E]-
n n n

Cela montre que E < H continiment pour tout He s#. Et des voisi-
nages U, de 0 dans F étant donnés, on construit par récurrence sur 2 des
Ul < U, satisfaisant les conditions donnédes plus haut. On a alors

(1) U* = n(En+ U:) < ﬂ(En-i- Un)'
nz0 n=>0

Donc tout voisinage de 0 de E contient la trace sur £ d’un voisinage
de 0 d’un He .
Soit enfin K = (J K, <« F\E,avec K, c K, ,,, les K, étant compacts

n
dans F. K,nnE, = O et E, est fermé dans F': il existe un voisinage U,
de 0 dans F tel que K,Nnn(E,+ U,) = @. Aucun point de K n’est absorbé
par ((E,+ U,). Si He # est relatif & des U, vérifiant (1), H est absorbé
n

par N (E,+ U,), donc ENH =@. On prend 5 pour famille (F;).

2.2. EXEMPLES
Terminologie et notations sont introduites aux sections 0.2 et 0.3.

1.2.1. Rappelons (cf. 0.1.7) que I{ (resp. I?) est l’espace vectoriel I°
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des suites scalaires & support fini muni de la topologie (resp. de la borno-
logie) vectorielle la plus fine rendant borné {e, = x,In > 0}.

ProPoSITION 1.2.1. Ij est complet et ses bornés sont ceuw de 1.

Démonstration. I a pour systéme fondamental de bornés I’ensem-
ble des B, = {rel’|Card({n|z, #0}) < N et sup|s,| <N}, N entier.
n

La topologie de I est ]a topologie vectorielle la plus fine rendant bornés
les By . Il est clair que les ¢eB,, ¢ > 0, constituent une base de voisinages
de 0 pour la topologie induite sur By par I*. Donc la topologie de I} est
la topologie vectorielle la plus fine coincidant sur les B, avec celle de I*.
Les B, sont fermés dans !*: la proposition se déduit du théoréme 1.1.10
et du corollaire 1.1.12.

1.2.2. PROPOSITION. Soit 2 un espace mesuré, de mesure bornée et
sans atome et 80it ¢ une fonction d’Orlicz non bornée vérifiant la condition A,
(cf. 0.2.6). Sur L%, s0it 7 la topologie vectorielle la plus fine induisant sur Bf(1)
(¢f. 0.3.2) la topologie de la convergence en mesure.

" a) I est moins fine que la topologie usuelle de Ly. (L%, T) est un espace
vectoriel topologique complet. Un sous-ensemble de LY est borné pour I si et
seulement 8’1 est contenu dans un BY(n), n < oo (done (proposition 0.3.10.2),
8t et seulement 8'il est borné pour la topologie usuelle de Ly quand celle-ci
est localement bornée). :

b) Si ¥ est Uensemble des fonctions d'Orlicz y vérifiant la condition 4,
et telles que y(t) = o(p(t)) quand t—oo, on a

(1.2.1) (L% T) = ML,  bicontinument
2% 4

(cela signifie en particulier que T est la borne supérieure des topologies indui-
tes par les LY).

“Démonstration de a). Comme B%(1) est un voisinage de 0 dans L¥,
Papplication identique L*-—>(L® ) est continue en 0 (cf. (0.3.5)) donc
partout.

Si V(&) est ’ensemble des e LY (cf. 0.3.4) tels que |{o| [z(w)| > e} < &
on voit comme au n° 0.3.10.2 (dont on reprend la notation +") et en appli-
quant (0.3.1) qu'on a

(0) - V(e)n[+"B*(1)] < n[V()nB*(n)] = +"[V(e)nB*(1)].

Cela montre que (L%, ) est la limite inductive vectorielle topologique
des ensembles +2" B?(1) (1.1.5, exemple 2) donc des ensembles E, = 2" B%(2")
munis de la topologie de la convergence en mesure ((0.3.1) et 0.3.10.2).
Comme les E, sont complets (quitte & supposer ¢ continue: 0.3.6) et
bornés dans L° (car ¢ n’est pas bornée: 0.3.8.2), on déduit a) de 1.1.10
et 1.1.12.
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Dérﬁonstration de b). On a (L%,9) < ﬂL" continiment (pro

positions 0.3.8.2 et 0.3.8. 5), ces deux espaces sont complets et séparés,
I’espace £ des fonctions simples est dense dans L, pour sa topologie d’Orlicz,
donc pour &, et aussi dans () L¥ (condition A,): il suffit de prouver que &

v .
et la topologie de (M) L* coincident sur 2. Or, les conditions de ’exemple 2
de 1.1.5 étant remplies, on voit (cf. 0.1.5.4) que 7 admet pour base de
voisinages de 0 I’ensemble des > B?(1)NV(e,), &, > 0 pour tout n. Des

n
e, > 0 donnés, vérifiant ¢, > ¢,,,—0, il suffit donc de trouver y ¢ ¥ vérifiant

(1) Y (1)NT CZ‘ B5(1)NV(e,).

n>0
Soit, pour 7r < ¢,
(2) N(r) =sup{nle, >r}.

N(1/p(t))>oo quand t—oco. On trouve alors facilement ye¥ vérifiant
1
(3) )< 1/e=>9p(t) >:¢(t), avec Bj(e) c Vig) et e<1,

(4) @(1) = 1/e,=p(t) = @) [N (1/p(t).

On trouve d’abord une fonction d’Orlicz y, vérifiant ces conditions
et telle que y,(f) = O(q)(t)) pour t— oo, ¢ équivaut & une fonction p-concave
(0.2.9.2) pour un p < oo: si p(t) = supw.(ut)u ~P, y équivaut & une fonc-

tion p-concave et y(2) = o(p(t)), donc ye¥ et y, <y, done y vérifie (3)
et (4).

Supposons que tyzeBj(c), ou ¢>0, Hc 2, t>0, ¢(t)=1]s.
.On a |H| < e¢/y(t) < eN(L/p(t))/p(t). 1l existe donc une partition de H
par des ensembles mesurables deux & deux disjoints H,, 1< n < N(1/p(1)),
tels que |H,| <c¢/p(t). On 3 txy <Bj(c); comme ¢,>1/p(t) pour n
< N(1/p(t)), on a |H,| < ce, et donc txH eV (ce,). Dol txatz B%(e)NV(ce,,).

Soit maintenant ze¢ ZNBJ(1): & = 2 Ty xg,, OU I est fini, les H,

deux & deux disjoints, et o,y ¢By, (c), avec D ¢, < 1. Boit J I'ensemble
des ieI tels que @(la;) > 1/e,. Décomposant comme ci-dessus les z,xg,
ied, on trouve, puisque les H, sont deux & deux disjoints et que Y'¢; < 1,

Nmiange > ZBE NV (een) = 3 BEANTV(e,).
iJ

n=1 n=>1

D’autre part, par (3), jqa(l‘g,‘ 3¢Zail)<€fv(|wl)<e, d’on “ZJ‘m,zH‘
«B3(1)nV (¢,). Donc 2¢ 3 B§(1)NV (¢,), ce qui prouve (1).
n>0
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1.2.3. PROPOSITION. Soient 2 un espace mesuré quelconque, ¢ une
fonction d’Orlicz non bornée vérifiant la condition 4,. Conformément a 0.3.7
et 0.1.5, on note tb, L} Vespace Ly muni de la topologie vectorielle la plus
fine rendant bornés les Bf(n), n < oo (cf. 0.3.2).

La topologie usuelle de L est alors plus fine (strictement 8i L} n’est
pas localement borné) que celle de th,Ly. tb, L] est séparé, complet et admet
’ensemble des B%(n) pour systéme fondamental de bornéds. Si ¥ est Uensemble
des fonctions d@’Orlicz y telles que | (0+) = 0 (¢f. 0.2.4) on a
(1.2.2) tb, Ly = (LY bicontiniiment.

ye ¥

Les y peuvent étre pris concaves si @ est concave.

Démonstration. La premiére assertion est évidente. D’aprés
0.3.8.2, les B?(n) sont bornés dans L™ (cf. 0.3.4) puisque ¢ n’est pas bornée.
Tls sont aussi fermés dans L™ pour peu que ¢ soit continue & gauche, ce
qu'on peut supposer (0.2.5.4). Ils constituent donc un systéme fonda-
mental de bornés pour ¢b,L° (1.1.12).

Si pye¥ les Bf(n) sont bornés dans L¥: c’est immédiat (voir, plus
loin, théoréme 3.1.1, a)). Done tb,L* = () L¥ continiment.

vy
Inversement, soit V un voisinage fermé de 0 dans tb,L® et cherchons
ve¥ tel que V o L*NB¥(1). D’aprés 0.1.5.4 il existe des £, > 0 vérifiant

(1) D eBn)cV et g(ljne,)>n
n=1
Soit
(@) p(t) = inf > g(tfe,), t30.
a=1n

y est croissante. y|’p(e,) <2/n donc y|Fp(0+) = 0. Observons que
ceci entraine (0 +) = 0, méme 8i on avait 0 < ¢(0+) < oco. Done pe .
Notons que y est concave si ¢ 1'est.

Soit 2 B¥(1)NnZ (X est I’ensemble des fonctions simples). Montrons
que z¢Y'¢e, B?(n), done que z¢V. D’aprés (2), pour tout ?, il existe n > 1
tel que ¢(t/e,) < ny(t). Si alors

H, = (0<Qlp(lz(0)l/e,) < ny(la(w)l)},
Q= \U H,; comme @ prend un nombre fini de valeurs, il existe N tel que
2=UH,. St K,=H U H,, K,=H,. On a.m—Zs,,w ol o,
n <N m<n
=& oy, vérifie [ g(lz,)) < <”f p(lzl/e,) < nfy(lo)) <m, clest-d-dire

z,eB§(n). On a donc Bn(l)n.ﬂl' c V.
B¥(1)Nn% est dense dans B¥(1)nL® pour la topologie de L°, donc
pour celle de tb, L°. Par conséquent B¥(1)NL* < V puisque V est fermé.
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On a prouvé que la topologie de tb,L? est induite par celle de (L¥ = E.

ye ¥

Soit alors ye¢E. Si B, = {z<Z| |2| < |yl}, B, est borné dans () L".

donc dans tb,L?; par suite B, c B®(n) pour quelque n < co. Alors yeﬁ'(n)
et donc yeL® (1.2.2) est prouvé. On en déduit que tb,L° est complet.

Remarque 1.2.3. On n’a pas utilisé le fait que ¢(0+)> 0 pour
établir (1.2.2). On déduit alors de 0.3.7.2:

(1.2.3) ' = NI* bicontindment
ye¥

ol ¥ est ’ensemble de toutes les fonctions d’Orlicz concaves.

Cela a été observé par L. Waelbroeck ([119], p. 20) et redonne la
complétude de I} (cf. proposition 1.2.1).

1.2.4. PROPOSITION. Soit une suite croissante d'espaces d'Orlicz L.
c LM .., Q étant un espace mesuré quelconque, les ¢, vérifiant la con-
dition A, (cf. 0.2.6). Soit ¥ Vensemble des fonctions d’Orlicz vy tlelles que
UL;" < LY. On a alors
n

(1.2.4) tUL* = NLE bicontindment.
n

['73'4

Autrement dit (¢f. 0.1.5.1 et 0.1.8.5) (UL = N LY et la topologie

n v
vectorielle limite inductive des L'™ est la borne supérieure des topologies
induites par les L¥. Si les ¢, sont concaves, les y peuvent éire pris concaves.
t\ULg" est donc complet. De plus, si, pour tout n, b”LB" < L con-

n .
tiniment (donc 8i @,,,10°9,(0+) = 0: ¢f. 0.2.4), les B m), n,m>1,
constituent un systéme fondamental de bornés de cet espace.

o
Démonstration. D1. Nous supposerons qu'on a g¢,,, <3 ¢, (c’est-
y 0

a-dire @, .19, (0 +) < oo: cf. 0.2.5), quitte & remplacer ¢, par p, = inf ¢,:
o ’ m<n
on a alors L = Y L;™ = Lg". On supposers aussi les @, continus (cf.

m<n
0.2.5.4). }
Posons B,(s) = B*(s), notons E, l'espace d'Orlicz L7", -F l'espace

tUE

D2. La topologie vectorielle # la plus fine sur E induisant sur.les
B,(m) 1a topologie de la convergence en mesure (celle de L*: 0.3.4) est
moins fine que celle de E. Donc tout borné de E, étant borné pour %,
est contenu dans un B,(m): le théoréme 1.1.11 s’applique car les B,(m)
sont fermés L et, grice & D1, remplissent les conditions de 1.1.2. Inverse-
ment, B,(m) est borné dans E,, ,, donc dans E, si tp,,+1|o ©e: (0 +) —-0
(cf. 0.3.7.1). Cela prouve la derniére assertion.

D3. Ev1demment, Ec ﬂL" continiiment. Inversement soit V
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un voisinage de 0 dans E et cherchons ye'¥ tel que V > B¥(1)NE. Les ¢,
vérifiant 4, on a (théoréme 1.1.6, a)), pour des ¢, > 0,

(1) ; B,(e,) + ’;’Bn(s,o c V.

On peut supposer que ¢, décroit assez vite pour qu’on ait, pour tout
entier k > 1,

(2) igiq)n(k)/en<¢k(k)/skr
(3) i5£¢n(1/k)/en<¢k(1/k)/£k‘
Posons
4 ) = info. (2 i te 1 1 Uik, k+1
(4) V’()—;qu’n()/en s1 [k+1 k[ [k, k+1[,

k> 1 entier, avec y(0) = 0. p est croissante sur les [k, K+ 1[ et, c’est
clair, sur les [1/k+1,1/k]. Etsik <t< k+1 on a, grice & (2), p(k+1)
= infe,(k+1)/e, d’ou p(k+1)> yp(f). v est donc croissante. Si t=>n

n<k oo
out<<1/n, p(t) < @,(t) /e, A’apres (4). Done, pour tout n, p -g @, et p(0+)
= 0: pe¥. Soit alors meB"(l)r\UE Pour tout n > 1 sou;
= {0eQp{is(@)) < ep(0(@))}, K, =H NUH, K,=H,.
. i<n
On a alors
(5) . T, = Brg €B,(¢,).

En effet, [@,(19,]) < &.Jv(|2]) <e,. Daprés (4), t>0 donné, on
peut trouver n tel que y(t) —qo,,(t)/en Donc Q=UH,=UK,. En

outre il existe » tel que we¢E,. Alors » = Zm pour la topologie de E, et
il existe N tel que

(6) D eBi(s,).
N+1

N
Par (5) et (6), v¢) B,(¢,)+ B,(¢,), et done B*(1)nE < V. On a prou-
1
vé que la topologie de E est induite par (M) L*.
A 4
D4. Siye(\ LY, B, = {zxeE||p| < |y|} est borné dans (") LY donc dans E.
v

v
D’aprés D2, il existe n et m tels que B, = B,(m), d’ou yeB,(m) et yeE.
D5. 11 résulte de (2) et (3) que y(t) = mi @a(t)[e, sur [k, k+1] et

() = mI qa,,(t) [e, sur [1/k+1,1/k]. Si les % sont concaves il en résulte

que w(t)/t est décroissante, donc que y équivaut & une fonction concave.
Cela achéve la démonstration.

4 — Dissertationes Mathematicae CXXX1



Chapitre 1I

LE GALBE D'UN OPERATEUR, D'UN ESPACE

L’objet du chapitre est d’introduire la notion principale de ce travail,
le galbe d’un opérateur linédaire et, en particulier, le galbe d’un espace
(c’est-a-dire de son application identique), défini & la section 2.2.

Le galbe d’un opérateur % est un espace vectoriel de suites (un sous-
espace de I! contenant les suites 4 support fini, sauf cas triviaux) muni
d’une convergence vectorielle. Un espace, un opérateur, ont des proprié-
tés de convexités d’autant meilleures que leur galbe est plus grand et
de convergence moins fine.

On considére en section 2.3 le cas des opérateurs entre espaces vecto-
riels topologiques ou bornologiques; par exemple les espaces dont le galbe
(1)) est le plus petit possible, cenx dont le galbe contient (continiment) I,
dits galbés par I (qui sont, on le verra au chapitre VI, les limites projec-
tives ou inductives bornifiantes d’espaces vectoriels topologiques), -les
espaces galbés par I” ou 9", 0 < ¢< p <1, c'est-a-dire de topologie ou
bornologie p-convexe ou ¢, -convexe.

Le galbe de u est déterminé par (et détermine) 1’ensemble des bases
de filtre qui ,,galbent” «. Ces bases de filtre (section 2.1) seront souvent
d’un maniement commode.

On évalue en section 2.4 le galbe des limites projectives et inductives,
des sous espaces et quotients. Le cas des limites inductives vectorielles
topologiques de suites d’espaces topologiques équilibrés (cf. chapitre I)
fait I’objet de la section 2.5.

Les convergences vectorielles et notions connexes (filtres contractés
par exemple) ont été définies au chapitre 0, section 0.1, dont on reprend
aussi les notations (cf. 0.1.1). Par exemple, K est le corps (réel ou complexe)
des scalaires, 8 est une base de voisinages de 0 équilibrés de K. Si I est

un ensemble, e¢,eK’ est défini par ¢,; = 1,¢,, =0 8i i #j. Et Z’"Ai
1t

= {J J 4, ou J parcourt ’ensemble des parties finies de I.
J i
N est ’ensemble des entiers n > 0. I} (resp. Ij) est I’espace vectoriel
I’ = K™ des suites 4 support fini muni de la bornologie (resp. topologie)
la plus fine rendant borné {e,|n > 0}. bE et tE sont les espaces vectoriels
bornologique et topologique associés 4 un espace vectoriel & convergence E.
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2.1. BASES DE FILTRE GALBANT UN OPERATEUR

Soit I un ensemble d’indices non vide, par exemple I = N, et soit
un opérateur linéaire u: £—F, ou F et F sont des espaces vectoriels
a convergence.

2.1.1. DEFINITION. On dit qu’une base de filtre a de K' galbe v quand,
pour tout filtre £ de E tendant vers 0, la base de filtre des () 2 a,u(X),
Aeca, X & tend vers 0 dans F. aed

On dit qu’un point aeK’ galbe u quand la base de filtre {{a}} galbe u.

On dit qu’un espace vectoriel & convergence @ = K' galbe u quand «
est galbé par tout point de G et toute base de filtre de G tendant vers 0.

On dit qu'une base de filtre (un point, un espace & convergence)
galbe Vespace E quand elle (il) galbe I’application identique i; de E.

2.1.2. Siu: E—F est discontinu et si F est & convergence contractée,
les seules bases de filtre galbant « sont celles qui sont portées par {0}.

2.1.3. Par exemple, pour qu’un espace vectoriel topologique F
soit localement convexe il faut et il suffit qu’il soit galbé par I' (c’est-
a-dire par 'espace vectoriel topologique I') ou encore par le filtre des
voisinages de 0 de I

Plus généralement, si 0 < p <1 (resp, 0<¢g<1l) on dit gqu’une
convergence vectorielle est p-convere (resp. q,-convere) quand elle est

galbée par {B% (1)} si BR(1) = [alZ]a,,P’ 1} (resp. par la base de filtre
des By(1), r > ¢q).
On dit qu’un ensemble X est absolument p-conveze quand }‘a, X c X
=]
dés que ) [a,|” <1.Enremarquant que 3" e, X, a<BR(1), est absolument
0 a

p-convexe pour tout X (c’est I’enveloppe absolument p-convexe de X)
on voit qu’une convergence est p-convexe si et seulement si elle admet
un systéme fondamental de bases de filtres tendant vers 0 constituées
d’ensembles absolument p-convexes.

Au lieu de 0_-convexe, on dit ausi, selon les auteurs, pseudo-convexe,
quasi-convexe, semi-convexe.

2.1.4. Si un point @ = (a,) galbe un opérateur u: E—F, ou F est
o0 .
un espace vectoriel & convergence complet, la série Y'a,u(x,) converge
0
pour toute suite z,—0 dans E.

2.1.5. Si une base de filtre a de K’ galbe u, et si a: J—I est une
injection, la base de filtre coo des {406 = (ayy))y| @A}, Aca, galbe u.

Mieux: si § est ’ensemble de toutes les injection J—I, la base de
filtre de K’ des {aca|acd, geS}, Aea, galbe u.
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2.1.6. Si une base de filtre a galbe u, toute base de filtre plus fine
que a galbe u; la base de filtre da galbe u (cf. 0.1.1). u est galbé par toute
combinaison linéaire finie Y's,a, de bases de filtres ¢, de K' galbant u.
L’ensemble des a <K’ galbant « est donc un espace vectoriel.

2.1.7. Si E et F sont des espaces vectoriels & convergence équilibrée
(n° 0.1.2.5) toute base de filtre de K’ galbant u est plus fine qu’une base
de filtre a galbant « ,solide”, c’est-a-dire telle que, pour tout Aca et
pour tout aed, bed si |b; < |a;| pour tout <.

2.1.8. Si E et F sont des espaces vectoriels & convergence équilibrée
et si une base de filtre a de K’ galbe u: E—F, u est encore galbé par la
base de filtre & des 4 (fermeture dans K’ pour la topologie produit), A ea.

En effet si Aea, aed, X c E est équilibré, ¥ = k)Z’b,-u(X), JclI

4

est fini, il existe be A tel que |a; — b,| < |b,] pour tout ieJ, d’olr

1) Zaiu(x D) (a;—b)u(X) +2b wX)c Y+ Y.

ieJ ieJ

Donc UZ'@u(Z)»O quand 4 parcourt a et X parcourt un filtre
acd
de F tendant vers 0: @ galbe u.

2.1.9. SiacK'galbeu: D—>E et beK’ galbev: E—~F,alors b @ ae K7 *!
galbe vou. Plus généralement, si des bases de filtres a dans K’, 8 dans K’
galbent respectivement u et v, vou est alors galbé par la base de filtre
f®a des BRA = {b®al beB,acA}, Bef, Aeca. vou est également
galbé par la base de filtre (de K')

y = {deJBz’b,mBea,Am].

Soit en effet £ un filtre de D tendant vers 0. Soit beBef, a’cA pour
jeJ, Xe& 8i K < J est fini on a

;‘ [ﬂzx'b,a’] vou(X) < Zb,'v [2 a’u(X)] U 2’ b,v[mLiZau(I)]

Ces ensembles tendent vers 0 dans ¥ quand X, 4, B parcourent
& a, B et par conséquent y galbe vou. De méme,

U D'be00u(X) c %Z'b,u[% Z’a,.u(X)]
i a 1

beB,aed 777
donc g ®a galbe vou.

2.1.10. Soit un opérateur linéaire u: E->F, I’espace vectoriel & con-
vergence F étant engendré par un ensemble # de bases de filtres de H



2.1. Bases de filtre galbant un opérateur 53

(ef. 0.1.2.3): pour qu’une base de filtre a de K galbe «u il suffit que la base
de filtre des {J )" a;u(X), Aea, X €&, tende vers 0 dans F pour tout £e&F.

aed

2.2. DEFINITION DU GALBE D'UN OPERATEUR

2.2.1. DEFINITION. Soient E et F des espaces vectoriels & conver-
gence contractée et soit u: E¥—F un opérateur linéaire.

Le galbe de u, noté ¥(u), est ’espace vectoriel & convergence contractée
défini comme suit.

(i) L’espace vectoriel sous-jacent & %(u) est ’ensemble des suites a e KN
qui galbent . Autrement dit, pour que ae%(u) il faut et il suffit que,
pour tout filtre £ de F tendant vers 0, la base de filtre de F des )" a, u(X),

n=0
X ek, tende vers 0 dans F.

(ii) Un filtre a de ¥(u) tend vers 0 si et seulement si a est plus fin
qu'un filtre contracté de ¥(u) galbant u.

%(u) est bien un espace vectoriel 4 convergence contractée. Cela
vient de 2.1.6, du fait que toute combinaison linéaire de filtres contractés
est contractée, et que da, est contracté et galbe u pour tout ae%(u).

2.2.2. DEFINITION. Pour tout espace vectoriel & convergence contrac-
tée E, le galbe de E, noté 4 (E), est le galbe ¥ (ig) de I’application identique
ip de E.

2.2.3. On pourra écrire ¥(u: E—~F) au lieu de %(u). Si E < F,
on note

4(E < F)

le gai.lbe de l'injection canonique E—F.
On interprétera ces définitions dans des cas particuliers (cas ou E, F
sont topologiques ou bornologiques, notamment) en section 2.3.

2.2.4. PROPOSITION. Soit un opérateur linéaire w: E—~F, E et F
spaces vectoriels a convergence contractée. ,

a) Pour qu'une base de filtre a de ¥ (u) galbe u il faut et il suffit que
da—>0 dans Y(u).

b) Pour tout A<K"™, {A} galbe u si et seulement si A est un borné de
G(u).

¢) Un espace vectoriel de suites & convergence contractée G = K™ galbe
u 8i et seulement 8i G = ¥ (u) contindment (et pour cela il suffit que tout
filtre contracté tendant vers 0 dans G galbe u).

d) 8i v est un autre opérateur linéaire entre espaces vectoriels a con-
vergence contractée, ¥(u) = ¥(v) continiment $i et seulement 8i toute base
de filtre galbant w galbe v.
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Démonstration de a). Si a galbe u, da galbe u et est contracté
donc tend vers 0 dans ¥(u). Réciproquement, si da tend vers 0 dans ¥(u)
et si un filtre contracté £ de F tend vers 0 dans E, la base de filtre des
U Y a,u(X), Aea, Xeé, tend vers 0 dans F car elle est égale & celle des

UZ aneu(X), Aea, Xe&, ¢> 0; donc a galbe w.

Evidemment, 4 = %(u) si {A} galbe u, donc b) est un cas parti-
culier de a).

Prouvons c). Il suffit d’établir que G < ¥(u) si tout filtre de G ten-
dant vers 0 galbe u; si aeG, da galbe «, donc (comme ci-dessus) a galbe
uU: ae9(u).

Démonstration de d). Supposons que ¥(u) < ¥(v) continiiment.
Alors toute base de filtre a galbant « galbe v (et la réciproque est immé-
diate). En effet u est galbé par la base de filtre o’ des | ) a,¢,, Aca;

acd

si {0} ¢a, u est continu, donc ¥(u) contient 1'espace I° des suites & support
fini; da’ >0 dans ¥(u), donc dans ¥(v): v est galbé par a’, donc par a.

2.2.5. Soient des espaces vectoriels & convergence contractée G; = Ky,
i = 0, 1. Les remarques suivantes nous seront utiles

2.2.5.1. Pour que G, c G, continiment il suffit que tout filtre con-
tracté tendant vers 0 dans G, ait sur G, une trace tendant vers 0.
Car s8i ae@G,, 6a—0 dans G,, ¢ac@, pour un ¢ > 0, d’'ou @G, c G,.

2.2.5.2. Supposons que les @; soient des galbes d’opérateurs con-
tinus ou, plus généralement, qu’ils vérifient les propriétés suivantes:
(i) G; o I°, ’espace des suites & support fini; (ii) pour que ae@G; il faut
et il suffit que 1’ensemble a’' = 2' a,e, soit un borné de G,; pour qu’un
filtre a de G; tende vers 0 il faut et il suffit que la base de filtre a’ des
U a', Ae<a, tende vers 0.
aed

Alors, pour que @, = @, contintiment, il suffit que I’ = G, continiiment
pour la convergence induite par G, sur .

2.2.6. PROPOSITION. Soit wun opérateur linéaire u: E,—E; enlre
espaces vectoriels a convergence contractée.
a) u est continu 8i et seulement 8t 4(u) # {0} et on a alors (cf. 0.1.7.1)

(2.2.1) ) c 9(u) contintiment.

En particulier, I} c ¢(E) continfiment pour tout espace E.
b) 8i u(FE,) n'est pas adhérent 4 0 dans E, on a

(2.2.2) %(u) c ' contindment.

En particulier, 9(E) < 1* contintiment 3i Vespace E est séparé et non
nul.
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Démonstration. La premiére assertion de a) est évidente et si
est continu, {e,|n > 0} est borné dans ¥(u), d’ou (2.2.1) (cf. 0.1.7.1).

Prouvons b). Soit a un filtre de ¥(u) tendant vers 0 et soit ¢ E, tel
que () ne soit pas adhérent 4 0. La base defiltredes | Y a,u(s,2),

oo acd,l8yl<s

Aea, ¢ >0, tend vers 0 dans E,, d’ou [esup ) |a,|Ju(®)—0. Il existe
aed 0

donc A ea borné dans I': si a est Fontracté il a sur I! une trace tendant
vers 0; on applique 2.2.5.1. ‘

2.2.7. PrROPOSITION. Soient des opérateurs linéaires continus
DSESPF,
D, E, F étant des espaces vectoriels d comvergence coniractée. On a alors
(1) Y (u) =« Y(vou) e F(v) c Y(vou), contindment.

On a donc en particulier 9(E) < ¥(v) contindment et ¥(E) c 9(u)
continiiment.

De plus, soit | un espace vectoriel de suites a convergence conlractée
vérifiant 1) = 1 = 9(u) contindiment. On a alors

(2) 9I(v) c 9(l €« F(vou)) c F(vou), continidment.
D’ou
(3) Y(E) c 9(9(u)) « 9(u), continiment.
8i 1) =l c¢ 9(E) contindtment, on a
(4) G(v) = 9l =« ¥(v)) Dbicontindment
et, si la convergence de | est induite par celle de 9(E),
(5) 9(l).= 9(9(E)) = 9(E), bicontindment. )

Démonstration. On applique 2.1.9. D1. Etant continus, % et v
sont galbés par ¢,. Donc, si a galbe u et B galbe v, {{e,}} @ a et f ®{{eo}}
galbent vou. Par suite a et 8 galbent vowu, ce qui donne (1).

D2. Soit # une base de filtre galbant v et soit a une base de filtre
contractée tendant vers 0 dans Il: a galbe %, donc la base de filtre contrac-
tée des bU Z'bnA, Bep, A<a, galbe vou, donc tend vers 0 dans ¥(vou).

B

B galbe donc l'inclusion ! « #(vowu), d’oi la premiére inclusion de (2)
(cf.2.2.4,d)). '

D3. Soit e une base de filtre contractée tendant vers 0 dans #(l =
9(vou)). {e,ln > 0} étant borné dans ! et a étant contracté, la base de

filtre o’ des \J )" a,¢,, Aca, tend vers 0 dans ¥(vou), donc a galbe vou,
aed

d’ol (proposition 2.2.4, c)) la seconde inclusion de (2).
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D4. On obtient (3) en prenant iz et ¥(u) pour » et ! et (4) en faisant
% = igx. On trouve (5) en faisant ¥ = » = iy et en remarquant que ¥(l)
= ¥(l ¢ 9(F)) bicontiniiment (proposition 2.4.1 infra).

2.2.8. Si E est un espace vectoriel & convergence soit 12, (E) 'espace
vectoriel I°(E) = E™ des suites de E 3 support fini muni de 1a ,,conver-
gence uniforme sur N”: [? (¥) admet pour systéme fondamental de bases
de filtres tendant vers 0 1’ensemble des {I°(X)|0<Xe£} ou & parcourt
’ensemble des filtres de E tendant vers 0 et ou I°(X) est I’ensemble des
suites de points de X 4 support fini. ‘

Si uw #0, 9(u: E—~>F) (E,F 3 convergence contractée) s’identifie
4 un sous-espace de ’espace £(I (E), F) des opérateurs linéaires conti-
nus I, (E)—>F. En eifet, ae¥(u) si et seulement si application (z,)—> ) a,u
(z,) de I%,(E) dans F est continue. Une base de filtre de ¢ (u) galbe « si et
seulement si elle converge continiment en 0 vers 0 ([21], p. 96) et un
ensemble est borné dans ¥(u) si et seulement s’il est équicontinu.

On aurait pu munir %(u) de la convergence continue sur I% (E) ([21]).
Par souci de simplicité on a préféré munir ¥(«) de la convergence contrac-
tée ,,associée” & la convergence continue. La propoesition 2.2.4 montre
qu’on ne perd ainsi aucune information sur «, puisqu’on suppose E et F
a4 convergence contractée.

Observons que ce que nous dirons des parties bornées des galbes
4 (u: E—~F) resterait vrai pour des espaces E et F & convergence équi-
librée quelconques (définition 0.1.2.4) & condition de munir %(u) de la
bornologie équicontinue”.

2.3. CAS PARTICULIERS

2.3.1. Etant donné un espace vectoriel 4 convergence de suites @,
on peut considérer la classe des opérateurs galbés par @. Si I c G = I!
continiment, c¢’est un "idéal” d’opérateurs linéaires continus contenant
tous les opérateurs se factorisant par un espace galbé par G (& conver-
gence convexe en particulier): proposition 2.2.7.

2.3.1.1. Pour qu’un opérateur linéaire #: E—F entre espaces & con-
vergence contractée soit galbé par [j (cf. 0.1.7.2), c’est-d-dire pour que
I} = #(u) continiiment, il faut et il suffit que, pour tout filtre {0 dans F,
la base de filtre des U )} a,u(X), X<§, ¢, > 0 pour tout n, tende vers 0
dans F. lagi<en

Cela se déduit immédiatement de 0.1.7.2 (et de 2.2.4, c) et £.1.5).

Pour que I; galbe u il suffit qu’il existe ae¥(u) tel que a, > 0 pour
tout n (autrement dit que 1° < % (u)). Mais ce n’est pas nécessaire: on

a par exemple ¥(l) =1 bicontiniment (relation (2.5.6) infra). Notons
cependant le point suivant.
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2.3.1.2. Supposons que la convergence de F soit engendrée (0.1.2.2)
par un ensemble fini ou dénombrable de filtres, celle de ¥ par des filtres
4 base dénombrable: pour que I} galbe »: E—F il faut et il suffit que
P < & (u).

Cela se déduit aisément de 2.3.1.1. On peut aussi utiliser le lemme
suivant.

2.3.1.3. LeMME. 8¢ E et F sont comme en 2.3.1.2 ci-dessus, ¥ (u: E—F)
admet un systéme fondamental de filtres tendant vers 0 contractés et & base
dénombrable.

En effet, soit a un filtre de ¥(u) contracté et tendant vers 0. Si la
convergence de E est engendrée par des filtres contractés &,, h >0, il
existe dans F des bases de filtre dénombrables 7, = (¥p,x)r=0 tendant
vers 0 et vérifiant la propriété suivante. Pour tous h et k il existe 4, ,ca
(équilibré) et X, <&, tels que D' a,u(Xy,) < Y, pour tout aed,,.

n

On voit que % est galbé par le filtre engendré par ’ensemble des =4, ,,
e>0, h>0, k> 0. Ce filtre est moins fin que a, 3 base dénombrable,
contracté (il tend donc vers 0 dans ¥ (u)).

Prouvons 2.3.1.2: si I{ « ¥(u) continiiment, il existe une suite de
voisinages 4, de 0 dans I{ tendant vers 0 dans ¥(w). D’aprés 1.1.7 et 0.1.7.2
il existe des ¢, > 0 tels que A = }"¢,e, soit absorbé par chaque 4,, donc
borné dans ¥(u): {4} galbe u, donc (&,) e ¥ (u).

2.3.1.4. Si 0 < ¢< p <1, un espace vectoriel & convergence contrac-
tée F est de convergence p-convexe (resp. q.-convexe) (cf. 2.1.3) si et
seulement s’il est galbé par I” (resp. par 1" = (M I" muni de la topologie
borne supérieure). >4

Cela se vérifie aisément, ainsi que ce qui suit.

Notons C,(X) ’enveloppe absolument p-convexe d’'un ensemble X.
Si (F, ¢) est un espace vectoriel & convergence contractée quelconque,
I'ensemble des bases de filtre C,(§) = {C,(X)|Xe&} (resp. Oy (§)
={C,(X)| X ek, r> q}), £e¥, est un systéme fondamental de bases de
filtre pour une convergence contractée €, (resp. €,,) p-convexe (resp.
¢.-convexe) sur E, 1a plus fine qui soit moins fine que ¥.

Pour qu’un opérateur lindaire u: (E, ¥)~>F soit galbé par I” (resp. ")
il faut et il suffit qu’il se factorise (continiment) par un espace vectoriel
A convergence p-convexe (resp. ¢,-convexe); plus précisément il faut
(et il suffit) que u: (E, €,)—>F (resp. (E, ¢,,)—~F) soit continu.

¢, est une topologie (resp. une bornologie) si ¥ en est une. %, est
une topologie si ¢ en est une. Voir, plus loin, 6.1.2.4.

2.3.1.5. On rencontrera aussi des opérateurs ,,exponentiellement
galbés”, c’est-a-dire galbés par la suite (27"),5,-
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2.3.2. Opérateurs entre espaces vectoriels topologiques.

2.3.2.1. Si E et F sont des espaces vectoriels topologiques, ae ¥ (u: E—F)
(resp. A est un borné de 9 (u)) 87 et seulement 8'il existe, pour tout voisinage V
de 0. dans F, un voisinage U de 0 dans E lel qu’on ail

Za w(U)cV [resp UZa u(U) = V]

aed

et une base de filtre a de K™ galbe u 8i et seulement 3i, pour tout voisinage V de 0
dans F, il eviste A ea et un voisinage U de 0 dans E tels qu’on ait () Y 'a,u(U)
aed

< V. Rappelons qu'un filtre de %(u) tend vers 0 evactement quand il est
plus fin quw'un filtre contracté de I (u) galbant u.

2.3.2.2. Par exemple, pour que Ij galbe « (cf. 2.3.1.1) il faut et il
suffit que, pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe un voisinage U
de 0 dans E et des £, > 0 tels que > ¢, u(U) = V.

On caractérisera en section 6.1 les espaces vectoriels topologiques
galbés par I{. On donne des exemples en 2.5.2 et aux sections 3.2 et 3.3.

D’aprés 2.3.1.2 un espace métrisable E est galbé par I si et seulement
si 'S 9(B).

2 3.2.3. Pour que ¥(FE) =1 bicontiniment, od E est un espace
vectoriel topologique, il faut et 1l suffit qu'’il existe un voisinage V de 0
dans F tel que, pour tout voisinage U de 0 dans E, il existe N tel que
V n’absorbe pas U+ ... + U (N termes).

Voir la proposition 6.6.2, plus loin. Par exemple ¢(L¥) = IY bicon-
tiniment &i 2 est de mesure non nulle et sans atome (0.3.4 et 3.1.6). Voir
aussi 2.5.1.2 et les propositions 6.6.6 et 6.6.7.

2.3.2.4. Supposons les topologies de E et F métrisables, définies
par des F-normes |-|. Soit n(4) = suplu(iz)ifiizl, z<E, 0< |z <1,

A > 0. = est une fonction croissante, sous-additive, nulle en 0 et b,l" = ¥(u)
continiment (cf. 0.3.7). » est donc galbé par If si #(0+) = 0.
En effet, si Y'n(la,l) <m et |r,]<e/m<1, on a

N o -
HZ a”u(m”)” < Z ”“’(anmu)“ < 271( Ia,,l) ”mn” L ¢
(1] 0 2

Les By (m), m < oo, sont donc des bornés de ¥(u), ce qu’il fallait démontrer.

2.3.2.5. Si 0 < ¢< p <1, dire qu'un espace vectoriel topologique £
est localement (ou de topologie) p-convexe (resp. ¢,-convexe), c'est dire
qu’il admet une base de voisinages de ’origine ¥V, absolument p-convexes
(resp. absolument p,-convexes, pour des p; > ¢) (ef. 2.1.3), ou qu'il est
galbé par IP (resp. 1)

Pour cela il faut et il suffit que la topologie de E puisse étre déﬁme
par une famille de ,,p-seminormes” »; (resp. par une famille de F-seminor-
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mes »;, chaque »; étant une p,-seminorme pour un p; > p). Une p-seminorme
est une F-seminorme » vérifiant v(ix) = [{|’v(z). La puissance p*™° de la
jauge d’un ensemble absolument p-convexe est une p-seminorme.

On a unrésultat un peu plus fin: si ¢ est une fonction d’Orlicz sousmul-
tiplicative (cf. 0.2.7), une topologie vectorielle 7 est galbée par 1” si et
seulement si elle peut étre définie par un ensemble de ,,oc-seminormes”,
c'est-a-dire de F-seminormes » vérifiant »(iz) < o(|t|)»(z). On observera

en effet que si I° galbe F, les vy (z) = Inf{} o(la,|)|ve ) a, U}, U voisi-
0

nage de 0, constituent un ensemble de os-seminormes définissant la topolo-
gie 7. On voit qu’une g-seminorme vérifie »(ix) > o_,)([¢])v(z) (cf. 0.2.4);
par suite, une o-seminorme est une p-seminorme si o(t) = t*.

Un opérateur E—F, E espace vectoriel topologique, est galbé par I*
(resp. 1%*) si et seulement s’il se factorise par un espace vectoriel topolo-
gique localement p-convexe (resp. ¢ -convexe) (cf. 2.3.1.4 et 6.1.2.4).

2.3.2.6. Le théoréme suivant (cf. [44]) a été établi par S. Rolewicz
([84]) et par T. Aoki ([7], ou I'on obtient une valeur de p moins bonne
qu’en [84]).

THEOREME 2.3.2.6. Tout espace vectoriel topologique localement borné E
‘est localement p-conveze pour un p > 0, et sa topologie peut étre définie par
une p-seminorme. $

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans E borné équilibré
fermé. V + V est borné, donc V4V < 2"?V pourunp > 0. Les V, =2""?V
constituent une base de voisinages de 0 et vérifient V,, ,+V,,, < V,
donc (0.1.4.1) la topologie de E peur étre définie par une F-seminorme
i1l telle que TeV, <z < 2™ Si pour k,n entiers 27* ' < A? <27% et
27N Il 277, Awe2 TP d'on

(2.3.1) Az < 277 * < 2177 AP < 4jw)) 47,

Done I* = I” (continiiment) si = (1) = sup|Az||/l|z|, |lz|| <1, et par
2.3.2.4, I? galbe E: E est localement p-convexe, et on termine facilement
(cf. 2.3.2.5 ci-dessus).

ExEMPLES. Si L? est de dimension infinie, avec 0 < p <1, ¥(L%) = I?
bicontiniment. On a aussi ¥(I”) = !I” bicontiniment 8i o est une fonction
d’Orlicz sous-additive et sous-multiplicative (n° 3.1.9).

2.3.2.7. Pour qu’un espace vectoriel topologique soit localement
g.-convexe, 0 < ¢ < 1, il faut et il suffit qu’il posséde une base (V,) de
voisinages de 0 telle que V;+ V, c 271V, avec p; > .

Car, par (2.3.1), cela entraine que V¥, absorbe son enveloppe abso-
lument p,-convexe.

On verra par exemple (3.2.4) que ¢ (1%*) = 19" bicontiniment.
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2.3.2.8. On donnera plus lein (corollaire 5.6.9) un critére de méme
type pour qu’un espace vectoriel topologique s0it exponentiellement
galbé.

2.3.3. Opérateurs entre espaces vectoriels bornologiques.

2.3.3.1. 8i E et F sont des espaces vectoriels bornologiques, ae 9 (u: E—F)
(resp. A est un borné de 9 (u)) si et seulement 31 )" a, u(B) [resp. UZ' a,u(B)]

est borné dans F pour tout borné B de E, et une base de letre a galbe u si

et seulement 8i, pour tout borné B de E, il existe Aeca tel que | 3 a,u(B)
aed

s0it borné dans F. Cela détermine la convergence de 9 (u).

2.3.3.2. Pour que u: E—F soit galbé par I il faut et il suffit que,
pour tout borné B de E, il existe des ¢, > 0 tels que )" ¢, %(B) soit borné
dans P.

Par exemple I galbe la bornolog1e de tout espace vectoriel topologique
métrisable.

On étudiera au chapitre VI les bornologies galbées par If.

2.3.3.3. Si F est muni d’une bornologie & base dénombrable, [{ galbe E
si et seulement si I° < % (E). Oela résulte de 2.3.1.2.

2.3.3.4. On a un critére analogue a 2.3.2.3 pour qu’une bornologie
ait ) pour galbe (proposition 6.6.2, infra). Par exemple,

(2.3.2) %) =1y Dbicontiniment.

En effet, si un filtre a tend vers 0 dans %(3), il existe Aca tel que

U Y a,e,s0it borné dans I§ (car {e,n >>"0} est borné dans I§) ce qui entra.me
aed

que A est borné dans I (cf. 0.1.7.1) et donc que ¥(I}) = I} contmﬁment,
d’ou (2.3.2) (d’aprés 2.2.5.1 et 2.2.6).

2.3.3.5. Si 0<¢g<p<1, dire qu'une bornologie vectorielle est
p-convexe (resp. p,-convexe) c’est dire qu’elle admet un systéme fonda-
mental de bornés B; absolument p-convexes (resp. absolument p;-con-
vexes, pour des p; > ¢q) (cf. 2.1.3), ou qu elle est galbée par I? (resp. 177).
Pour les opérateurs galbés par I cf. 2.3.1.4.

2.3.4. Opérateurs d’un espace vectoriel bornologique E dans un espace
vectoriel - topologique F.

2.3.4.1. $(u: E—~>F) est alors un espace vectoriel topologique: c’esl
Densemble des suites a telles que D)’ a,u(B) soit borné dans F pour tout borné B
de E, muni de la topologie admettant pour base de voisinages de Vorigine
Vensemble des

T(V,B) = {ae?(u)lZ'anu(B) = V],

V voisinage de 0 de F, B borné de E. .
Cela se vérifie facilement.
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On verra plus loin que ¥(u) est complet (proposition 5.2.4).

Par exemple, ¥(u: E—F) est un espace vectoriel topologique loca-
lement borné complet si F et F sont des espaces vectoriels topologiques
localement bornés.

2.3.4.2. 8i u: E—F est continu (c’est-2-dire borné), u est galbé par Ij.

En effet, de I} < %(u) continiiment on dédnit I§ = ¥ (%) continfiment
puisque #(u) est topologique (cf. 0.1.7.2).

Cela signifie que, pour tout voisinage V de 0 dans F' et pour tout
borné B de E il existe des ¢, > 0 tels que Y’¢,%(B) = V. On en déduit ceci:

2.3.4.3. 8i F, et F sont des espaces vectoriels topologiques, tout opéra-
teur linéaire bornifiant (envoyant un voisinage de 0 sur un borné) uw: F,—F
est galbé par 17.

En effet, v = iov, o i: bF—F est galbé par Ij et v: F,—~bF est
continu. | :

On donnera des réciproques (6.6.6 et 6.4.1).

2.3.4.4. On vérifie aisément qu’on a, pour toute fonction d’'Orlicz
concave g, '

%(ly < 1) =1° Dbicontintiment.

2.3.4.5. On a évidemment, si F est un espace vectoriel bornologi-

que, F' quelconque,

b9(u: E—F) =b%(u: E—~bF) bicontiniment.

2.3.5. Opérateurs d’un espace vectoriel topologique E dans un espace
vectoriel bornologique F'.

Y(u: E—F) est alors un espace vecloriel bornologique, et pour que A
s0it un borné de ¥ (u) il faut et il suffit qu’il existe un voisinage U de 0 dans
E tel que \J )" a,u(U) soit borné dans F.

aed '

En effet cette condition est suffisante pour que A soit borné dans
%(u), c’est clair (proposition 2.2.4). Et si un filtre a galbe %, il existe Aea

et un voisinage U de 0 dans E tels que | ) a,u(U) soit borné dans F':
a4 .
A est borné dans ¥(u), qui est donc bornologique (0.1.6.1).

Notons b,E ’espace E muni de sa bornologie additive (cf. 0.3.10).
On déduit immédiatement de ce qui précéde qu’on 2

Yu: E—>F) c 9(u: b,E—F) continiment.

2.4, GALBE DES STRUCTURES INITIALES ET FINALES

Rappelons qu’on munit toute intersection d’espaces vectoriels & con-
vergence de la borne supérieure des convergences induites, et toute réu-

nion filtrante de tels espaces de la convergence limite inductive. Voir
0.1.8.
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2.4.1. ProPOSITION. Soit u: E—F un opérateur linéaire continu, E
et F espaces vectoriels a convergence coniractée. Supposons que la conver-
gence de F soit la moins fine rendant continus des opérateurs linéaires u,:
F—>F,, les F, étant & convergence coniractée. On a alors

Y(u) = (9Y(u,0u) bicontintiment.
i

Ou a en particulier

9(F) = N9 (u: F>F;) bicontindment

dou NG (F;) c 9(F) continiiment.
i

On sait que 8i les F'; sont des espaces vectoriels topologiques, F se¢ trouve
muni de la topologie la moins fine rendant les u; continus.

De méme, si F, est topologique (resp. bornologique) et 8i F c F, est
muni de la topologie (resp. bornologie) induite, on a 9(F,) = 9(F) conti-
niment.

Démonstration. En vertu de 2.2.7 il suffit de démontrer que
N %(u;0u) =« 9(u) continiment. Soient a un filtre tendant vers 0 dans

i

le premier espace, ¢ un filtre tendant vers 0 dans E. Pour tout i, a galbe

u,0u, donc 1a base de filtre des (| ) )" a,u(X)), Aea, X e, tend vers 0
aed

dans F;. La base de filtre des () )" a,%(X) tend donc vers 0 dans F': a galbe

aed
u et on applique 2.2.4. Les derniéres assertions renvoient & 0.1.8.

2.4.2. PROPOSITION. Soit u: E—~F un opérateur linéaire continu, E
et F espaces vectoriels & comvergence coniractée. Supposons E muni de la
convergence vectorielle la plus fine rendant continus des opérateurs linéaires u,;:
E,~E, U u,(E;) engendrant E, les E; élant & convergence contractée. On a

‘

alors
G(u) = (Y (uowu;) bicontinfiment.
1

En particulier
Y(E) = (¥ (u;: E;,—~E) Dbicontintiment
i

doi (M 9(E;) c« 9(E) contintiment.
i

Rappelons que si les B, sont des espaces vecloriels bornologiques, E se
trouve muni de la bornologie la plus fine rendant bornés les u,.

De méme, si E, est topologique (resp. bornologique) et 81 E est un espace
vectoriel topologique (resp. bornologique) quotient de E,, alors 9(E,) < 9(E)
contindiment.
































































































































































































































































































































































































































































































