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Introduction

En 1959, Granas introduisait avec sa théorie de transversalité topologique
pour les applications compactes dans les espaces de Banach, des techniques
topologiques permettant I’¢tude de problémes aux limites. Cette approche que
nous utilisons dans ce texte est basée sur la notion d’applications “essentielles”
pour les opérateurs compacts. La méthode consiste & introduire un paramétre
et dés lors 4 considérer une famille d'équations différentielles sur laquelle une
majoration a priori des solutions est obtenue. Cette famille de problémes aux
limites ou & valeur initiale est ensuite transformée en problémes de point fixe
d’opérateurs compacts. L'invariance par homotopie de la propriété d’étre
“essentielle” permet alors de déduire IP'existence d’un point fixe et par
conséquent d’une solution au probléme original. (Pour plus de détails, voir
Dugundji-Granas [DG].) Cette technique de “bornes a priori” a été introduite
par S. Bernstein en 1912 et les résultats obtenus alors ont été généralisés en
1978 par Granas, Guenther et Lee [GGLI1].

Ces derniers considéraient '’équation différentielle:

Y=t yy) 0<r<l,
yed (ie. y est assujetti 4 certaines conditions aux limites)
ou f était une fonction continue vérifiant les hypothéses suivantes:
(1) |/ (¢, w, )| < A(r, u)p* + B(t, u)
avec A et B bornées sur [0, 1]x[—k, k] pour tout k>0,
2 il existe M 2 0 tel que uf(t, u, 0) > 0 pour |uj > M.

IIs obtenaient alors I'existence d’une solution ue C2[0, 1]. Ici nous affaiblissons
I'’hypothése de continuité sur f en demandant que f soit une fonction de
Carathéodory. Nous obtenons alors Pexistence d’une solution faible
ue H?*(0, 1) (chapitre 1V).

Ce résultat est généralisé de nouveau au chapitre V. L’hypothése (2) est
remplacée par une d’existence de sur- et sous-solutions:

(3) il existe g, ye WH=(0, 1) telles que o(f) < Y (1) et
"= f(t e ®), ¥'@O<SflLyY® ¥e) pp te@1)

et g et Y sont assujetties a certaines conditions aux limites.
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Nous obtenons alors I'existence d’une solution ue H*(0, 1) telle que o(t) < u(r)
< Y(t). Entre parenthése, on remarque que I’hypothése (2) implique que
M (— M) est sur- (sous-)solution.

En 1980, Granas, Guenther et Lee [GGL2] considéraient le méme
probléme (avec f continue) dans lequel ils affaiblissaient la condition de
croissance de type Bernstein (1) en une de type Bernstein-Nagumo:

(4) il existe y: [0, 00)—(0, c0) telle que v, x/t(x)e Ll,.[0, o) et |f (¢, u, p)|
< ¥(pl) pour (¢, we[0, 1]x[—M, M] et j: xdx/(x) > 2M (M est la
constante donnée dans (2) et C dépend des conditions aux limites).

Dongc, sous les hypothéses (2) et (4), ils obtenaient I'existence d’une solution
classique. Nous généralisons leur résultat de fagon a obtenir 'existence d'une
solution faible en supposant que f est une fonction de Carathéodory
satisfaisant (2) et

(5) pour tout k>0, il existe ¢,el?(0, 1), |f(z u, p)l < ¢, (t) pour [u| <k,
Ipl <k, et il existe &: [0, 0)—(0, o©), x/P(x)e L. [0, o) telle que

1/t u p)l < (P, 1] < M et j: xdx/®(x) > 2M.

Ce résultat est [ormulé dans le texte de facon plus générale dans le cas -ou
I'existence de sous- et sur-solutions est supposée (3) (chapitre VI).

Récemment, Granas, Guenther, Lee et O’'Regan [GGLO] ont considéré ce
probléme sur lintervalle [0, o)

Y& =f(t, y@), y©) t20, y(0)=lim y(t) =0,

[+
ou f est une fonction continue satisfaisant les hypothéses (1) et (2). Ils
obtenaient alors Iexistence d’une solution ue BC?[0, o) telle que u(0) = 0. La
condition lim,_, ., u(f) = 0 est assurée par I’ajout d’hypothéses supplémentaires.
Nous généralisons d’abord ce résultat pour une fonction de Carathéodory, puis
nous 'affaiblissons en remplagant I’hypothése (2) par une d’existence de sous- et
sur-solutions et finalement en imposant sur f une condition de croissance de
type Bernstein—-Nagumo,

Ces généralisations apparaissent dans le texte comme corollaires a des
problémes pour des équations différentielles avec comme membre de droite un
opérateur multivoque.

Le principal probléme de ce texte en est un de la forme suivante:

w'(tye F(r, u(r), u'(1),
ou(0)— fu'(0) = r,

au(l)+bu'(l)=s ou limu(f)=0.

=



Introduction 7

Cette formulation a été inspirée d'un article de Chang [CH] dans lequel il
considérait des problémes de cette forme pour des équations aux dérivées
particlles de type elliptiques. Les résultats obtenus sont de méme nature que
ceux mentionnés plus haut pour des problémes univoques.

Lee et O’Regan [LO] se sont aussi intéressés a des problémes a valeur
initiale:

Y@ =1t y@), tef0, T, y0)=r,

ou la fonction f: [0, T]x R"— R" est continue et satisfait une condition de
croissance:

(6) |f(t, u)) < Y(lu]) avec Y continue et positive.

La question posée était pour quel intervalle existe-t-il ou n’existe-t-il pas de
ac

solution a ce probléme. Ils obtenaient alors que pour tout T< T, = Ilrl dx/r(x)

le probléme posséde une solution et que ce résultat est en fait le meilleur
possible pour cette fonction . Au chapitre I1, nous généralisons ce résultat en
enlevant I'hypothése de continuité sur f (et sur ). Nous supposons que f est
soit une fonction de Carathéodory, soit un opérateur multivoque.

En 1984, dans sa thése de doctorat, O'Regan [OR] a considéré des
problémes d valeur initiale dans un domaine complexe:

y(2) = f(z, y(2)), zeBAT), y0)=reC".

Sur f une condition de croissance soit linéaire, soit quadratique était imposée.
Dans ce texte, une condition de croissance plus générale sera imposée
(I f(z, w)| < ¢ (llul])) pour laquelle nous obtiendrons I'existence de solution sur
B¢(T) pour /2T < T,.

Une grande part de la matiére de ce texte est incluse dans la thése de
doctorat de I'auteur a 'Université de Montréal. Je tiens & exprimer toute ma
gratitude & mon directeur de recherche, le professeur A. Granas.

I. Préliminaires

I.1. Notations et définitions

Dans ce chapitre, nous allons donner les principales notations, définitions
et résultats qui seront utilisés par la suite.

Nous noterons par C*(I) I'espace des fonctions 4 valeurs réelles continiiment
différentiables jusqu’a 'ordre k (ke N) et ou [ est un intervalle ouvert dans
R (borné ou non). On munit C¥(I) de la norme |u|, = max{[ull,, ..., |u®|o}
ou |lufq = sup{lu(t)], tel}. C¥(I) dénotera I'espace des fonctions  fois contind-
ment différentiables et 4 support compact dans I.
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Par C(I: R") nous signifierons I’espace des fonctions continues a valeurs

dans R". Nous utiliserons habituellement sur R la norme |v|| = /v +...+0}?
ou v=(v,,..., v,) et nous noterons u-v = (tty, ..., U,) (Vy, ..., V).

(I.1) THEOREME (Arzela—-Ascoli). Soit X un espace normé compact.

(i) Un sous-ensemble M de C(X: R") est relativement compact dans C(X:R")
si et seulement si il est borné et équicontinu (ie. VxeX Ve > 0 36 > 0 tel que
lx—yll <é=lfx—fyll <& VfeM).

(ii) Soit la famille {f,} dans C(X:R"). Si elle est équicontinue et bornée
ponctuellement alors la suite (f,) posséde une sous-suite uniformément conver-
gente.

(1.2) DErINITION. Une fonction f: I x R"— R™ est dite de Carathéodory si
(a) f(z, ) est continue par rapport a u presque pour tout tel;
(b) f(t, u) est mesurable par rapport & ¢ pour tout ueR".

(1.3) DErintTION. Une fonction f: I x R"— R™ est dite de type .# si pour
toute fonction mesurable u: I—-R", la fonction t—f(t, u(t)) est mesurable.

Remarquons qu'une fonction de Carathéodory est de type 4.

Soit f: IxR"—=R", f=(f;, ..., f,)- De cette fonction, deux applications
sont induites:
S wy= (1,0t w), ..., fult, W), fit,w)=(/;tw), ... [t w)
ou
Jit, w) = liminf fi(t, y) et  fi(¢, w) = limsup fi(z, y).
y-u y—u

Notons que pour tout tel, les fonctions f; sont semi-continues infé-

rieurement (s.ci) (Vtel, {ueR"| fi(r, u) > o} est “ouvert pour tout a€R) et f
sont semi-continues supérieurement (s.c.s.) (Vtel, {ueR"| fi(t, u) < a} est ou-
vert pour tout aeR).

(I4) DEFINITION. Soit f: I xR"—R™ A laide de cette fonction nous
définissons une multiapplication &#: I x R"— R™:

F(t, u) = [t u), f(t, W]
={veR", v =(vy, ..., v,)| filt, u) < v; <Fi(t, u)}.
On dira que & est de type A si [ et f sont de type .

1.2. Espaces de Sobolev

Nous rappelons quelques définitions sur les espaces de Sobolev, pour plus
de détails voir Brézis [BR].

WP(I) = {u: I»R| u est absolument continue et u'cI?(I)}, 1 <p < o,
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ou la définition équivalente:
Whe(l) = {ueIF(I)] 3u' e 2(]) telle que [up' = —[uw'ep VoeCLD)}.
I T

On définit par récurrence
Whe() = {ue Wk 2(D)| we W 1P(D)}, k=2

WP(I) dénotera les fonctions de W*P(I) qui satisferont une certaine con-
dition aux limites et nous noterons par W*?(I:R") I'espace des fonctions
u=(u,...,u,) telles que u,eW*r(I), i=1,...,n

k .
Munis des normes ||ufwx.» = UIZ:=0 lu®(@)||Fde]"?, 1< p< oo, et

k )
1] e, = Z'=O 4P| L= (00 Jju® ()] est l]a norme dans R"), les espaces W*2(J)

sont des espaces de Banach, Nous notons H*(I) = W*2(I), qui sont en fait des
espaces de Hilbert. '

Les inclusions j: W*P(I)— C*~(I) sont continues. Lorsque I est borné,
elles sont complétement continues pour p > 1 (i.e. j(B) est compact pour tout
sous-ensemble borné B).

(1.5) THEOREME (Régle de dérivation d’'un produit de composition). Soient
ue Wte(I) et GeCYR), G(0)=0 si I est non borne. Alors Gouec W'?(l)
et (Gou) = (G'ou)u'. (Si u est a valeurs dans [a,b], on peut prendre
GeC'([a—e, b+e]).

(I.6) PROPOSITION. Soit ue WU P(I:R"). Alors |ulle WY*(E) et |u(t)|’
_u
()|

R" et u-v dénote le produit scalaire usuel dans R".

u'(t) pp. teE o E = {tel|u(t)]| > O} et ot ||u(¢)l| est la norme dans

Preuve. E est .ouvert dans I car u est une fonction continue. Soit
@€ C}(E) et soit K un compact tel que supp¢ < K < E. Alors il existe u > 0
telle que ||u(?)] > 1 pour tout te K.

Soit la fonction N: R"\{0} =R, NX = | X|. Alors, Ne C'(R"\{0}:R") et
N'(X) = X/IX].

Par la régle de dérivation d’'un produit de composition (I.5) on a

[N@u®)e'(t)dt = [ Nu(®) ¢'(t)dt = — [ N'(u(®)) u' (1) @ (1) dt

E K K

= —[N'@u®)v@®e)ad, ie

E

P (r)n Wit el
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—_ _ , u(r) o
dou |u(®)|’ -—" ol u'(t) pp- teE et —llu(t)ll w(t)

que Ju(®)'e LP(E), d'ou |ul e W'P(E) et |ul'= ﬂ

u(t)

< ¥ ()], ce qui implique

1.3. Transversalite topologique

Nous formulons quelques définitions et résultats sur la theorie de la
transversalité topologique. Pour plus de détails, voir Dugundji, Granas [DG].

Soient X et Y deux espaces normés. Nous dirons quune fonction
G: X - Y est compacte si G est continue et G(X) est compact dans Y. Une
multiapplication G: X —2Y est dite compacte si G(X) = J{G(x)|xe X} est
compact. G est d valeurs convexes (compactes) { fermées) si G(x) est convexe
(compact) (fermé) pour tout xe X. G est bornée sur les bornés si G(B) est borné
dans Y pour tout sous-ensemble B borné dans X. Soit G une multiapplication;
alors G est semi-continue supérieurement (s.c.s.) en x,€X si pour tout ouvert
N contenant Gx,, il existe un voisinage M de x, tel que G(M) = N. G est s.c.s.
si elle est s.cs. en tout point de X. Si X < Y alors G a un point fixe §'il existe
xeX tel que xe Gx. Pour plus de détails sur les fonctions multivoques, voir
Berge [BE].

Soient E un espace linéaire normé, C un convexe < E et U un ouvert < C.
Nous dénotons par K,y(U, C) I'ensemble de toutes les applications compactes
G: U~ C qui sont sans point fixe sur 0U (i.e. u # Gu, Vue dU). Nous appelons
H: [0, 1]x U— C une homotopie compacte si H est compacte. L’homotopie
H est dite sans point fixe sur 0U si u # H(t, u) pour tout te[0, ] et uedU. On
note par K,y(U, 2€) I'ensemble de toutes les multiapplications G: U —2€
compactes, s.c.s., & valeurs convexes fermées qui sont sans point fixe sur
oU (i.e. u¢Gu, YuedU). Une homotopie compacte est une multiapplication
H: [0, 1]x U—2¢ telle que H est compacte, s.cs. et a valeurs convexes
fermées. Si u¢ H{(t, u) pour tout te[0, 1], ue dU alors H est dite sans point fixe
sur 0U.

(L7) DErNtTIONS. (i) Deux applications F, Ge Ky(U, C) (F, Ge Kyu(U, 2°)
sont dites homotopes dans K,y(U, C) (Kay(U, 2°) sl existe une homotopie
compacte H: [0, 1]x U—C (H: [0, 1]x U — 2°) sans point fixe sur 8U et telle
que Hy=H(0,-)=F et H, = H(l,")=G

(11) Une application GeKaU(U C) (Ge Kyy(U, 29) est dite essentielle si
pour tout Fe Koy(U, C) (FeKay(U, 29) tel que Gloy = Floy, F a un point fixe.
Une application qui n’est pas essentielle est inessentielle.

(L.8) THEOREME (transversalité topologique). Soient F, GeK,y(U, C)
(F. GeKay(U, 29) deux applications homotopes dans Kou(U, C) (Kou(T, 29).
Alors F est essentielle si et seulement si G est essentielle.
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(19) TrkorEME. Soit G: U~ C (G: U —2°) l'application constante G(u) = u,,.
Alors si uyeU, G est essentielle.

(I.10) THEOREME (alternative non linéaire). Soit U ouvert < C tel que 0 U.
Alors pour toute application compacte G: U— C (multiapplication compacte,
s.c.5., a valeurs convexes fermées G: U—2€) au moins I'un des deux énoncés
suivants a lieu:

(a) G a un point fixe,

(b) il existe uedU tel que u = AG(u) (ueiGu) pour un certain Le(0, 1),

(I.11) THEOREME (alternative non linéaire générale). Soit U ouvert = C tel
que Qe U. Alors pour toute homotopie compacte H: [0, 11xU—C (H: [0, 1]
x U—2° telle que Hy =0 au moins l'un des deux énoncés suivants a lieu:

(a) il existe ueU tel que u=H(l,u) (ueH(l, u),

(b) il existe uedU tel que u = H(4, u) (ue H(A, u)) pour un certain 7¢e(0, 1).

Dans le reste du texte, lorsqu’il n'y aura pas de confusion nous noterons
une multiapplication G: X —» Y.

II. Intervalle d’existence de solution pour des
problémes a valeur initiale (du premier ordre)

Dans ce chapitre la question posée est la suivante: Pour quel intervalle
[0, T] y a-t-il existence ou non existence de solution au probléme & valeur
initiale
w(t) =f(t, u()) p.p. te(0, 7),
u@ =r
ou f: [0, T]xR"—>R" n’est pas nécessairement continue et satisfait une
condition de croissance du type | f(t, u)|| < ¥(jul) ?

En fait, nous généraliserons un résultat de Lee et O’Regan [LO] qui
établissait lorsque f était continue l'existence d'une solution pour tout

T<T, = f:,” dx i (x).

Premiérement, nous étudierons le cas ou la fonction f sera de Cara-
théodory et ensuite nous considérerons le cas plus général ou f sera un
opérateur multivoque.

IL1. Problémes a valeur initiale avec une fonction de Carathéodory

Nous considérerons le probléme a valeur initiale suivant:
(11.0) wi(t) =flt, u@t)) p.p. te(O T)
(11.1) u(0)=0
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ou f: [0, T]x R*— R" est une fonction qui vérifie les hypothéses suivantes:
(HIL1) [ est une fonction de Carathéodory,
(HIL2) il existe une fonction y: [0, 00)— (0, oo) telle que ¥, 1/ € L [0, o)
et | i < y(lul) pp. te0, T].
Une solution a4 ce probléme sera une fonction ueH;((0, T):R")
= {ueH'((0, T): R")|u(0) = 0} qui satisfera (IL0), (IL.1).

(IL.1) PROPOSITION. Soit f qui vérifie (HIL1), (HIL2). Alors la fonction
F: C([0, T]: R") - L2((0, T):R"), (Fu)(t) = (¢, u(t)) est bien définie et continue.

Preuve. Soit uye C([0, T]: R") et soit ¢ > 0; montrons qu’il existe 6 > 0
tel que [|[u—ugll, < & implique que [[Fu—Fugylp2 <e.

Posons G, = {te[0, T]|llv—ua(®l < 1/m=||f(t, )—f(¢, uo(®))|| < &/R}
ou veR" et R est une constante qui sera déterminée ultérieurement. G, est
mesurable puisque f satisfait (HIL1).

Soit Ep, = (),qn Gom- Cet ensemble est mesurable et E;, « Ey,  Ey, < ...
Soit N = {te(0, T)| f(¢, ) n'est pas continue}. Par hypothése mes(N) =0 et
ona (0, T\N < U:=1 E,.. En effet, si t,e(0, T)\N alors il existe m tel que

pour [[o—ug(to)l < 1/m on a [[f(ty, ©)—f(tq, to(to))]| < &/R car f(t,, -) est
continue. Donc t,eE,,.

Conséquemment, mcs(Um=1 E,)=T 1l existe donc myeN tel que

mes(E,,,.) > T—¢/R.
Soient
k= supess ¥(x) <o, n<(e/dk)*.

x€1+||uollo

Posons 0 < d < 1/mg et R > max{,/2T, &/n}.
Soit ue C([0, T1:R") tel que |lu—uyll, < 8. Montrons que [|Fu— Fuy| -

<& Si teE,, alors |[f{t, u(t)—f(t uo(t))]| < &/R et ainsi

2

€

] j : 176 w(@)—1(t, uo(®)[|de < %T< :

a

Autrement, posons V= E;,,; alors mes(V) <¢/R <, d’on

£l|f(t, (@) =1 (8, up(0)|* de < 4£(¢(I|u(t)ll)2+¢(|Iuo(t)ll)2)dt

<4 [ (kK +k%) dt < 8k*mes(V) < 8k < 8k2(e/4k)? = £2/2.
V

Ainsi, |[Fu—Fugyl;. <e Dou la continuité de F. g
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(11.2) THEOREME (majoration a priori des solutions). Soit ue H}((0, T): R")
une solution de (11.0), (I.1). Supposons que T< T = j: dx/y(x). Alors il existe

une constante M telle que lu(t)ll < M. (M ne dépend pas de u).
Preuve. [lu' (0] = [ £(t, u@®)] < ¢ (lu(t))) p.p. te(0, T). Or, par la propo-

sition (L6), [ul’'eHY(E) et |u(n)l = ﬁ:;u ‘@< @l pp teE ou
E = {te[0, T]}lu(t)] > 0}. Soit t,e[0, T] pour lequel |u(t)| atteint son
maximum; si t,¢ E on a |ju(t)|| = 0. Sinon, il existe un intervalle (g, t,] < E tel
que |lu(a)]l = 0. Nous avons donc

lu@l’ < lw' @ < g(lu@l) pp. tela tol, ie.
lu()l’
m <1 P-P- tE(a, to].
En intégrant de a a ¢, il vient:
° fu@l’
dt
 won™ <

Or [|u(t)l € H'(a, t,) et 1/ € L, [0, o0). Nous sommes donc dans les conditions
du théoréme sur la régle de changement de variables dans une intégrale (voir
Annexe 1). D’ou
el gy llu(t)ll o Ay
A< T<T,=|—.
0o ¥ Il,l'(IIu(t)II) g Y(x)

Dés lors, nous obtenons I'existence d'une constante M = M(T, ) telle que
hu(ty)ll < M, donc |lu(t} < M pour te[0, T). o

(IL.3) THEOREME. Sous les hypothéses (H1L.1), (HIL.2) le probléme (11.0),
(IL.1) posséde une solution ue H}((0, T): R") pour tout T< T, = j: dx/p(x).

—a< T

Preuve. Considérons la famille de problémes suivants:

w'(t)=Aif(t,u()) pp.te© T),
u(0) =
Alors si u est solution de (I1.2), pour un certain A€ [0, 1], u satisfait [Ju(t)] < M

te[0, T], ou M est la constante donnée au Théoréme (I12).
Il vient que

lw @ = |41 (e, u@)] < ¥ (lu@l) < supessy(x) = M,  p.p. te(0, T).

xsM

(11.2),

Par conséquent, il existe une constante M, telle que |u| g < M, pour tout
ue H; solution de (IL2), pour A€[0, 1].
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Définissons F,: C([0, T1: R")— L*((0, T): R"), (F,u)(t) = Af(t, u(t)). Par la
proposition (IL.1) F, est continue. Soit L: H}((0, T): R")— L*((0, T):
R"), Lu='. L est un opérateur linéaire continu et bijectif. Notons L™! son
inverse et j: H}((0, T): R")— C([0, T]:R") linclusion complétement continue,

Considérons H: [0, T]x By,— HE((0, T): R"), H(A, u) = (L™ 'oF,0j)(u)
ol By, = {ue H;((0, T): R")| ljullg: < My}. Notons H, = H(4, ).

Il est clair que les points fixes de H, sont les solutions de (I1.2),. H est sans
point fixe sur dB,, puisque les solutions de (II.2) satisfont ||ul; < M,. De
plus, H est une homotopie compacte entre H, et H, = 0. Les théorémes (1.8) et
(L.9) impliquent que H, est essentielle et donc que H, l'est aussi.

Autrement dit, L 'oFoj a un point fixe, d'ou I'existence d'une solution
ue H}((0, T): R"} au probléme (IL0), (IL.1). o

(IL4) THEOREME. Soit : [0, c0)— (0, c0) une fonction continue. Alors le
probléme

(IL3) {Z((ot)) :g"" u®) pp. te@,T),
ou f(t, uy= (W(lull), O, ..., 0) posséde une solution si et seulement si T< T,
=7 dxpp (o).

Preuve. Le théoréme (I1.3) donne I'existence d’une solution pour T< T,.
D’autre part, si u = (u;, u,, ..., u,) est solution du probléme (IL.3) alors
U, =uy=...=u, =0 Donc, [u(@)f = lu(e) et u\(t) = Y(lu(2)) >0, dot u,
est une fonction croissante et u,(f) > 0 car u,(0)=0.
Ainsi, () = ¥ (u, (1), dou
T w0 u dyx = gdx
e lyelw™ ™

Pour des problémes 4 valeur initiale non homogéne, nous avons le:
(IL5) THEOREME. Sous les hypothéses (HII.1), (HI1.2) le probléme

(I1.0) w(t)=f(t, u@) pp te@© T),
(11.4) u(@ =r, .reR",

(m]

posséde une solution ueHy((0, T): R") pour tout T< T, = j: | 4xXIb (), od
H(©, T): R") = {ue H(O, T): R")|u(0) = r}.

La preuve de ce théoréme est obtenue par une légére modification des
théorémes (I1.2) et (IL3). Dans le théoréme (I1.2) si lu(to)ll > lrll, on considére
lintervalle (a, t,] tel que |u(®)| > |rl, te(a, to] et |u(a)| = [|Ir. Dans le
théoreme (I1.3), H: [0, 1]1x By, — H}((0, T): R"), H(A, u) = L™'oF,0j est une
hOI(I)]OtOpie compacte entre H, et Hy, =u, oi u,e H'((0, T): R") et Luy = 0,
us(0) =r.
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Pour plus de détails voir la méthode utilisée dans Guenther ([GU],
théoréme 5.1).

(I1.6) CorOLLAIRE. Soit f: [0, T]x R™ — R™ une fonction de Carathéodory
qui satisfait

(HIL3) Il existe w: [0, cc)=[0, c0) telle que YeLp. [0, ), |f(t wl
S Y(llull) et soit ¥(x)=(x*+¢(x)*)""%. On suppose que 1/¥
€ LR [0, ).

Alors le probléme

{u‘"’(t)=f(t, u(t), ..., u" " D) p.p. te(0, T),

(IL5) u0) =ry, ..., u"" 0) =r,

posséde une solution ueH}y((0, T):R™) pour tout T< T, = j: dx/¥(x) ou
R = "(rla ceny rn)“'
Preuve. Considérons le systéme

ull (t-) = uz(t),

ey (1) = ,(2), pp. te(0, T).
un(t) = f(t, uy (1), ..., u, (1)),
w0 =r, i=1...,n,

Pour simplifier posons u = (Wyy ooy tay), r=(ry,....r,) et
F: [0, TIXR™—R"™, F(t, u)=(uy, uy, ..., t,, f(t, uy, ..., u,)).
On a le systéme suivant:
{u’(t) = F(t,u(t)) p.p- te(0, T),
u0)=r.

Les hypothéses du théoréme (I1.5) sont satisfaites, il existe donc une solution
U= (U, ..., U,
On vérifie que u, € H3((0, T): R™) et est solution du probléme (IL5). o

IL2. Problémes 4 valeur initiale avec un opérateur multivoque

Soit f: [0, T]x R"— R" et soient f, fet & qui lui sont associées et définies
au paragraphe L1.
Maintenant, nous considérerons un probléme d valeur initiale plus général

(11.6) u'@®eF(t u®) = [t u@), flt.u)] pp. te® T),
(IL.4) u(0)=r.

On suppose que la multiapplication #: [0, T]x R"—R" satisfait les
hypothéses suivantes:
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(HI14) % est de type M (voir définitions (1.3) et (1.4)).
(HILS) Il existe y: [0, 00)— (0, o) telle que Y, 1/ € L, [0, o) et || F (¢, u)|
< y(lull) pp. tel0, T], ie si weF(t, u) alors |lwl| < y(|lul).

Une solution de ce probléme sera une fonction ueH,}((O, T): R")
= {ueH'((0, T): R")|u(0) =r} qui satisfera (IL6), (IL4).

(IL7) PROPOSITION. Soit & qui vérifie (HIL4), (HILS). Alors
F: C([0, T]: RY—I2((0, T): R"),  (Fu)(t) = &z, u(t))

(i.e. Fu= {w: [0, T]—> R" mesurable|w(t)e # (t, u(t)) p.p. te[0, T1}) est bien
définie, s.c.s., d valeurs convexes, bornée sur les sous-ensembles bornés de

C([0, T]: R™).
Preuve. Soit uye C([0, T]: R"). Si we Fu, alors

W@ < ¥(luo@®l) < sup yY(x)=M, donc [wln.<MT

x& |lugllo

Donc F est bien définie.

Soit B un sous-ensemble borné dans C([0, T]: R") et soit k tel que

lullp < k pour ueB. Alors ||w|. < T sup y(x) pour we Fu, ue B, d’ot F est
x€k
bornée sur les bornés. Il est clair que F est & valeurs convexes.

Vérifions que F est s.c.s. Soit ¢ > 0 et soit uye C([0, T]: R"), on veut
montrer I'existence d’un § > 0 tel que |u—u,l, < & implique que pour we Fu,
il existe ve Fu, tel que |w—vf.. <e.

Posons

Gom = {t€ [0, T oo ()il < m=[f,(t, v}, ]it, v)]
< (filt, uo @)~ /R, Ji(t, uo(®) +¢/R), i=1, ..., n}

ou veR" et R est une constante qui sera déterminée ultéricurement. G,, est
mesutable par (HIL.4).

SOit Eme = () ,egn Guom- Cet ensemble est mesurable et E,, = E,, = ... Aussi,

veR"

U:=1 E,. = (0, T). En effet, si te(0, T)

A= {veR"IL.(t, v) > fi(t, uo(t)—¢&/R},
B, = {veR"| fit, v) <[fi(t, uo())+¢/R}, i=1,...,

=

sont ouverts car f; et f; sont respectivement s.c.i. et s.c.s., donc il existe me N tel

que pour [lv—uy(t) <1/m on a ve ﬂ:':lAir\Bi, d’ov teE,,.



11. Intervalle d'existence de solution 17

Dés lors, mcs(U:=l E,.) =T Ainsi, il existe mye N tel que mes(E,,,)
> T—¢/R. Soient
k= supess Y(x)< o, 7n<(e/4k)>.
x<€1+ Jluollo

Posons 0 < & < 1/m, et R > max{,/2Th, ¢/y}. Soit ue C([0, T]:R") telle
que [lu—uqlly, < 0 et soit we Fu, w = (wy, ..., w,). Montrons qu'il existe ve Fu,
telle que Jlv—w|.2 <s.

Définissons

At ug®);  wile) > fi(t, up(®)),
v(t) = § wilt); it uo () < wit) < fi(t, uo (1),
Lilts uo®); filts uo(®) > wilt),
ainsi v = (v,, ..., v,)€Fu,.
Si teE,,, alors
w0 e[ £i(t, w(®), (¢, u®)] < (fi(t, vo() —/R, (¢, uo(t) +€/R),

donc [o,()—w,(f)) <&/R, i =1, ..., n, doi
2 2

I lo@-wolrdi= | Y w(-o0PRde < zznT< .

Emos Emo: i=1

Autrement, posons V= Ej, ., mes(V) < &/R <n. Alors

Jlv@-w)*dr <4 {(W(Ilu(t)ll)z + ¥ (lluo@)N1)?) de
| 4

< 8k?mes(V) < 8k*n < £%/2.
Donc |w—v| .z <& d’ou la semi-continuité supérieure de F. g
(11.8) THEOREME (Majoration a priori des solutions). Soit ue H;((0, T): R")

une solution du probléme (11.6), (11.4). Supposons que T< T, = j‘:r” dx/y(x).

Alors il existe une constante M telle que |u(t)| < M, te[0, T] (M ne dépend pas
de u).

La preuve est analogue a celle du théoréme (IL.2).
(I1.9) THEOREME. Sous les hypothéses (H11.4), (HILS5) le probléme (I1.6),

(IL4) posséde une solution ue H}((0, T): R") pour tout T< T, = j':'" dx/y (x).

Preuve. Considérons la famille de problémes suivants:
W) e AF (L, u(t) pp. te(0, T),
(IL.6),
u(0) =r. s

SRy

2 — Dissertationes Math. 296 QV/
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Alors si u est solution de (IL6), pour un certain A€[0, 1], u satisfait [[u(t)| < M
te[0, T] ot M est la constante donnée par le théoréme (IL8).

Posons pour Ae[0,1], F,: C([0, T]: R)~L*((0, T): R, (F,u)()
= AZ(t, u(t)). Par la proposition (IL.7), F, est s.css., bornée sur les bornés et
a valeurs convexes.

Soient j: Hi((0, T): R") = C([0, T]: R") linclusion complétement con-
tinue et L: H3((0, T): R")—»Lz((O T): R"), Lu=u'. L est un opérateur inver-
sible. Notons L™! son inverse.

Considérons H: [0, 1]1x By = C([0, T1: R"), H(4, u) = (joL 'oF,)(u)
ol By 41 = {ueC([0, T]: R")| [lull, € M +1}. I est clair que les points fixes de
H sont les solutions de (IL.6),.

Or H, est sans point fixe sur 0By, puisque les solutions de (IL6),
satisfont ||u]], < M. De plus, H est compacte car F, envoie les bornés sur les
bornés et j est complétement continue. Aussi, H est s.c.s. et & valeurs convexes
fermees.

Conséquemment, H est une homotopie compacte entre H, et H, = u, ou

uy =0, uy(0) = r et uye H}((0, T): R").

Les théorémes (1.8) et (1.9) impliquent que H, est essentielle et donc que
H, lest aussi, ie. joL 'oF posséde un point fixe. I existe donc
ueH; ((0, T): R") solution du probléme (IL6), (114). o

(IT.10) THEOREME. Soit f = (f;,0, ..., 0) telle que la multiapplication asso-
cie F satisfait les hypothéses (H11.4), (HILS). Supposons de plus qu'il existe

¢: [0, )= (0, ) telle que 1/ge L7 [0, o0) et o(||ull) < f1(t, u) p.p. te[0, T].
Alors le probleme (I1.6), (IL1) posséde une solution pour  tout

T<T, = j': dx/p(x) et pour T> j: dx/g(x) il n'en posséde pas.

Preuve. Le theoréme (I1.9) donne l'existence pour tout T< T,. Si
u=(uy, ..., u,) est solution du probleme (IL.6), (IL1) alors u, =u, =...=u
= 0. Donc |[u(t)]| = |u,(t)] et

ui () 2 [1(t u(t) = o(llu@l) = a(ju,®)) = 0
d'ou u, est croissante et u,(t) > 0 car u,(0) = 0. Il vient
T w, t) wl gy = dx

i Froxe) Ll BT R

(IL11) CorOLLAIRE. Soit &F une multiapplication qui satisfait (HI1.4) et

(HIL6) pour tout i=1,...,n, il existe },;: [0, 0)—[0, ), Ve L2[0, o)
telles que max{| f;(t, u)l, |fi(¢t, W} < ¥, (lul) p.p. te(O, T).

n

[}

Supposons de plus que ®(x (z vj/ (x)?)? > 0 et 1/® e L2, [0, o). Alors le

probléme (11.6), (11.4) possede une solutzon pour tout T< T, = le ' dx/P(x).
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(I1.12) CoroLLAIRE. Soit f: [0, T]x R™ —+R™ telle que

(HIL7)  fer f sont de type # (ie. F est de type M),
(HIL8) il existe y: [0, 20)—[0, ), Y e L% [0, o) telle que

max{| f(t, w)l, |f(¢, W} < ¥(lul)
et soit ¥ (x) = (x*+y(x)?)*/%. On suppose que 1/¥ € L [0, o). Alors le probiéme

U@ eF (L, ult), ..., u""1) © p.p. te(0, T),
(L7 {u(O) =ry .., U0 =r,

posséde une solution ue Hj((0, T):R™) pour tout T< T, = ]’: dx/¥(x) ou
R=|(ry, ..., r)l-

III. Problémes a valeur initiale dans un domaine complexe

Dans ce chapitre, nous sommes intéressés a étudier 'existence de solution
a des problémes 4 valeur initiale dans un domaine complexe

u'(z) = flz, u(z), zeUp,
u0 =aeC

ou Up={zeC||z| < T} et f: UpxC—C est holomorphe sur U, xC et
continue sur U, xC. Aussi f satisfera une condition de croissance du type

1/ €z, Wl < w(llul).

Le resultat principal de ce chapitre déterminera T pour lequel notre

(ITL1)

probléme admet une solution, & savoir pour \/5 T<T, = j:l" ds)y (s).

Dans sa thése de doctorat, D. O’Regan [OR] a considéré les cas ou
S satisfaisait une condition de croissance soit linéaire, soit quadratique. Entre
autre, si |f(z, u)] € A[u|+ B il obtenait I'existence de solution pour T < 1/A.
Sous cette méme condition, le probléme (II1.1) possedera une solution pour
tout T.

IIL.1. Formulation du probleme

Dénotons par A"(U;) I'espace des fonctions g telles que g: U, —C est
holomorphe sur U, et g™ est continue sur Uy, k=0, ..., n. Avec la norme
lgll, = max{liglg, ---» 1g™lo}, A"(U;) est un espace de Banach. Notons par
A3(U,) le sous-ensemble des fonctions de 4*(U;) qui satisfont une condition
initiale donnée.

Linclusion j: A"(U,;)—>A""'(U;), n=1, est une application complé-
tement continue.
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Considérons le probléme a valeur initiale suivant:

u'(2) = f(z, u(z), zeUy,
ul@®)=o

ou f: U;xC—C est une fonction qui vérifie les hypothéses suivantes:

(I11.1)

(HIIL1)  f(z, u) est holomorphe en (z, u) sur U x C et est continue en (z, u) sur
U, xC;
(HIIL.2) il existe y: [0, c0)— (0, o) continue telle que || f(z, )l < Y(llul).

Une solution du probléme (IT1.1) sera une fonction u e A} (U;) qui satisfera
(I1L.1).
1IL.2. Existence
(II1.1) PROPOSITION, Soient ue A} (Uy) et z,€ UL \{0} tel que ||u(zy)| > 0 et

soit z: [0, 1] C, z(t) = tz, = tx,+ity, la paramétrisation du segment [0, z,].
Soit ae[0, 1) tel que |[u(z(r)| >0, t > a. Alors

%llu(z(t))llsﬁnzou —Zuz0). re@1l.

Preuve.
u@) = v(x, Y+iw(x, y),  u@] = [olx, y)* +wix, y)*1'72,

v ow ow o
a(x’ y)+la a_y(xa y)—l'a(x: y):

2 27172 2
o[ (] (] [ )T

Pour simplifier Iécriture, posons () =u(z(t)), x(t) =txy, y(t) = ty,,
() = v(x(t), y(t)), w(z) = w(x(t), y()), te(a, 1]. Alors

d. 1 dvdx odvdy _, .| dwdx 6wdy
ac TN = 7 (2 (t)[axdt+6 dt:| ()[a &y dt:D
B v ow

NG (”“) {x° ax "7 ] ) [x"@ o ay])

- (5(t) W(t))-(x @-f- o X 6_w+ ow
la@n* ™ %%x 78y *0%x VoG, )

Par T'inégalité dq Schwarz

72 12 @ @ 2 ow ow\2 |12
S Ta (r)u o+l [<x°6x+y°5 * "%”%)

ov ow ow\\2 /2
(o (5 5)) (oo (52 ) T

u'(z) = x y) =
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Par l'inégalité de Schwarz

l:(x + )Bv 6v2>+( ’ w2 ow\ |12
otYo 2y x5+ ¥ =— ay

= [lzol* [l ) + Nlzo? Ilu'(z(r))Hz]“’
= llzolt lw' (z®))f| /2-

En résumeé, nous avons obtenu

d
LNT01 = T < V2 hzol [w o). tee 11 o

Remarquons que ||u(z)|| n’est pas différentiable comme fonction de z et
c’est pourquoi nous ne pouvons procéder comme dans le cas réel (chapitre II).

(II1.2) THEOREME. Soit f une fonction qui vérifie (HIIL1). Supposons
qu'il existe M tel que |lul, <M pour toute solution u de (II1.1), pour
Ae[0, 1] ou

(I1.1), {u'(z) = f(z u(z)), zeUy,

u(0) = .
Alors le probléme (111.1) posséde une solution.
Preuve. Posons
Foo AU = ATy,  (Fu)@ = Af(z u(2),
L: A4 U)»AU,), Lu=uv,
Ay(Ur)—~A(U,)

I'inclusion complétement continue. F est une application continue et L est un
opérateur inversible. Notons L™' son inverse.

Considérons H: [0, 1]x B, —»A}(U,), H(4 u)=L 'oF,0j(u) ou B,
= {ue ANT )| lul, < M}.

Clairement, les ppints fixes de H, = H(4, -) sont solutions de (IIL.1),. Or,
H, est sans point fixe sur 8B, car les solutions de (IIL.1), satisfont [lull, < M.
Puisque j est complétement continue, H est une homotopie compacte entre H,
et Hy = u, ou Luy, =0 et uge A;(U;). Les théorémes (1.8) et (1.9) impliquent
que H  est essentielle et ainsi H, 'est aussi. Donc H, admet un point fixe, d’ou
lexistence d'une solution ue 4}(U;) au probléme (IIL1). o

Maintenant, nous voulons montrer que pour \/§T< T, = [:;” ds/ i (s)

nous obtenons une majoration a priori des solutions de (IIL1), le théoréme
(IT1.2) donnant l'existence d’une solution au probléme (III.1).
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(IIL.3) THEOREME. Sous les hypothéses (HIIL1), (HIIL2), pour

\/—T<T —_[" ' ds/yi(s), il existe M >0 telle que |ull, <M pour tout

u solution de (IIL.1), pour A€[0, 1].

Preuve. Soit T< Tw/\/i et soit ue A} (Uy) une solution de (II1.1), pour
un certain 1[0, 1]. Alors
lw'@l = |Af(z u@)|| < ¥(lul), zeUs.

Soit z,e U, pour lequel [u| atteint son maximum. Si z,€ U, par le principe
du maximum (voir [SS], p. 157) u(z) = constante = a. Sinon, z,€dUy,

lzoll = T

Supposons que ||u(zy)|| > |le||. Considérons le segment [0, z,] = Uy et sa
paramétrisation z(t) =tz,. Puisque u(0)=a, il existe ae[0,1) tel que
u(z®)| > llxll, te(a, 1], et |ju(z(@)]| = l«l. Notons d#(t) = u(z(¢)). Par la
proposition (II1.1)

— O < /2 lzoll [0 (z)]| < /2 TY(ju(z))]).  te(a, 11,

d
7 1@l

siaan S V2T el

En intégrant de a 4 1, il vient

IIu(t)II
h,(" Ton S V2TU-a <27

et par la régle de changement de variables

Il ()||
Il u(zo) | ds ldt ©  Je
— = < T<T, —.
1|'a[|1 Y(s) '[ w(llE@) |[ \/_ = ",,” ¥ (s)

Il existe donc M, > |a| telle que |u(z)] < M,, zeU,. De plus,

@I < ¥(lu@l) < sup y(s) = M,. |

85X Mo

Posons M > max{M,, M,}; alors |ull, < M pour tout u solution de
(IIL1),, 2€[0, 1]. o

(I11.4) THEOREME. Sous les hypothéses (H1IL1), (HIIL.2), le probléme (IIL.1)
posséde une solution ue Ay(U;) pour tout T tel que \/5 T<T,= j: ' ds/y(s).
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Nous obtenons le méme résultat pour les systémes. Soit le probléme
u'(z) = flz u(z), zeUg,
I11.2 T
(11.2) {u(O) =aeC"
ou f: UpxC"—C" satisfait les hypothéses suivantes:

(HIIL3) f est holomorphe sur UpxC" et continue sur Uy xC",
(HIIL4) il existe y: [0, 00)—(0, c0) continue telle que || f(z, )| < ¥ (||ul).

(II1.5) THEOREME. Sous les hypotheses (HIIL3), (HIIL4), pour tout T
tel que J2T<T, = _[:a"
ue A}(Us: C").

Nous obtenons comme corollaire de ce théoréme un résultat pour les
equations différentielles d’ordre supérieure. Soit le probléme

{u‘"’(z) = f(z, u(2), ..., u""V(2), zeUy,

u0) = ay, ..., u" " V(0) = a,

ou f: UprxC™—C™ est une fonction qui satisfait

ds/\i(s), le probléme (I11.2) posséde une solution

(I1L3)

(HIILS)  f(z, ug, ..., ty—y) est analytique sur U, x C™ et continue sur Uy x C™,
(HI11.6) il existe y: [0, oo), ¥(0) £ 0, continue telle que | f(z, u,, ..., u)l
< Yl - ull):

(ITL.6) COROLLAIRE. Supposons que les hypothéses (HIIL5), (HIIL6) sont

satisfaites. Alors pour tout T tel que \/5 T<T, =_[::l” ds/y(s) le pro-

bléme (IIL3) posséde une solution ue A}(U;:C™ ou ¥(s) = {s*+y(s)})"%
o= (0ty,..., a,)eC™.

Preuve, Considérons le systéme suivant:

uy(z) = u,(2),

U1 (2) = uy(2),
u(2) = f(z, u, (2), ..., u,(2)),

uk(O) = ak, k = 1, P (X

Posons u=(uy,...,u) et F(z,u) =y, .., U f(z ... %) F: U;
x C™ — C™. satisfait (HIIL3), (HIIL4), | F(z, u)|| € ¥(|lul)). Par le théoréme
(IIL.5), le systéme

{u’(z) = F(z, u(z)),
u(0) = «

posséde une solution u=(u,, ..., u)e A T;:C™ pour J2T<T, =
= j; | ds/¥(s). On vérifie que u, e A}(U,:C™ est solution de (IIL3). o
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IV. Problémes aux limites du second ordre
avec une fonction de Carathéodory

Dans ce chapitre nous étudierons I'existence de solution 4 des problémes
aux limites du second ordre

w'(t) = f(t, u(®), w(®) pp. te(0 1),
uc %

ou f:[0,1]xR*—>R est une fonction de Carathéodory qui satisfait une
condition de croissance de type Bernstein, i.e. | f(t, u, p)| < A(t, u) p> + B(t, u), et
# dénote des conditions aux limites.

En fait, nous étendrons un résultat obtenu en 1977 par Granas, Guenther,
et Lee [GGL1] dans lequel la fonction considérée était continue et qui
généralisait un théoréme de S. Bernstein établi en 1912 [BER].

IV.1, Formulation du probléme

Soit le probléme aux limites suivant:

{(IV.O) w'(t) = f(t, u(), w'(t)) pp. te(0, 1),
(Iv)

ue#h
ou # dénote une ou lautre des conditions aux limites
(Iv.1) u(0) =u({l) =0,
w2 w0 =0; >0,

u(l)+hu'(1)=0; b=0
et od f: [0, 1]x R> >R est une fonction qui satisfait les hypothéses suivantes:

(HIV.1)  f est une fonction de Carathéodory,

(HIV.2) il existe une constante M > 0 telle que uf (¢, u, 0) = 0 pour |u| > M,

(HIV.3)  |f(t, u, p)l < A(t, w) p*+ B(t, u) ou A(t, u), B(t, u) sont des fonctions
non négatives bornées sur tout sous-ensemble borné de [0, 1]xR.

Une solution du probléme (IV) sera une fonction ueHZ(0, 1) = {u
e H*(0, 1){u satisfait #} qui vérifie (IV.0).

(IV.1) ProposITION. Supposons que f: [0, 1]1x R*—R satisfait les hypo-
théses (HIV.1), (HIV.3). Alors l'application F: C*([0, 1])— L2(0, 1) donnée par
(Fu)(t) = f{t, ult), w'(t)) est bien définie et continue.

Preuve. Soit u e C*({0, 1]) et soient 4 et B deux constantes telles que
Alt,u) < A, B(t, u) < B, te[0, 1], [u| < 1+ |ug,. Alors [Fuo(t) < Aug(t)*+ B,
d'ou |[[Fugllpz < Allugll2+ B et ainsi F est bien définie.

Montrons la continuité de F. Considérons

Gom = {£€(0, Vil|o—(uo(t), uo )| < 1/m = |f(t, vy, v3) =1 (e, up(t), up(r)] < &/R}
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ou v = (v, v,)€R?, et R est une constante qui sera déterminée ultérieurement.
G, est mesurable par (HIV.1).

Soit Ep; = [\uer2 Gom- Cet ensemble est mesurable et E;, < E,, < ... Soit
N = {te(0, 1)| f(t, -,-) n’est pas continue}. Alors (0, I\N < U:=1 E,.. En
effet, soit t,e(0, I)\N; alors (HIV.1) implique P'existence d'un meN tel que
pour |lv—(uo(to). uo(to))l| < 1/m on a [f(te, vy, v2)~S(to, Uolto), Uo(to))| < &/R,

ie. ty€ E,,. Dés lors, mes(Uw=1 E,) =1 puisque N est de mesure nulle. Il en

découle l'existence d’'un myeN tel que mes(E,,) > 1—¢/R.

Notons que pour tout &> 0, il existe # = n(g) > 0 tel que mes(S) < 4
implique que [s[A?(uo()* (2*+1)+2B%] dt < §(e/4)>

Posons 0 < § < min{1/m,, -}(a/A\/g)”z} et R > max{e/n, \/—3'} Soit u
e CI([0, 1]) telle que ||u—u0||1 < 6. Montrons que ||Fu— Fug|;. < e.

Si t€ Ep, alors |£(t, u(t), w'(0)—f(t, uo(t), uo(r)| < &/R et par conséquent
JEmge IFu(t)— Fuy (1)1 dt < €2/R? < €2/3. Autrement, notons V= Ei,,, mes(V)
<gR<n et

JIFu(0)~ Fuo(0 de < 4] (Fu(0f+ | Fuo(0f)d
v
< 4 [ (|Av' ()2 + B|* + | Aug () + B|?) dt
v

< 42 { (A2 (up(n))* + A2 (w (0)* +2B?) dt

S

< 42 (A2 (024 + 1)+ 2% A2[ur () — o (1)1* +2B7) dt
4

< 4%(4(c/4)? +2* A% &%)
< e2/3+¢€%/3 = 26%/3.
Il en découle que |Fu— Fug| 2 <e, d’ou la continuité de F. p
Soit 0 <e< M/2; pour 0 <A <1 posons y=(1—4)¢/2 et

Vf(t u,p)v 0, uzM-y,

o[Af(t, u, p) v0]+ 1-94)4f(t, u, p),
u=M-y(2-4), 6e[0, 1],

Lt u, p) = < A(t, u, p), —M+2ysus<M-2,

S[Af(t, u, p) A O] +(1=8) A/ (2, u, p),
u=-M+7y(2-9), de[0, 1],

Af(t,u, p) A0, u< —M+y,

fl =f.
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f; est de Carathéodory pour tout 1[0, 1] et
|fl(t’ u, p)l < A(t’ u)pz+B(t’ U).
Considérons maintenant la famille de problémes suivants:
w'(t) =f,(t, u(®), w'(t) p.p. te[0, 1],
u(0)—pu'(0) = 0; B =0,
u(l)+bu'(1) = 0; b=0.

I,
1e[0, 1]

IV.2. Majoration a priori des solutions

(IV.2) PROPOSITION. Soit f une fonction qui satisfait (HIV.1), (HIV.2) et
soient f, définies précédemment. Alors toute solution u de (IV),, 0 <A <1,
satisfait |u(t)] < M.

Preuve. Soit u une solution de (IV), pour un certain A€[0, 1)
et soit {t|u(t) > M —(1—12)¢/2}. Presque partout sur cet ensemble, u”(r)
= Af(t, u(r), w'(t)) v 0 > 0. Puisque u satisfait les conditions aux limites (IV.2),
on déduit par un principe du maximum (voir annexe 2) que u(t)< M
—(1—A4)g/2 < M sur [0, 1]. De méme, on montre que u(t) > —M sur [0, 1]. o

(IV.3) PrOPOSITION. Sous les hypothéses (HIV.1) — (HIV.3), il existe une
constante M telle que pour toute solution ude (IV),,0 < A < l,onalu/'(t)) < M,
sur [0, 1].

Preuve. Soit u une solution de (IV), pour un certain Ae[0, 1). Soit
to€[0, 1] pour lequel |u'(t)| atteint son maximum. Supposons que [u'(z,)] > 0;
alors il existe un intervalle (a, t,] ([t,, @) sur lequel ' ne change pas de signe et
|u'(a)] < ¢ car u satisfait la condition aux limites (IV.1) ou {(IV.2) et ou

_ {0 si f=b=0,
M/max{f, b}  sinon.
Sans perte de généralité, supposons que u’'(t,) > 0; alors
u’(t) = fi(t ulr), ' (@) < A(e, u(@) ' (1)*+ B(t, u(®)
S AW (¥ +B pp. tef0, 1]

ou A(t, y)< A, B(t,y)< B, te[0, 1], [yl < M.
Dés lors, 24u'(t)u"(t) < (Aw/'(1)* + B) 24u'(t) pp. te(a, t,], ie.

244 (O u"(r)
Au'(1)*+B
En intégrant de a a tg, il vient

’J'.’2Au’(t) u"(t) dt
Y 4w+ B

< 24u' (D).

< 24|u(ty)—u(a) < 44M.
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D’autre part, par le théoréme (I.5), log(Au'(t)*+B)e H'(a, t,) et
244 (1)

/(Y2 ’
[log(Au (t)*+B)] = A0 B
d’ou
Au'(to)*+B
g(ﬁ— < 4AM.

Nous obtenons ainsi
B 1/2
|u’(t0)| < |:—;1-(84AM— 1)+C2 e4AM] = Ml'

Par conséquent [u'(t)) < M,, te[0, 1], et ainsi pour u solution de (IV),,
2e[0, 1), lu'llo < M,. o

(IV4) Remarque. Nous verrons dans la suite que dans les deux
propositions précédentes, les inégalités strictes sont importantes.

IV.3. Existence
Posons V= {ueC'[0, 1]|[u()l <M et W'(t) < M,}.

(IV.5) PROPOSITION. Sous les hypothéses (HIV.1){(HIV.3), F: [0, 1]xV
—I12(0, 1), F(4, u)(t) = f3(t, u(t), u'(t)) est continue.

Preuve. Soit (1,, ug)€[0, 1)x V. En utilisant la méme technique de
preuve qu’a la proposition (IV.1) on obtient que pour tout ¢ > 0, il existe é > 0
tel que pour |A—4y| < et [[v—uyll, <8 on a [[F(A, v)—F(dy, ug)ll: <€

D’autre part, soit uy € ¥. Montrons la continuité de F au point (1, u,). Soit
{(4,, v,)} une suite qui converge vers (1, u,) dans [0, 1]x V. Montrons que
F()‘n’ D")(t)—PF(l, “0)(1) PP- tE[O, 1]

Soit N, < [0, 1] de mesure nulle pour lequel (u, p)+f(t, u, p) est continue
pour tout te[0, 1]\N,. Posons E* = {t|uy(t) = M}, E® = {t| — M < uy(t) < M},
E™ ={t|uy(t) = —M}. Soit teE°\N,; alors il existe A,e[0,1) tel que
—M+(1-Ag)e <uy(t) < M—(1—A4y)e et il existe NeN tel que pour tout
n>N, —M+(1-21)e<v,(t) <M—(1—2A,)e et 4,> A,. Donc

St 0a8), 0n(0)) = A, f (8, 0a(6), V() =1 (8, o(t), wo(8))-

D’autre part, puisque —M < u,(t) < M sur [0,1] on a que sur EYUE™,
up(t) = 0. Soit N, < [0, 1] un ensemble de mesure nulle tel que f(t, uo(z), up(t))
>0 pour tout teE*\N, par (HIV.2). Soit te E*\N,UN,; puisque
St ug(e), up(t)) = 0, il découle que

| (2, uo(t), o (D) =1, (& va(8), va(@))] < |S (&, ug8), uo(0) =S (¢, va(0), v (D),
dou f; (¢, v,(2), va(6) = f (1, uo(t), uo(2)).
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On montre de méme la convergence presque partout sur E~.

On a donc montré que F(4,, v,)(t) = F(1, ug)(t) p.p. sur [0, 1] et il existe
k=0 tel que

[F(A,, v,) (O] < A, 0,(8) v(6)* + B(t, v,(1)) <k car v,—u, dans C.
Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il découle que

F(i,,v)—~F(1,u,) dans I*Q,1). o

Nous donnons maintenant le théoréme principal de ce chapitre, soit celui
d’existence de solution au probléme (IV).

(IV.6) THEOREME. Sous les hypothéses (HIV.1)-(HIV.3) le probléme (1V)
posséde une solution ue HZ(0, 1) telle que |u(t)| < M, te[0, 1].

Preuve. Considérons la famille de problémes suivants:

uw'(e) = flt, u(@), ()  p.p- te(0, 1),
v
( )l {u Eg

ou A€[0, 1] et & correspond a (IV.1) ou (IV.2). On a montré précédemment
(propositions (IV.2) et (IV.3)) que si u est solution de (IV), pour un certain

A€[0, 1),

ueV={ueC'[0, 17| lu@) <M, [u'(@) <M,, Vie[0, 11}.
V est convexe et ouvert dans C'. Soient

F: [0, 11x P=I*0, 1), F(4 u)(t) =fi(t, u@®), w(), Ae[0, 1],
L: H}(0, 1)=>1%(0,1), Lu=u"

et

j: HZ(0, 1)~ C'[0, 1], l'inclusion complétement continue.
Par la proposition (IV.5), F est une application continue. L est un opérateur
inversible ou L~! est son inverse.

Posons H: [0, 11xV—-C'[0, 1], H(4, u) = joL 'oF(4, u). H est une
homotopie compacte entre H; = H(l, ) et H, = 0. Clairement, les points fixes
de H sont des solutions de (IV), pour Ae[0, 1]. Or, pour A€ [0, 1), les solutions
de (1V), sont dans V et par conséquent, H, est sans point fixe sur dV pour
A€[0, 1). Le théoréme (I.11) implique que H, a un point fixe dans V. D’ou
I'existence d’une solution ue HZ(0, 1) au probléme (IV). o

(IV.7) Remarque. Dans I'énoncé du théoréme précédent, on peut
affaiblir 'hypothése (HIV.2) par la suivante:

(HIV.2y il existe M, >0 et M, >0 tels que f(t, M,,0)202> f(t, M,, 0)
presque pour tout te[0, 1].

Cette hypothése correspond a I'existence de sous- et sur-solutions que nous
utiliserons dans les chapitres suivants.
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IV.4, Regularite

Maintenant, dans I’éventualité ou la fonction f est continue, est-ce que la
solution obtenue est une solution classique, ie. ue C*[0, 1] ? Le théoréme
suivant répond a cette question.

(IV.7) THEOREBME. Soit f: [0, 1] x R? — R une fonction continue qui satisfait
les hypothéses (HIV.2), (HIV.3). Alors le probléme (IV) posséde une solution
classique,

Preuve. Le théoréme (IV.6) donne I'existence d’une solution ue HZ(0, 1)
au probléme (IV), i.e. u”(t) = f (¢, u(t), w'(£)) = g(t) p.p. t(0, 1) ou ge C([0, 1]).
Par unicité des dérivées généralisées, u”’ € C([0, 17), d’ou ueC?[0, 1]. o

V. Problémes aux limites du second ordre avec un opérateur
multivoque satisfaisant une condition de croissance
de type Bernstein

Dans ce chapitre, des problemes d’existence de solutions généralisées a des
équations différentielles du second ordre avec partie de droite multivoque
seront considérés:

u"(t)e F(t, ult), u'(t)) pp. te(0, 1),
au(@)—pu'(0)=r, au(l)+bu'(l) =s.

L’opérateur & satisfera une condition de croissance de type Bernstein:
|F (t, u, p)| < A(t, u) p>+ B(t, u).

Ici notre approche sera basée sur I'existence de sous- et sur-solutions nous
permettant d’obtenir une majoration a priori des solutions. Enfin, en utilisant
la théorie de la transversalité topologique, nous obtiendrons les résultats
escompteés.

V.1. Formulation du probléme

Soit f: [0, 1] xR*— R et soient f, f; # qui lui sont associées et définies
au paragraphe L1, #(t, u, p) = [ f(t, u, p), f(t, u, p)].
Nous considérons le probléme aux limites suivant:
{(V.O) W(eF (b ul), W) pp. Le, 1),

V) ue

ol # dénotera l'une ou l'autre des conditions aux limites

u@—pi'@=r, B
b

V- u()+bu'(1) = s;

20,
=0

k]
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v.2) au(@)—puw'(0)=r, a B=0, max{a, B} >0,
(V- au(l)+buw'(l)=s a, b >0, max{a, b} >0
et ou # satisfait les hypothéses suivantes:
(HV.1) & est de type A (voir définitions (1.3), (1.4)); .
(HV.2) |#F(t, u, p)l < A(t, wyp*+B(t, u) p.p. sur [0, 1] ot A et B sont des
fonctions bornées sur tout sous-ensemble borné de [0, 1]xR (ie.
weZ(t, u, p), W] < A(t, w)p*+B(t, w);
(HV.3) il existe g, y € W>™(0, 1) telles que o(t) < Y (t) et sont respectivement
sous- et sur-solutions de (V), i.e.
V0 < ¥, W) o te@, 1,
w0 —pY'Q) =r, ap()+by'(l) =s,
"= f(t, e, @' (1) pp. te(0 D),
20(0)— '@ <r, ae(l)+bg'(1)<s
(V.1) PROPOSITION. Soit # une multiapplication qui satisfait (HV.1),
{(HV.2). Alors F: C'[0, 1]-12(0, 1), (Fw)(t) = Z(t, u(®), ¥'(t)), i.e. Fu= {w:
{0, 13— R mesurable|w()e  (t, u(®), ' (t)) p.p. t€[0, 11}, est bien définie, s.c.s,
a valeurs convexes et bornée sur les sous-ensembles bornés de C'[0, 1].
Preuve. Soient u,e C'[0, 1] et we Fuy. Alors |w(r)] < A(t, uo(t)) up(r)?
+B(t, uy(t)), d’ou F est bien définie et bornée sur les bornés de C'[0, 1].
Clairement, F est & valeurs convexes.
. Montrons la semi-continuité supérieure de F, i.e. pour tout & > 0, il existe
d > 0 tel que pour |ju—u,yll, < on a Fu < Fugy+ B2(g) ou By.(¢) est la boule

ouverte centrée en 0 et de rayon ¢ dans I*(0, 1).
Considérons

= {te(0, 1)|]lo~(uo(®), up@)|| < t/m=
O F( vy, 0,) < (S8 uo(t), uo(t)—e/R, 2, ug(t), ub(t)+&/R)}

ot v =(v,, v,)eR? et R une constante qui sera detenmnee ultérieurement.
G, est mesurable par (HV.1).

Posons E,,, = ﬂ,,s,p G,m. Cet ensemble est mesurable et on a les inclusions
E,cE;,cE3 <

Aussi, U:= . E,.= (0, 1). En effet, f et S sont respectivement s.c.s. et s.ci,
d’ou pour te(0, 1)
0, = {veR*| (1, vy, v,) < J(t, upl2), up(t)) +&/R} et
0,= {veR?| f(t, vy, v)) > f(t, uo(t), uo(t))—¢/R}

sont ouverts. Il existe donc m tel que (uq(2), 4 (t))+ Br2(1/m) = 0, " 0,, d’ou
teE,,.
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Conséquemment, mes(Uw_ E..) =1 et il existe mye N tel que mes(E,,,)

> 1/eR.

Soient A et B des constantes telles que A(t, v;) < A4, B(t, v,) < B pou
lvy| < 1+ |luplty. Aussi, pour tout & > 0, il existe n = n(¢) tel que pour S < (0, 1)
avec mes(S) <n on a

[(A21ub(N* (2% + 1)+ 2B?) dt < §(s/4)*.
)

Posons

1 1/2 €
O<5<mln{ <A > }, R>max{5, \/5}

Soit ue C'[0, 1] telle que |[u—u,|, < 6. Montrons que Fu = Fu,+ B;2(e), ie.
soit we Fu; prouvons qu'il existe ve Fu, telle que ||[v—w|. <e.
Soient

= {te(0, 1)|w(t) > f(z, up(2), uo(t))},
O= {te(0, 1) £(t ug(@), up(®)) < w(O) < T(t, uo(0), up(1)},
G™={te(0, V| f(t, up®), up(t)) > w(t)}.
Posons

Tt up(t), up(r)), teG™,
U(t) = W(t), te GO,
F(t uo(t), (), teG™.

Alors ve Fu,.
Si te Ep,,,

F (1, ut), ' (1) = (£t uo(t), wo(®)—&/R, (¢, up(t), uo(t))+¢/R)

puisque |u—u,ll, <& < 1/my, ce qui implique que |w(t)—v(t)| < &¢/R. Ainsi,
IE,.. W) —o(0)?dt < e2/R? < €%/3.
* Autrement posons V= E;e» mes(S) < ¢/R < n. Nous obtenons

flo@—w@I? dt < 4% [ (Iw(@)? +[u()2) dt

| 4 4

42 [ (LAl (0)* + B]* + [Aluo(t)|* + B]?) dt

14

< 42 [ (APl 0 + 2B + A% 2* [lup (1) — ' (O + utp (1) “]) dt

| 4
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= 42 [((2*+1) A2 [up()I* +2B% + A% 2* jup (1) — ' (1)|*) dt
v

1/e\? g2 1 ¢ 2¢?
Py 294 54 E o qras[ 8 Y _ 8
<4 (3(4> +A4°2 5><3+A 4 (443A2> 3

donc |v—wl|| 2 < e D'ou la semi-continuité supérieure de F. o

(V.2) ProrosiTION. Soient M, Ay, By eR et D, I'ensemble des fonctions
ue Hz (0, 1) telles que |lully < M et [u"(t)] < Ayt (t)*+ By, p.p. te(0, 1). Alors il
existe une constante M, = M (M, Ay, By, &) telle que [u'(t) < M, te[0, 1],
pour tout ueD,,.

Preuve. Soit ueD,, et soit t,€[0, 1] pour lequel |#'(f)] atteint son
maximum. Supposons que |u'(t,)] > ¢ ou

rS r
2D i B=b=0,
P sif=b

aM+ rl sif>0,b=0,

i

¢ =<

M
a ;'sl S =0, b>0,
min{aM/;-lr', aMb+|s|} si >0, b>0.

Alors il existe un intervalle (a, ty] ([tq, @) sur lequel |u'(¢)} > ¢ et ju'(a) = ¢
puisque u satisfait (V.1) ou (V.2). Supposons sans perte de généralité que
u'(ty) > 0. Alors
u'(t) < AW (@) +B, pp te(0, 1),
24,4 ()u"(¢)
Ay (> + By,
En intégrant de a a ¢, il vient:
'szM wtyu'(t)de
o Ayt ()2 +B,,
Par la régle de dérivation d’un produit de composition (théoréme (I.5))
. 24, (U ()
— Au U (D)*+ By

< 2A4,,u'(t) pp te(a ty).

< 24, [ulty) —u(@)] < 44, M.

(log (A ' (1) + By,))
et ainsi,

lo (Auu'(ro)2+BM

< :
Ay u’(a)2+BM) 4u M
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De ce fait, nous obtenons
! BM A4Ap M 2 4AM 12
|w' (£0)l < 1. (™M~ 1)+ c e ™ =M,,
M

d’ou /() < M,, te[0, 1], pour tout ueD,,. o

V.2. Conditions aux limites: u(0)—fu'(0) =r, u(1)+bu'(l) =5
Considérons le probléme
vV.0) u'()eF(t, u(t), w'(t)) pp. te(0, 1),

v.1) u(0)—pu0)=r;, p=0,
) u(l)+bu'(l)=s; b=0
ou #: [0, 1]xR*2—>R est une multiapplication satisfaisant les hypothéses
HV.1-HV.3).
Soit f: [0, 1]xR?>—R la fonction qui détermine %, ie. F(t, u, p)

=[f(t u p), f(t, u, p)]. Pour z€[0, 1] posons
@) v eftu,pl uz (e > o),

ftupg=<SGwp V(e >u> o),
T "GOt up) YY) >e) 2y,
" (8), W) = o) = u.

La multiapplication % (t, u, p, t) associée a f(t, u, p, t) devient donc

(@) v T £t u p) W@ v T (6w )]s u> Y0 > o(0),

[z St u p), ¥" (&) v <f (¢ u p)], u=y(t) > (),
e EQ”(t) A TI(tv u, p)’ Tjr(t’ u, p)]’ Ill(t) > Q(t) =u,

") At ft,up)a"(®) Atf(t,u, P)],  Y()>a() >u,
L") A f(twp), Y () v of(u )] Y()=el)=u
Pour chaque te[0, 1], #(t, u, p, ) satisfait (HV.1) et (HV.2) car & (t, u, p)

vérifie (HV.1) et (HV.2) et o”, y"eL*(0, 1).
Considérons la famille de problémes associés

(V.0), u'()eF(t, u(t), w'(t),t) p.p. te(0, 1),

u(0)—pu'(0)=r, F>0,
u(l)+bu'(l)=s; b=0.

(V.3) PROPOSITION. Si u est solution du probléme (V.0), (V.1) pour un
certain t€[0, 1] alors o(t) < u(t) < (1), te[0, 1].

(V.1)

3 — Dissertationes Math. 296
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Preuve. En effet, si u'()e Z (¢, u(t), «'(t), ) alors pour presque tout
teE* = {te(0, D]u(t) > y()} on a

W) =Y v T L u), @) 2 90,
ie. @ —y")(t)=0 pp. teE*. Or, E* ={](a, b) ou
sia,b#0o0ul (u—y)@)<0etu—y)b)<O,

si g, =0 ( —¥)O—BE—¥)(0) <O,
si by =1 —P) )b —¥) (1) <O,

car i est une sur-solution.

On peut donc appliquer le principe du maximum 1 (voir annexe 2): si
Y'(6) > 0 p.p. sur (a,, by et si y(a)—c, ¥'(a) < 0, yb)—¢c, () €0, ¢;, ¢, >0
alors y(t) <0 sur [a, b.].

Nous obtenons donc que (u—)(t) <0 sur E*, d’ou u(t) < y(t), t€[0, 1].
De fagon analogue, nous obtenons o(f) < u(t), te[0, 1]. o

Précédemment, nous avons remarqué que Z (t, u, p, ) satisfait (H V.2). En
fait,

|F (¢, u, p, 7)| < max{[y" (), lo” (N} +1F (¢, u, p)|
< A(t, w)p*+ B(t, w)+max {y” (9), lo” (0} = A(t, w)p*+B(1, u).
En conséquence, toute solution u de (V.0),, (V.1) satisfait

() < maX{Ilello, IWlo} =M, @) < Auu’(t)2+§M

ot A(t, u) < A, B(t, u) < By, te[0, 1], et |u <
Nous sommes dans les conditions pour apphquer la proposition (V.2) qui

fournit I'existence d’une constante M, telle que pour toute solution u du
probleme (V.0),, (V.1), [v'()] < M,.

(V.4) THEOREME. Sous les hypothéses (HV.1){(H V.3), le probléme (V.0),
(V.1) posséde une solution ue H2(0, 1) telle que ¢(r) < u(t) < y(2).

Preuve. Considérons F,:" C'[0, 17— L*(0, 1), (F,u)(t) = F (¢, u(t), w'(t), 7).
F, est s.cs., a valeurs convexes et bornée sur les sous-ensembles bornés de
C'[0, 1] par la proposition (V.1).

Posons H: [0, 1]x Bc:(My)— C*[0, 1], H(z, u) = joL™'oF,u ot By (M,)
={ueC'[0, 1] lull, < My} et My, > max{M, M,}. H est s.c.s., compacte et
4 valeurs convexes. Notons H, = H(z, *).-

Clairement, les points fixes de H, sont solutions de (V.0),, (V.1). Ils sont
donc dans K = {ue C'[0, 1]|o(t) < u(f) < ¥(t)} et satisfont |u]], < M,, d’ou
H est sans point fixe sur dB¢:(M,). H est une homotopie compacte entre H, et
H,. Le théoréme (1.8) implique que H, est essentielle si H, lest.

Maintenant, nous voulons montrer que H, est essenticlle. On a
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(v(t) v 0, >yt > o(t),

[0, y"(¢) v 0], i) =u> o),

Feup0=i® v > u> o),
[o"() A 0,0, Wi > o) =

2" () A O, W) > elt) > u,

") A0y () v 0], yY()=el)=u
Considérons la famille de problémes suivants:

(V.0)3 W(eAF(t, u(®), W), 0) pp. te(0 1),

(V.1) u@—p'Q=r, u(l)+bu'(l)=s

et #: [0, 13 x Ba:(r)— C[0, 1], #(4, u) = joL *0AF, est s.cs., compacte €t
a valeurs convexes. Les points fixes de #, sont solutions de (V.0)3, (V.1).

Or, pour r suffisamment grand, # est sans point fixe sur dBg: (r), # est une
homotopie: entre ¢, = H, et fo=u, ou u,eHZ0,1) et Lu;=0. Les
théorémes (1. 8}0&(1 9) lmphquent que 7, est essentielle et ainsi que H, et H, le
sont aussi.

Le probléme (V 0)1, (V.1) posséde donc une solution ue Hz(0, 1)n K.

Montrons que ue K n HZ(0, 1) solution de (V.0),, (V.1) est aussi solution
de (V.0), (V.1). En effet, si u'()e F(t, u(), v'(t), 1) et ue K alors si u(t) = ()
on a w(t)=y'(t) car u(t)<y(t) et w'() <Y (1) v f(t, u() w(t) =y"(t)
VI W@ w@) or par (HV.3), y"()<J( v '@©) don u'()
< J(t, ult), w'(t)). De meme si u(t) =o(t), u'(®)= f(t, u(t), w'(). Aussi, si

u(t) <y(t), on a u'(t) < f(t, ut), w(r)) et de méme si u(t)> o), w'(t)

= [t u(t), W) Ains1 u”(t)eJ(t u(t), '(t)) p.p. te(0, 1), d’oil u est solution
de (V.0), (V.1).

Nous avons donc montré I'existence d’'une solution du probléme (V.0),
(V.1) telle que () S ult) < yY(r). o

V.3. Conditions-aux limites: ou(0)—fu'(0) =r, au(1)+bu'(1)=s

Considérons le probléme

(V.0) w(OeF(t, ult), ¥(t) pp te(0, 1),
V2 au(0)—pu'(0)=r, « f=0, max{a, f} >0,
(V:2) au(l)+bu'(1)=s; a,b>0, max{a, b} >0

ou %: [0, 1]xR*— R est une multiapplication satisfaisant les hypothéses
(HV.IHHV.3) :

Posons £ (¢, u, p) = F(t, u, p)—u, f(t, u, p) =f(t, u, p)—u. Le probléme
(V.0), (V.2) est alors équivalent &
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(V.3) W' (t)—u(t)eF (L, u(t), w() pp te(0, 1),
(V.2) a(0)—pu'0) =r, au(l)+bu'(l) =s. .

En fait, nous considérons le probléme (V.3), (V.2) pour s’assurer que
Popérateur L: HZ(0, 1)— L*(0, 1), Lu = u” —u est inversible (annexe 3). On sait
en effet que I'application u—u" ol u satisfait les conditions aux limites de
Neumann n’est pas bijective.

Pour te€[0, 1], posons

W' O-y@) v iftuwp, uzy)>e,

_Jdtup) v >u>o(),
JO w2 D=1 0@ A T wp, V0> 0@ >u
0" (H)—a(t) () = o) = u.

Sa multiapplication associée devient:

([ ©—-v0) v < 7w o), (O —¥©) v T, w, P
_ u>y(t)> (),
[7Cwp ("O-v@) v ftup)) w=v@E)>e),
[/ wp),iftwpl () > u> o),
Ftoup)=<[("O—e®) Atftup)tftup], wH)>u=eol),
[(e" ®~e(®) A 7 (¢, u, p), (" ()—2 () A T/ (t, w, P),
Y0 > e(t) > u,
[(e" ) —e@®) A = f(t, w, p), W' O—¥ @) v ]t u p)
L y(t)=e@) =u.
Pour chaque TE [0,1], F(, u, p,1) satisfait (H V.1), (HV.2) car ¢y et
0"eL®(0, 1) et & vérifie (HV.1), (HV.2).
Maintenant, considérons la famille de problémes associés:
(V.3), u"(t)—u(t)e F(t, u(t), w' (1), 1) pp. te(0, 1),
au(0)—pu'(0) =r; o, f >0, max{a, f} >0,
au(l)+bu'(1)=s; a, b >0, max{a, b} > 0.
(V.5) PROPOSITION. Les solutions ue HZ(0, 1) d'un probléeme (V.3),, (V.2)
pour un certain t€[0, 1] satisfont o(t) < u(f) < Y(2).

(V.2)

Preuve. Si w’()—u(t)e & (¢, u(e), ¥'(t), 1) alors pour presque tout te E*
= {re(0, Diu(t)> W(y)}, on a

WO —ul) Z (" O-y@) v T [t ul), ¥ (1) = (0" 0O - v (),

ie. Llu—y) >0 pp. teE* ou Ly = y"—y.

On peut donc appliquer le principe du maximum 2.(voir annexe 2): si
y”(t)—()))(t) > 0 pp. te(ay, b,) et ay(a,)—By'(a;) <0, ay(b,)+by(b,) <0 alors
y(t)<0.



V. Conditions de type Bernstein 37

Nous obtenons donc que (u—y)(t) < 0 sur E*, d’ot u(t) < ¥(¢), te[0, 1],
et de méme, o(t) < ult). o ‘

Remarquons que si u est solution de (V.3),, puisque
| (t, u, p, D) < max{y"(O) =y}, le" ®)—e (N} +1F (t, u, P+ ul
< A(t, u)p®+B(t, u)+k+u
alors
" (1) < A(t, w) p* + B(t, u).

En conséquence, toute solution u de (V.3),, (V.2) satisfait |u(t)| < max{]|g]|0, 1o}
=M et u'(t) < Ay (©)*+B,, ot Alt, u) < Ay, B(t, u) < By, te[0, 1], et
lu] < M.

Nous sommes donc dans les conditions pour appliquer la proposition
(V.2) qui fournit I'existence d’une constante M, telle que pour toute solution
u du probléeme (V.3),, (V.2), |[u'(t) < M.

(V.6) THEOREME. Sous les hypothéses (HV.1}-(HV.3) le probléme (V.0),
(V.2) posséde une solution ue Hz(0, 1) telle que o(t) < u(t) < ¥ ().

La preuve est semblable a celle du théoréme (V.4).

Soit f: [0,1]xR*—R une fonction de Carathéodory, alors
F(t, u, p)=f(t u, p).

(V.7) CoroLLAIRE. Soit f: [0, 1]x RZ—R une fonction de Carathéodory
satisfaisant (HV.2), (HV.3). Alors le probléme

(V.4) u'(t) =f(t u(), w(t) pp. te(0, 1),
(V.2) ou(0)—pu'0)=r, au(l)+bu'(l)=s

posséde une solution ue HZ(0, 1) telle que o(t) < u(t) < ¥ (t).
Si de plus, f est continue alors u est une solution classique, i.e. ue C*[0, 1].

(V.8) COROLLAIRE. Soit %: [0, 11xR*—> R qui satisfait les hypothéses
(HV.1), (HV.2) et

(HV.4) il existe des constantes M', M" = 0 telles que
uf(t,u,00>0 pour uz M, r<aM, s<aM,
uf(t, 0020 pour u< —M", —r<aM”, —s<aM.
Alors le probléme (V.0), (V.2) posséde une solution u telle que —M" < u(t) < M'.

Preuve. Il suffit de montrer que — M"” et M’ sont respectivement sous- et
sur-solutions de (V.0), (V.2)

0L f(t, M, 0),aM' 21, aM' = s implique que M’ est sur-solution,

0= f(t, ~M",0), —aM” <r, —aM"” < s implique que —M" est sous-solu-
tion. o
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(V.9) Remarque. Pour le probléeme de Neumann, ie. « =a =0, nous
devons avoir r =5 =0. La condition uf (s, 4, 0) > 0 pour u > M’, uf(t, u, 0)
2 0 pour u £ —M" n’est pas suffisante pour assurer ’existence de solution au
probléme

(V.0) w'(eF(t, ult) () p.p. te0, 1),
(V.2)y W) =r, d(l)=s.

Et dans le cas od f est continue ceci correspond bien au résultat de Granas,
Guenther et Lee [GGL2].

(V.10) EXEMPLE.

u'(t) = u'(t)?,
W0)=1 wu(1)=0.

Ce probléme ne posséde pas de solution et pourtant uf (¢, 1, 0) > 0 pour |u] = 0.
Ce qui montre l'insuffisance de cette condition. De plus, les hypothéses (H V.1),
(H V.2) sont satisfaites et () = 0 est une sur-solution. En fait, ce probléme ne
posséde pas de sous-solution.

(V.11) CoROLLAIRE. Soit #: [0, 1] x R?> - R une multiapplication qui satis-
Jait (HV.1), (HV.2) et

(HV.5)  f(t, u, p) et f(t,u, p) sont continues et différentiables par rapport
a u et il existe k>0 telle que f,(t,u,p) =k, f(t,u, p) =k pp.
te(0, 1), ueR, et |p| < ¢’ = max{[|, |s|}.

Alors le probléme

(V.0) u'()eF(t, u(r), W' (1)) p.p. te(0, 1),
(V.2)y W) =r, w(l)=s
posséde une solution.

Preuve. Posons v(f) =((s—r)/2)t2+rt, v'(t) = (s—r)t+r, v'(t) =s5—r.
Soit u une solution de (V.0), (V.2)y. Posons y = u—uv; alors

Y'eZ(t ut) wt)—(s—r, y(0=yQ1)=0.
Posons g(t, u, p) = f(t, u+v(t), p+v'(t))— (s—r); ainsi
G(ta u, p) = f(ts u+v(t), p+vl(t))_(s—r)s G= [9_, g_]
Clairement, G(t, u, p) satisfait (HV.1), (HV.2).
Deés lors, u est solution de (V.0), (V.2)y si et seulement si y est solution de
v {y:'(t) €6, ¥(0, y (),
Y0 =y(1)=0.
De plus,
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¥(e 3. 0) = [T (t, y+(0), v/ @)+ r—3)]
= y[f(t y+o@), v @) =T, o), V@)] +y [Tt v(0), v () +r—s]
= Y [ fult, 8@8)+0(), v (@)]+y [F(e, v(0), v' @) +r—s]
2y k—|ylk,
ol k; 21f(t, u, p)+r—s| pour |ul < |(s—r)/2l+|r| et |p| < ¢
Siy > k,/k alors yg(¢t, y, 0) = 0. De méme, si y < —k,/k, yg(t, y, 0) = 0 ot
k, > | f(t, u, p)+r—s| pour |u| < [(s—r)/2|+]|r| et |p| < c’. Alors, par le corollaire

(V.8), le probléme (V.5) posséde une solution ye HZ(0, 1) telle que —k,/k < y(f)
< k,/k et par conséquent le probléme (V.0), (V.2), posséde une solution. o

V1. Problémes aux limites du second ordre avec un opérateur
multivoque satisfaisant une condition de croissance de type
Bernstein-Nagumo

Nous considérerons le méme probléme aux limites qu'au chapitre précé-
dent. Ici, la condition de croissance sur & sera affaiblie en une de type Bern-
stein—-Nagumo. De nouveau, en supposant I'existence de sous- et sur-solutions
des théorémes d’existence de solution seront obtenus.

VI.1. Formulation du probléme

Considérons le probléme

VD) {(VI.O) u'(yeF(t,u(), w'@®) pp. te(0, 1),
-uedh

ol 4 dénote I'une ou l'autre des conditions aux limites suivantes:

u@)—pu@=r, p=0,
VL1
(VL) {u(1)+bu’(1) =s; b20,
(V12) au(0)—pu' Q) =r, o, f20, max{ea, f} >0,
’ au(l)+buw'(0)=s, a,b=0, max{a, b} >0
ol #: [0, 1]x R2— R est une multiapplication déterminée par une fonction
[ et qui satisfait les hypotheses

(HVL1) % est de type #;
(HVL2) il existe g, y € W*=(0, 1) telles que o(t) < Y (t) et sont respectivement
sous- et sur-solution de (VI), i.e.
v < Ftv@, ') pp o te(0, 1),
/(0B ) =r, aP()+by'(1) =5,
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"< f(t e, o' () pp. te© 1),
w0)—po'0)<r, ag(l)+bo'(1)<s;

(HVL3)  pour tout k >0, il existe ¢,: [0, 11—[0, o0), ¢, €*(0, 1) telle que
(&, u, DI < 040) pour Wl <k et Ip| <k

(HV1.4) il existe &: [0, oo)—»(O o) telle que x/®(x) e L5 [0, ), |Z (t, u, p)|
< O(|pl) pour () Su< () et pp. te(0, 1) et

deX/‘I’ (x) > [y —el = sup{¥(t))—elt)lt,, t,€[0, 17}
et ou
(Is r
—— si f=b=0,
a o
“M;"' siB>0,b=0,
c=ﬁ
"M;'S' sif=0, b>0,
min aM+|rl,aM+|s| si f>0,b>0,
L B b

M

max{llello, I¥lo}-

L’hypothése (H V1.4) s’appelle une condition de croissance de type Bern-
stein—-Nagumo. Généralement elle se rencontre sous la forme plus restrictive

j: xdx/®(x) =

(VL1) ProrosiTiON. Soit # une multiapplication satisfaisant (H VI1.1),
(HVL3). Alors

F: C'[0, 11-L%0, 1),  (Fu)(®) = F(t, u(t), w(1)),

i.e. Fu={w: [0, 1] R mesurable |w(t)e & (t, u(t), u'(t)) p.p. te[0, 1]} est bien
définie, s.c.s., d valeurs convexes et bornée sur les sous-ensembles bornés de
c'[o, 1].

Preuve. Soient uge C'[0, 1], we Fu, et k >0 tels que |luy|l, < k. Alors
[w(t)l < @,(r), d’ou F est bien définie.
Montrons la semi-continuite supérieure de F. Considérons E,,, comme 4 la
proposition (V.1), i.e
En = {te(0,1) |”v (uo(t), uo(t )” < lm=[f(t, vy, vy), (T, vy, 05)]

< (18, uolt), wo()—¢/R, J{t, uo(t), up(t)+e/R)}.

Il existe mye N tel que mes(E,,) > 1—¢/R.
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Pour tout ¢ > 0, il existe 5 = n(g) tel que pour § < (0, 1) avec mes(S) < #
on a fs|@i+1 ()1 dt < (e/4)%.

Posons 0 < é < 1/m, et R > max{e/n, \/_} Soit ue C[0, 1] telle que
lu—uyll, < d et soit we Fu.

Définissons ve Fu, comme 4 la proposition (V.1), ie.

It ug(t), up(t))  si w(e) > J(t, up(t), uo(t)),
v(t) = § S(t uo(t), ug(t))  si w(t) < f(t, up(2), up(2)),

w(t) autrement.

Si teE,, alors |v(t)—w(t)] < ¢/R et ainsi

[ w)—ov()*dt < e*/R* < €*/2.

Ermge

Sinon, posons V= Ej, ., mes(V)<¢gR <n et

fw(®)—o@)? dr < 4 [ (Iw(@)]? +o(0)}?) dt
v v

< 8(lo1 e dt < 8(e/4)* < /2,
v

donc [[v—w| . <& D’oud la semi-continuité supérieure de F. g
(VL2) PROPOSITION. Soit @,: [0, 00)—(0, o0) telle que x/P,(x)e L% [0, o0)

et _fc xdx/®,(x) > [y —@] et soit D l'ensemble des fonctions ue HZ(0, 1) telles

que o(t) S u(t) < yY(1) et [u'(t) < (W' (1)) p.p- te(0, 1). Alors il existe une
constante M, = M ,(®P,, c) telle que [u'(t)] < M, te[0, 1], pour tout ueD.

Preuve. Soit ueD et soit t,€[0, 1] pour lequel [v'(tf)] atteint son
maximum. Supposons que [u'(f,)] > ¢ ou ¢ est défini précédemment; alors il
existe un intervalle (a, t,] ([t4, a)) sur lequel |u'(t)] > ¢ et |u'(a)] = ¢ puisque
u satisfait (VIL.1) ou (VL2).

Supposons sans perte de généralité que u'(t,) > ¢; puisque u"(t) < [u"(t)|
< @, (u' (1)) p-p. te(0, 1) on a u"(@)u'(t)/P, (' (1)) < uw'(t) p.p. te(a, Lo

En intégrant de a a ¢, il vient

tu (@) u" (1)

1o )

Par hypothése, x/®,(x)e LE [0, ) et u' e H'(0, 1). On peut donc ap-
pliquer la régle de changement de variables dans une intégrale (voir annexe 1):

5 o AL S Iu (t)dt = u(to)—u(a) < Y(to)—e(a) < Y —el.

ol ydx _ to u'(t) u”(t) _ xdx
2.9~ o) & Slev < I¢m

Ce qui implique l'existence d’une constante M, >0 telle que |u'(t)] < M,
1e[0, 1], pour tout ueD. g

c
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V1.2. Conditions aux limites: u(0)—fw'(0) =r, u(l)+bu'(1) =s

Considérons le probléme
(VLO) w'(ye F(t, u(t), v'(t)) pp. te(©, 1),
u@)—pu'@=r;, p=0,
u()+b’()=s, b=0
ol #: [0, 1]xR?—R une multiapplication qui satisfait (H VI.1I}-(H V1.4).
Définissons & (t, u, p, t) comme au paragraphe V.2. Alors pour chaque
1€[0, 1], # (¢, u, p, 1) satisfait (H VL1), (HVL3).
Maintenant considérons la famille de problémes associés
(V10), u'(eF(t, u(t), w'(), t) pp. te© 1),

{M(O)—ﬂu'(o) =r f=20,

(VL1)

(VL1) u()+bi'(l)=s; b=0.

(V1.3) PROPOSITION. Si u est solution du probléme (VI.0),, (VL.1) pour un
certain 1[0, 1] alors o(t) < u(t) < Y(r), te[0, 1].
La preuve est identique a celle de la proposition (V.3).

Remarquons de plus que si u est solution de (VI.0),, (VI.1) alors |u" ()|

®(|u'(2)]). En effet, par la proposition (V1.3), ¢(t) < u(t) < ¢/(t). Par conséquent,

si o(t) < ult) < y(t), W' ()t (t, u(t), w'(t)) et par (HVL4) on obtient |u” (1)

< (W' (1)) Si u(t) =y() alors u'() = y'(r) puisque u(t) < y(t) pour tout
tef0, 1] et par (HVIL2), y"(f) <f( Y(e), ¥'(1) = ]'(t u(t), u(t))

Oruw'(t) S Y"'(8) v o (e, ule), w' (t) < |7z, u(r), v'(2) De méme si u(r) = o(t),
on obtient u’(f) > —|f(t, u(t), u(t))| Dlou |u"(t)| < ®(ju'(t))) puisque par
(HVL4), |#(t, u, p) < B(p]).

Nous sommes donc dans les conditions pour appliquer la proposition
(V1.2) qui fournit I'existence d’une constante M, telle que pour toute solution
de (VI.0),, (VL1), |u'(t) < M,.

(VI.4) THEOREME. Sous les hypothéses (H V1.1)-(H VL.4), le probléme (V1.0),
(VL1) posséde une solution telle que o(t) < u(t) < Y (2).

La preuve est identique 4 celle du théoréme (V.4).

V13. Conditilons aux limites: au(0)—pu'(0) =r, au(l)+bu'(1) =s
Soit le probléme
(VL) u'(ye F(t, u(t), w'(t)) pp. te( 1),

VI2) {au(O)—ﬂu’(O) =r o f20, max{g, f} >0,
' au(l)+bu'(1) =5 a, b >0, max{a, b} >0

Z: [0, 1] x R*—> R satisfait les hypothéses (H VL.1)}~(H V1.4).
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Fixons & > 0 tel que jm xdx/(®(x)+eM) > [y —g] o0 M = max{[l¢llo, ||'¢||0}.
Posons #(t, u, p) = F(t, u, p)—eu, f(t, u, p)=[(t, u, p)—eu. Le probléme
(V1.0), (V1.2) est alors équivalent a
(VL3) u’ () —eu(t)e £ (t, u(t), w'(t) pp. te(0, 1),

(V1.2) au(0)—pu’'(0) =r, (1)+bu’(1) = 3.
Pour 1€[0, 1] posons

W' O—ep@) v it ups  uz PO >el)

e py Wity > u > o(f),
J6u 2D =9 ) agt) n 7wl W) > 0 > 1,
0" (t)—eo(t); y)=e@) =

Sa multiapplication associée devient:

[(!!/ &) —e¥(®) v T/t u p) (V" () —e () v tf (2, u, p;
) u> Yt > e(t),
[t/ wp) (W O-ay@) vt up]  u=y@®>0),
[/ u, p), ), 27 (6, u, p)J; ~ Y(e) > u>e(t),
Ft,up)=<["O-ee)rtftup,tftup] v@)>u=el),
[(¢" 0 —2e(®) A 2 f(t, u, p) (¢" () —s0(6) A Tf(t, w, p)];
¥ >e(®) >u,
[(e" ) —ee®) Az f (e u, p), (V" (O -y (®) v ]t u, P)];
L V) = o = u.
Pour chaque t€[0,1], #{(t, u, p, 7) satisfait (HVL1), (HVL3) car y” et
0"eL*(0, 1) et # verifie (HVI), (HVL3).
Maintenant, considérons la famille de problémes associés:
(VL3), u”'(t)—eu(t)e £ (t, ult), w (), 1) pp. te(0, 1),
(V1.2) au(©0)—pu'(0)=r, au(l)+bu'(1)=s.
(V1.5) PrROPOSITION. Les solutions d'un probléme (V1.3),, (V1.2) pour un
certain 1e[0, 1] satisfont o(t) < u(t) < Y (2).
La preuve est trés semblable d celle de la proposition (V.5).
Montrons que si u est solution de (VL.3), (V12) alors |u’(z)|] < ®(ju' (1))
+&M. En effet, par la proposition (VLS5), (t) < u(t) < y/(t). Par conséquent, si
u(t) < (),

u” (t)—eu(t) < <(F(t, u@), u' (D) —eu(t)), ie.
u'(t) < of (¢, u(e), w @)+ —=1)eu(t) < |J(t @), o @) +elul).
De méme si g(t) < u(t), on a u'(t) = —[| S(t, u(®), ' (O)+elu@)}].
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Si u®)=y(@), v =y car ul)<y@) et par (HVL2), ¥"(1)
<f(e w@), ¢'(®) =Tt ult), w (), donc
W' (0)—su(t) < (Y () —ep (0) v (7 (& u(e) w (@) —eu)),
u" ()< Y (e) (Tf(t u(t), ' () +(1 —v) su(z))

< (e, u(e), w(®) v (sF(e, ult), w'(©)+(1—1) eu(t)

< |7t (@), w @) +efu@).
Et de méme si u(t)=o(t) on a u’'(t) = —[| f(t u(), w ()| +elu(®)|]. Dong,
() < @(lu'(t)|)+8M =@, (' (1)) avec Ic xdx/®,(x) > [y —¢].

Nous sommes donc dans les conditions pour appliquer la proposition
(V1.2) qui fournit 'existence d’une constante M, telle que pour toute solution
u de (VL3), (VL2), W' (1) < M,.

(V1.6) THEOREME. Sous les hypothéses (H VI.1}{(H V1.4), le probléme (V1.0),
(V1.2) posséde une solution telle que o(t) < u(r) < y(2).

La preuve est semblable 4 celle du théoréme (V.6).

(VL.7) COROLLAIRE. Soit #: [0, 1] x R* — R une multiapplication qui satis-
fait (HVIL1), (HV1.2),

HVLS5) il existe ¢: [0, c0)—(0, oo) telle que |F(t, u, p)l < D(lpl) pour
o) Su<yt) et x/®(x)e L3 [0, co). De plus il existe M, = ¢ telle

que j:"’xdx/mx) > [W—o), et

(HVL6) il existe ¢: (0, 1)—:_[0Loo)eL2(0, 1) telle que \F (t, u, p)| < o(t) p.p.
te(0, 1), |ul, Ipl < M, M > max{M,, M} ou M = max{|lello, I¥Io}.

Alors le probléme (V1.0), (V1.2) posséde une solution telle que o(t) < u(t) < V(o).

Preuve. F: Bo(M)—> L0, 1), FLu(t) = (¢, u(t), (), 7) est bien définie
s.c.s., & valeurs convexes et bornée sur les bornés. Le reste de la preuve est
semblable a celle du théoréme (V1.6). o

(VI.8) CoROLLAIRE. Soit & [0, 1]x R*— R une multiapplication qui satis-
Sait (HVL1), (HVL2) et

(HVL7) il existe ¢: [0, 1]x Rx [0, c0)—[0, o0) bornée sur les bornés telle
que |Z(t, u, p)l < o(t, u, |p)) et ¢(X) = sup{o(t, u, X)[(t) < u < Y(1),

IG(O, 1)}’ d’( loc[o OO) et .“ )>[¢ Q]

Alors le probléme (V1.0) (V1.2) posséde une solution.
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(V1.9) CoROLLAIRE. Soit #: [0, 1] x R?— R une multiapplication qui satis-
Sait (HVIL1), (HVL3), (HV1L4) et (HV.4) (voir chapitre V). Alors le probléme
(VL0), (V1.2) posséde une solution.

(VI.10) COROLLAIRE. Soit & une multiapplication qui satisfait (H VL1),
(HVL3), (HVI14) et (HV.5) (voir chapitre V). Alors le probléme (V1.1), (V1.2)y
posséde une solution.

(VL11) CoroLLAIRE. Soit f: [0, 1] x R*— R une fonction de Carathéodory
satisfaisant (H VL.2}{(H V1.4). Alors le probléme

u'(t)=f(t, u@), '{t) pp. te(O,1),
(VI2) au(@)—pu'(0)=r, au(l)+bi'(1)=s

posséde une solution,

(VI.12). Remarques. (1) Les résultats des chapitres IV et V peuvent étre
obtenus comme corollaires des principaux théorémes de ce chapitre.
(2) On pourrait aussi considérer les problémes

Lu(t) e F(t, u(z), v (1)),
uecé

avec Lu=u"(t)+c(®)¥'(t)+d(t)u(t) un opérateur inversible.

(3) Les problémes sont considéres sur lintervalle [0, 1] mais nous
obtenons les mémes résultats sur tout intervalle borné [a, b].

(4) Soit G: [0, 1] x R2 - R une multiapplication qui n'est pas néces-
sairement définie a partir d’une fonction g. On peut obtenir de fagon
analogue a ce qu'on a fait dans ce chapitre des théorémes d'existence pour
u'(t) e G(t, u(t), w'(t)), ue AB. 11 suffit de remplacer I'hypothése (H VI.1). Sup-
posons que G est s.c.s. par rapport a (u, p) et & valeurs convexes compactes.
Soit g(t, u, p) = max[G(t, u, p)] et g(t, u, p) = min[G(t, u, p)], ie. G(t, u, p)
= [g(t, u, p), g(t, u, p)). On peut montrer que 7 et g sont respectivement s.c.s. et
s.ci. par rapport i (u, p). On remplace I'hypothése (HVI.1) par

(HVL1Y G est s.c.s. par rapport a (u, p), a valeurs convexes compactes, g et
g sont de type M (voir définition 1.3).

VII. Problémes aux limites du second ordre
dans Pintervalle [0, o)

Dans ce chapitre des problémes aux limites du second ordre danms
'intervalle [0, co) seront considéres

u’(t) = f (8, u(®), v'(1),
u(Q)—pu'©) =r,
lim u() =0

t— o0
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ou.bien
u'(HeF(t, ut), w(1),
au(0)—pu'(0) =r,
lim () = 0.

=0
Le cas classique (i.e. le premier probléme avec f continue) a été consideré
par Granas, Guenther, Lee et O’Regan [GGLO] qui, sous certaines hypothé-
ses, obtenaient l’existence d’une solution telle que

lim u(t) = lim '(¢) = lim 4"(t) = 0.
- [ind--] o A
Dans un premier temps, nous généraliserons leur résultat au cas ou la
fonction f est de Carathéodory et satisfait une condition de croissance de type
Bernstein. Comme eux, nous ferons I’hypothése

(%) uf(t,u,0)>0 pour |u =M.

Dans un deuxiéme temps, nous considérerons un probléme aux limites
avec partie de droite multivoque. L’hypothése (*) sera remplacée par une
d’existence de sous- et sur-solutions. Nous imposerons 4 % une condition de

croissance de type Bernstein que nous affaiblirons ensuite par une condition de
type Bernstein—Nagumo.

VIL1. Problémes aux limites avec une fonction de Caréthéodory

\
Soit le probléme aux limites suivant:

(VILO) u'(t) =1t u(t), v (t) p.p. te(0, o),
(VIL1) wO)—pu(0)=0; f=0,
(VIL2) limu(t) =0

ou f: [0, 00)x Rx R—R est une fonction qui vérifie les hypothéses suivantes:

(HVILI)  f est une fonction de Carathéodory,

(HVIL2)  |f(t, u, p)| < A(t, u)p>+ B(t, u) ou A(t, u) et B(t, u) sont des fonc-
tions bornées sur [0, o0) x D pour tout sous-ensemble borné D — R,

(HVIL3) il existe une constante M > 0 telle que uf (¢, u, 0) > 0 pour |u| = M.

Une solution de ce probléme sera une fonction ue W2*(0, 0) qui
satisfera (VIL.O}{VIL2).

Tout d’abord, obtenons I'existence d’une solution au probléme (VILO),
(VIL1).

Pour neN, considérons la famille de problémes suivants:

W) =f(tu@), v @) p.p.te(0, n),
(VIL3), {u(O)—ﬁu’(O) =0, um=0 p=0.
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Par le théoréme (VI.6), pour tout neN, il existe u, € H#(0, n) solution de
(VIL3), telle que |u,(8)] < M,

B 1,2
lup(t)) < M, = l:z(e4"“—1)+cze4’m:| s @l <M, =AM} +B

ot A(t,u) < A, B(t,u) < B, te[0, 0), |u| <M et

_{o si f =0,
=M sip>o.

Remarquons que M, M, et M, sont indépendantes de n.

(VIL1) THEOREME. Sous les hypothéses (H VIL.1){(H VIL3) le probléme
(VILO), (VIL1) posséde une solution ue W= (0, o).

Preuve. Soient {u,} solutions de (VIL3),. Définissons:

ya(t) = {u,,(t), ¢ teldn], ) = {”;-(t), te [0, n],

0, te(n, o), 0, te(n, );

alors y,e W'=(0, co) n W2 (0, n).

Considérons la suite {y,|j0.1)}s>, comme un sous-ensemble de C'[0, 1].
Cet ensemble est borné et équicontinu dans C* car |y;(t)] < M, p. p. te(0, 1).
Par le théoréme d’Arzela-Ascoli (L.1), il existe une sous-svite N, = N et
z,€C'[0, 17 telles que [|y,—2;leio; =0, n— oo, neN,.

Posons N, = N,\{1}; alors {y,lo. z]},,e,,, < C'[o, 2] De méme, par le
théoréme (1.1), 11 existe une sous-svite N, = N, et z,eC'[0, 2] telles que
130 —25llc1e, =0, n—> o0, neN,. De plus 7, =2, sur [0, 1] car N, = N,.
Posons N, = N,\{2}; alors {y,lo.31}nen. = C*[0, 3].

En répétant I'argument, nous obtenons pour k = 1, 2, ..., une sous-suite
{N,}, Niv1 = N, avec N, {1, ..., k} = D et une fonction z,e C'[0, k] telles
que [|y,—zlciroy—0, n—= 0, neN,. Aussi, z, = z,,( sur [0, k].

Remarquons que |z,(t)] € M, |z4(t) < M,, te[0, k], et z,(0)—pz,(0) = 0

Maintenant, définissons une fonction u qui sera solution du probléme
(VILO), (VIL1). Soit te[0, o) et soit keN, k =t. Posons u(t) = z,(t). Par
construction, cette fonction est bien définie et ueC'[0, o), |lu() <M,
W) < My, te[0, oo), u(0)—pu'(0) =

Vérifions que ue W2*(0, oo) et satisfait (VILO0). Soit ¢ € C}(0, o) et soit
keN tel que supp¢ < [0, k]; alors pour neN,

k k
[y ()dt = [u() @' () dt = — [u () (t)de
0 0

0

g ya(0) @' (t)dt

X K
= [t ua0), @) (®)dr = —[ 1 (8, ya(8), ya(t)) () dt

o] 0
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Puisque ||y,—zZlicioq—0, n— 0, neN, et par (HVIL]) on a
Sy, () a0) =S (8 24(2), z(0))  pp- te(O, k),

donc
k k
[ 1t va@), yald) 0 dt = [ £ (2 z(0), Z®) 0(0)dt,
Y 0
k k
[yat) @' (t)dt > [ Z4()) @' (1) dt.
0 0
Il vient

k k
fa@e' ®dt=—[f(t 20, z0) @) dt, ie.
0 0

k

k
Y@ e'@)dt = = f(t, u@®), v@)o)dt,
0

0
ufou’(t) o'(Hdt = — T It u(t), () @(t)dt.
0 0

Par conséquent, u”(t) = f(t, u(t), u'(t)) p.p. £€(0, ) et
L (5, u(e), u’(t))] SAW@®P+B< AMi+B=M, pp. te(0, ),

d’oll ue W2*(0, o) et est solution du probléme (VILO), (VIL.1). o

Nous voulons maintenant un théoréme d’existence au probléme (VII.0)-
(VIL2).

Faisons I'hypothése additionnelle suivante:

(HVIL4) il existe YyeC([0, c0)) telle que Y(t)—0 lorsque t— oo et |u(t)|
< Y(t) pour 0 <t < oo ot ue W»*(0, o) est solution de (VILO),
(VIL1).

(VIL.2) TuEOREME. Sous les hypothéses (HVIL1}-(H VIL4) le probléme
(VILO)-(VIL.2) posséde une solution ue W>%(0, ).

(VI1.3) THEOREME. Sous les hypothéses (H VIL1){(H VIL4), le probléme
(VILOYA(VIL.2) posséde une solution qui satisfait lim,., ,u'(t) = 0.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que s est
décroissante (sinon on prend ¥, (f) = sup, >, ¥(x)). Soit u la solution donnée par
le théoréme (VIL.1). Puisque lim,., ,, u(z) = O, pour tout ¢ > 0 et pour tout ¢ > 0,
il existe § >t tel que |u'(§)| < e. En effet, soient ¢ et f; alors il existe t,, ¢,,
t<t;<t;+1<t, tels que |u(t) <e&2 et par le théoréme de la valeur
moyenne, il existe §e(t,,t,] tel que [/ (§)) = |(u(t,)—ult,))t,—1)| <e.

Fixons & > 0 et soit £, [0, co) tel que [u'(t,)| > & (s'il existe). Alors il existe
un intervalle [t,, s] sur lequel ' ne change pas de signe et |u'(s) <&
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Supposons que u'(zy) > 0 et soient 4,, B, des constantes telles que A(t, u) < 4,
B(t, u) < By sur [0, o) x[—[[¥llq, ¥llo]. Par (HVIL4), full, < [¥llo, ce qui
implique que
u’(t) = f(t, u), u'(t) = —(4,v'()>+B,).
Dés lors,
24, ¥ (B)u”(2)

—_——— = - ' .p- » 8],
Alul(t)zBl 2Alu(t) pp te[to S]

En intégrant de t, 4 s il vient:

o (A1 u'(s)*+ B,
A vt +B,

A, u'(t,)* + B,
i, o < v

)? —24, [u(s)—u(ty)], ie.

car Y est décroissante. Il en découle:

1/2
|u’(to)| < l:u:(s)z e4Al¢(lo)+§£(e4A1¢(to)_ 1)]
1

_ B 172
< [82 e4A1¢(lo)+Zl_(e4A¥l(lo)__ 1):| .
1

Clairement, cette majoration a priori vaut aussi si u'(¢,)| < & Donc, pour tout
te[0, o), |u'(t) < [e?e* VO +(B,/A4,)(e*4¥W—1)]1/? et passant & la limite
lorsque ¢ tend vers 0 on obtient

B,

W (01 < [* (e 4140 1)}”2
Al

et donc

B 1/2
lim »'(¢) = lim |/ ()] = lim [A—l(e“”“”— 1)] =0. o

[Aad: o] t= o t—+ o0 1

Pour s’assurer que lim,- , 4”(t) = 0 il nous faut une hypothése addition-
nelle (remarquons que par lim,., , ¥”(f) = 0 nous signifions que pour tout e > 0
il existe k > 0 tel que supess,;»,[u”(f)] < &).

(HVILS) lim f(t,u, p)=0 (ie. Ve>0 3k, §,, 8, tels que pour Ju| < 8,,
4pr0

lpl < 8,, supess|f(t, u, p)| < &).
t>k

4 - Dissertationes Math. 296
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(VIL4) THEOREME. Sous les hypothéses (H VIL.1)-(H VILS) le probléme
(VILO), (VIL1), (VIL2) posséde une solution ue W20, o) telle que

lim u(t) = lim /(1) = lim 4" (t) = 0.
11— 1= o | -}

(VIL5) COROLLAIRE. Soit f: [0, 00) x R? — R une fonction continue vérifiant
les hypothéses (H VIL2){(H VILS). Alors le probléme (VILO), (VIL1), (VIL2)
posséde une solution classique

ue C3[0, o0) = {ue C2[0, co)| lim u(f) = lim «' (¢) = lim u"(z) = 0}.

t= o 1= o t—+®

(VIL.6) COROLLAIRE. Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites:
(HVIL1)«(H VIL4) et

(HVIL6) () lim f(t,0,0)=0,
| S o]
(i) f(, u, p) est dérivable par rapport a u et p et de plus, f,(t, u, p)
et f,(t, u, p) sont bornées sur [0, c0)x D, x D, pour tous sous-
ensembles bornés D,, D, dans R.

Alors le probléme (VILO)(VIL2) posséde une solution ue W*=(0, o) telle que

lim u(f) = lim u'() = lim u"(z) = 0.

1=~ 0 t~ o0 =

Preuve.
S u, p)=1(t, u, p)—f(t, u, O)+f(t, u, 0)—f(t, 0, 0)+1(z, O, 0)
= pfp(t; u, O +uf,(t, &, 0)+1 (2, 0, 0).
Il s’ensuit:
" (6 = |f(t, ue), W)
< [ £l u@), COY 1 @O+ [ £, (2, €0, O) @] +1/ (2, O, O)]

B 1/2
< kz[zl(euwn(n_l)jl +k1_!p(z)+|f(t, 0, 0))

1

Ol‘] k2 2 |fp(ta U, p)l: kl 2 'J;(t’ u, P)| sur [O’ .OO)X [_Mo’ Mo] X [_M1a M1]
Dés lors, puisque lim,. o ¥(t) = lim,— ,, (£, 0,0)=0 on a lim,_, ., u’(t) =0. o

VIL.2. Problémes aux.limites avec un opérateur multivoque

Considérons d’abord le cas ou I'opérateur multivoque satisfait une
condition de croissance de type Bernstein.
Soit le probléme aux limites suivant:

(VIL.4) w(teZF(t, ult), w'(t) p.p. sur (0, c0),
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(VILS) au(Q)—pu'(0)=r; a, f 20, max{a, f} =0,

(VIL6) limu(t) =0

[ Snd- ]
ou F: [0, 0)xRxR—R est une multiapplication déterminée par f,
F=[ [,]'] et vérifiant les hypothéses suivantes:

(HVIL7) % est de type M (voir définitions (1.3), (14)).

(HVIL8) |#(t,u, p) <A, u)p*+B(t,u) ou A(t,u) et B(t,u) sont des
fonctions bornées sur [0, c0) x D pour tout sous-ensemble D borné
dans R.

(HVILY) 1l existe g, y e W2>(0, o0) telles que o(t) < \(t) et sont respec-
tivement sous- et sur-solutions de (VIL4) et (VILS), ie.

Ve <L @, ¢'@)  pp. te(0, ),
e"() = f(t.e(®), @'(®) pp. te(0, ),
o (0)— By (0) = r > ap(0)— Be’ (0)
et il existe {x,}nen < [1, 00) une suite strictement croissante telle que
x,— 00 et Y(x,) =02 o(x,)

Une solution de ce probléme sera une fonction ue W*%(0, o) qui
satisfera (VIL.4}{VIL6).

Nous obtiendrons d’abord I'existence d’une solution au probléme (V11.4),
(VILS) et en ajoutant une hypothése, cette fonction satisfera (VIL6).

Pour ne N, considérons la famille de problémes suivants:

u' (e F (1, u(t), W) pp. te(0, x,),
(VILY), au(0)y—pu' Q) =r,
u(x,) =0

Par le théoréme (V.6), pour tout neN, il existe u,e HZ(0, n) solution de
(VILT), telle que o(t) < u,(t) < (1), te[0, n], et |u, (t)[ S My, lus(t) <M,
=AM +Bpp.te(0, n)(ou A(t, u) < A, B(t, u) < B, (¢, u)e[0, o) x[- M, M]
et M, = M,(4, B, M)). Remarquons aussi que u,e W>*(0, x,).

(VIL7) THEOREME. Sous les hypothéses (H VIL.7)}{(H VIL.9) le probléme
(VI1.4), (VIL5) posséde une solution ue W*=(0, o) telle que o(t) < u(t) < ¥(t),
t>0.

Preuve. Pour simplifier la notation, supposons que x, = n et soit u, une
solution de (VIL7),.
Posons
u, (), te[0, n], u,(t tef0, n],
y"(r)={ O relnh - { o

0, te(n, ), te(n, o);

alors y,e W=(0, c0) n H*(0, n).
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Notons v,(t) = u; (1), d’ou v,(t) € Z (¢, u,(t), u(t)) p-p. te(0, n). Définissons

W (D) = {v,,(t), te [0, n],
T yae) Vi), te(n, o),

alors w,(t)e Z(t, y,(t), yu(t)) p.p. 1€(0, o) et |w, () < M, p.p. te(0, ), ie.
w, € L*(0, o0).
Considérons la suite {w,},.n; alors il existe une sous-suite N, <= N et

we L*(0, o0) telles que [: w,,g—»j": wg, n— o0, ne N, pour tout ge L'(0, o0)

car {w,} est une suite bornée dans L*(0, c0) et on peut en extraire une
sous-suite convergente dans L*(0, co) pour la topologie *o(L®, L') (voir {BR]
p. 635).

Considérons la suite {y,li0,11}nen, cOmme un sous-ensemble de C'[0, 1].
Puisque |y, (t)] < M,, nous pouvons appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli
(L1). 11 existe donc une sous-suite N, <N, et z,eC'[0, 1] telles que
0y,—2:1llcr0.1—~0, n—= 0, neN,.

Posons N, = N,\{1}; alors {Vnlo.21}new, = C'[0, 2]. De méme, par le
théoréme (I.1) il existe une sous-suite N, = N, et z,eC'[0, 2] telles que
1ys—23llctr0.21= 0, n—co, neN,. De plus, z; =z, sur [0, 1] car N, cN,.
Posons N, = N,\{2}.

En repetant I’argument, nous obtenons pour k = 1, 2, ... une sous-suite
N,c N,_, avec Ny,n{l1, ..., k} =@ et une fonction z,eC'[0, k] telles que
ly,—zilcipog—= 0, n=> 0, neN,, et z, = z;4, sur [0, k]. De plus, o(f) < z,(t)
<Y, @) < My, tel0, k] et az,(0)—pz,(0) =

Définissons une fonction u qui sera solution du probléme (VIIL.4), (VILS).
Soient te[0, o) et keN, k > t. Posons u(t) = z,(t). Par construction, cette
fonction est bien définie et ueC'[0, ), o(t) Su() <¥(1), W) < M,,
te[0, o) et au(0)— fu'(0) = r. Il reste a verifier que u satisfait (VIL.4), i.e. nous
voulons obtenir I'existence d'une fonction v(t)e # (t u(t), ' (1)) p.p. te(0, ),

ve L*(0, ) telle que j':u’(t)(p( dt = —j' v(t) o(t)dt pour tout ¢ e Cl(0, ).

Montrons d’abord que w(t)e £ (t, z,(1), zk(t)) p.p. te(0, k). Soient me N et
E, = {te(O, k)| f(t, z,(t), zi(t)+ 1/m < w(t)}. Supposons que mes(E,)>0;
alors pour tout IeL'(0, k) tel que I(t)e F(t, z,(2), zi(?)) p.p. te(0, k) on a

1 1
EJ:,. (w(t)—1(t) dt > Ejmmdt = mmes(E,,,).
Par la proposition (V.1), et puisque I'inclusion L*(0, k) — L!(0, k) est continue
on pourrait montrer qu'on a: F: C'[0, k] - L'(0, k), (Fu)(t)e Z (¢, u(t), u'(¢)) est
s.c.s. (pour tout ¢ > 0, il existe > 0 tel que pour |u—u,|, < é on a: pour tout
ve Fu, il existe e Fu, telle que |I—v|.: < ¢). Rappelons que w,eFy,.
Fixons e=(1/2m)mes(E,) et soit § donné par la semi-continuité
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supérieure de F. Alors il existe n,e N, tel que pour tout n>n,, neN,,
"y"—'zkllck[o_k] <d et dOI‘lC il existe l"EFZk telle que ”ln—w,,”l‘l(o'k) <e§, d’Ol‘l

k
F L @=w,@)ldt < [lL,0)—w,(0) dt <.
Ep 0
En combinant les inégalités, nous obtenons pour n >n,, neN,

[ (w@)—w,@)dt = [ (w)—1,(6)— 1, () —w, ()} dt > %meS(Em)—s =¢.
Em

Em
Soit yg,€L'(0, co) la fonction caractéristique de E,:

()= 1, teE,,
Xen) =0,  t¢E,,

Alors j: (w—w,,)x,;m=jE (w—w,)>¢ pour n > n,, ne N, < N,. Ce qui est

@ 1]
une contradiction puisque j'o W, g —»_[0 wg, n—oo, neN, pour tout

ge L0, o). Donc mes(E,) = 0. En fait, mes(E,) = 0 pour tout meN, ce qui
implique que w(t) < f(t, z,(2), z4(t) p.p. te(0, k) et analoguement
f(t 2,00, zu(0) S w(t) pp. te(0, k). Conséquemment, w(t)eF (¢, z,(2), zi(2))
= Z(t, u(t), (1)) p.p. t(0, k) et ce pour tout ke N. D'ol w(t)e £ (t, u(t), u'(t))

p.p- te(0, ).
Vérifions maintenant que u satisfait (VIL4). Soit ¢ € C1(0, o) et soit ke N
tel que supp ¢ < [0, k]; alors pour neN, on a

-] k k
f v @' (t)de = I () o' (t)dt = I (1) o’ (1) dt
0
= —ju Yot)dt = —j'w (&) @(t) dt.

k k
Or [ 3@ @ dt~{ AN @ (t)dt, n—00, neN,, puisque [, zelcion—0.

Aussi j’: w, () p(t)dt —»j: w(t) (t)dt, n— o0, ne N,, car w, = w dans *o(L°, L')

et elL'(0, o).
Dés lors,

z(t) @' (0)d —IW(t)cv(t

——y >

u'(t) ' () dt= —IW(t)cp

Ot 8 ot ©

u(@)e't)dt= — j w(t) @(t)dt.
0
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Ainsi, u"(f) = w(t)e F(t, u(t), (1)) p.p. te(0, o0) et we L*(0, ). Ce qui
implique que ueW>%(0, o) satisfait (VIL4), (VILS) et est telle que
o(t) <u(t) < Y1), tef0, o). o

(VIL8) CoROLLAIRE. Soit f: [0, 1]xRxR—R satisfaisant (H VIL1),
(HVIL2), (HVILY) (f=F=f) Alors le probléme (VILO), (VILS) posséde une
solution ue W= (0, o) telle que o(t) < u(t) < Y(1), te[0, o). Si de plus, f est
continue alors ue BC2[0, o) ot BC?[0, o) = {ue C*[0, o0)||lull, < co}.

(VIL.9) COROLLAIRE. Supposons que les hypolhéses suivantes sont satisfaites:
(HVIL7), (HVILS) et

(HVIL10) il existe des constantes K,, K, = 0 telles que uf (t, u, 0) = 0 pour
uz K, r<aK,, uf(t,u,0) 20 pour u< —K,, —r<oak,.

Alors le probléme (VIL4), (VILS5) posséde une solution ue W*=(0, o) telle que
~-K, <ut) <K,.

Preuve. —K, et K, sont respectivement sous- et sur-solutions de (VI1.4),
(VILS). o

Maintenant, nous ajoutons certaines hypothéses pour assurer l'existence
d'une solution au probléme (VII.4}H{VIL6):

(HVILIT)  limy(f) = lim g(t) = 0.
1~ t—~ 20
(VIL.10) THEOREME. Sous les hypothéses (HVIL7), (H VIL8), (H VILY),
(HVIL11) le probléme (VIL4(VIL6) posséde une solution ue W= (0, co) telle
que (1) < ubt) < Y (1), te[0, o).

(VIL.11) THEOREME. Sous les mémes hypothéses qu'au théoréme précédent,
il existe ue W0, o) solution du probléme (VIL4)}-(VIL6) satisfaisant
lim,_, , u'(t) = 0.

Preuve. Définissons v ,(t) = sup,,(max{—g(x), ¥(x)}). Cette fonction
est continue, décroissante et verifie lim,. () =0. De plus, la solution
u donnée par le théoreme (VI1.10) satisfait |u(t)] < ¥, (z). Le reste de la preuve
suit en utilisant le méme type d’arguments qu’au théoréme (VIL.3). o

Pour s’assurer que lim,..,u"(t) =0, il nous faut faire une hypothése
additionnelle sur f:

(HVIL12)  lim f(; 4 p)= lim J(t, u, p)=0.
u‘.;fo u',:—a‘[O

(VIL.12) THEOREME. Supposons que les hypothéses (H VIL7), (HVILS),

(HVILY), (HVILI11) et (HVILI2) sont satisfaites. Alors le probléme
(VIL4)AVIL.6) posséde une solution ue W= (0, %) telle que

lim u(t) = lim v'(¢) = lim u”(t) = 0.

= =+ [Aadl-2
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(VIL13) COROLLAIRE. Supposons les hypothéses suivantes satisfaites:
(H VIL7~(H VILS9), (H VIL.11) et

(HVIL13) (i) lim f(z, 0, 0) = lim (¢, 0, 0) = 0,
= = w
(ii) fet J sont continues et différentiables par rapport a (u, p) et
fur fur for [, sont bornées sur [0, 0)x D, xD, pour tous
sous-ensembles bornés D, D, dans R.

Alors le probléeme (VIL4AY{VIL6) posséde une solution ue W2=(0, o) telle que

lim u(t) = lim «'(t) = lim 4" (¢) = 0.
1t~ [ -] t—*a
La preuve vient avec une légére modification de la démonstration du
corollaire (VIL.6).

Nous considérons maintenant le méme probléme aux limites dans lequel
nous affaiblissons la condition de croissance sur # en une condition de type
Bernstein—-Nagumo:

(VIL4) u'()eF(t, u(t), v'(t)) p.p. te(0, ),
(VILS) ou(0)—pu'©)=r, o, f>0, max{e, f} >0,
(VIL6) tim u(f) = 0

ot F: [0, o) x R x R— R une multiapplication satisfaisant les hypothéses

(H VILT) F est de type M,

(HVIL9) il existe p, Yy € W>*(0, o) telles que g(t) < W(t) qui sont respec-
tivement sous- et sur-solutions de (VIL4), (VIL3),

(HVIL14)  pour tout k > 0, il existe ¢,: (0, 00)— [0, o0), ¢, € L}, (0, c0) telle
que |F (t, u, p)l < @,(t) pour Jul <k, |p| <k,

(HVIL15) il existe &: [0, c0)—(0, c0) telle que &, x/P(x)e Ly [0, o),
[Z (¢, u, p)l < ®(pl), o) Su<Y(t) pp. te(0, ) et

® xdx

{ D(x) > [y —o] = sup {y(t,)—e(ty)|t;, t,€[0, )}
ou
c= |r|+ﬂaM’ B>0 on M =max{llello, Yo},
I, g=0.

Comme précédemment, considérons la famille de probiémes

u()eF(t, ut), u'(®) pp. te@ x,),
(VILT), o (0)— Bu' (0) = r,
u(x,) = 0.
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Par le théoréme (V1.6), sous les hypotheéses (H VIL.7), (H VIL.9), (H VIIL.14),
(H VIL15) il existe u, e HZ(0, x,) solution de (VIL7), telle que g(t) < u,(t) < ¥(1),
lup ()] < M, = M, (D, ¢), tel0, x,] et |u,(t) €M, =supess,<p, P(x) p.p.
te(0, x,).

Remarquons que M, et M, ne dépendent pas de n.

(VI1.14) THEOREME. Sous les hypothéses (HVIL7), (HVILY), (H VII.14),
(H VIL.15) le probléme (VI1.4), (VIL5) posséde une solution ue W2 (0, o) telle
que o(t) < u(t) < Y(t), te [0, c0). Si de plus, 'hypothése (H VIL.11) est satisfaite
alors u est solution du probléme (VIL.4)}VILS).

La preuve est identique a celle du théoréme (VIL7).

(VIL15) TutoreEME. Sous les hypothéses (HVIL7), (HVIL9), (H VIL14),
(H VIL15) et (HVILI11) il existe ue W2*(0, co) solution du probléme (VIL4)-
(VIL6) satisfaisant lim,.,,u'(t) = 0.

Preuve. Définissons ,(t) comme au théoréme (VIL.11); alors |u(t)
<Y, (t) et lim_,y,(t)=0 ou u est la solution donnée par le théoréme
(VIL14).

Puisque lim,., ,, u(t) = 0, pour tout £ > 0 et pour tout ¢t > 0, il existe §> ¢
tel que W' ()] < e

Fixons ¢ > 0 et soit t,€[0, o) tel que |u'(t,)] > & (8’1l existe). Alors il existe
un intervalle [¢,, s] sur lequel 4’ ne change pas de signe et [u'(s)| < e. Supposons
sans perte de généralité que u'(t) 20, te[t,, s].

W't eF (L ul), v(t) = —P(W(E)) pp. te(0, o).

Par conséquent, u'(t)u"(1)/®(x/'(t)) = —u'(t) p.p. te[ty, s]. En intégrant de t,
a s il vient:
(D) u'(®)

f W dt 2 —[u(s)—u(ty)].

Puisque x/®(x)e L} [0, co), on peut appliquer la régle de changement de
variables dans une intégrale (voir annexe 1):

il wdx u' (tu”(t)

ity 900 I o( (1))

dt 2 —[u(s)—u(ty)],
d’ou
wio) xgx  wlo) yix

o0 < 2w

u'(s)

< [u(s)—ulto)] < 24, (to)

€

car |, est décroissante.
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le'(e)l
Donc pour tout te[0, o) on a j'2 “ xdx/®(x) < 2, (t) pour tout ¢ > 0.

En passant a la limite lorsque & tend vers 0 on obtient

WO xdx
YRS s s ) .
(j, 30y S0 1el, @)
Dés lors,
imu(f)=0 puisque limy,(t) =0 et ———eL2[0, ). o
f=>ac t—+am ¢(x)

(VIL.16) THEOREME. Sous les hypothéses (HVIL7), (HVIL9), (H VIL14),
(HVIL1S), (HVIL11) et (HVIL12) le probléme (VIL4)(VIL6) posséde une
solution ue W»=2(0, o) telle que

lim u(t) = lim '(¢) = lim u"(t) = 0.

t=m 1= =

(VIL17) Remarque. En utilisant en remplacement de (H VIL14),
(H VIL15) les hypothéses faites au corollaires (V1.7), (VL.8), des théorémes
d’existence de solutions pourraient étre formulés de la méme maniére.

Annexe 1

Changement de variables dans une intégrale

Rappelons quelques définitions et résultats connus:
Une fonction f: [a, b] — R est absolument continue si pour tout ¢ > 0, il

k
existe >0 tel que pour tout ) xi—xil <6 avec a<xo<x; <.
i=

k
..<x,€bona Zi=1|f(x,.)—f(x,.~1)| <e.

Une fonction f: [a, b]—R est & variation bornée si V[f; a, b]
= SUPTZ,=1 If(x)—(xXi=1)l <00 ol T={Xg, X1y ..0s Xp}p @=Xo<X; <...

v < X, =b.

Une fonction absolument continue ou a variation bornée est dérivable
presque partout ((WZ], p. 113). Une fonction absolument continue sur {a, b]
est a variation bornée.

(i) (Relation avec la dérivée). Soit f: [a, b] — R une fonction 4 variation
bornée et soit U un ouvert < [a, b]. Alors

Jlr@ode<VLSf; Ul
U
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(i) (Indicatrice de Banach) (voir [SA], p. 280): Soit feC([a, b]) une
fonction 4 variation bornée et soit la fonction
A {f~!(y)} = cardinalité de {f~!(y)}.
Alors

VLS abl= | A {700 dy.
De plus, soit U un ouvert dans [a, b]; alors
VU Ul= [ #{f70)nU}dy.

Notons W!'!(a, b) I'espace des fonctions f: [a, b]— R absolument con-
tinues et dont la dérivée est intégrable.

(i) (Densité) (voir [BR], p. 127): Soit fe W'1(a, b). Alors il existe une
suite {f,} dans CZ(R) telle que f|a4—f dans W'!'(a, b). De plus, si
f.f'eL®(a, b) alors on peut choisir {f,} de sorte que | f,llze < My, || fyllL=
< M,, ou M, et M, sont des constantes indépendantes de n.

(Al1.1) THEOREME (Régle de changement de variables dans une intégrale).
Soit fe Wht(a, by et k, < f(t) < k,, te[a, b]..Soit g: [k,, k,]— R mesurable et
bornée. Alors

Jb) b
[ glx)dx = [g(f () f'(Odt.
J(a) a

Preuve. Posons G(y) = j';( )g(x) dx, Ge W' (k,, k;) et G' = g. 1l existe

une suite {G,}eC}(R) telle que G iy, 4y~ G dans W' et |G, |- < M, et
IGallL= < M, par (iii). En particulier G,(y)— G(y) pour tout ye[k,, k,].

Par la régle de dérivation d’un produit de composition (théoréme (1.5))
G,0fe Whi(a, b) et (G,of) = (Gyof) f', ie.

G,(f(B)—G(f(@)) = [ Gu(f (1)) S () dt.
Jb)

G, (f(B)—G,(f (@)~ G(f ®)—G(f(@) = [ g(x)dx.

fia)
Il reste 2 montrer que

b b
§Gu(f ) £/ dt~fg(f @) £y de.
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On a Gly,xn—9g dans L'(k,,k,), il existe donc une sous-suite {G,,}
telle que
Gun(y)—g(y)  p.p. yelk,, k1.

Soient Dy = {ye[ky, k,]| G, (y)—g(y)} et D = [k, k,]\D,; alors mes(D) =
Soit E = { (a b)| f'(t) existe et f'(t) # 0}. Soit B = E tel que f(B) < D; alors
mes(f(B)} = 0. Pour montrer que mes(B) =0 nous avons besoin du lemme
suivant:

(A1.2) LEMME. Soit f: [a, b] =R une fonction continue et & variation
bornée. Soit E = {te(a, b)| f'(t) existe et f'(t) % 0}. Si B < E et mes(f(B))=0
alors mes(B) = 0.

Donc B = {teE|G, (f(t))+g(f(t)} est de mesure nulle. Dés lors,
Gn(f(1)—g(f()) pp. teE et ainsi

Gr(fO) S'W—g(f®) f() pp. te(ab) et
|G (S ) f'(0)] < M, |f" (W)€ L' (a, b).

Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue il vient:

(G (f@) f'@ dt—[g(f @) £() dt.

Nous avons donc montré que

b N0
Ig(f(t))f’(t)dz=fj g(x)dx. o
a (a)

Remarque. Ce résultat a été récemment obtenu par Liu et moi-méme
[FL]. 1l généralise la régle de changement de variables dans une intégrale
rencontrée dans la littérature et qui apparait avec une hypothese supplé-
mentaire de monotonicité sur f.

Prouvons maintenant le lemme que nous avons utilisé dans la dé-
monstration du théoréme.

Preuve du Lemme (Al.2). Par (ii),
f A0 dy=VIf; a bl <o

puisque f est 4 variation bornée. Dés lors, pour tout ¢ > 0, il existe (g) > 0 tel
que

[A#{f~1}dy <e lorsque mes(C) < é(e).
C

11 existe un ouvert W< R tel que f(B) = W et mes(W) < &(g) car mes(f (B)) = 0.
Soit U = f~ (W) ouvert dans [a, b]. On a
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VIS Ul= [ #7000 Uy = (4 {F 0 dy<e.
Comme B c U,

[1f @lde < Ilf(tldt VL Ul par (),

B

donc _[Blf’(t)l dt < & pour tout & >0, d’ou IB |f'(t)dt =0. Or |f'(t)] > O sur
B < E, ce qui implique que mes(B) =

Annexe 2

Principes du maximum

(A2.1) PRINCIPE DU MAXIMUM 1. Soit ueHZ(a, b) tel que
w'() =0 pp. te(ab),
(A2.1) ul@—-pui'(@<0, B=0,
u)+ni'(®) <0, n>0;

alors u(t) <0, te[aq, b].

Preuve. Posons f(t) = u”(t); alors feL*(a, b) et f= 0; aussi, u”’(t)v(r)
= f(t)v(t) pour tout ve C![a, b]. En intégrant de a 4 b et par intégration par
partie, il vient:

(A2.1y W' (b)v(b)—u'(a)v ju (B (de = _ff(t)v(t)dt

pour tout ve H(a, b). Posons

2t, t>0,

0, t<0.

3, >0, ,
G(t)={0 <0 GeC'(R), G(z)={

Soit v = G(u)e H'(a, b); alors v = G'(u)u’ par la régle de dérivation d’un
produit de composition (théoréme (1.5)). On a

W@ <Bi@) et ub)< —nu(b),
2
(@) = Glula)) = {““’)

si u(a) >0 et ainsi >0 et u'(a) >0,
si u(a) <0

u(b)> si u(b) >0 et ainsi 7> 0 et v'(h) <O,

o(b)= G(u(b) = {0 si u(b) < 0.
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(A2.1) devient donc:
u'(b) u(b)* —u'(a) u(a)* —} u'(1)? G'(u(t)) dt = } S (@) G(u(r)) dt

si u(b) >0, u(a) >0,
u’(b)u(b)z—iu'( G'(u(r)) dt = j'f(t G(u(t) dt

si u(b) >0, u(a) <0,
— /(@) u(a)®>— ju(tzG(u(t)dt jf(t)G(u(t))

si u(b) <0, u(a) >0,

—"\:u’(t)2 G (u(t)) dr = }f(t)G(u(t)) dt st u(b) <0, u@<0

Or /20, Gu) =0, G'(u) 2 0, doti j fOGu@©)dt 20> — j (6)* G’ (u(t)) dt.
Si u(a) >0 et u(b) >0 alors #'(a) >0 et u'(b) <0, dou 0> u'(b)u(b)®
—u’(a)u(a)z—j: l'l’(t)z G'(u(t))dt = j: F©)G(u(®)dt = 0, ce qui est contradictoi-

re, d’ou u(a) <0 ou u(b) 0.
De méme, on obtient une contradiction si u(a) > 0 ou u(b) > 0, d'out
u(a) <0et ub)<0 et

b

— W@ G'(u))de = If(t Glulr)) dt

a

Supposons qu’il existe ¢, €(a, b) tel que u(ty) > 0; puisque u(a) < 0et u(b) < 0,1l
existe (@, b) < (a, b) sur lequel Iu"(t)l >0 et u(t) > 0. Ainsi

b b
0> —[u' (@) G (u@)dt = § f(£) G(u(t))dt = 0
ce qui est contradictoire. D’ou u(t) <0, te[a, b]. o _
(A2.2) PRINCIPE DU MAXIMUM 2. Soit uc HZ(a, b) et ¢ > 0 tels que
u'({t)—cu(t)=0 pp. te(ab)
(A2.2) au(@)—pPu'(a) <0, «=0, f>0, max{a, B} >0,
yu(b)+nu'(b) <0, y=0, >0, max{y, n} >0.

Alors u(t) €0, te[aq, b].
Preuve. Posons f(t) = u"(t)—cu(t); alors fel?*(a, b) et f=0. Aussi
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u’(t) v(t) —cu(t)v(t) = f(t) v(t) pour tout ve C'[qa, b]. En mtegrant deaabet
par intégration par partie il vient:

(A22) u'(b)v(b)—u'(a)v(a)— }(u "DV () + cu(t)v(r)) dt = j'f(t)v(t)dt

a

pour tout ve H'(a, b). Posons

2, t>0, .
G(t) = {0, <o GeC'®),
et v = G(u); alors veH!(a, b) et v'(1) = G'(u(t)w'(r),

u(a)? si u(a) >0,

v(a) = Glu(a)) = {o si u(a) < 0;

aussi, lorsque u(a) >0sia>0onaf >0etu'(a)>0etsia=00onau(a)=0.
De méme,

b 2 i b 0’
CRLTC RN (s

aussi, lorsque u(b) > 0siy>0onan > Oetu'(b)<Oetsiy=0o0nau'(b)<0.
(A2.2)" devient donc:

b
u' (b)u(b)> —u' (@) u(a)*— [ (' (1) G'(u(2)) + cu(t) G(u(r))) dt

= j‘i G(u(r)dt  si u(b) >0, ufa)>0
\b b
' (b) u(b)? —].(u'(t)2 G'(u(t))+ cu(t) G(u(t))) dt = _ff(t) G(u(t)) dt

si u(b) >0, u(a) <0,
— ' (a)u(a)* — [ (u ()" G'(u() + cu(t) G(u(v) dt = I 10 Glu(o) de
si u(b) <0, u(@) >0,
j(u (&) G’ (u(t) + cu(t) G(u(r))) dt = j F(0Gu)d

si u(b) <0, u(@)<0
Or f20, Gu)= 0, G'(u) =0, cuG(u) =0, d’ou

ff(‘ Glu()dt = 0 > —j‘(u (1) G’ (u(®)) + cu(t) G(u(n)) dt.
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Si u(a) > 0 et u(b) > 0 alors u'(a) > 0 et w'(b) < 0;si de plus u'(a) >0 et
w'(b) <0,

b

0 > u'(b)u(b)* —u' (@) u(a)® — [ (w' (1) G' (u(e)) + cu(t) G(u(t))) dt

= Ef(t)G(u(t))dt >0,

ce qui est contradictoire, d’ou u'(a) =0 ou u'(h) =0 ou u(a) <0 ou u(b) <0
De méme, on obtient une contradiction si (u(a) >0 et u'(a)> 0) ou
(u(b) >0 et '(b) < 0).
Dot (u(a) <0 ou (u(a) >0 et u'(a) =0)) et (u(b) 0 ou (u(b)>0 et

W(b) = 0)) et —{ (07 &' () +eu) Glu(t)dt = £ Glulo)de.

Supposons qu’il existe rye(a, b) tel que u(ty) > 0; alors il existe un
intervalle (@, b') < (a, b) sur lequel u(t) > 0. Ainsi,

0>—j( )2 G (u(t) +cu(t) G ( (1) dt = j F(®)G(u(r)dt

ce qui est contradictoire. D’ou u(t) €0, tefa, b]. o

Annexc 3

Inversibilité¢ des opérateurs

Pour montrer l'inversibilité de certains opérateurs considérés dans diffé-
rents chapitres de ce texte, nous utiliserons le théoréme de Stampacchia dont
nous rappelons I'énonce. '

Soient H un espace de Hilbert et H' son dual topologique. Soit
a: Hx H-—R une forme bilinéaire, continue (il existe ¢ > 0 tel que |a(u, v)|
< cllull llvll, Vu, ve H) et coercitive (il existe o >0 tel que a(u, u) = a|ull?
VYue H).

(A3.1) THEOREME (Stampacchia). Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue
et coercitive et soit K un convexe fermé non vide de H. Alors pour tout pe H', il
existe un unique ueK tel que a(u, v—u) = @(v—u) pour tout ve K.

Considérons les conditions aux limites suivantes:
{u(O)—liu’(O) =r; B b>0,
u()+bu'(l) =
Posons HZ(0, 1) = {ue H2(0, 1)|u satisfait (A3.1)}.

'(A3.2) THEOREME. Soit L: H2(0, 1)> I*(0, 1), Lu =u". Alors L est un
opérateur inversible.

(A3.1)
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Preuve. Il suffit de montrer que L est bijectif. Montrons d’abord que L
est injectif. En effet, si Lu = Lu, alors L{u—u,) =0 et (u—u,)(0)— B —u})(0)
=0, (u—u,)(1)+bt'—uy)(1) =0 et par le principe du maximum 1 (voir
annexe 2) u, —u < 0 et u—u,; < 0. Montrons maintenant que L est surjectif.
Posons

K={ueH'© 1)|u0) =rsi f=0 et u(l)=s si b=0},
HNO, 1) = {ueH'(0, 1)|u(0) =0 si f=0cet u(1)=0 si b =0}.
Remarque. Si f,b>0, K=H'0,1) = HL(0, 1).

Soit felI*(0, 1). Si ueHZ(0,1) est telle que u”(t) =f(t) p.p. te(0, 1),
multiplions de chaque c6té par veC![0, 1] et intégrons de 0 4 1. Par
intégration par partie, il vient:

W' (1) v(1)—'(0) (0) — jl'u’ O v (t)dt = f fvi)d
(i} 0

pour tout veC![0, 1].
Considérons le probléme faible associé: on cherche ue K tel que pour tout
veHE(0, 1)

u()v(1) u(O) v(O) !

ju(t '(t) dt + jf(t You(t) dt+3 v(1)+ v(0)

b B B
sih>0, f>0,
(A3.2) jl'u’(t) v’(t)dt+y% = —}f(t) v(t)dt+%v(l) sih>0, =0,
0

}u' f)v (t)dr+”(°§’( o) _ —}f(t)v(t)dt+%u(0) sib=0, f>0,
0
1
j'u’(r)v(t)t——jf(t)u(t sib=0, f=0.
0
Posons a: H'(0, 1)x H!(0, 1)—- I?(0, 1),
1)o(1)  u(0)v(0
ECURIOTUN WYRP
u(l)v(l) t °
— 5 CI) si f=0, b>0,
a(u, v) = < 1
“(0)"(0 +{w'v sif>0,b=0,
1 0
ju’v’ si =0, b=0.

\. 0
a est une forme bilinéaire, continue et pas nécessairement coercitive. Toutefois,

1
a(u, v)+lj0 uv est coercitive pour un certain 4> 0.
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Posons ¢,: H'(0, 1)—> R,

r . 1
Zo()+2e@)—[fo sif>0, b>0,
b B
2o(1)={ fo sif=0,b>0,
b 0

(Pf(v)= < , 1

—v(0)—[ fo si >0, b=0,
B .o
—[ si =0, b=0.

- 0

@, est linéaire et continue.
Par le théoréme de Stampacchia, il existe un unique ue K tel que

1
a(u,v—u)+ij0u(v—u)>(pf(v—u) pour tout veK. Or si veHi,1),

—veH(0, 1) et (v4-u), (—v+u)eK. Do

1
a(u, v)+Afuv =@ v) pour tout ve H}(0, 1).
0

1
Considérons ¥: L2(0, 1)» K, ¥(f) = u ol a(u, v)+lj0 uv = @ (v) pour tout

veH(0, 1) et g: K> HE(0, 1), o(u) = u—u, ot uge HZ(0, 1) et ug = Auy, ie.
uolt) = c e’ +c,e™VH ol ¢, et ¢, sont déterminées par y e‘/‘(l—ﬂﬁ)
+c,e V(1 +ﬁ\/I) =retc e"’l(l+b\/1)+c2 e~vi(1 —bﬁ) =s.

goy: I2(0, 1)> H}(0, 1) est linéaire et continue. Posons ¥: I*(0, 1)
=120, 1), ¥ = jogoy ou j: H} (0, 1) = L2(0, 1). ¥ est linéaire, continue et
complétement continue. On a

(A32) ue k.

u est solution de

{a(u, v) =@ () pour tout ve H;(0, 1),

1 1
(A32)<=alu, v)+Afuv = @ (v)+ 1 fuv
0 0

<>u=y(f— i)
<u—uy = ¥Y(f— )
f—w

«w———uy,=¥Yw ouw=f-iu
A

On applique lalternative de Fredholm:
R(I+A¥)=12(0,1) si et seulement si N(I+1¥)= {0}.

5 — Dissertationes Math. 296
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Or N(I+A¥) = {0} si et seulement si L est injectif. Donc, pour tout f; e I2(0, 1),
il existe un unique we L*(0, 1) tel que w+A¥(w) = f;. Dés lors, pour tout
feI*(,1), il existe un unique ue K tel que

a(u, v) = @ (v) pour tout ve H;(0, 1).

1 1
Par conséquent Jo Wy = —j'ofv pour tout veCl(0, 1), doi ueH?*(0, 1) et

u'(t) =f(t) pp. te(0 1)
En intégrant par partie a(u, v), on obtient pour tout ve H}(0, 1),

w1 p()=w Q)o(0) 4 2L w0 O _f

=%qn+%wm—iﬁ

b B a
sif>0, b>0,
w(tyo(n) + X0y, —}fu S F=0,b>0,
0 0
—u'(0)v(0) u(O)v(Oj. —}fv si >0, b=0,
1] 0

—ju”v= —j'fu si =0, b=0.
Q 0

Puisque u”(t) =f(t) p.p. te(0,1) et ueK alors on vérifie facilement que
u satisfait les conditions aux limites.

Nous avons donc montré que pour tout feL?*(0, 1), il existe un unique
ue HZ(0, 1) tel que u"(t) = f(t) p.p. t€(0, 1), i.e. L est surjectif. D’ol L est un
opérateur inversible. g

Considérons les conditions aux limites suivantes:
(A33) ou(0)— pu'Q) =r;, o, >0, max{a, B} >0,
’ au(l)+bu'(1}=s; a, b>0, max{a, b} > 0.
Posons HZ(0, 1) = {ue H(0, 1)|u satisfait (A3.3)}.

(A3.3) THEOREME. Soit L: HZ(0, 1)>I*(0,1), Lu =u"—cu, ¢ > 0. Alors
L est un opérateur inversible.

Preuve. Il suffit de montrer que L est bijectif. L est injectif par le principe
du maximum 2 (voir annexe 2). Montrons la surjectivité de L.
Posons

K ={ueH'0, 1)|u(0) =r/x si f=0 et u(l)=s/a si b =0}
et
HLO, 1) = {ue H'(0, 1)[u(0) =0 si f=0 et u(l)=0 si b = 0}.
Remarquons que K = H{(0,1) = H'(0,1) si f>0 et b> 0.
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Soit fe L(0, 1). Soit ue HE(0, 1) telle que u"(1)—cu(t) = f(¢) p.p. 1€(0, 1).
»Multiplions de chaque cté par v(¢) et intégrons de 0 4 1. Par intégration par
partie il vient:

1 1
u' (1) v(1)—u'(0) v(0) — § (' (V) v'(£) + cut) v(e)) dt = [ f () v() dt.
0 0

Posons A: H'(0, 1)x H'(0, 1)~ I*(0, 1),

p
1Yv(1) 0)
au(lzv( au(ﬂv _[u vV4cuvr i >0, b>0,
Do(l
ﬂ#Ju+j'uv+cuv si f=0,b>0,
Au, v) = 21(0) v(0) N '
—ﬁ +_fuv—|-cuv si >0, b=0,
1
Ju'v'+cuv si $=0, b=0.
0

A est une forme bilinéaire, continue et coercitive.
Posons ¢, H'(0, 1)—L*(0, 1),

f 1
So)+=v@—[fo si f>0, b>0,
b B
%v(l)—jﬁ; si f=0, b>0,

<Pf(v)=< . (i
Bv( ~£fv si >0, b=0,
—j'fv si f=0,b=0
0

.

@, est linéaire et continue.
Considérons le probléme faible associé:

= ) 20, 1
(A34) {A(u, v) = @ (t) pour tout ve H;(0, 1),

uek.

Par le théoréme de Stampacchia, pour tout fe I?(0, 1), il existe un unique ue K
tel que A(u, v—u) = @ (v—u) pour tout ve K. Or pour ve HLO, 1), (—v+u) et
(v+u)eK. D'od A(u, v) = ¢ ,(v) pour tout ve HE(O, 1).

Dés lors, j;u’(t)v’(t)dt j 1)+ cu(t))v(t)dt pour tout veCl(0, 1),

d’ou ue H2(0, 1) et u” (1) =f(t)+cu(t) p.p. t€(0, 1). On montre aisément qu’en
fait u satisfait les conditions aux limites.

Dong, pour tout fe L*(0, 1),-il existe un unique ue HZ(0, 1) tel que Lu = f,
ie. L est surjectif. D’ou l'inversibilit¢ de l'opérateur L. o



Commentaires

Nous présentons ici plusieurs résultats concernant des problémes non
linéaires et non continus pour des équations et inclusions différentielles
ordinaires et qui sont obtenus par des méthodes topologiques. La liste des
références donnée plus bas est reliee aux problémes de ce texte et contient
quelques références additionnelles qui donnent un bon apergu des sujets reliés
4 ceux de ce texte et contiennent une large bibliographie: Aubin-Cellina [AC],
Bernfeld-Lakshmikantham [BL], Blagodat”skikh-Filippov [BF], Boriso-
vich-Gel’'man-Myshkis-Obukhovskii [BGMO], Fuéik [FU], Granas—Guen-
ther~Lee [GGL4], Jackson [JA2], Mawhin [MA1][MA2].

Meéthodes topologiques

Les techniques topologiques utilisées pour I'¢tude de problémes aux
limites ont été introduites par Schauder (théoréme de point fixe) et développées
dans le contexte des espaces de Banach sous la forme d’une théorie du degré
topologique pour des champs vectoriels compacts par Leray-Schauder en 1933
[LS]. Pour un exposé systématique, voir Lloyd [LL], Nirenberg [NI]. Une
généralisation au cas multivoque pour des champs vectoriels compacts
4 valeurs convexes et semi-continus supérieurement a été donnée par Granas
en 1959 [GR1][GR2] et plus tard par Cellina-Lasota [CL]. Voir aussi
Borisovich-Gel'man-Myshkis-Obukhovskii [BGMO].

La théorie du degré de Leray-Schauder a ensuite été généralisée par la
théorie du degré de coincidence (o1 I'identité est remplacé par un opérateur de
Fredholm d’indice zéro) et utilisée pour déduire I'existence de solutions a des
problémes aux limites. Cette méthode est présentée dans Gaines—Mawhin
[GM], Mawhin [MA2][MA4]. Parmi les récentes contributions 4 la théorie
du degre de coincidence, on citera I'extension au cas multivoque due 4 Taraf-
dar-Teo [TT] et & Pruszko [PR1][PR2].

Dans ce texte, la théorie du degré n’est pas utilisée. L’approche présentée
ici est basée sur une application d'une notion élémentaire d’application
essentielle et sur la théorie de la transversalité topologique pour des opérateurs
compacts qui sont soit univoques continus, soit multivoques a valeurs convexes
et semi-continus supérieurement, voir Dugundji-Granas [DG]. Cette théorie
s'applique a des problémes & valeur initiale ou aux limites en introduisant un
parametre et en considérant une famille de problémes dont on majore les
solutions a priori. Les problémes sont alors transformés en problémes de point
fixe et par homotopie, on déduit I'existence de solutions.
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Ce n’est que trés récemment que cette méthode de la transversalité
topologique a été appliquée pour donner des théorémes d’existence de
solutions a des. inclusions différentielles, voir [FR1].

Pour de plus amples renseignements concernant les applications multi-
voques ainsi que pour une large bibliographie sur le sujet, on pourra consulter
Berge [BE], Borisovich-Gel'man—Myshkis—Obukhovskii [BGMQ] et Pruszko
[PR2].

[y

Problémes a valeur initiale

Le théoréme d’intervalle d’existence de solutions au probléme de Cauchy:

y’:f(t, y(t))a y(0)=a

lorsque f(t, y) est une fonction continue et bornée par une certaine fonction
¥ (1f(t, Yl < ¢(yl) a été donné par Wintner (voir Hartman [HA]). Ce résultat
classique a récemment été démontré de fagon simple et plus courte par Lee et
O’Regan [LO] en utilisant la théorie de la transversalité topologique. Le
théoréme (IL.3) généralise ce résultat pour une fonction de Carathéodory
(L2-Carathéodory) grice a une formule de changement de variables pour une
fonction mesurable bornée et non monotone (théoréme Al.l).

Quant au probléme a valeur initiale pour des inclusions différentielles, il
a été traité pour donner des théorémes d’existence de solutions par des
méthodes de convergence [DA], par la théorie du degré [LA2] [LAOI1], ou
a l'aide de théorémes de sélection et aussi par des méthodes de point fixe. Pour
un exposé systématique de ces differentes méthodes et pour une large
bibliographie sur le sujet, on pourra consulter Aubin—Cellina [AC]. Le
théoréme (I1.9) généralise pour des inclusions différenticlles, les théorémes
d’intervalle d’existence mentionnés plus haut et est démontré en utilisant la
transversalité topologique. Ce résultat a paru pour la premiére fois dans [FR1].

La méme méthode est appliquée pour donner un théoréme déterminant un
domaine d’existence de soluttons pour des problémes a valeur initiale dans un
domaine complexe (théoréme (IIL.5)). Il généralise certains résultats obtenus
par O'Regan [OR].

Problémes aux limites

Cas univoque. La méthode de majoration a priori des solutions pour des
problémes aux limites remonte 4 S. Bernstein en 1912 [BER]. Dans son
mémoire original, il a montré que plusieurs problémes en calcul des variations
se traduisent en problémes de type Bernstein. La condition de croissance de
type Bernstein a été introduite par Bernstein [BER] et généralisée par Nagumo
[NA1][NA2] (condition de croissance de type Bernstein-Nagumo). Elle
a ensuite été développée dans de nombreuses directions et utilisée pour la
résolution du probléme de second ordre: y” = f(z, y, ¥') ou [ est une fonction
continue et les conditions aux limites sont soit linéaires: [GGL1][GGL2]
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[GGL3]}[LY][MA3], soit non linéaires: [GA] [GGLA4]. Nous étudions ici le
cas ot la fonction f est de Carathéodory et nous donnons un théoréme
d’existence de solutions dans l'espace de Sobolev H? (théoréme (IV.6)).
L’emploi de sous- et sur-solutions pour obtenir I'existence de solutions
remonte 4 Perron avec sa méthode de fonctions sous-harmoniques en théorie
du potentiel, voir Perron [PE]. Elle a ensuite été introduite pour des équations
non linéaires du second ordre par Nagumo [NA1] dans le cas du probléme de
Dirichlet. Plusieurs mathématiciens 'ont ensuite développée et utilisée pour
montrer I'existence de solutions 4 des problémes du second ordre avec
conditions aux limites linéaires ou non: Erbe [ERI][ER2], Gaines [GA]
(théoréme de Leray-Schauder), Granas—Guenther-Lee [GGL4] (transversa-
lit¢ topologique), Mawhin [MA4][MAS5] (degré de coincidence), Jackson
[JA1][JA2]. Ce dernier utilise aussi la notion de sous- et sur-fonctions. Pour
un exposé systématique de différentes méthodes utilisées dans la résolution de
problémes aux limites ainsi que pour une large bibliographie sur le sujet, on
pourra consulter Bernfeld—Lakshmikantham [BL] et Fu€ik [FU]. On référera
a Gaines-Mawhin [GM] et & Mawhin [MA1][MA2] pour la méthode du
degré de coincidence. Ces derniers contiennent aussi une large bibliographie et
des commentaires historiques ainsi que des références a d’autres approches, en
particulier celle utilisant les équations intégrales et la méthode de point fixe.

Cas multivoque. Des problémes aux limites pour des inclusions diffé-
rentielles y" € F(t, y, ') ont été étudiés par Pruszko [PR1][PR2] 4 l'aide de la
theorie du degre de coincidence pour des applications multivoques. La théorie
de transversalité topologique est utilisée ici pour déduire I'existence de
solutions dans l'espace de Sobolev H?, sous une condition de croissance de
type Bernstein ou Bernstein-Nagumo et en appliquant la méthode de sous- et
sur-solutions (théorémes (V.6) et (VI1.6)).

Existence sur Pintervalle [0, cv). L’existence sur Iintervalle [0, o) de
solutions a des problémes du second ordre a été traitée lorsque f(t, y, p) est une
fonction continue. L'approche utilisée ici est la méme que celle employée par
Jackson [JAI] et par Granas-Guenther-Lee-O'Regan [GGLO]. Les théo-
rémes (VI1.2) et (VII.10) généralisent leurs résultats pour des équations différen-
tielles non continues et aussi pour des inclusions différentielles. Furi-Pera [FP]
deéduisent Pexistence de solutions sur des intervalles non compacts a I'aide
d’une méthode de continuation qu’ils développent pour des espaces localement
convexes et qui généralise le principe de continuation de Leray-Schauder.

Quelques resultats plus récents

Mentionnons plus particuliérement quelques nouveaux développements
dans ce domaine, par exemple: en généralisant la formule de changement de
variables pour des fonctions non bornées, certains résultats ont pu étre obtenus



Commentaires n

pour des fonctions L'-Carathéodory, voir [FGG][GG][GGL5][GGL6].
Dans ceux-ci, les démonstrations ne nécessitent pas la notion d’espaces de
Sobolev. Pour le probléme aux limites pour des inclusions différentielles,
mentionnons par exemple l'article de Granas-Guenther-Lee [GGL6] ou ils
donnent deux principes d’existence pour des problémes d’ordre k et en donnent
une application au probléme de Dirichlet. Mentionnons aussi le travail de
Erbe-Krawcewicz [EK] lesquels donnent un théoréme abstrait d’existence
pour des systémes. Ils s’intéressent aussi d P’existence globale de solutions.

Récemment, certains résultats ont été obtenus pour des probléemes aux
limites pour des équations et inclusions difféerentielles sans condition de
croissance [FR3][FR4]. Aussi, des théorémes d’existence pour des inclusions
différentielles sans convexité ont derniérement été donnés; mentionnons
[FG][TO]. Ici, la fonction multivoque doit satisfaire une hypothése de
semi-continuité inférieure.

Une nouvelle notion d'applications essentielles pour des fonctions multi-
voques a été introduite trés récemment par Goérniewicz et Slosarski [GS).
Grace 4 cette notion, une plus grande classe d'inclusions différentielles pourra
étre considéreée.

D’autre part, mentionnons que de nouveaux résultats concernant le
probléme a valeur initiale dans un domaine complexe ont derniérement été
obtenus par lauteur [FR2].
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