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Einleitung

Zu den bedeutendsten Grundlagen der nichtlinearen Funktionalanalysis
zdhlt der Brouwersche Fixpunktsatz [8], der besagt, dass jede stetige
Abbildung einer nichtleeren, konvexen, kompakten Teilmenge eines Raumes
R" in sich mindestens einen Fixpunkt hat (dazu #quivalente Aussagen waren
tibrigens schon Poincaré [55] und Bohl [5] bekannt). Schon recht bald
bemerkte man, dass die vom Blickpunkt der Funktionalanalysis unerfreuliche
Beschriinkung auf endlichdimensionale Riume unwesentlich ist: Nach ersten
Verallgemeinerungen auf spezielle Banachrdume (z.B. C"[0,1], L,[0, 1])
durch Birkhoff und Kellogg [4] gelang Schauder [59] ein auf dem Brouwer-
schen Satz aufbauender Beweis des entsprechenden Resultats fiir stetige
Abbildungen nichtleerer, konvexer, kompakter Teilmengen beliebiger Banach-
riume in sich. Gleichzeitig gab Schauder noch eine weitere dazu #quivalente
FFassung dieses Resultats an:

SCHAUDERSCHER FIXPUNKTSATZ. Es sei H eine nichtleere, konvexe, ab-
geschlossene Teilmenge eines Banachraumes E und f: H — H kompakt (d.h. f

ist stetig und f(H) ist kompakt). Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Die grosse Zahl tiefliegender und bedeutender Anwendungen vor allem
beim Beweis der Existenz von Ldsungen nichtlinearer Integral- und Differen-
tialgleichungen zeigt die ausserordentliche Tragweite dieses Resultats (bzgl.
typischer Anwendungen vgl. z.B. Cronin [17], Smart [61] und Deimling [19]).
Deshalb ist es nur allzu verstindlich, dass man sich — teilweise angeregt
durch konkrete Probleme — um Verallgemeinerungen des Schauderschen
Fixpunktsatzes . bemiihte, um diesem wertvollen Hilfsmittel einen noch
grosseren Anwendungsbereich zu erschliessen: So konnte die Klasse der
zugrundeliegenden linearen topologischen Riume E erweitert werden (vgl.
etwa Tychonoff [72], Hukuhara [32], Klee [37]), es wurden mengenwertige
Abbildungen betrachtet (z.B. Kakutani [35], Ky Fan [26], Eilenberg—Mont-
gomery [247], bzgl. eines guten Literaturiiberblicks vgl. Dierolf [207) und die
Forderung f (H) = H wurde abgeschwicht (vgl. etwa Rothe [56], Altman [1]).

Im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit von besonderem Interesse
sind Verallgemeinerungen des Schauderschen Fixpunktsatzes, bei denen die
Forderung der Kompaktheit von f abgeschwicht wurde. Es ist schon lange
bekannt, dass im Falle eines unendlichdimensionalen Raumes E auch fiir
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beschriinktes H die Stetigkeit von f alleine noch nicht die Existenz eines
Fixpunktes sicherstellt (vgl. Kakutani [36], Dugundji [22], ein ausserordentlich
cinfaches Beispiel von Beals findet man in Browder [10] und Smart [61],
Seite 36), jedoch fand man grosse Klassen stetiger, nicht notwendig kompakter
Abbildungen, auf die sich der Schaudersche Fixpunktsatz verallgemeinern
lisst: Das vermutlich erste Resultat dieser Art stammt von Krasnosel’skil [40]
fir Abbildungen f=f,+f, mit f; kompakt und f, kontrahierend. Fast
gleichzeitig bewies Darbo [18] ein betrdchtlich allgemeineres -elegantes
Resultat fiir k-verdichtende Abbildungen, k < 1 (bzgl. Bezeichnungen vgl.
Kapitel I), das insbesondere von Sadovskil [57], Furi und Vignoli [27] und
Petryshyn -[54] weiter verallgemeinert wurde.

- Die Fortentwicklung des Brouwerschen bzw. Schauderschen Fix-
punktsatzes verlief teilweise parallel zu entsprechenden Erweiterungen des
Leray-Schauderschen Fixpunktprinzips (vgl. den Fall z = (0 von Punkt 0
“auf Seite 14) bzw. des Lefschetzschen Fixpunktsatzes (die jeweils den Brou-
werschen und Schauderschen Fixpunktsatz mit umfassen), doch ktnnen mit.
Ausnahme des Fixpunktsatzes von Eilenberg-Montgomery [24] alle oben
erwihnten Verallgemeinerungen recht einfach direkt auf den -Brouwerschen
bzw. Schauderschen Fixpunktsatz zuriickgefiihrt \.;verden.

Im Gegensatz dazu handelt es sich bei dem Problem, das den
Betrachtungen dieser Arbeit zugrunde liegt, um eine Verallgemeinerung des
Schauderschen Fixpunktsatzes, die- aller Voraussicht nach nicht direkt auf
diesen Satz zuriickgefiihrt werden kann, sondern — wenn iiberhaupt — nur
mit aufivendigen Methoden der asymptotischen Fixpunkttheorie geldst werden
kann:

. ProBLEM 1. Es sei E ein normierter Raum und H < E nichtleer,
abgeschlossen und konvex, und es sei f: H - H stetig mit f™ kompakt fir
ein- mye N. Hat dann f einen Fixpunkt?

Bevor auf Problem 1 niher eingegangen wird, zunichst einige Anmer-
kungen zur asymptotischen Fixpunkttheorie: Am besten l4sst sie sich anhand
‘der grundlegenden. Beweismethode beschreiben: Sie umfasst Fixpunktsitze,
die sich erst auf dem Umweg iiber Eigenschaften von Iterierten der
Abbildung bzw. approximierender Abbildungen unter wesentlichem Einsatz
des Lefschetzschen Fixpunktsatzes oder des Leray-Schauderschen Abbildungs-
grades (bzw. verwandter Konzepte) beweisen lassen. Nicht notwendig spiegelt
sich dieser Rilckgrifl auf Iterierte schon in den Voraussetzungen des Satzes
‘wider, in Problem 1 ist er allerdings offenkundig. .

. Die Anfinge der asymptotischen Fixpunkitheorie gehen zurlick auf
Browder (vgl. etwa [9], [11], [12], [13]), dessen Methoden insbesondere
durch Nussbaum betridchtlich ausgebaut wurden (siehe vor allem [48], [49],
[507). Ein alternativer Zugang beruht aul den sogenannten ,mod p-Sitzen”
(vgl. [63], [74], [64], [65], [67], [52]), die im Gegensatz zum urspriinglichen
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algebraisch—topologischen Zugang auch analytische Beweismethoden er-
moglichten. Anwendungen fand die asymptotische Fixpunkttheorie bei
Fragen der Existenz periodischer Losungen von Differential — bzw.
Funktionaldifferentialgleichungen (siche etwa [30], [33], [34], [41], [14],
(501, [511, [73)). - :

Es ist fraglich, ob Problem 1, bei dem es sich um das &lteste und
bekannteste ungeldste Problem der asymptotischen Fixpunkttheorie handelt,
von der Anwendung her Beachtung verdient. Sicher ist aber, dass die
Beschdftigung mit diesem Problem die asymptotische Fixpunkttheorie stark
beeinflusst hat, denn manche ihrer Methoden waren Nebenprodukte der mehr
oder minder erfolgreichen Bemiihungen, Problem 1 zu ldsen.

Schon lange sind recht weitgehende Teilresultate bekannt: Browder [13]
zeigte die Bxistenz eines Fixpunktes unter der zushtzlichen Voraussetzung
der lokalen Kompaktheit von f. Dies Resultat wurde in [63] dahingehend
verschiirft, dass schon die zusitzliche Voraussetzung der Kompaktheit von
f in einer Umgebung der Fixpunkte von f? fiir eine Primzahl p > m, die
Existenz eines Fixpunktes garantiert. In [65] wurde ein entsprechendes
Resultat mit jeweils ,verdichtend” anstelle von ,kompakt” bewiesen (bei
diesen beiden Resultaten wie auch beim folgenden wurden nur Banachriume
E zugelassen). Das wohl interessanteste Teilresultat zu Problem 1 stammt
von Nussbaum [49]:

Satz. Es sei E ein Banachraum, H c E nichtleer, abgeschlossen, beschrinkt
und konvex mit H # @, und es sei f: H — H stetig mit f™ k-verdichtend
fur ein 'k < 1 und mgeN (dies ist insbesondere erfullt, wenn f™ kompakt ist).

Weiter sei M:= () f'(H) < H, und fiir eine Umgebung V von M sei fl,
=1

stetig Fréchet-differenzierbar. Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Leider lassen sich die Beweise der hier angegebenen Teilresultate nicht
auf den allgemeinen Fall iibertragen. Der .Grund hierflir liegt in der
Instabilitdt der Voraussetzung ,, /™ kompakt” gegeniiber Abdnderungen von f,
wihrend in den obigen Teilresultaten die Zusatzvoraussetzungen gerade die
fir den Beweis notwendige -Stabilitit sichern.

~ In [66] wurde ein neuer Beweisansatz fir Problem:1 vorgestellt, der
in der vorliegenden Arbeit weiter ausgebaut werden soll. Dieser Ansatz
beruht auf einem iterativen Approximationsverfahren, das auch unter den
Voraussetzungen von Problem 1 durchgefithrt werden kann, jedoch nicht
unbeschrinkt: Der Verzicht aul Zusatzvoraussetzungen muss bezahlt werden
mit einer Instabilitdit der Eigenschaft ,, /™ kompakt”, die sich dahingehend
auswirkt, dass man mit jedem Approximationsschritt zu hoheren Iterierten
der approximierenden Abbildungen Ubergehen muss, fiir die die Kompaktheit
gesichert ist. Man kann bisher noch nicht ausschliessen, dass man in manchen
Fillen aufgrund dieses Kompaktheitsverlustes das Iterationsverfahren
abbrechen muss, bevor es zum Ziel gefiihrt hat.
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Allerdings wurden in dieser Frage gegeniiber [66] wesentliche Fortschritte
erzielt, die in der vorliegenden Arbeit dargestellt werden. So konnte die
Abschitzung fiir die Zahl der moglichen Iterationsschritte betrichtlich ver-
bessert werden (vgl. Satz 14) und umgekehrt eine — allerdings mdglicherweise
nicht optimale — Abschitzung fiir die Zahl der ndtigen Iterationsschritte
gefunden werden (vgl. Satz 15).

Uber Satz 15 ergab sich ein recht iiberraschender Zusammenhang mit
dem Uberdeckungssatz von Borsuk—Ljusternik—~Schnirelmann und dem Koinzi-
denzsatz von Borsuk-Ulam (vgl. [6]) sowie mit neueren Verallgemeinerungen
des letzteren Satzes von Svarc [69], Munkholm [46] und Cohen, Connett
und Lusk [15], [16]. In’ Kapitel IT der vorliegenden Arbeit wurden hierbei
insbesondere die Methoden von Svarc wiederaufgegriffen und zum Teil etwas
weiter ausgebaut, die einen sehr allgemeinen und elementaren Rahmen fiir
Sitze dieses Typs ermoglichen.

Noch einige kurze Bemerkungen zur Anlage dieser Arbeit:

Um sie moglichst weitgehend in sich abgeschlossen zu machen, wird
in Kapitel I eine Ubersicht gegeben iiber die wichtigsten verwendeten
Begriffe und Methoden. Hierbei wird bei der (nur axiomatischen) Einflihrung
des Leray-Schauderschen Abbildungsgrades besonders auf die leider bisher
in der Lehrbuchliteratur vernachléssigte Kommutativitdtseigenschaft eingegan-
gen: Es wird eine Herleitung gegeben, die im Vergleich zum liblichen
Beweis (vgl. Dold [21], Granas [28]) zwar sicher nicht einfacher ist, die
aber die zugrundeliegende algebraische Aussage klar herausstellt.

In Kapitel II, in dem Uberdeckungssysteme und zugeordnete Uber-
deckungszahlen (letztere entsprechen dem von Svarc [68], [69] eingefiihrten
»aeschlecht”) fir Fixpunktmengen von Primzahl-Tterierten stetiger Abbil-
dungen betrachtet werden und darauf aufbauend die oben angekiindigten
Borsuk-Ulam Sitze bewiesen werden, wurde ein méglichst allgemeiner topolo-
gischer Rahmen angestrebt. Demgegeniiber wird Problem 1 zwar allgemeiner
als in [66] in normierten Rdumen untersucht (der Ubergang von Banach-
riumen auf normierte Rdume ist unproblematisch und zudem von Bedeutung
im Hinblick auf die Einbettbarkeit metrischer absoluter Umgebungsretrakte;
vgl. Arens—Eells [3] und Granas [28]), die Betrachtung noch allgemeinerer
linearer topologischer Rdume erschien aber vorlfufig nicht angemessen, da
es zunichst darauf ankommt, die Chancen des hier dargestellten Ansalzes
auszuloten.

Herzlich danken mochte ich Herrn Prof. Dr. E. Wienholtz fir die
ausgezeichneten Arbeitsbedingungen und fiir stete Forderung. Mein Dank
gilt auch dem Mathematischen Institut der Rutgers University, New Brunswick,
USA [iir die Gastfreundschaft wihrend eines von der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft finanzierten Forschungsaufenthalts im Herbst 1972, bei dem die
ersten Ansltze der hier dargestellten Untersuchungen entwickelt wurden.
Danken mochte ich auch allen meinen Kollegen, die mir mit Rat, Kritik und
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Anregungen geholfen haben. Besonders erwidhnen mochte ich Herrn Ulrich
Koschorke, der mir durch ein Gegenbeispiel aus einer schwerwiegenden
Sackgasse bei den ersten Untersuchungen zu Kapitel IT herausgeholfen hat,
sowie Herrn Prof. Dr. A. Granas, der mich auf die wichtigen Arbeiten
von Svarc hingewiesen hat.



I. Ein Uberblick iiber verwendete Bezeichnungen,
Begriffe und Resultate

1. Einige allgemeine Bezeichnungen

Auf Seite 107-109 wurde eine Liste verwendeter Symbole zusammen-
gestellt. Soweit es sich dabei nicht um sehr gebriuchliche Bezeichnungen
handelt, sollen diese schon im folgenden eingefiihrt werden.

Zur Vermeidung von fruchtlosen Fallunterscheidungen wird fiir alle im
folgenden betrachteten linearen R&ume (bzw. linearen Teilrdume) L grund-
sitzlich L # {0} vorausgesetzt.

Der grosse Buchstabe E (hiufig auch indiziert E,, E, etc.) bezeichnet
stets einen normierten Raum iiber R. Die Beschrinkung auf reelle normierte
Rdume bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit: Fixpunktaussagen
der in dieser Arbeit behandelten Form bleiben ungeindert, wenn man den
zugrundeliegenden normierten Raum durch seine reelle Einschrinkung ersetzt,
umgekehrt wire die komplexe Multiplikation an. einigen Stellen eher
hinderlich.

Es sei (M, d) ein metrischer Raum und N ¢ M, xeM sowie ¢ > 0.
Dann bezeichnet N° die offene &-Umgebung von N und K(x, s) die
offene e-Kugel um x, d.h.

e, [FEMIdit G ) < e}, Rlls N %,
o, falls N =0
und

K(x,e): = {x}' = {zeM| d(x,z) < ¢}.

Es sei L ein linearer Raum und f: D(f)—>L sowie g: D(g)—L zwei
Abbildungen. Mit f+g¢ sei die Abbildung von D(f)n D(g) nach L gemeint,
die jedem xeD(f)n D(g) den Punkt 7 (x)+g¢(x)e L zuordnel.

Es seien M, M, Mengen und f: D(f)— M, sowie g: D(g) - M, Abbil-
dungen. Unter Jo/' werde die Abbildung mit Definitionsbercich D(gof)

= {xeD(f)f(x)eD(g)} = D(f)nf '(D(9) nach M, verstanden, dic je-
dem xeD(gof) den Punkt ¢(f(x)) zwvordnet.
Entsprechend wird fiir f: D(f)—> M rekursiv [9: = idpy und f*

i=fof*~! fir k = 1,2,... definiert. Dies bedeutet, dass D(f*) = {xeD(J)|
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fI(x)eD(f) fir j=1,...,k—1} ist. Insbesondere gilt dann auch D(f)
>D(f*) > D(f*) > ... '

Fiir die Menge der Fixpunkte einer’ Abbildung f: M;—M, wird das
Symbol # [ f] verwendet, dh. #[f]: = {xeM,| x = f (x)}.

__Eine Abbildung f: D(f) < E; — E, heisst kompakt, wenn f stetig ist und
R(f) kompakt ist (R(f) = ,Wertebereich von f”, vgl. Seite 108). f/ heisst
lokal kompakt, wenn es zu jedem xeD(f) eine Umgebung U, gibt mit
. S1p(ynus kompakt,

In den letzten Jahren waren sogenannte Masse der Nicht-Kompaktheit
Gegenstand vieler Untersuchungen in der nichtlinearen Funktionalanalysis.
Entsprechend den Bediirfnissen der vorliegenden Arbeit wird folgende verall-
gemeinerte Definition gewahlt:

DeriniTION 1. Eine Abbildung y: 2% — R* heisst Mass der Nicht-Prikom-
paktheit, wenn

(a) y(M) = 0 genau dann, wenn M < E pridkompakt,

(by) y(M) < y(N), falls M = N c E,

(b2)y(M U {x}) = y(M) fir alle M < E,x€E,

(c) y(coM) = y(M) fur alle M = E.

(b;) und (b,) sind insbesondere dann erfiillt, wenn (a) und

(b) y(M UN) = max (y(M), y(N)) fiir alle M,N c E
gelten. Im Falle eines Banachraumes E ist Prikompaktheit gleich relativer
Kompaktheit, und man spricht deshalb (etwas unprézise) auch vom ,Mass
der Nicht-Kompaktheit” y. Das bekannteste (in vielen Verdffentlichungen
schlechthin ,,das”) Mass der Nicht-Kompaktheit geht schon auf Kuratowski
[42] zurlick: Er definierte (in dieser anscheinend ersten Vertffentlichung
iiber Masse der Nicht-Kompaktheit) fiir beschrinkte Teilmengen M eines
metrischen Raumes

y(M): = inf {6 > O] Es gibt endlich viele Mengen M, « M
mit diam M; < 6 und M = (J M;}.
Im Sinne unserer Definition milsste noch y(M) = oo fiir alle unbeschrinkten
M gesetzt werden. '

Speziell fir dieses Kuratowskische Mass der Nicht-Kompaktheit haben
sich folgende Bezeichnungen eingebiirgert: Eine Abbildung f: D(f) ¢ E-E
heisst k-verdichtend (englisch k-set-contraction) mit einem k > 0, falls f stetig
ist und y(f (M)) < ky(M) fiir alle beschrinkten M < D(f) gilt. f heisst
verdichtend (englisch condensing oder densifying), falls f stetig ist und fur
alle M < D(f) mit y(M) 5 0 y(f (M)) < y(M) gilt.

Schliesslich noch einige Bezeichnungen zu Simplexen und simplizialen
Komplexen: Ein von den Punkten x,,..., x, aufgespanntes offenes, affines

k k
Simplex wird mit (xo ... x,) bezeichnet, d.h. (xo...x) = { Y. Lixi X =1,
i=0 i=0
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A;>0ftr i =0,...,k}. Ist M ein simplizialer Komplex, so wird mit [M]
das dadurch definierte Polyeder bezeichnet. Sind M, N simpliziale Komplexe
und f/: M- N eine simpliziale Abbildung, so bezeichnen wir auch die dadurch
induzierte Abbildung von |M| nach |N| mit f (Verwechslungen sind keine
zu befiirchten).

2. Tietzescher Ergiinzungssatz, Sardsches Lemma und Glittungssatz

Die folgenden Resultate werden mehrfach entscheidend verwendet werden.
Man beachte, dass hier jeweils nicht die allgemeinste Form angefithrt ist,
sondern nur eine Fassung, die fiir das folgende benttigt wird.

TierzescHER (bzw. TIETZE-DUGUNDIISCHER) ERGANZUNGSSATZ (vgl. Tietze
[71] und Nagumo [47] (Fall E endlichdimensional) sowie Dugundji [22],
einen libersichtlichen Beweis der hier angegebenen Fassung findet man auch
bei Deimling [19]). Es sei M ein metrischer Raum, N < M abgeschlossen
und f: NoE stetig. Dann gibt es ein stetiges f: M—E mit |y = f und
R(f) = co (R(/)).

TieTzZE—~URYSOHNSCHER ERGANZUNGSSATZ. Es sei M ein normaler Raum,
N = M abgeschiossen, E endlichdimensional und f: N—>E kompakt (d.h. es
ist f stetig und R(f) beschrinkt). Dann gibt es ein stetiges [: M — E mit

fly = f und R() = co (R(/)).

Diese Form des Tietze—-Urysohnschen Satzes folgt trivial aus Schubert
[60], Satz 4 auf Seite 83, wenn man berlicksichtigt, dass jede n-dimensionale,
konvexe, kompakte Menge (n < c0) homdomorph zu einem abgeschlossenen
n-dimensionalen Quader ist.

SarpscHEs LEmMA (vgl. Sard [58]). Es sei E ein endlichdimensionaler
normierter Raum, M < E offen und f: M - E aus C'(M). Es sei N, (M)
= {xeM|J[f,x] =0}. Dann ist f(N (M)) eine Lebesgue-Nullmenge, also
insbesondere E\f(N,(M)) dicht in E.

GLATTUNGSSATZ (vgl. Weierstrassscher Approximationssatz oder Friedrichs-
sche Gléttung). Es seien E,, E, endlichdimensionale normierte Riume, D < E,
abgeschlossen und beschrinkt, f: D— E, stetig und ¢ > 0. Dann gibt es ein
f+ Ey~E, aus CY(E;) mit (|7 (x)—f ()|l < ¢ fiir alle xeD.

3. Der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad

Wie schon in der Einleitung angedeutet wurde, ist es recht charakteristisch
fiir die asymptotische Fixpunkttheorie, dass ihre Beweismethoden wesentlich
'vom Leray-Schauderschen Abbildungsgrad oder den verwandten Konzepten
des Fixpunktindex oder der Lefschetzzahl Gebrauch machen — im Gegensatz
etwa zum Brouwerschen Fixpunktsatz, zu dessen Beweis nicht diec volle
Kraft dieser Hillsmittel erforderlich ist und dementsprechend auch einfachere
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Beweise unter Umgehung dieser Konzepte moglich sind (vgl. etwa Knaster—
Kuratowski-Mazurkiewicz [38], Dunford—Schwartz [23]). Lefschetzzahl,
Fixpunktindex und Leray—Schauderscher Abbildungsgrad stellen jeweils Ver-
wirklichungen der Idee einer moglichst effektiven Abzihlung der Fixpunkte
von Operatoren bzw. der Losungen gewisser Typen von Gleichungen dar.
Sie geben dabei im allgemeinen nicht die tatsiichliche Zahl der Fixpunkte
bzw. Gleichungslésungen an, sondern nur eine ,algebraische Anzahl”. Dieser
nur scheinbare Mangel verhilft umgekehrt zu einer wichtigen Stetigkeits-
eigenschaft (Homotopie), der man grossenteils die Anwendbarkeit, vielfach
auch die Berechenbarkeit von Lefschetzzahl bzw. Fixpunktindex bzw. Leray—
Schauderschem Abbildungsgrad verdankt.

Im folgenden wird eine moglichst knappe Einfiilhrung in die Theorie
des Leray-Schauderschen Abbildungsgrades (im folgenden auch oft nur kurz
»Abbildungsgrad” genannt) gegeben. Dabei ist es am giinstigsten, im
wesentlichen axiomatisch vorzugehen und bzgl. der Existenz- und Ein-
deutigkeitsfrage auf die Literatur zu verweisen. Zunichst zur Existenzfrage:
Im Gegensatz zur urspriinglich kombinatorisch-topologischen Einfiihrung des
Abbildungsgrades hat sich heute in der Literatur ziemlich allgemein der dem
Wesen des Abbildungsgrades mehr entsprechende analytische Zugang von
Heinz [31] durchgesetzt, dessen Grundidee auf Kronecker zuriickgeht.
Eine gut lesbare Darstellung der Konstruktion des Leray-Schauderschen
Abbildungsgrades bringt insbesondere Deimling [19].

Die folgende axiomatische Einfilhrung des Leray—Schauderschen Abbil-
dungsgrades ist geringfiigig allgemeiner gehalten als in [19]:

Es sei E ein normierter Raum und

Lg: = {[id—f, M, z]| M < E offen, zeE,f: D(f) = E - E lokal
kompakt mit M < D(f) und {xeM| x—f(x) = z} kompakt].

Der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad ist eine Abbildung d: = Ly—2Z
mit folgenden Eigenschaften:

1. d[id—f, M, z] = d[id—f-z, M, 0].

2. Normierung. Es sei E endlichdimensional, [id—f, M, z]€ Lg, f € C* (M)
und J[id—f,x]# 0 fir alle xeM mit x—f(x)=2z. Dann ist
dlid—f,M,z] = ) signJ[id—f, x1.

xeM
x—=f(x)=z

3. Homotopie bzw. Stetigkeit. EBs sei Q < Ex[0,1] offen, z€E,
F: D(F) « Ex[0, 1]—E lokal kompakt mit Q < D(F) und {(x,)eQ| x—
—F(x,t) = z} kompakt. Fir te[0,1] sei @ = {x€E| (x,t)eQ}, und.
F,: Q—E sei definiert durch F,(x): = F(x,t). Dann ist [id—F,, Q,,z]eLg
und d[id—F,, Q,,z] = d[id—F,, Q,, z] fiir alle te[0, 1].

4. Kommutativitit. Es sei f,: D(f,) = E;— E, lokal kompakt, f5: D(f)
c E,—E, stetig, U, c E, und U, c E, offen mit U, = D(f;0f}),
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U, < D(fiofy) und fyofilu, lokal kompakt. Weiter sei {xeU,| x—
—(f2of)(x) = 0} =Z[f0filv] kompakt und

(1.1) NL(F Lfrofilv,)) = F [fiofilu,]-
Dann ist d[idg,—f10f2, U3, 0] = d[idg, —f20/1, Uy, 0].
5. Additivitdt. Es sei [id—f,M,z]eLg, und M,,...,M, = M seien

offene, disjunkte Mengen mit x—f (x) # z fir alle xeM\ ) M,. Dann ist
n I=1
dlid—f,M,z] = 3, d[id—f, M;, z].
i=1

6. Bs sei [id—f,M,z]eL; und d[id—f, M,z] # 0. Dann existiert
mindestens ein xe M mit x—f (x) = z.

Bemerkungen. (a) (Eindeutigkeit) Es ist recht einfach nachzuweisen,
dass der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad schon durch die Eigenschaften
1-4 eindeutig festgelegt ist. Andererseits wurde von Amann und Weiss [2]
gezeigt, dass auch die Eigenschaften 1, 3 und 5 zusammen mit der
modifizierten Normierung

2. Fiir [id, M, 0JeL; mit OeM ist d[id, M,0] = 1
den Leray-Schauderschen Abbildungsgrad eindeutig festlegen.

(b) Mit Ausnahme der Kommutativitiit werden die obigen Eigenschaften
allgemein bei den Konstruktionsverfahren in der Lehrbuchliteratur hergeleitet,
wobei allerdings auch die Homotopieeigenschaft in etwas schwicherer
Formn gebracht wird (in Eisenack—Fenske [25] wird die Kommutativitdts-
eigenschaft mit behandelt). Scheinbar war die Kommutativitdtseigenschaft
fiir den Leray-Schauderschen Abbildungsgrad bisher wenig bekannt, obwohl
sie schon lange trivial aus der entsprechenden Eigenschaft des Fixpunktindex
hiitte gefolgert werden konnen.
~ Da die Kommutativititseigenschaft des Abbildungsgrades wesentlich in
der vorliegenden Arbeit verwendet wird, erscheint es angebracht, hier eine
direkte Herleitung aus allgemein bekannten Eigenschaften des Abbildungs-
grades anzugeben: Es werden die Figenschaften 2, 3 und 5 sowie die
Reduktionseigenschaft

7. Es sei [id—f,M,z]eLg, E’ linearer Teilraum von E mit zeE' und

R(f) = E'. Dann ist d[id—f, M, z] = d[idp —f|pynrs M NE', 2].
(wobei letzterer Abbildungsgrad relativ zum Raum E’ gewihlt ist) verwendet.
Die hier angegebene Herleitung ist sicher nicht einfacher als der Beweis
in Dold [21] und Granas [28], jedoch wird in ihr die der Kommuta-
tivitdtseigenschaft zugrundeliegende Aussage aus der linearen Algebra klar
herausgestellt (vgl. Hilfssatz 4).

Die Idee der Kommutativititseigenschaft ldsst sich mit Hilfssatz 4
ndmlich sehr einfach beschreiben: Nach Voraussetzung (1.1) werden die
Fixpunktmengen # [f,0f|y,] und F[f, of2lu,] vermbge f; bzw. f, gegen-
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seitig homodomorph aufeinander abgebildet. Durch Hilfssatz 4 wird dann
sichergestellt, dass diese homodomorphen Fixpunktmengen durch die
entsprechenden Abbildungsgrade in gleicher Weise ,,algebraisch abgezihit”
werden. '

(1.1) ist ibrigens, wie der nachfolgende Hilfssatz 2 zeigt, schon dann
erfiillt, wenn nur fi (% [f;0/1lv,]) = U, und f1(Z [ fi0fsly,]) = U, sind.

HiLrssaTz 1. Es seien g,: D(g;) = E,—E, und g,: D(g,) ¢ E,—E; sowie
M, < D(g209,) und M, = D(g,0g,). Dann folgt aus g, (¥ [9,091lu,]) = M,
sogar g; (7 [92091lm,]) = F [9109:lm,].

Beweis. Es sei xeg,(#[g,00;ly,]). Dann ist xeM, < D(g,0g9,),
und es gibt ein ye# [g,09;4|y,] mit g, (y) = x. Es folgt

(91092) (%) = (91092)(9: (¥) = 91((92091) ) = 9: () = x,

d.h. es ist xeM, nF [g,09,] = F[g,09:|m,]-

HiLFssATz 2. Es seien g,: D(g,) = E{—E, und g,: D(g,) = E,—E, sowie
M; < D(g;0g,) und M, = D(g;0g,). Weiter seien g, (% [g,001lu,]) = M
und g, (% [9109a2lu,]) = My. Dann gilt g,(F [9206:1Iu,]) = F [91092lum,]
‘“"d 9, (7 [g, 0galu,)) = F [92001Iu,]-

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt g, (% [g:091l,]) = F [91992lu,] und
analog g, (# [9109a2lm,]) = # [9209:lu,]. Es folgt

F g, Og2|Mz_] = (9:092)(F [9, O!]z]m;]) =01 (92 7 [91092|Mz]))
c g (&F [92091|M1]) c 7 [g ngle]-

Da rechts und links die gleiche Menge steht, gilt {iberall das ,,="-Zeichen,
also insbesondere g, (¥ [92001lum,]) = Z [91092lm,]. Wendet man hierauf
gz an, so erhdlt man auch g,(% [g,092lm,]) = Z [92091ly,]- m

Der folgende Hilfssatz 3 wird zweckmdéssigerweise schon hier eingeschoben,
obwohl er erst viel spiter gebraucht werden wird:

HiLrssatz 3. Essei f: D(f) < E-E, keN,M < D(f* und f(F [ f*n])
< M. Dann ist f(F [f*u]) = F [fMM]-

Beweis. Nach Hilfssatz 1, angewendet auf E, := E;, := E, M,: = M,
:= M sowie g,: =f und g,: = f*"! erhdlt man f(¥ [f*u]) = F [S*|m].
Es folgt '

F LM = ME L) =71 (& LMD
<N F UMD € o S S EF LMD = FL MM

Da rechts und links die gleiche Menge steht, gilt jeweils das ,,="-Zeichen,
also insbesondere f(F [f¥y]) = F[/Mu]. m

HiLrssatz 4.(1) Es seien L, und L, endlichdimensionale Vektorrdume und

(!) Vel. etwa: N. Jacobson, Lectures in abstract algebra, Vol. 11, Linear algebra, D. Van
Nostrand Co. Inc., Toronto-New York-London 1953
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hy: Ly— L, sowie hy: L, — Ly linear. Dann gilt det (id;,—h,0 hy) = det (idy, —
—hzohl).
Beweis. Es seien Iy, l;: L@ L, > Ly@® L, definiert durch
Ii(x, y): = (x, y+hy (x))
fir alle (x, y)eL,@®L,.
12 (x’ }’)' = (x_hz(J’), ,V"h1 (X))
Dann gilt
(ol (x,y) = li(x—hz (), y—hy ())
= (x=ha () y—h1 () +hy (x—h2(9)))
= (x hy(»), y— h10hz) )),
(Lol (x, y) = Lo, y+hy (%) = (x—ha(y+h1 (), y+hs (x)=hy (x)

= (x—hy ()= (h20 h1)(x), ).
Insbesondere ist somit L, (genauer der Unterraum {(x,0) xeL;} von
L,®L,, der mit L, identifiziert werden kann) invariant unter den Abbildungen
liol, und [,0l;. Es seien (/;0l,),(l01y);: Li—= Ly und (l;0l3),, (l301),:
Li®L,/L,-»L,®L,/L; die von l;0l, bzw. l,0l; kanonisch induzierten
Abbildungen., Wir schreiben die Elemente in L;@®L,/L, in der Form
[Ly, y] mit yeL, und erhalten

(holy), = idy,,
(ly0l2)2([Ly, y]) = [Ly, y—(hy 0 h3)(y)] fiir alle yeL,,
(ol = idy —hy0hy,
(lboly)y = idy @ryu, -

Es sei noch j: L,@®L,/L;—L, die kanonische Einbettung. Dann gilt nach

bekannten Aussagen der linearen Algebra (vgl. etwa Greub [29], problems
2 und 3 auf Seite 104):

det (id;,—hqy0h,) = det (j~'o(id,, — hy 0 h;)0j)
= det ((I; 0ly);) = det ((I;013),) det ((; 013)z)
= det (ly0ly) = det (I,) det () = det (1) det (I,)
= det (l,0l,) = det (l301,),) det ((;;011),)
— det ((l,01,),) = det (i, —hy0h,). m

Der folgende Hilfssatz sichert das Approximationsverfahren, mit dem die
Kommutativititseigenschaft auf Hilfssatz 4 und die Normierung (Eigénschaft 2)
zuriickgefiihrt wird:

Hirssatz 5. Es seien g,: D(g,) < E, —~ E, kompakt und g,: D(g,)
c E,—E, stetig mit abgeschlossenen D(g,) und D(g,), und es seien V, < E,
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und V, c E; offen und beschﬁinkt mit % [g.0g,]1 < V; = D(g;0g,) und
ﬁ'[glogzj_ < V, = D(g,04g,) sowie g, (V) € D(g,). Dann gibt es ein ¢ > 0,
so dass fiir alle kompakten §y:-D(g,)—~E, mit |§,(x)—g,(X)| < ¢ fiir alle
xeD(gy) gilt: F[g,04,] =« V1 = D(g,08,), F[F,09:] ¢ V, = D(F,0g,)
und

d[id_glogl7 Vl’O] = d[ld—QZOgl’ VI’O]’

d[i.d-__g10921 V250] = d[id—g10921 VZ’OJ

Beweis. (a) Es sei W: = D(g;09.\(Vz ™ ¢3* (V) und

b = {é inf [x=(@gi0g) (N, falls W @,
’ 1, falls W= Q.

Es ist x # (91049,)(x) fir alle xe W, denn: Angenommen, es gibe xeW
mit x = (g;0g,) (x), dann wire xeZ [gi0g,] <V, und g,(x)=
92((91042) (x)) = (g2041) (g2 (X)) F [g209,] = V;, also xeg;'(V;). Man
hitte also xeWn (Vang; 1(W) = @.

Da W abgeschlossen und g, 0g, kompakt ist, folgt e, > 0. Es sei nun
£ > 0 so gewdhlt, dass & < g und (g, (V))f = D(g,) ist.

(b} Es sei h: D(g,)=E, mit |h(x)—g,(x)| < ¢ fiir alle xeD(g;). Dann
ist. fur alle xeV, h(x)e(g, (V)) = D(g,), also V; = D(g,0h). Zudem gilt
fir alle xe W )

Ix=(hog2) )l = |x—(g10922(0) = [(g1092) (x)—(hoga) )| > 26— = ¢.
Es ist also #[hog,]nW=@, dh (wegen D(hog,) = D(g,0g,)
F [hogo] € Vangsz H (W), also
(1.2) F[hog,] € V, « D(hoga)

und (wegen Z# [g,0h] = g2 (F [hog,]) < ga(Va 1 g3 (V) = Vi (vgl. Hilfs-
satz 2))

(1.3) F [gooh] = V, = D{g,0h).

(c) Bs sei nun §,: D(g,)—~E, kompakt mit ||g,(x)—g, ()| <¢e fur
alle xeD(g,). Man kann dann in (1.2) und (1.3) g, fur h einsetzen und
erhilt .# [(F,09,] € Vo < D(§,09,) und # [g,08:] = Vi = D(g;07y).

Es sei G'V: D(g,)x[0,1]—E, definiert durch G"(x,1): = tg, (x)+
+(1~1)F,(x) sowie G¥: D(g,)x[0,1] > E; x[0,1] durch G®(x,1)
= (gp(x), ). Weiter sei G"(x): =GP (x,) fiir alle re[0,1] und
xeD(g,). Dann gilt

GV (x)—g1 ()| = (1= (x)—g ()] < (1-De < ¢,
8y

2 — Dissertationes Mathematicne 177 Q//
/
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so dass mittels (1.2) und (1.3) trivial folgt:
Fy: = {(x, )€ D(g20GM)| (g20 GV)(x, 1) = x}
c V1 x[0,1] = D(g20G"Y),
Fy: = {(x, 0eD(GMoGP) (GMoGP)(x, 1) = x}
c ¥, x[0,1] € D(GYo G,

Wegen D(g,) und D(g,) abgeschlossen und G‘Y und G‘z_’l stetig sind
auch D(GP0G?) =G ' (D(GY) und D(g,0G") = GV ' (D(g,) ab-
geschlossen, woraus sofort folgt, dass F; und F, abgeschlossen sind. Be-

- - - 1e[0,1]
+(1—t)R(g,)), wobei R(g,) und R(g,) kompakt sind), so erhilt man,
dass die Abbildungen G0 G? und g,0G"Y und die Mengen F, und F,
kompakt sind. Es folgt nach Eigenschaft 3 des Abbildungsgrades (Homotopie)
mit (G0 G?),: V; > E,, (GPoG?),(x): = (G"oGP)(x, ) und (g,0GV),:
Vi=Ey, (g20GV)(x): = (g0G")(x, 1) (te[0, 1]):

d[id~g,04,, V2,0] = d[id~(GVo G™),, 1, 0]
= d[id—(G"0G?),, 1,,0] = d[id—g,0¢,, V3. 0]
und
d[id_QZOgls V110] d[id_(QZOG(l))Oa Vlso]
= d[id—(g,0 G");, ¥1,0] = d[id~g,0g,, ¥,,0]. =

Beweis der Kommutativititseigenschaft. (a) Es seien H, c E,
und H, < E, beschrinkt und abgeschlossen mit

Zlhofilbl<sHicH c U, Zlfiohly] < A, c H, U,
und fi|,, kompakt. Setzt man u;: = fi|4, und u,: = f3|y,, so erhdlt man
D(uzouy) = ui'(Hy) = Hy n f{*(Hy) o Hy 0 fi6H,)
> 7[fa ofllU;] ﬂffl (7 [fh OfZIUz]) =72 Ofllul]

(vgl- (1.1)), und analog zeigt man (da auch f,(# [f,0falu,]) = .7 [f20/ilu,]
ist)

D(uy0u) > Hym 71 (H,) > .7 [f,0 falu,].
Damit erhdlt man aber
F [uyou] = FLf, Ofalpuoun] = F L/i ofalu,] € D(uyouy)
und entsprechend

.?T [llzoul:' = ,‘77 [jzoj‘llul:] @ D(uzo ul)-
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Es gibt also offene Mengen W; < E, und W, < E, mit

.'7[“10“2] c Wz c D(ulouZ),
F [uzou ] « Wy = D(u,0uy),

dist (u; (W;), 6D (up)) > O,
dist (u (Wy), 0D (u,)) > 0

und es gilt (beachte u; ouylw, = f10f2lw, und usouy|w, = f20f1lw, sowie
die Additivitatseigenschalt des Abbildungsgrades): '

dlid—uyouy, W,,0] = d[idy, ~f; 0f2, U,, 0],
d[id-uzouu VVI’O:I = d[id[il_fZOj:l’ Ul.’o]'

Im folgenden schreiben wir ganz allgemein (d.h. nicht nur fiir die
oben speziell gewidhlten wuy,u,, Wi, Wo) [uy, Wi; uy, Wole#Z, falls wuy:
D(u;) c E,—»E, kompakt, u,: D(u,) = E,—E, stetig (E,,E, normierte
Rdume) mit D(uy) und D(u,) abgeschlossen, so dass (1.4)—(1.6) gelten.

(b) Wir wenden Hilfssatz 5 an mit g,: = uy, g, = 43, Vi: = W, und
V,: = W,. Wir bezeichnen das durch Hilfssatz 5 gegebene ¢ > 0 mit #, und
erhalten aufgrund der Totalbeschrinktheit von R (u,) ein endliches #,/2-Netz

{X{,.» X} von R(uy) (dh. {xy,...,%} < R(wyy) 'UIK(x,-,nl/Z)). Es sei

(1.4)

(1.5)

(1.6)

, ein endlichdimensionaler linearer Unterraum von E, mit {x{, ..., x,} < Ej.
Dann bildet der Schaudersche Projektionsoperator py: R(u;)— E, definiert
durch

r r

= (X w@)™! E 1(2) %

j=1 j=1

pi(z): = max (0,1,/2—[z—x;|),
R(u,) stetig nach Ej ab, und es gilt fiir alle xe D (uy):

1(py0s) (x)—uy ()| = H(); s 00) ™ 3 1t (0 ) ey = )
< (z by 1 (9)) _; 1y (s 00) Ly ).
Wegen p;(u; (x)) = 0 fir [x;—u,(x)| = n,/2 folgt

10w 0= () < ( 3, o (9) T () /) = m/2

Damit ist nach Hilfssatz § [pyouy, Wi; u,, Wa]e# (man beachte, dass
dist (py ouy)(W,), 8D (uz)) > 0 aus  |[(pyous)(x)—u ()| < ny/2 fir alle
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xeD(u;) und (u; (W) = D(uy) (vgl. Wahl von ¢ in Hilfssatz 5 folgt).
Hieraus ergibt sich wiederum wegen R(p;ou;) = E, und der Eigenschaft 7
des Abbildungsgrades unmittelbar [p,ous, Wy; talpuanr, s Wa 0 E3]€4.
(c) Als stetige Abbildung mit beschrinktem, abgeschlossenem, endlich-
dimensionalem (also kompaktem) Definitionsbereich ist u, |,k kompakt.
Demnach kdnnen wir wiederum Hilfssatz 5 anwenden mit g;: = 2| puwa)n i,
gs: = pjouy, Vi: = WonEy und V. = W, (E, wird ersetzt durch Ej).
Wir bezeichnen diesmal das ¢ aus Hilfssatz 5 mit n,. Ganz analog zu
obigem Abschnitt (b) findet man einen endlichdimensionalen Teilraum E;
von E; und einen (stetigen) Schauderschen Projektionsoperator p,:
R(Uz|puynry) = Ei mit |[(paou,) (x)—uy (x)|| < n2/2 fUr alle xeD(uy) N Ej.
Es folgt dann mit dem gleichen Argument wie oben

[pi otilpwynsy» Wi Ej; pao Ualpwpniy s Wa N E5] €.

(d) Wir wenden wiederum Hilfssatz 5 an mit gy: = p; o uylpuyne»
92° = P20Wlpunnrs> Vit = Win Ey und V;: = Won E, und bezeichnen
das zugehOrige ¢ mit n,. Nach dem Gldttungssatz (vgl. Seite 12) gibt es

) o]

-
ein i, D(“x) N Ej—E; aus CH(D(ug) n Ey) mit [[& (x)—(pyou) () < ny/2
fir alle xeD(u;) n Ey. Wiederum erhalten wir mittels Hilfssatz 5
[, Wi n EY5 P20 Ualpuynsys Wa N E3]e .

() Mit Hilfssatz 5, angewendet auf g,: = p0uslpuyniss 92: = i1,
Vii=W,nE; und V;: = Wy nE} und mit n, fiir das zugehorige ¢
konstruiergn wir zuniichst nach dem Glittungssatz ein @,: D(u;) N E3—E

anmmnS
aus C'(D(uz) N Ey) mit [[y(x)—(py0us) ()| < n4/4 fir alle xeD(uy) N Ej.
Nach dem Sardschen Lemma (vgl. Seite 12) gibt es ein yeE, mit
S

Iyl < Ms/4 und J[id=,0f;,x] # 0 fiir alle xeW; N E, (< (D(u;) N E})

N
N7 (D(up) N E5) nach (14) und (1.5), also @,0il,eC*(W,NE}) mit
x—(@,0#)(x) = y. Wir definieren #@,: = di;+y. Dann gilt fir alle
xeD(u;) N E)

12 ()= (p2 0 uz) ()| < Ny (x)— iy (x)|| + | 82 (x) —(p; 0 uz) (x)]|
< Iyl +n4/4 < 14/2,

woraus mittels Hilfssatz 5 [&;, W, N E|; iy, Wy N Ey]e.# folgt.
Insbesondere gilt wegen (1.4) und (1.5)

] Q
—— ——

F [0 Wy nEj  (D(uy)n E)n i (D (us) ~ Ey)
und entsprechend o o
PN I

F [Iy0l,) © WynEy  (D(ug) N Ey) N iz (D (uy) N ES),
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wobei jeweils aus den rechten Inklusionen #,o0%;€C(W;NE]) bzw.
#i, ofi, € C' (W, n E3) folgt.
F [ly,00,] < Wy NE]
und
x—(l1,01) (x) = x—([, +y)o i) (x)+y = x—(T,08,) (X)+y = y
fir alle xe.7 [{,0#,] haben zur Folge, dass fir alle xe.Z [il, o]
Jlid—# 0, x] = Jd-d,0f;,x] # 0

gilt. Somit besteht .7 [#1, 0] aus isolierten Punkten, kann also als kompakte
Menge nur endlich sein. Entsprechendes gilt dann natiirlich auch fur
F [i,00,) = i, (F [Uyo#,]). Wir erhalten somit

d(idg, —f20f1, Uy, 0] = d[idy, — 0, Wy nEy, 0]

Y, signJ[id—i, 00, x]
xe W nF, . .
x—(ii,0f ) x) =0

Y. signJ[id—#,0i,, x]
xeWhy e iy
X—{if Oii)(x) = 0

d [idh'z—ﬁl Oﬁz, W2 m Elz, 0]
d [idlfz —fl O./.Z’ Uz, 0]:
wobei von folgenden Tatsachen Gebrauch gemacht wurde:
(1) (5, Wy nEY; iy, W, n Ey] €4, insbesondere (1.6),
(2) Eigenschaflt 2 des Abbildungsgrades (Normierung),
(3) J[id—Hy0f;,x] = det ((id—, 0%,) (x)) = det (id — 1 (1 (x)) o Iy (x)).
Letzteres ist nach Hilfssatz 4 gleich
det (id —it; (x)o %, (3, (x))) = det (id— 7} (7 (&, (1)) o T (i, )
= det((id —#, o #i,)' (i, (x)))
= J[id—ﬁl Oﬁz, ﬁl (X)]

(IS

= e

Zudem wurde verwendet, dass

i ({xe W, nE\| x—(ii,0i,){x) = 0})
=y, (F [U,00,]) = .7 [ 08,] = {xe Wan E3|x— (i, oliy) (x) = 0}

—

ist. m

4. (mod p)-Sitze in der asymptotischen Fixpunkttheorie

Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, beschiftigt sich die
asymptotische Fixpunkttheorie — grob gesagt — mit der Herleitung von
Aussagen iiber die Existenz von Fixpunkten einer Abbildung /" aus Eigen-
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schaften gewisser Iterierter f* von f. Man hat also zu erwarten, dass
man bei Problemen dieser Art zumeist bessere Informationen iiber Iterierte
der Abbildung als iiber die Abbildung selbst besitzt, und wird wohl
dementsprechend leichter Aussagen iiber den Abbildungsgrad (bzw. Fix-
punktindex oder Lefschetzzahl) von Iterierten der Abbildung als von der
Abbildung selbst erzielen kdnnen. Damit dringt sich die Frage auf, ob
unter Umstdnden aus der Kenntnis der Abbildungsgrade fiir Iterierte [*
einer Abbildung f (der Form d[id—f*, N,0]) auf die Existenz von Fix-
punkten der Abbildung f selbst schliessen kann. Ein erstes Ergebnis dieser
Art wurde in [63] (Lemma 1) erzielt: Es wurde gezeigt, dass unter gewissen
Voraussetzungen aus d[id—f?, N,0] ¢ 0 (mod p) flir eine Primzahl p auf
die Existenz eines Fixpunktes xeN von J geschlossen werden kann. Dabei
sind die Voraussetzungen recht natiirlich und wenig einschrinkend bis aufl
eine Ausnahme: Leider musste die Kompaktheit von f in einer Umgebung
von .# [ fP|y] gefordert werden. Damit ist automatisch ausgeschlossen, dass
dieses Resultat zum Beweis von Problem 1 ausreicht.

Dieses Lemma 1 aus [63] wurde sehr bald danach verschirft: Man
crhélt sehr allgemein einen Zusammenhang zwischen den Abbildungsgraden
einer Abbildung g und Iterierter g° (s = p' mit p prim und te N), aus dem
mittels Eigenschaft 6 des Abbildungsgrades sofort Lemma 1 aus [63] folgt:

Satz 1. Es sei E ein Banachraum, g: D(g) < E~> E, s = p' mit p prim
und teN, M < E offen und beschrinkt mit

(@) M = D(g),

(b gly ist kompakt,

() g°|us ist kompakt,

(d) g(# [¢lu]) = M.

Dann ist d[id—¢*, M ,0] = d[id—g, M, 0] (mod p).

Dieses Resultat wurde erstmals mit kurzer Beweisskizze und in un-
wesentlich schwicherer Form von Zabrelko und Krasnosel’skil in [74]
angegeben und unabhingig davon in [64] bewiesen. Einen betriichtlich
vereinfachten Beweis findet man in [67]. (%)

Es ist wenig sinnvoll, einen vollstindigen Beweis von Satz | hier
anzugeben, zumal da Satz 1 in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet
wird und zudem eine Verallgemeinerung von Satz 1 in Kapitel IV bewiesen
wird (vgl. dort Satz 16). Es erscheint vielmehr zweckméssig, sich nur auf
den Beweis der [olgenden Hillssitze 6 und 7 zu beschriinken, die die
grundlegenden Ideen der (mod p)-Siitze in der asymptotischen Fixpunkt-
theorie beinhalten (der Rest des Beweises von Saiz 1 etwa besteht nur aus

(%) Lin besonders kurzer und schdner Beweis erschien neuerdings in: M. A, Krasnoselskif,
P.P. Zabrelko, Geometrische Methoden der nichtlinearen Funktionalanalysis, Nauka, Moskau
[ Russisch]
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recht aufwendigen Approximationsverfahren) und die in dieser Arbeit auch
explizit angewendet werden.

Die Hilfssitze 6 und 7 beschreiben fiir besonders einfache Fille den
Zusammenhang zwischen den Abbildungsgraden einer Abbildung h und einer
Primzahl-lIterierten h?, wobei sich Hilfssatz 6 auf den Fall von Umgebungen
von .7 [h] beschridnkt, Hilfssatz 7 demgegentiber auf den Fall von Umge-
bungen von .7 [W"1\.7 [h].

HiLrssatz 68 Es sei E ein endlichdimensionaler normierter Raum, N = E
offen und h: N—E aus C'(N). Es sei xe.Z[h] und p Primzahl, so dass
Jd—h",x] # 0. Dann ist x isoliert in 7 [h"] (o F [h]), und es gilt fiir
K:=K(x,09) = D(h?) mit Kn.Z[h"] = {x}: d[id—h", K, 0] = d[id—
—h,K,0] (mod p) (hzw. im Falle p > 3 sogar d[id—h?,K,0] = d[id—
—h,K,0]).

Beweis. Wegen xe.7 [h] gilt nach der Kettenregel und dem Deter-
minantenproduktsatz

J[id—h?, x] = det((id—h?y(x)) = det (id — () (x))
= det (id — (i’ (x))?)
= det (id - k' (x)) det (id +A' (x)+ (A" (X)) + ... +(A' (x))"*)
= J[id—h, x] det (id +h' (x)+ ... _+_(h’(x))p—1)'

Damit folgt aus J [id—h*, x] # 0 auch J[id—h, x] # 0. Nach Eigenschaft 2
des Abbildungsgrades (Normierung) ist also d[id—n”, K,0] = J[id—h?, x]
= +1 und d[id—h,K,0] = J[id—h,x] = +1, woraus die Behauptung
von Hilfssatz 6 [Ur den Fall p = 2 folgt.

Es sei p > 3. Wir zeigen zunichst, dass fiir j = 1, p gilt: sign J [id—#, x]
=(—1y4, wobei B;: = ,Summe der Vielfachheiten der Eigenwerte veR
mit v > 1 von (h'(x)}™ (vgl. auch [43]): J[vid—#,x] = det (vid—(h'(x)})
ist ein reelles Polynom in v mit hé " rem Term " (n = dim E). Fiir
veR,v— +ou gilt also J[vid—h/,x]-- . Es gibt also ein k > 1 mit
Jvid—h,x] >0 Mir v > k. Da J[vid—Hh, x] genau in den Nullstellen
v ungerader Vielfachheit das Vorzeichen wechselt, ist sign J[id—H, x]
= (—1)"s, wobei y;: = ,, Anzahl der Nullstellen ungerader Vielfachheit von
J[vid—Hh, x] im Intervall (1,k)” = ,Anzahl der Nullstellen ungerader
Vielfachheit von J[vid—h/, x] im Intervall (1, 00)” = ,Anzahl der Eigen-
werte veR, v > 1 ungerader Vielfachheit von (h'(x)f”. Da trivialerweise
B; =v; (mod 2) ist, ist sign J[id—h', x] = (—1)'i bewiesen.

Zum Beweis von Hillssatz 6 im Falle p > 3 haben wir (—1)t
= (=1, dh. f; = §, (mod 2) zu zeigen, denn dann ist

d[id—h, K,0] = signJ[id—h, x] = (=1 = (—1)»
= sign J[id—h?,x] = d[id—h?, K,0].



24 I. Uber verwendete Bezeichnungen, Begriffe und Resultate

Bekanntlich gilt: Sind vy, ..., v, die Eigenwerte von h'(x) (aufgefiihrt gemiss
ihrer Vielfachheit), so sind v, ..., vZ die Eigenwerte von (k'(x))’. Da wegen
p ungerade veR, v < 1 impliziert, dass auch v? < 1 ist, und natlirlich
veR, v > 1 auch v* > | impliziert, ist f§,—f; = f+p., wobei fi. (bzw.
B5): = ,Summe der Viellachheiten der Eigenwerte v von h'(x) mit Imv < 0
(bzw. Imv > 0) und v?eR, v* > 17. Da die Eigenwerte die Nullstellen
des reellen Polynoms det(vid—h'(x)) sind, muss f. = f,, also
fy = B, (mod 2) sein. m

HiLrssatz 7. Es sei h: D(h) = E — E stetig, neN und M c E offen mit
=1 kompakt, M < D(h™) und F [h"|y] kompakt. Es gebe disjunkte ab-

m-1

geschlossene Mengen Fy,...,Fpn_y mit ) F; = .7 [i"|y] sowi¢ h'(F,) = F,
=0

firi=1,...,m—1. Dann ist d[id—h™, M,0] = 0 (mod m).

Bemerkung. Wegen Foc F [A"|y] gilt h(F,_{) = h(h™" ' (F,))
= h"(F,) = F,. Folglich werden die Mengen F, vermdge h zyklisch aul-
einander abgebildet.

Beweis von Hilfssatz 7. Es seien M,,..., M, _, €« M offen- und
disjunkt mit F; <« M; fir i=0,..,m—1. Dann gilt fir i=1,...,m—1
aufgrund der Kommutativititseigenschaft

dfid—h", M,,0] = d[id—ho k"1, M,, 0]
= d[id'—‘hm_IOh,Mi_l,O] = d[id—hm,Ml_l,O].

Mittels Eigenschaft 5 des Abbildungsgrades (Additivitidt) folgt dann
m—1

dlid—h" M,0] = Y d[id—h" M,,0]
i=0

= md[id—h", My,0] =0 (mod m). m

Die Aufspaltung der Fixpunktmenge .# [h"|)] in Hillssatz 7 in der
dort ~ beschriebenen Weise wird in der vorliegenden Arbeit noch eine
betrichtliche Rolle spielen. Natirlich ist solch eine Aufspaltung nur in
Ausnahmefdllen moglich (# [A"|,] konnte etwa cine Kreislinie sein, die von
I um den Winkel 2rn/m gedreht wird). Dennoch kann man auch in
anderen Fdllen im Prinzip an dieser Idee [lesthalten. Wie dies geschieht
und welche Resultate man dabei erhiilt, wird im folgenden Kapitel be-
schrieben.
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In diesem Kapitel werden Fixpunktmengen .7 [ f?] von p-ten Iterierten
stetiger, fixpunktfreier Abbildungen f untersucht, wobei stets p als Primzahl
vorausgesetzt wird. Die Beschrinkung auf Primzahlen p hat keinen besonders
tiefen Grund: Man schliesst damit nur aus, dass .# [f?] Fixpunkte einer
niedrigeren Iterierten f™ von [ enthilt. Denn mit dem FEuklidischen Algo-
rithmus zeigt man leicht, dass # [/P1n.Z[f™ = % [f*] mit k = ,grosster
gemeinsamer Teiler von p und m” ist. Fiir p prim und m < p ist also
k = 1, wobei wir 7 [f] = () vorausgesetzt hatten.

Wie schon in der Einleitung angedeutet, sind die folgende Definition
sowie viele der Resultate dieses Kapitels ganz oder im wesentlichen in
Svarc [68], [69] enthalten. Dies trifft insbesondere zu auf die Sitze 2,
3, 9 und 11 sowie auf mehrere der Hilfssitze. Darliber hinaus enth&lt
[69] noch eine Reihe anderer wichtiger Aussagen, insbesondere iiber den
Zusammenhang mit der Homologietheorie.

Derinimion 2 (vgl. [69], Definition 15 sowie [66], [67]). Es sei S ein
separierter topologischer Raum, f: D(f) = S — S stetig. # [f] = ©, p prim,
M < D(f?) und f(# [f*|u]) = # [*lu]. Dann sei

G(f,p, M): = {.G c Z [f?|u]l Es existierén disjunkte

abgeschlossene Teilmengen Gg, ..., G,—; von # [ f?|,]
p—1 .
mit U G,=G und f[(Go):- Gi fir i = 1,...,p_‘1},

0

U(fsva): = {(ﬁ < %/(fs P,M)l GLJ(T G = ?[fle]}a
s(f,p,M): = min {card | GeU(S,p,M)}.

Im Falle Ge% (f, p, M) benutzen wir die Abkiirzungen [Gy, ..., G,-11€Z(G, f)

(bzw. [G,| ieZ]eZ(G,f)), falls alle G, abgeschlossen sind, G;nG; = @

fir i,j=0,..,p=1, i#j (bzw. fir i,jeZ, i # j (mod p)), f(Gy) = G,
p—1

firi=1,...,p—=1(bzw. {'(G,) = G, fiir'ieN,keZ) und |) G; = G (bzw.
: i=0

p—1
U Gi (= U G) = G; man beachte f"?(G;) = G; fir neN).
ieZ =0
Im Falle eines normalen Raumes S und S=M=7[f?,] ist
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s(f,p,M)=g(M,[f), wobei g(M, f) das ,Geschlecht von M bzgl. / nach
Svarc [69], Definition 15 ist.

Zuniichst einige Bemerkungen zur obigen Definition 2:

1. In der Definition von % (f, p, M) ist die Idee der Aufspaltung der
Fixpunktmenge wie in Hilfssatz 7 enthalten. Allerdings kann man nicht
allgemein damit rechnen, dass ganz .7 [f?|,]€% (f, p, M) ist, darum be-
trachtet man Teilmengen G von .7 [ f?|,,] aus % (f, p, M) und Uberdeckun-
gen von # [ f?|] durch solche Mengen G. Das so gebildete U(f, p, M) ist
stets nichtleer, denn [{x,f(x),....,f? ' (x)}| xe.7 [f?|n]} € U(/f, p, M) (man
beachte, dass aus f(7 [f7|x]) = # [f?|n] folgt, dass {x,[f(x),....[ 7" 1(x)}
< F [fPy] ist fuir alle xe.7 [f7|,;]). Dementsprechend ist s(f, p, M) stets
wohldefiniert (denn die Menge der Kardinalzahlen ist wohlgeordnet). Als
triviale Folgerung von Hilfssatz 8 (vgl. Seite 28) echélt man, dass s(/, p, M)
endlich ist, falls .# [ f*|,,] kompakt ist.

2. Uberdeckungen der in Definition 2 beschriebenen Form werden durch
Hilfssatz 7 nahegelegt, daneben erweisen sie sich als wesentlich fiir das
in Satz 12 dargestellte Approximationsverfahren. Ausserdem zeigte sich, dass
sie einen ausgezeichneten Rahmen fUr Sdtze vom Typ des Borsuk-Ljusternik-
Schnirelmannschen Uberdeckungssatzes und des Borsuk—Ulamschen Satzes
bilden (vgl. Sitze 8-11).

3. Krasnosel'skil [39] betrachtete stetige Abbildungen f: " — S$"(§" = Ein-
heitssphdre im R"*!) mit x # fY(x) fir j=1,...,p—1 und alle xe§"
sowie fP =id (peN, p > 2, nicht notwendig eine Primzahl). Er nannte
abgeschlossene Mengen G = S" ,Mengen erster Art”, falls /(G) = G ist
und card (Go N {x,f(x),....f/?" 1 (x)}) < 1 ist fiir alle Zusammenhangskom-
ponenten Gy von G und alle xeS". Weiter sei =z, der durch Identifikation
jeweils der Punkte x,f(x),...,f" !(x) aus S" entstehende topologische
Raum,.

Krasnosel'skil bewies hierzu folgendes Resultat (vgl. Theoreme 2 und 3

in [39):

SATZ VON KRASNOSEL'SKIL (a) Es seien Fy, ..., F, =« §" Mengen erster Art
r

mit \J Fy=S". Dannist r =z n+1.
i=1

(b) catm, = n+1.

Dabei bedeutet cat n, die Ljusternik Schaircimann Kategoric von m,
(vgl. [44]).

Dieses Resultat ist fiir uns von Bedeutung, da man daraus trivial dic
Aussage s(f, p,S") =n+1 (im Falle, dass p Primzahl ist) herleiten kann:

s(fop.8") = n+1 folgt wivial aus Teil (a) des Satzes, da offensichtlich
Mecengen Ge% (f,p,S") auch Mengen erster Art sind. Umgekehrt bedeutet
cat m, = n+1, dass m, tiberdeckt werden kann mit in n, zusammenziehbaren.
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abgeschlossenen Mengen HD, ..., H"*Y s gibt also stetige Abbildungen
h;: HY x [0, 1] — =, mit /;(-,0) = idyo und hy(, 1) = z; = const. Es sei P die
kanonische Einbettung von S” in #,. Dann ist {P~'(H"), ..., P~ (H*1)}
eU(f.p,5") und demnach s(f,p,S") <n+1, denn: Natiirlich gilt S

n+1

= U P HHY. P Y HDeG(f,p,S" (G =1,...,n+1) folgt aus der Tatsache,
i=1

dass man die Abbildungen h; lilten kann: Es gibt stetige Abbildungen
gi: PHH")X[0,1] > 8" mit g;(-,0) = idp-14m, und Pog; = hjoP (i =
1...,n+1), wobei P: §"%[0,1]- m,x[0,1], P(x,1): = (P(x), t). Es seien
Xiyees Xyr1 €S" mit P(x;)) =z [ir i = 1,...,n+1. Dann sind trivialerweise
die Mengen G{*: = g;(-, )" ({/*(x)}) i = 1,...,n+1; k=0,...,p—1) ab-
geschlossen, und es gilt GP)!nG) =@ fir i=1,...,n+1, ki, k; =0, ...
s p—=1, ky # ky sowie f*¥(GE) = G (man beachte, dass wegen fog;(:,0)
= foidp-1wy = idp-1qu,0f = g,(-,0)0f. der Stetigkeit von g; und wegen
Pog; = hyoP auch fog;(-,1) = ¢;(-, 1)of gelten muss). Folglich sind die
P~ H®e% (f,p,S" mit [GY,...,G¥JeZ(P ' (HY), ).

Es sei daraul hingewiesen, dass zwar im folgenden mehrfach von dieser
Folgerung aus dem Satz von Krasnosel'skil Gebrauch gemacht werden
wird, dass sie aber bei der Betrachtung von Problem 1 keine Rolle
spielt, da die in diesem Zusammenhang bedeutsamen Siitze 10-15 ohne
diese Folgerung bewiesen werden k&nnen.

4. ITm folgenden wird eine Reihe von Resultaten in Zusammenhang mit
Definition 2 bewiesen. Dabei geht es zunichst in den beiden ersten Abschnitten
um Aussagen, die einen Einblick in das Wesen der Zahlen s(f, p, M) geben
sollen. Unter anderem werden auch einige Beispiele gegeben. Im dritten
Abschnitt werden die schon oben erwdhnten Verallgemeinerungen der Sitze
von Borsuk-Ljusternik~Schnirelmann und Borsuk-Ulam bewiesen, die in
Kapitel III auf Problem 1 angewendet werden.

Im folgenden wird zur Vereinfachung Definition 2 moglichst nur fiir
den Fall § = M = .7 [f7|,,] betrachtet. Dies bedeutet keine Beschridnkung
der Allgemeinheit, denn % (f,p, M), U(f,p, M) und s(f, p, M) hdngen nur
von {15y, p und 7 [f?y] ab, also 6 (f ,p, M) = 6 (151 2> [f71])
etc., so dass man S und M ohne weiteres durch .7 [ fP|,] ersetzen kann.

1. Charakterisierungen

In diesem Abschnitt werden wichtige Charakterisierungen fiir die Mengen
‘“(f,p,M) und die Zahlen s(f, p, M) angegeben, allerdings jeweils unter
einschrinkenden Voraussetzungen (bei der Charakterisierung von % (f, p, M)
(Hilfssatz 9) wiire interessant, inwieweit die Kompaktheitsforderung ab-
geschwicht werden konnte), Zuvor soll noch eine elementare Aussage bewiesen
werden, die im folgenden mehrfach gebraucht wird.
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HiLrssatz 8. Es sei M ein normaler topologischer Raum, p prim und
fi M = M stetig mit F[f]=Q und f? =id.

(a) Es sei N.c M abgeschlossen mit NAf'(N)y=Q fir i=1,...,p—1.
Dann gibt es eine abgeschlossene Umgebung W von N mit Wn fY(W) = @
firi=1,...,p—1.

(b) Es sei Ge%(f,p,M). Dann gibt es eine Umgebung U von G mit
Ue%(f,p, M).

Beweis. (a) Wegen M normal gibt es offene Mengen U,V = M mit

p-1 oA i
NcU, U fiNycV und UnVP=@0. Wihle W:=0Un ) f7(P).
J=1 e

Dann gilt trivialerweise
-1 p—1

N=NADFIPN) e Un (0 =W,
=1 1

i J=

d.h. W ist abgeschlossene Umgebung von N, und es gilt fir i = 1,...,p—1
ol o _ _
WafiWyc OUnfi(N ST c Unfi(f{(V)=UnV=0.
Jj=1

(b) Es sei [Gy,...,G,-,1€Z(G,f). Nach Teil (a) gibt es eine ab-
geschlossene Umgebung Uy von Gy mit Upnf'(Ug) = @ firi=1,...,p—1.
. p—1 ’

Dann hat U: = |J fY(U,) die gewiinschten Eigenschaften, denn: Da f

ji=o
topologisch ist (f~! = f771), sind auch die f*(U,) abgeschlossene Umgebun-
gen der G; = f'(Gy) (i=1,...,p—1), also insbesondere U eine Umgebung
von G. Zum Nachweis von Ue%(f,p,M) mit [Ug, f(Up),...
o fPTY(Uo)1eZ (U, f) fehlt nur noch der Beweis von f (Uy)nf*(Ugy) = O
fir i,k=0,...,p—1, i#k: OB.d.A. sei i <k. Wegen der Injektivitit
von f* ist dann

FUUN AU = fUUNASH S U)
= (Ugnf* 1 (Uy) = /(D)= @. m

HiLrssatz 9. Es sei M ein kompakter topologischer Raum, p prim und
Jt M > M stetig mit F{f1=® und {7 =1id. Dann ist Me(f,p, M)
genau dann, wenn fiir alle xeM die Punkte x und [(x) in verschiedenen
Zusummenhangskomponenten von M liegen.

Beweis. (a) Trivialerweise lolgt aus M e (f, p, M), dass fir alle xeM
x und f(x) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.

(b) Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir zuntichst, dass zu allen
Zusammenhangskomponenten N < M ein zugleich offenes und abgeschlos-
senes .V M existiert mit Nc Vund VnfiV)=0Q fiur i=1,..,p—1:
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Es sei N ¢ M Zusammenhangskomponente und F: = () W. Tri-
‘5: wWaeM

offen und
abgeschlossen

vialerweise ist N © F und F kompakt. Zunichst zeigen wir: Fiir alle
offenen G =« M mit F <= G gibt es ein offenes und abgeschlossenes W, « M
mit F =« W, = G:

Nach Definition ist

N W\G=( N WN\G=F\G=0.

NecWweM NeWeM
W often und W ollen und
nbgeschlossen nbgeschlossen

Da alle W\G abgeschlossen sind und M kompakt ist, gibt es endlich viele
zuglelch offene und abgeschlossene W < M (i=1,...,k) mit N W und

ﬂ (W\G) = @, d.h. ﬂ WG Wy: = ﬂ W, hat dann die gewiinschten
i=1

Eigenschaften.

Als ndchstes soll F = N bewiesen werden, wobei es wegen N < F
geniigt zu zeigen, dass F zusammenhingend ist: Wire F nicht zusammen-
hingend, gidbe es nichtleere disjunkte abgeschlossene Mengen F,,F, = F
mit F; U F, = F. Als kompakter Raum ist M normal, d.h. es gibt disjunkte
offene Mengen G,,G, « M mit F, € G, und F, = G,.Zu G: = G, U G, gibt
es ein offenes und abgeschlossenes W< M mit F =« W < G. Dann sind auch
W,: = WnG, und Wy: = WAN G, offen und abgeschlossen. Da N < F zusam-
menhédngend ist, gilt Nc W, oder NcW,,dh. F = [\ WcWcG

NeWeM

W offen und
abgeschlossen

oder F ¢ W, < G, im Widerspruch zu FnG; = F; # @ und FnG, = F
# @. Folglich ist F = N.

Da M normaler Raum ist, gibt es nach Hilfssatz 8 ein offenes G =« M
mt N=FcG und Gnfi(G) =@ Nir i=1,..,p—1. Oben wurde
gezeigt, dass es dann ein zugleich offenes und abgeschlossenes V = M gibt
mit N =F ¢ V c G. Dann gilt natiirlich Vnfi(V) c Gnfi(G) = @ fur
i=1,...,p—1.

(c) Nach obigem Teil (b) ‘des Beweises gibt es zu jeder Zusammen-
hangskomponenten N von M eine offene und abgeschlossene Umgebung
Ve mit Vynfi(Vy)=@ fir i=1,...,p—1. Da M kompakt ist, geniigen
schon endlich viele der Vy — im [olgenden mit V;, ..., ¥, bezeichnet —, um
M zu iiberdecken. Flir i = 0, ..., p—1 definieren wir nun

Ji-1p-1

M;: = f(jg (AU U SA)
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p-1
und zeigen, dass die M, disjunkt und abgeschlossen mit () M; = M und

i=0
(M) = M, sind, woraus sofort Me% (f, p, M) folgt:

(a) Trivialerweise gilt f1(Mo) = M, fir i = 1,...,p—1.

(B) Die Abgeschlossenheit der M; folgt trivial aus der Tatsache, dass
die V; oﬂ"en und abgeschlossen sind und [ cine topologische Abbildung
ist (f~1 =P ist stetig!).

(y) Es sei xeM. Wir zeigen, dass es genau ein ie{0,...,p—1} gibt

p—1
mit xeM,, woraus folgt, dass die M; disjunkt sind und () M; = M ist:
i=0
p-1
Es sei jel{l,..., r}, so dass \EU/ aberx¢U Sy fur il =1,...
k= k=0

wnj—1, und es sei ie{0,..., p—1} so gewdhlt ddss xef' (V). Dieses i
ist wegen Vinf'(V) =0 fur I =1,...,p—1 eindeutig (vgl. Teil (b) des
Beweises von Hilfssatz 8), und es gilt

i=1p-1 j=1p-1

xef'UNU U S0 =N Y U ST
Jj=1p—-1
= FONIU U S )

i-1p-1

= R U U S0 = M

Wire auch xe M, mit 'e{0,...,p—1}, i’ # i, so milsste

i-1p-1 -1 p—1

xeff(Vh\U U ) = /""(V,-')\IEJl kyo./"‘(V:)

I=1 k=0

mit einem je!{l,...,r] sein. Nach obigem wiirde wegen xe/f*(V;) und
i’ # i folgen, dass j/ 2 j+ 1 ist, woraus aber

F=1p-1

xef"VANU U f*0) < S"VN STV = /7 (Viix)

I=1 k=0

folgen wiirde. m

Herrn Rogler verdanke ich einen anderen Beweis von Hilfssatz 9 mit
folgender Grundidee: Aus der Annahme M¢% (f, p, M) leitet man ({hnlich
wie in Satz 5) die Existenz eines minimalen M, < M mit f(M,) = M, und
Mg« (f, p. M) her, von dem dann gezeigt wird, dass es zusammenhiingend
1st.

Im folgenden wird eine Charakterisierung der Zahlen s(f, p, M) mit
Hilfe geeigneter Einbettungen von .# [f?|,,] in Sphiren bzw. etwas kompli-
zierteren Mengen gegeben. Dabei wird bei der Abschéitzung von s(f, p, M)
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nach oben der folgende triviale Schluss benutzt werden, der noch des
Ofteren in dieser Arbeit benotigt werden wird:

HiLrssatz 10. Es seien M,, M, separierte topologische Riume, p prim
und fi: My — M, und f5: M, - M, stetig mit ZF[fil=F(frl=® und
S =idy,, ff = idy,. Angenommen, es gebe ein stetiges P: My — M, mit
Pofy = foP. Ist dann Ge%(f,,p, M3) mit [Gy,...,G,-11€Z(G, f), so
gilt  P~Y(G)e% (f1,p, My) mit [P~Y(Gy),..., P~ (G,-1)]€Z(P1(G), f1).
Insbesondere ist somit {P~'(G")| iel}eU(f,,p,M,;) falls {GY| iel}
eU(fZipa Mz), also S(flap7 Ml) < s(f2’ paMZ)-

Beweis. Wir konnen uns darauf beschrinken, f{(P~!(Go)) = P™!(G)
nachzuweisen fir i=1,...,p—1 und Ge%(f;, p, M;) mit [Go, ..., G,—1]
e€Z(G, f,): Wegen Pof, = f,oP gilt sogar Pof¥ = ffoP fur alle keN,
so dass man fur ieN u {0} und je{0,...,p—1}

fI(PTHG)) = PTH(Pofi)(PT(G)))
= P Y(fio P)(P™1(G))) = P (f1(G))

erhilt, woraus fiir i=1,...,p—1

JI(P71(Gy)) = P7H(f3(Go) = P71(G) = fP(PT1(G))
=i (/£ (PH(G) = £ (P~ (/71(GY))
= fi(PH (77 0 fD(GY) = fI(P™1(Go))

folgt, also insbesondere f{(P~'(Gy)) = P71(G). m

Fiir ne N U {0} und Primzahlen p sei (mit [, = Hilbertscher Folgenraum
tber C, |z|: = () |z;1%)"? fir z = (z,, 25, ...)€l3)

JeN
@ fir n=0,
F, i = {z = (z1,.-s 292, 0,0,..)€ly| |z]| = 1} fir n=2,4,6,...,
P {z = (21, Zpa1y2, 0,0, .. )E L] ArE (254 1)72)

e{£2n| k=0,...,p—1},||z|| = 1} fir n=1,3,5,..,
p

und ¢, ,: F,,—F,, sei definiert durch

n,p np

nlip 2i/p

Onp(2) = (p,,',,(zl,...,z[,,,zl,O,...): ="z, .. Zpa, 0,..0)

fir alle zeF,,, wobei [#/2]: = n/2 [ir gerades n und [n/2]: = (n+1y2
fUr ungerades n.

Fiir gerades n sind also die F,, Sphdren S"~' (unabhlingig von p),
wihrend fir ungerades n die Mengen F,, angesehen werden konnen als
Sphéren F,_,, mit p darin eingespannten disjunkten Mengen, die jeweils
homdomorph zu (n—1)-dimensionalen Kugeln sind. Fiir die ¢,, gilt

7 [(pn.p:] = (Z) und ‘Pﬁ.p = idl"u.,.'
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Satz 2. Es sei M ‘ein normaler Raum, p prim und f: M—M stetiy
mit F[J]1=Q und f? = id. Dann gibt es im Falle s: = s(f,p, M) < o
eine stetige Abbildung P: M—F;, mit Pof = ¢@,,0P. Jedes derartige P ist
surjektiv. Es gibt fiir n < s kein stetiges P: M—F,, mit Pof = ¢,,0P.

Beweis. (a) Die folgende einfache Aussage wird mehrfach im Beweis
verwendet werden: Fir 0 < m< 1 und keN ist die Menge S,
= {z =(2y,...,2,0,...0e 4] [z]l = 1,0 <€ arg(z) < 2nm} homSomorph zu
der kompakten, konvexen Menge

Tim: = {% = (epsooy X2 )ERP* Y x4 o +x3-2 < 1,
0< Xop—1 < Zﬂm(l—(x%'F . x2k 2))”2.

wobel man als Homdomorphlsmus die Abbildung h,,,: Syw— Tr.m. definiert
durch

hm(z): = (Rez;,Imzj,Re zy,Im z,,...,Im z,_,, |z,| arg (2,))

wihlen kann, 7
Es sei {GW,...,G¥}eU(f,p,M). Wir zeigen, dass fiir j=0,..,s
J

stetige Abbildungen P;: |J G- F,, existieren mit Piof |,- - ©;pOP;

|=1 - l

(P: = P, hat dann wegen U G = M die gewiinschten Eigenschaften):
i=1

Fiir j = 0 ist die Behauptung trivial: Man hat Py: O - @. Angenommen,
fir je{0,...,s—1} existiere ein stetlges

P}/- U G(i)—’Fj_,,
i=1

mit
Pjoflb = ¢;,0P;.

{H]

Es sei [G§*Y,...,GiI]eZ(GY*Y, ). Wir betrachten zuntichst den Fall,
dass j eine gerade Zahl ist: S;;.,,0 ist homdomorph zu einer endlich-
dimensionalen, kompakten, konvexen Menge, und folglich existiert nach dem
Tietze-Urysohnschen Erga'nzungssatz ein stetiges

+
J+l U G("uGﬁ’ l)—'Sj/zﬂos

so dass P, (x) = P;(x) ist Nir alle xe U GY (beachle F;, = Sj341.0)-
=1
Dann konnen wir

J+1

Pj+l U G( —-F;

i=

J+1p
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definieren durch

i=1
Oherp(Bre (fP7'(0) fir xeGP*V (I=1,..,p—-1)

P;., ist wohldefiniert und hat die gewlinschten Eigenschaften, denn: Fiir
xeGHTY st

S efPTHGETD) = 21 (FHGYT ) = fP(GETY) = GYTY,

J
Pjyy(x) fir xe J GYuUGETY,
Pj,q(x):

dh. ¢l p(PjH (f ”"(x))) ist wohldefiniert. Zum Nachweis davon, dass P;.,
wohldefiniert und stetig ist, genligt es zu zeigen, dass fiir

J
xe191 GmﬁG{Hl) (le{l,...,p—l}) Pj+1(x) = §D§+1.p(PJ+1(f"_l(x)))

ist: Wegen
Qi+ 1plFe = 9ips Pl baw P,
und -
0150P; = Piofly
gilt -

<P5+ l,p(Pj+l(fp_’(x))) = ‘P§.p(Pj(fp_l(x))) = Pj(fl(fp_'(x)))
= Pj(fp(x)) = P)(x) = Pj+1(x)'

J
= P : Fii M o
oo = Prr1p0 P, denn: Fiir xeiL)1 GY gilt

Zudem g]lt Pj+1 Ofllj

i=1

(Pj+1 of)(x) = (P;of)(x) = (@j 0 P)(x) = (¢j+1.pOPJ+1)(x)’
wihrend man fiir xe GY*? (1€{0,...,p—2}) wegen f(x)e G}

(Pre10f) (%) = Py (f() = @b31, (Bres (£270 0 (£06))
= Qj+1,p (‘Pj‘n.p (Pj+1(fp_l(x)))) = ‘PJ+1,p(P1+1(x))
= (@j+1,p0 Py+1) (%)

und entsprechend fir xe GY*P wegen f(x)ef(GY*{) = G

(Pj+10f)(x) = Pj+1(f(x)) = Pj+ 1(f(x))
. = ¢j+1.p((PfI1l.p(Pj+1(fp_(p_l)(x))))
ij+1,p(Pj+1(x)) = (QPj+1,p OPj+1)(x)

erhilt.

3 — Disscriationes Mathematicae 177
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Im Falle von j ungerade beachte man, dass Fj, < Sy41y2,p-1y, it
und S+ 1y2,p-1yp, homdomorph zu einer endlichdimensionalen, kompakten,
konvexen Menge ist. Wiederum folgt nach dem Tietze-Urysohnschen Ergiin-
zungssatz, dass ein stetiges

J
N i +1
Piiy: M G U GE* V>S4 1y2p- 1yp

existiert mit Bj,,|; = P;. Mittels P;,; konnen wir ganz analog zum
UG

i=1
Falle j gerade die gewlnschte Abbildung P, konstruieren.

Damit ist die erste Behauptung von Satz 2 bewiesen.

(b) Zum Nachweis, dass es fir n < s kein stetiges P: M > F, , mit
Pof = ¢,,0P gibl, genligt es wegen Hilfssatz 10 zu zeigen, dass
$(Pn,p> P, Fap) < nist fur alle ne N: Dies ist aber klar, da offenkundig die
Mengen F® k = 1,...,n, definiert durch

R 2 J 2j+1
F®: = {ZEFn,pl |Z(k+1)/2|- = m, 7 2n < arg zg +1y/2 < 2p 2n
fir ein je{0,...,p—1}
im Falle k ungerade
bzw.
2 2j+1 j+1

2n < arg 22 < j—— 27
p

F®: ={zeF, | |2wl* = ,
{ n.p| | k/2| n+1 2[-7

fiir ein je{O,...,p—l}}
im Falle k gerade

(arg z; = 21 bedeutet argzy, = 0), ein {FY,..., F®}eU(p,.p, P, Fu,)
bilden.

(c) Es bleibt zu zeigen, dass alle stetigen P: M—F, , mit Pof = ¢5,,0 P
surjektiv sind: Angenommen, es existiere ein solches P, das nicht surjektiv
ist. Es sei xe F; ,\R(P). Da dann natiirlich auch (oﬁ,p(x)eF,.',,\R (P) ist [ir
j=1,..,p—1, kinnen wir ohne Einschrinkung xeS; \R (P) annehmen mit
(k,l) = (s/2, 1/p), falls s gerade, bzw. (k, ) = ((s+1)/2,0), falls s ungerade.
In beiden Fillen ist S,, homdomorph zur konvexen Menge T, = R (dies
ist im Falle s ungerade nicht ganz korrekt, da dann T,, = R®, allerdings
mit y, =0 fiir alle y = (yy,..., y)€ Tr,;, so dass man auch hier Ty als
Teilmenge des R*~! ansehen kann), wobei im Falle s gerade

hk_,ll (BT,"',) = {ZESk.Il arg Z, = 0 Oder arg Zy = 21t/p} = Sk',ﬂ Fx-l.p
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und im Falle s ungerade
bl OTh,) = {z€S¢l 2z, = 0} = Feetp

Bekanntlich gibt es eine Retraktion 7,;: T \{h.,(x)} = 0T \{h:(x)}, und
folglich ist ry;: = hg ' oF,0My,, eine Retraktion von S, \{x} nach h_ (8T )\
\{x} = F,_j,. Es sei nun P: M>F,_, , definiert durch

By): = (P5-1,p0Tk10 @2, 0O P) (¥)
fur alle yeP~'(F¢)), re{0, ..., p—1},

wobei
{{zeFMl arg z, = (r/p)2m, falls z, # 0} im Falle s uhgcrade,
Fi =

{zeF,,| (r/p)2n < arg z, < ((r+1)/p)2r, falls z, # 0}
im Falle s gerade.

Um nachzuweisen, dass P wohldefiniert und damit automatisch auch
stetig ist, haben wir zu zeigen, dass P fur alle yeP '(F,-,,) eindeutig
definiert ist (gerade in diesen Punkten ist P mehrfach definiert, da es fiir
diese y mehrere re{0, ..., p—1} mit ye P~ (F") gibt.

Esseiye P~ (FY, N F,_,,) (re{0, ..., p—1}). Dann gilt hy,((¢%;" 0 P) ()
€ 0T;, und folglich wegen

rkvllaTk.l\("k.l(x)) = id

P(y) = (95-1.,0141092,"0P) (§) = (@}— 1,0 hii OFi OBy 0 9270 P) (1)
= (@-1,pOhii Ol 1 0 OF O PY(y) = (95-1,,0 0821, ,0P) () = P(y),
d.h. B(y) ist von r unabhingig.
Es sei re {0,..., p—2} und ye P"*(FY)). Dann ist f (y)e P~! (F{; V) und
folglich wegen Pof = ¢, ,0P

P(f () = (@t*1,0mu0 08, o P)(f (¥)
= (@5t om0l " VoPof)(y)
= (w:f%.po rk.lO‘Pf.;'_loﬁl’s.pOP)(Y)
= (Ps—1.p((‘P§—1.pork,10‘Pa’r’,;'OP)(,V))

qos—l,p(P(y)) = ((px—l.pop)(y)-

Ahnlich zeigt man auch (Pof)(y) = (¢s—1.,0P)(y) fiir yeP ' (F¥, 1),
also insgesamt ist Pof = ¢,_y,,0 P. Nach Teil (b) des Beweises kann aber
solch ein P nicht existieren, d.h. die Annahme ,,P nicht surjektiv’ muss

falsch sein. m
Aus Hilfssatz 10 und Satz 2 kdnnen wir sehr einfach folgendes Resultat
folgern, das im Beweis von Satz 13 bendtigt werden wird:
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HiLrssaTz 11. Es sei M ein normaler Raum, p prim und f: M - M
stetig mit F[f]'= © und f? = id, und es sei s: = s(f,p, M) < co. Dann
gibtesein {GV, ..., GO} e U(f, p, M)und [GP| jeZ]eZ(GW,f)(k=1,...,8),
so dass flir keN, k < sf2 gilt

G DAGEY =@ fir ji,j2€Z,ji # ja (mod p) und
J1 # (2+1) (mod p).
Beweis. Es seien die Mengen F® < F,, (k= 1,...,5) wie in Teil (b)

des Beweises von Satz 2 definiert (mit s anstelle von n), und fir jeZ
seien im Falle k ungerade

F#: = {2e F¥| (j/p)2n < arg zy 4 y2+27n < ((2/+1)/2p)2n fiir ein neZ}
bzw. im Falle k gerade
F: = {ze F®| ((2j+1)2p)2n < arg z, +2mn < ((+1)/p) 27 fiir ein ne Z}.

Es ist offensichtlich, dass [F{¥| jeZ]eZ(F¥, ¢,,) und dass fur keZ,
k < s/2 gilt
F&%k—l) A Fﬁk) — @
fir  ji,j,€Z, j, #j.(mod p) und j; # (j;+1) (mod p).

Es sei nun P: M—F,, stetig mit Pof = ¢, ,0P. Fiir G¥: = P~!(FW)
und G{¥:= P '(FP) (jeZ,k=1,...,s) gilt dann automatisch die Be-
hauptung. ®

Es ist naheliegend zu fragen, ob auch eine Umkehrung von Satz 2
der folgenden Form gilt: Gibt es stets ein stetiges J: F; ,—~ M mit Jog;,
= foJ (Bezeichnungen wie in Satz 2)? Die Antwort darauf ist nur fiir
die Fille s = 0 und s = 1 positiv (diese Fille sind trivial), jedoch findet
man leicht ein- Tripel (f,p,M) mit s(f,p,M) =2, flir das es kein
solches J geben kann:

BeispieL 1. Es sei p eine Primzahl und

M: = {zeC| |z| = 2+sin (1/sin (p arg z)) flir 0 < argz < 27,
argz # (kn/p) (k =0,...,2p—1) bzw. 1 < |2| < 3
' fir arg ze {(kn/p)l k = 0, ...,2p—1}},
und f* = M—M sei definiert durch f(z): = ze™" (zeM).
Es gilt s(/,p,M) <2, dean P: M- F,, definiert durch P(2)

:= ((z/l2),0,0,...), ist eine stetige Abbildung mit Pof = ¢,,0P, und
folglich gilt nach Hilfssatz 10

S(f1 P M) g S((/,Z,]H D, FZ,])) s 2

Andererseits ist M zusammenhidngend (nach Hilfssatz 9 folgt daraus s(f, p, M)
> 2, also insgesamt s(f, p, M) = 2), aber nicht bogenzusammenhingend
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(man beachte, dass Beispiel 1 das Standardbeispiel
N:= {(x,y)eR* y =sin(l/x) fiir x #0, ~1 < y < 1 fiir x = 0}

eines zusammenhingenden, aber nicht bogenzusammenhingenden Raumes
modifiziert). Da M nicht bogenzusammenhiingend ist, kann es auch kein
stetiges J: F ,— M mit Jog,, = foJ geben.

Bei Beispiel 1 ist also das singulire Verhalten der Menge M schuld
daran, dass kein J mit den gewiinschten Eigenschaften existiert. Man kdnnte
aber bei diesem Beispiel noch erhoffen, Abbildungen J, in e-Umgebungen
M* von M fiir beliebiges ¢ > 0 zu finden, so dass in gewissem Sinne
approximativ J,0¢;, = ,,f 0J,” (was die rechte Seite bedeutet, miisste noch
definiert werden) erfiillt werden kann.

Jedoch kann man schon Tripel (f,p, M) mit s(f,p, M) =3 finden,
bei denen M glatt ist und nicht fiir alle & > 0 solche J, existieren
konnen:

Beispiel 2. Es sei M der glatte Rand (,glatt” bedeute zumindest C°,
jedoch kann man ohne weiteres auch C® annehmen) einer symmetrischen
Nullumgebung im R®, die gebildet ist aus der Kugel K(0,1) und zwei
symmetrisch zum Ursprung angehefteten Henkeln (vgl. Skizze). M ist eine
Fliche vom Geschlecht 2. Es sei f: = —idy. Dann ist £[f] = @ und
f? = idy,. Weiterhin gilt s(f,2, M) = 3, denn:

(a) Offensichtlich gilt s(f, 2, M) < 3, wie man leicht durch Konstruktion
eines {GY, G?, G®}eU(f, 2, M) nachweist oder wie folgt zeigen kann:
Sei P: M — S* = dK(0,1) definiert durch P(x) = x/|x|. Dann gilt Pof
= Po(—idy) = (—idg?)o P, und nach Hilfssatz 10 und der Folgerung aus
dem Krasnosel’skifschen Satz (vgl. Seite 26) gilt s(f, 2, M) < s(—ids?, 2, S?)
= 3.

(b) Wegen M zusammenhingend ist aufgrund von Definition 2
s(f,2,M) = 2. Wire s(f,2,M) =2, so gibe es cin stetiges P: M—F,;
mit Pof = ¢,,0P. Es sei Q: F,,—S' = R* kanonisch definiert. Dann gilt
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Qop,, = (—idgt)oQ und folglich
(QoP)of=Qo(Pof) = Qogp,,0P = (—idst)o(QoP).

Qo P wiirde also antipodische Punkte auf M in antipodische Punkte auf
S!.abbilden im Widerspruch zum Satz von Borsuk-Ulam (vgl. Deimling
[19], Satz 3 auf Seite 48). Folglich ist s(f, 2, M) > 2, also s(f,2,M) =13,

Es ist aber ganz offensichtlich, dass es kein stetiges J: F3 ;M mit
Jogs, = foJ geben kann, auch nicht approximativ im oben skizzierten
Sinne.

Die Frage liegt nahe, ob es doch allgemeine Fille von Tripeln
(f,p» M) und stetigen Einbettungen J: F,,— M mit Jog,, =foJ gibt.
Diese Frage ist insofern wichtig, weil dann mittels Hilfssatz 10 s(f, p, M)
> s(ps,p, P, Fsp) folgt, wobei wir zundichst noch s(¢y,,p, F,p) = s zeigen
werden. Solche Einbettungen geben also Abschédtzungen flr s(f, p, M) nach
unten.

Hirssatz 12, Fiir alle Primzahlen p und alle neNu{0} ist
$(Pups Ps Fup) = 1.

Bemerkung Hilfssatz 12 ist fiir gerade n eine triviale Konsequenz
der Folgerung aus dem Satz von Krasnosel’skil (vgl. Seite 26), ‘woraus dann
sehr einfach die Aussage auch fiir ungerade n folgt. Im folgenden Beweis
wird nur von der sofort aus dem Krasnosel’skilschen Resultat folgenden
Tatsache Gebrauch gemacht, dass es zu jedem neNu {0} und jeder
Primzahl p einen normalen Raum M und ein stetiges f: M—M gibt mil
F[f1=0, f»=1id und s(f,p, M) = n.

Beweis von Hilfssatz 12. Es sei neNu{0} und p Primzahl. Es
wurde schon gezeigt, dass s(@n,p, P, Fyp) < 1 ist.

Es sei M ein normaler Raum und f: M — M stetig mit F[f] = @,
f?=id und s(f,p, M) = n. Nach Satz 2 gibt es ein stetiges P: M—F,,
mit Pof= ¢,,0P. Nach Hilfssatz 10 gilt dann n = s(f,p, M)
€ $(Pups P> Frp) @

DerIniTION 3, Ein topologischer Raum M heisst n-zusammenhingend
(englisch n-connected, vgl. Spanier [62]), falls fir alle je{0,...,n} jedes
stetige @: S~ M nullhomotop (d.h. homotop zu einer konstanten Abbildung)
ist, m.a.W. ¢ besitzt eine stetige Fortsetzung @: Ri*!'> M.

Bemerkung. Ein topologischer Raum ist genau dann n-zusammen-
héngend, wenn die Fundamentalgruppen =;(M,x) (j = 0,...,n) trivial sind
fir alle xeM (vgl. Spanier [62], Switzer [70]). Die Sphiren S§" sind
(n— 1)-zusammenhingend, aber nicht n-zusammenhingend. Der Begriff
()-zusammenh#ngend ist identisch mit bogenzusammenhiingend, 1-zusammen-
hidngend mit einfach zusammenhéngend.

SATz 3. Es sei neN U {0}, M # @ ein separierter, n-zusummenhiingender
topologischer Raum, p prim und {: M — M stetig mit 7 [ ] = @ und {7 = id.
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Dann gibt es ein stetiges J: F,.; ,—»M mit JO@,1,, = f0J, insbesondere
ist also s(f,p, M) = n+2.

Bemerkung. Diese Abschidtzung von s(f,p, M) ist hiufig nicht be-
sonders gut. Im obigen Beispiel 1 ist M nicht einmal O-zusammenh&ngend,
in Beispiel 2 0-zusammenhingend, aber nicht 1-zusammenhingend. Anderer-
seits gibt Satz 3 fir die Sphiren S* gerade die optimale Abschitzung,
da ja stets s(f,p,S* = k+1 ist Mur stetige f: S*— ¥ mit F[f]=0
und f? = id.

Beweis von Satz 3. (a) Trivialerweise gibt es eine (stetige) Abbildung
Jyt Fip»M  mit Jyo¢;,= foJ; (wdhle xeM und definiere
Jy (€M 0,0...): = f¥(x) fiir k=0, ..., p—1).

(b) Angenommen, es sei 1 < m < n+1, und J,,: F, ,—M sei stetig mit
JuO @mp = foJ,. Wir zeigen, dass es auch ein stetiges Jy4(: Fpsy M
mit J,4+10@m+1,p = fOJms1 gibt, wobei wir die folgenden Fille unter-
scheiden:

(@) Im Falle m gerade beachte man, dass (vgl. Seite 32)

Sem+2)2,0 = {Z = (215 0> Zme2y2> 0 wJEF 4y ol A8 Zmayn = 0}

homéomorph ist zu K(0, 1) « R" mit HomSomorphismus h,: Sum+2y2.0
-K(0,1),

h.(z): = (Rezy,Imz;,Rez,,...,Im z,,),

wobei h,(F, ) = S""! ist. Wegen m—1<n und M n- zusammenhangend
gibt es eine stetige Fortsetzung &,: K (0 1) € R"—>M von J,0h, 1.
Definiere J,4y: Fp4q,,~M durch

Jm+1(z): = (fk0¢m0hmo¢5|_+k1,p)(z)a

k
falls arg(z(,,,+2),2)=?2n, ke{0,...,p~1}.

Die Stetigkeit von J,, ., ist klar fiir alle z€ Fp 4 \Fm,p (dh. fiir alle ze Fp 4,
Mit Zpy4ay, # 0). Fir zeF, ,, dh zg4, =0, beachte man, dass fir
k=0,.. p—1 gilt (man beachte &,|sn-1 = J,0h,' und foJ, = JnOQmp

= Jm 0 (pm+ l.plFm‘p)

Jm+l( ) = ((DmOh O‘Pm+1 p) (Z) ((DmOhm) (Z) (J Oh—IOhm) (Z)
= Jm(2) = (f*o f” “odn) @) = (f*ono @l ) (@)
fko‘] O(Pm+1p (Z) ka(DmOh O(pm+1 p)(z)

woraus dann (rivial die Stetigkeit von J,., auch in Punkten zeF,,
folgt. Der Beweis von Jy,110@me1p = fOJps1 ISt ganz an.alog dem ent-
sprechenden Beweis von P;.,0f|; = @;4+1,,0P;+, auf Seite 33.

G
i=1
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(f) Im Falle m ungerade beachte man, dass

Sent1y2,1p° = {2 =1 Zmr1y2: 05 - JEFpunpl 0 < QLB Zgny 12 < 2n/p}

homdomorph ist zu K(0, 1) = R® mit Homdomorphismus h,: Sgm+1y2,1p

-K(,1),
ha(2): = (Re zy,Imz;,Rezy, ..., Im 2y 1y2, |Zm+ 1y/2] €OS (ip arg Z(m+1)/z)),
wobei gilt:

hm (S(m+ 1)/2.1/p N Fm.p) = Ahm({z € S(m+ 1)/2.1/{1' arg z(m+ 12 = 0
oder arg zy 41y = 21/p}) = "L
Wegen m—1 < n und M n-zusammenhéngend gibt es eine stetige Fortsetzung
®,: K(0,1) € R">M von J,,0h; |gn-1. Definiere J,,4: Fpyq,,~M durch

Jm+1(z): = (fko¢m0hm0(/)£|:-k1.p)(z)a‘
k+1

k
falls 7)-2Tl: K AG Zim+1y2 < 2n, ke{0,..., p—1}.

Ganz analog zum Fall () zeigt man die Stetigkeit von J, ., sowie
Jmt10@Pm+1,p = SOJps1-

(c) Der Induktionsbeweis sichert insbesondere die Existenz eines stetigen
Jp+2t Fupo,p=M mit J, 4 20@45, = f0J,4,. Nach Hilfssatz 10 und 12 gilt
dann n+2 = S((Pn+2.p1 P, Fn+2,p) < S(f’ p, M) n

2. Stabilitiit der Zahlen s(f, p, M)

Im folgenden werden einige Stetigkeitseigenschaften der Zahlen s(f, p, M)
zusammengestellt, die zwar in dieser Arbeit nicht explizit verwendet werden,
jedoch fiir sich von Interesse sind, da sie das Wesen dieser Zahlen recht
gut beleuchten. Dabei werden zunichst nur Abdnderungen von M, nicht
aber von f betrachtet — man erhilt eine Art Oberhalbstetigkeit, aus der
man eine Minimierungsméglichkeit herleiten kann —, danach Anderungen
von M und f, wobei wiederum ein Oberhalbsietigkeits-Resultat sowie ein
Glattungssatz bewiesen werden.

SATz 4. Es sei M ein normaler Raum, p eine Primzahl und f: M—-M
stetig mit F[f]=0 und fP=id. Es sei M, = M abgeschlossen mit
J(My) = My. Dann gibt es eine Umgebung W von M, mit s(f,p, M)
< s(f, p. My) fiir alle M, <« W mit f(M,) = M.

Beweis. Es sei [ eine Menge mit card I = s(f, p, My), und es sei
{GY iel}eU(f, p, My). Nach Hilfssatz 8 gibt es fir alle iel eine Um-
gebung HY von G¥ mit HYe% (f, p, M). Setze W: = |J H®. Dann ist W

iel
trivialerweise eine Umgebung von M,.
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Es sei My = Wmit f(M;) = M. Dann ist {H? "M, | iel}eU(f, p, M),
also s(f,p,M;) <card I = s(f,p, My). m

SAtz 5. Es sei M ein kompakter topologischer Raum, p prim und
St M = M stetigmit F[f] = Q und f7 = id. Dann gibt es eine abgeschlossene
Teilmenge Mo = M mit f(My) = My und s(f,p, Mo) = s(f, p, M), aber
s(f,p, M) < s(f, p, M) fir alle abgeschlossenen M, Z Momit f(M;) = M,.

Beweis. Wir betrachten das partiell geordnete System (&, <), wobei

©: = {N < M| N abgeschlossen, f(N) = N, s(f,p,N)=s(f,p, M)}

und N; < N,, falls N, = N,. Mittels des Zornschen Lemmas soll die
Existenz eines maximalen Elements M, in (&, <) nachgewiesen werden, das
dann offenkundig die in Satz 5 geforderten Eigenschaften hat.

Wegen MeG ist S # .

Es sei (T, <) ein total geordnetes Teilsystem von (S, <). Dann ist

Ny: = [} N eine obere Schranke von T, denn: Trivialerweise geniigt es zu
NeT

zeigen, dass N,e & ist. Natiirlich ist N, abgeschlossen und es gilt

S (No) = ﬂN N SfWN)= ) N =N,.

Nel Ne

Nach Satz 4 gibt es eine Umgebung W von Ny, mit s(f, p,N) < s(f, p, No)
fiir alle N « Wmit f(N)=N. Aus ) (\W) = ([ N\W = N\W =0,
NeX NeX

N < M abgeschlossen fiir alle NeT sowie M kompakt folgt, dass es endlich
k k

viele N;eT (i = 1,..., k) geben muss mit ()} (N\W) = n NAW = 0, also
i=1

k
N\ N, W. Wegen der Totalordnung von T ist ﬂ N; = N; fir ein
i=1
je{l, ...k}, dh. es gibt ein N(= N)eT = & mit N < W, also s(f, p, M)
=s(f,p,N) < s(f,p, Ng). Andererseits ist wegen Ny < M auch
s(f, p, No) < s(f, p, M), also s(fyp, No) = s(f,p, M). m

Obwohl durch den in Satz 5 beschriebenen Minimierungsprozess die
Fixpunktmengen betrachtlich vereinfacht werden konnen, ,iiberfilissiger
Ballast abgeworfen wird”, beschreiben die Zahlen s(f, p,M) auch fir im
Sinne von Satz '5 minimale Fixpunktmengen M die topologische Struktur
von (f, p, M) nicht vollstindig. Dies siecht man schon an den Beispielen 1
und 2 (Seite 36-38), bei denen jeweils M minimal ist, ohne dass eine
topologische Aquivalenz zu den entsprechenden Tripeln (¢, ,, p, F,, ;) besteht.

Dabei ist bei Beispiel 1 der Unterschied zwischen (f,p,M) und
(¢2,5, P, F1,,) weniger tiefliegend als der entsprechende Unterschied bei
Beispiel 2. Die folgenden Sitze 6 und 7 zeigen, dass — grob gesagt —
eine singuldre Struktur der Fixpunktmenge M vielfach keinen Einfluss auf
die Zahlen s(f, p, M) hat; man kann unter Erhaltung dieser Zahlen beliebig
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genau M durch ein Polyeder und f durch eine simpliziale Abbildung
approximieren.

SaTtz 6. Es sei E ein unendlichdimensionaler normierter Raum, M < E
kompakt, p Primzahl und f+ M — M stetig mit F [ ] = @ und f? = id. Dann
gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6€(0,¢) und ein Kompaktum K = K (0, ¢), so
dass gilt:

Es existiert ein endlicher simplizialer Komplex M mit |M| <
co(M+K)nM? und eine simpliziale Abbildung f: M — M mit F[[] = O,
JP=id, |1J)—S O <e fir alle xe|M|, yeM mit |x—y| <J und
s(F.p, IM) 2 s(f,p, M).

Beweis. Wegen M kompakt, f stetig und F[f] =@ ist d:=
inf x—~/ () = min |x—~/ (9l > 0:

Es sei ¢ >0 vorgegeben. Wir wihlen &€(0, min (¢,d/3)) so, dass
If ) —f @) < &2 ist fir alle y,zeM mit [y~z| < 45.

Es seien y,eE (i = 1,2, ...) linear unabhingig mit |y;| < d/(i+1), und
es sei K: = {0} u{y,| ieN}. Wegen der Kompaktheit von M gibt es endlich
viele Punkte z;eM (f = 1,..., k) derart, dass flir alle xeM ein jef{l, ..., k}
und ein /{0, ..., p—1} existieren mit

max_ /""" @)l < o2

Man wihle y;,eK (j=1,..,k; [ =0,..., p—1) so, dass
{x;1: =)ty lj=1,..,k I=0,..,p-1}

linear unabhingig ist, und setze

~

M: = {(xj, 4 - ;0| €N, (i, e{1, ..., k} x{0,...,p—1},

es gibt ein xe M mit max ™ ()= iz ) < /2
m=0,..., p-

fir i=1,...,r}.
Es ist trivial, dass M ein simplizialer Komplex ist (die Eigenschaft (K 2)
(vgl. Schubert [60], Seite 167) folgt aus der linearen Unabh#ingigkeit der x;,).
Weiterhin ist klar, dass mit (x;, , ... x;,,)e M auch (x, , ... X, ;)€ M ist mit

ie{0,....,p~1},1; = (;+1) (mod p), denn dann folgt aus max /" (x)—
m=0,..., p-

—f" iz < 82 fur i =1,...,r und ein geeigneles xeM, dass auch
max m e, = . m+ 1 _ymbltl
medhAX £ (f )=z pechax /™5 (x)—f )l

=m0l < o

ist fiir i = 1,...,r. Damit ist die Existenz der durch
JOg)=x ('e{0,....p—1}, I' = (I+1) (mod p))
festgelegten simplizialen Abbildung f: M — M gesichert.
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Es bleibt nachzuweisen, dass M und f die geforderten Eigenschaften
haben:

M| = co (M +K) ist trivial. Zudem gilt: Es sei ze|M|. Dann gibt es
ein reN und (i, [)e{l,...,k}x{0,...,p—1} und o >0 (i=1,...,7) mit

Yooay=1, Y axy, =z und (x5, ... x,,)e M. Aus letzterem folgt, dass
i=1 (=1

es ein xeM gibt mit ||[x—f'(z;,)| < é/2 fir i = 1,...,r. Damit gilt

r

dist(z,M)<uz—xu=||l;a.(x,,.,, x)|| < Z o |l —x|

N

o (1.0 =" )+ 11 S (z;)—xll)

r

ai(”)’ﬂ,n“+||fl‘(zj;)_xl]) < Z o; (6/240/2) = 0,

i=1

M-~ ItM-

[
—

d.h. es ist |M| c M°.

fP =id ist trivial. Zum Nachweis von & [f] =  genligt es zu zeigen,
dass f(s) # s ist fiir alle Simplexe se M. Dies ist aber klar, da fiir alle
G, De{1,....,k} x{0,...,p—1} mit I'e{0,...,p—1}, I' = (I+1) (mod p) gilt

”f(xj.x)—xj.lu = “xj,l’_xj.l“ = l|f’+1(zj)"'f (Zj)+J’j.z'—)’j.1||
2 "fl+l(Zj)_f'(zj)"_"yj,l‘”_'”yj.l" > d—05/2—6/2
> 36—08 = 26,

jedoch fur alle s = (x;,, ... x;,,)€ M mit einem xeM gemdss der Definition
von M gilt (bzgl. der ersten Identitdt vgl. etwa Mayer [45], Theorem 5
auf Seite 6):

diam (S) = Tax "xjm.lm_xjn.lu"

S |, mpax (“xj....xm—f b (2| + 1L (z) — %0 +

'|‘ ||x—fl" (z)l + |t (ZJ,.)_xjn.ln”)
= 3 (gl + sl + = )l B 21

2(8/2)+2(5/2) = 26.

Es seien xe|M| und yeM mit |x—y| < 6. Dann gibt es ein reN
und (j;, lye{l,...,k}x{0,..,p—1} und &, > 0 (i = 1,...,) mit ) o =1,
i=1

= Y ox;, und (x,,, ... X, )€ M. Dann gilt mit [e{0,..,p—1}, [
=1
(L+1) (mod p) i=1,...,7)
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||f(x I = H 7 ; oy Xy, u ,V)“

r

|| Z o; (f(xj;.u)—f()’))"

i=1

r

Z o ||f(xj,,h) —fWI

N

N
M-

o (117 G =S (P @M+ 1L (8 @) =L )

]
-

o (11,0 = " ) + 11 (4 (z) —f D))

I
M‘l

-
1l
—

o 1yl + 1£ () = M)

]
M-

o, (8/2+¢/2) <

N
“M"

wobei || 7(f(z) = )] < &/2 aus

1" @)=y < 1M ) = Xl A 10— X+ 11X =yl
< [ yjull +diam Oy oo X0+ 1x =yl
< 8242646 < 45

und der Wahl von § folgt.
Zum Nachweis von s(J, p, [M|) > s(f, p, M) definieren wir dhnlich dem
Schauderschen Projektionsoperator eine stetige Abbildung P: M —|M| gemiss

p—~1 p—1

PO~ (T 3 w@) T 3 @
wobei

pia(@): = max(0, 82— _max | /"(z)=""(z)).

P ist wohldefiniert, da nach der Wahl der z, stets

p-1

K
Z pa(z) >0
=1

ist und zudem nach der Definition von M P(z)e|M| fiir alle ze M trivial
erfillt ist. Ebenso ist die Stetigkeit von P klar. Weiterhin gilt fir alle



2. Stabilitit der Zahlen s(/f, p, M) 45

zeM, (,De{l,...,k} x{0,...,p—1} und I'e{0,...,p—1} mit I = (I+1)
(mod p):
e (f (2) = max (0, o2~ Jmax M= 2)))

= max (0, 8/2— =gnax 1™ @)= @)

= max (0, 6/2— w82 @ =" E)) = ).

.....

Es folgt
PUE) = (T, 3 mlr@) Y
- (xg:o jZ'l ﬂj'l(z)) pé\_:l i

k
; (f (Z)) le
,uj,(z xj1)-

Dadie x;,; (i = 1,...,r), fiir die g ;(z) # 0 ist, ein Simplex (x;,y, ... x;,.,)e M

aufspannen (denn gnax 1 | f™@)—~fm*(z)l < /2 fir i =1,...,r) und
m=0,,.., p—

somit f als simpliziale Abbildung von A in sich auf (Xj 4y - X3,,) affin

ist, gilt

p-1

PU@) = (T 3w S 3w
FC5, % w5, %, matn) = T (06,

Es ist also Pof=foP, und somit gilt nach Hilfssatz 10 s(f, p, M)
< s(f,p, M) m

Satz 6 schliesst nicht aus, dass s(f, p, |M|) > s(f p, M) sein kann, und
man kann sich auch ohne Schwierigkeiten Beispiele konstruieren, bei denen
fur die im Beweis von Satz 6 konstruierten f und M tatsichlich
s(f,p,IM|) > s(f, p, M) gilt. Allerdings zeigt der folgende Satz 7, dass man
nur ¢ klein genug wihlen muss, um mit Sicherheit s(f, p, ]M] = s(f, p. M)
zu erhalten.

Satz 7. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, M, <« M ‘kompakt, p
Primzahl und fi: M; - M, stetig mit F[f,] = @ und ff = id. Dann gibt
es ein g, > 0, so dass filr alle 5€(0, &), alle M, = (M,)° und alle stetigen
f2: My M, mit Z[f,]1=0, ff=id und d(fz(x),fx (}’)) < &0 fir alle
XeEM,, yeM, mit d(x,y) < & gilt s(f,p, M;) < s(f1,p, My).

Beweis. Da im Falle M, = @ die Aussage des Satzes trivial ist
(M, = @ impliziert M, = (M,)* = 0), kbnnen wir im folgenden M,; @

annehmen.
Es sei s =s(f;,p.M;) und {GY .., G9}eU(f;,p,M,;) mit
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[GY keZ]eZ(GY, f,) fiur i = 1,...,s. Wir wihlen
e:=1 min dist(G{), GI).

k k,eZ
ky#k; imod p)

Wegen der Kompaktheit von M, ist trivialerweise ¢, > 0.
Wegen der gleichmissigen Stetigkeit von f; auf M, gibt es eine Funktion
7: R*>R* mit n(g) < ¢ fiir alle ¢ > 0 und d(f;(x), /;(y)) < ¢ fir alle
x,yeM, mit d(x, y) < n(e). Definiere n¥(¢;) (j = 0, ..., p—2) vermdge
ne,): = g,

) = nGnU V() Rir j=1,..,p=2

und setze gy: = in”"?(¢,). Dann gilt
260 = NP7 (e) S 371 P TV(e) < ... < 3PP O(ey) = 3277y,
Es séi nun de€(0,¢,) und M, sowie f,: M,—»M, gewdhlt mit den in

Satz 7 geforderten Eigenschaften. Wir zeigen zunfichst flir j=1,...,p~2,
i=1,..,sund keZ

@1 fo(My A (GO A ML)) @ My (G )R e
< My A (G0 )70 A MY

xeM, N ((GPY"e0 ~ M, impliziert die Existenz eines ye(GP)y'“"¢) ~ M,
mit d(x,y) < &, und zu y gibt es ein zeGY mit d(y,z) < n¥(,). Dann
gilt f;, (x)eM, und

dist (f2(x), Gi% 1) < d(f2(x), f1(2)) < d(f2 (), f; O)+d(f; (). /1 (2))

<
K 30'*‘5‘7)(J 1)(31) < iﬂ(" Diey),

dh  fi(x)e My (G Y@MV Fiir we My N (G, Y ¢ M,
M,y gibt es ein ue M, mit d(w,u) < & < &. Dann ist

dist (u, G () < d(w, u)+dist (w, G ) < £o+3nY7V(e,) < nY~V(ey),

also weM, n (G, )70 ~ M, Y.
Fiir i =1,...,s und keZ erhilt man nun zunfchst mit #hnlichen
Schltissen

My 0 (GPY & My 0 (GPY° < (G
und

I (M A (G“’)“) c M;n (G“’ N
(ch')n)” N (Mz m ((Ggh)"("q)("” N Mi)’j)‘
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Mittels Induktion nach j folgt dann fir j = 2,...,p—1 (vgL (2.1)):

f?f(Mz N (GE)){S) < Mz M (Gg}i-j)(zls)"(p—j_“(“1)
< (Gﬂj)“ ™ (Mz A ((Gﬁj)"(p—k”(m N Ml)a),
insgesamt also insbesondere
(22) AM A GDP) = G fr j=0,..,p-1.

Wir wihlen nun fiir i=1,...,5 und keZ

&0: ="U fH(M,~ GO
i=0
und

GO = | GO,

keZ

Im folgenden wird gezeigt, dass {G,...,G¥}eU(f,, p, M;) und folglich

s(f2, P, M;) < s =s(f;,p, M) ist:
Trivialerweise sind die G alle abgeschlossen in M,. Zudem gilt

M, > 191 G = U U Gdo U U M, n (GPY

=1 keZ i=1 keZ

=M;n U U Gy

i=1 keZ
= M, (U UGPP =My~ (U G
i=1 keZ i=1

= M, n (M)’ = M,,

also M, = |J GY. Weiter gilt fiir i = 1,...,s und keZ wegen (2.2)

i=1

p—1 -
GP = U Mz 0 (GLY) = (G,
j=o0
woraus nach der Definition von g, sofort Gf) " Gf) = @ fir i=1,...,s
und k,, k,eZ, k, # k, (mod p) folgt. Bleibt noch zu zeigen fi"(G{) = G,
firi=1,...,s, keZ und meN:

p-1 —_ -1 _—
G =17 (jyo fA(M;n (Gi".;)“)) = :90 SIrm(M, (G ))
m+p—-1
= p fAM;n (GYm-5)
p-1

= gf ( (G;cl j)a) Gg)+ms
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wobei der Ubergang in der Summation von j auf j auf ff = f{~"" (wegen
f2=id) und Gpoj= Gpejiny N U {0}, ' = j—npel0,...,p—1})
beruht. m

Die Sitze 6 und besonders 7 legen den Gedanken an eine Untersuchung
der Zahlen s(f,p, M) im Rahmen der ,shape”-Theorie (vgl. Borsuk [7])
nahe. Etwa wire es denkbar, dass die Zahlen s(f, p, M) shape-invariant
sind, wobei eine shape-Definition mit einer gewissen Vertraglichkeitsbedingung
bzgl. der Abbildung f zu wahlen wire. Ich mochte allerdings betonen,
dass diese Idee vollig vage ist und nicht auf gezielten Uberlegungen beruht.

3. Verallgemeinerungen der Sitze von
Borsuk-Ljusternik-Schnirelmann und Borsuk-Ulam

In diesem Abschnitt sollen Verallgemeinerungen der [oigenden Sitze
angegeben werden:

SATZ vON BORSUK-LJUSTERNIK—~SCHNIRELMANN, Es seien H {yey Hy o 8"
k
abgeschlossen mit Hn(—H) =@ fiir i=1,...,k und {J H, = S". Dann
i=1
ist k=n+2.

SATZ VON BORSUK-ULAM. Es seien m,neN, m < n und g: S"—R™ stetig.
Dann gibt es ein xeS8" mit g(x) = g(—x).

Bei beiden Resultaten ist ein Zusammenhang mit den in Definition 2
eingefithrten Uberdeckungen U (f, p, M) und Zahlen s(f, p, M) sehr nahe-
liegend: Wihlt man M: = §", p: =2 und f: = —id, so ist nach dem Satz
von Krasnosel’skil s(f, p, M) = s(—id, p,§") = n+1 (vgl. Seite 26). Dies
motiviert die folgenden Resultate:

Satz 8. Es sei M ein separierter topologischer Raum, f: M—M stetig
mit f2 =id und M,,..., M, = M abgeschlossen mit M, f (M) = @ und

k
U M, = M. Dann ist k > s(f,2, M)+1.
i=1

Beweis. Aus M, n f(M,) = @ und ij fM)y=f(UM)=fM)=M
i=1 i
k-1

folgt M, = |J f(M) und somit
i=1

k-1 k-1

K
M= 9 M, = '91 M, UM, = ‘91 M u f(M).

Offenkundig sind die Mengen M;u f(M)e%(f,2,M) und folglich
{MiufM)l i=1,.,k=1}eU(f,2, M), dh. s(f,2, M) < k-1. m

SAatz 9. Es sei M ein separierter topologischer Raum, f: M—M stetig



3: Dic Sitze von Borsuk-Ljusternik—Schnirelmann und Borsuk-Ulam 49

mit F[f]=0Q und f>=1id. Es sei m <s(f,2,M)—1 und g: M—R"
stetig. Dann gibt es ein xeM mit g(x) = g( 7).

Beweis. Es sei h: M—R" definiert durch h(x): = g(x)—g(f (x)). Es ist
h(x) = —h(f(x)), und im Falle g(x) # g(f (x)) fur alle xeM ist h(x) 0
fir alle xe M. Dann iiberdecken die Mengen

M = (xeM| |[RO)|/IRG > Y/m}, i=1,..m

dic Menge M, und es gilt (rivialerweise MPe¥ (f,2, M) (i=1,...,m),
denn MY = MW U 7 (MY), wobei

MP: = {xeM| (h()/Ih(x) > 1//m).

Wir haben somit {M®| i=1,..,m}eU(f,2,M) im Widerspruch zu
m < s(f,2, M)—1. Es muss also ein x € M existieren mit g(x) = g(f(x)). =

Natiirlich diirfen einen diese dusserst elementaren Beweise nicht zu dem
Trugschluss verleiten, die S#tze von Borsuk-Ljusternik-Schnirelmann und
Borsuk-Ulam seien elementar: Zur Herleitung dieser Sitze aus Satz 8 bzw.
Satz 9 benotigt man ja jeweils die tiefliegende Aussage s(f,2,S") = n+1.

Jedoch zeigen die Sidtze 8 und 9, dass die Theorie der Zahlen
s(f,p, M) ein sehr angemessener Rahmen fiir Resultate vom Typ der
S#tze von Borsuk-Ljusternik—Schnirelmann und Borsuk-Ulam ist. Dies zeigt
sich auch bei den folgenden entsprechenden Resultaten fiir grossere Prim-
zahlen p, die ebenfalls sehr elementar zu beweisen sind. Das erste dieser
Resultate (Satz 10) scheint auch fiir Sphiren S" bisher nicht bekannt zu
sein,  das zweite (Satz 11) ist eine geringfiigige Verallgemeinerung des
Korollars zu Theorem 29 in [69] und daneben eng verwandt mit einem
Satz von Munkholm [46].

Die Sitze 10 und 11 wurden durch Problem 1 angeregt. Fiir die
Losung dieses Problems brauchte man Sitze dieses Typs, auch gerade in
der ,elementaren Form” im Rahmen der Theorie der Zahlen s(f,p, M),
jedoch sind die Sitze 10 und 11 noch zu schwach. Welche Verbesserungen
man briuchte, wird in den Bemerkungen im Anschluss an die Formulierungen
der Sdtze angegeben.

SaTz 10. Es sei M ein kompakter topologischer Raum, p > 3 Primzahl
und f: M—M stetig mit f? = id. Es seien M,, ..., M,, © M abgeschlossen mit

. .

MinfM)=@Q fir i=1,...,k und (J M; =M. Dann ist 3(p—1)(k—2)
> s(/,p, M). =

Bemerkung Man beachte, dass im Falle p = 3 Satz 10 sogar eine
bessere Abschitzung fiir k liefert als Satz 8 fiir den Fall p = 2. Fir
grossere p ist allerdings die Abschdtzung betrichtlich schlechter und

vermutlich auch tatsichlich nicht optimal. Problem 1 konnte man ldsen,
wenn man statt dessen eine Abschitzung s(f, p, M) < ¢(k, p) hdtte mit

4 = Disserationes Marthematicae 177
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@ (k, p) = o(p) fiir feste ke N (dabei wiirde es auch geniigen, M als kompakte
Teilmenge eines normierten Raumes anzunehmen). Bzgl. Details beachte man
Satz 15 auf Seite 92.

p—1

Beweis von Satz 10. Es sei F: = | f/ (M) (i=1,...,k). Bs wird
j=0
gezeigt werden, dass
k-2
(2.3) U F=M
i=1
und
(2.4) s(fop, F) <(p—-1y2 fuir i=1,...,k
k-2

ist. Es ist dann natiirlich s(f, p, M) < U s(f,p,F) < (k—2)(p—1)2.
Zunichst wird

(25 card {je{0,...,p~1}|f/(x)eN} < (p—1)/2
fir alle xeM und N ¢ M mit Nnf(N) = @

bewiesen: Wire dies nicht der Fall, dann gidbe es ein xeM, ein N ¢ M
mit NN f(N)=® und Zablen j,,j,€{0,...,p—1} mit j, = j;+1 oder
J1=p=1, j, = 0 mit f1(x), fl2(x)eN, was wegen f2(x) = f(f/*(x)) und
N n f(N) = © unmoglich ist.

Wegen (2.5) und MnfM)=0 (I =k-1,k) muss es fir alle
xeM,_; uMeinje{l,...,p—1}undeinie{l,..., k—2} eeben mit f/(x)e M,.

Dana ist x = fP(x)=f"7I(fi(x)efP i (M) F;, also M, uM,
k-2

< | F., woraus trivial (2.3) folgt.
i=1

Zum Nachweis von (2. 4)’ konstruieren wir fiir i=1,...,k ein
{GIY, ..., GlP= 22} e U f, p, F;): Da M ein normaler Raum ist, glbt es offene
Mengen Sip» Ty (I=1,..., (p—3)/2) mit

M, S, = EI c T, < T S 82 S o € Tpoaya © M\S(T, L(p~-3)/2)

(Wihle zunichst T; ,_ 2t =U N f71(V), wobei U,V offen mit M, = U,
fM)cVund Un V=0. Die Existenz der Si, und der ibrigen T,
ist dann klar.). Weiter sei

Fio:=F, F ;1= U STASy  Nro I=1,..,(p-3)2
und F;,_y): = O sowie

-1

G =" F,\F,, fir I=1,..,(p-1)2.
n=0
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Trivialerweise gilt

(p—1)/2
U afc Fio = F;.
1=1
Umgekehrt ist
(p—1)/2 , (r—-1)j2 -1
U Gl()D U (ﬂ Fln\Fll)
=1 =1 n=0
(p-1y2 1-1 1

= U (ﬂ Fi,n\n Fi.n),
=1 n=0 n=0
und letzteres ist gerade F,, = F;, da allgemein fiir Mengen
AO o A1 2.2 Ar = ® gilt U (AI-I\AI) = AO
=1
(p—1)/2

Somit ist U G" = F;. Zum Nachweis von {G{Y), ..., Gip~ V2]

eU(f,p,F) gemjgt also der Beweis von G"’ Cf.p. F)(=1,..,(p—1)2),
was natiirlich wegen G{’ abgeschlossen gleichbedeutend ist mit G®
€4 (f,p,G"). Nach Hilfssatz 9 geniigt daflir der Nachweis, dass flir alle
xeGf" die Punkte x und f (x) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von G{" liegen:

Es sei zundchst [ {1, ...,(p—3)/2}, und es sei xe G{". Nach der Definition

von G{" gibt es ein jE{O ..,p—1} und ein zeT,_; = S, mit x = fi(z).

Dann ist f (z)e f (T;;-1) © f(Tip-3y2) © M\T, -3y, = M\T;,. Damit k6nnen
z und f (z) nicht in der gleichen Zusammenhangskomponenten von G liegen,

denn es ist §;; = T;, und

u) N (7;1\31 )< (M\Fu a (Tu\Su
——~

= ('Y PSS
= —

< (M\T\S:) N (Ti\S)

= (TN N (TS = 0.

Da f/ eine topologische Abbildung ist (f ™/ = f?J), liegen auch die Punkte
x = fl(z)und f (x) = fI(f (2)) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten

von G{.
(r—3)/2

Es sei nun xe G{"—1/2) = ﬂ F;,. Nach der Definition der Mengen

F;, gibt es Zahlen j,€{0, ..., p—-l} (1 = 0,...,(p—3)/2) und Punkte z,eM,,
z2,€T,\Sin 0 =1,...,(p— 3)/2) mit x = f (z). Da die Mengen M;, T;,\
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\Siqseees T}(‘,_'3,,2\Siv(p_3),2 paarweise disjunkt sind, miissen die z, (n=0,..
...:(p—-3)/2) und somit auch die j, paarweise verschieden sein. Es folgt

nach (2.5) (man beachte T, - 3y2 N (T p-3y2) = ©)
(X, f (), o0 SPHON O Tipmayz = {205 o0 2312}

und

card ({x,f(x),....f"” LHx)pn 7;.(;;—3)/2) = {(p—1)2,

Es sei W= G 0T, 5, Wegen WNAS(W) S Tip-320
Af (T ayz) = O ist dann fiir alle xeG{tr=12)

card ({x,/(x), ... /*~ " (x)} 0 (WU f (W)
= card ({x, f(x), ..., /771 ()} " W)+
+card ({x, £(x), ... 77 ()} 0 S (W)
= card ({x, £ (x), ..., /271 ()} N Ty gp—3y2) +
+card ({x,f(x), Pl (>} ﬁf(Tt.(p—a)/z))
=p-1,

also ist card ({x,f(x),...,f"“(x)}\(W,uf(W,)))=1 fir alle xeG{r-12)
woraus

Gig~ 12, = G- DN\(W,uf (W) = £~ (W) N2 (W)

(man beachte, dass wegen W, (W) = @ auch f (W) n W, = f(W)nf*(W)
= @ ist) und

@26) card ({x, £ (x), ., 7L} N GG ) = T fiir alle xeGe~ 12

folgt. Wegen W, kompakt und G~ = fY(W)nf2(W) ist G{E~1/2

abgeschlossen. Zudem gilt wegen (2.6) G{E~V2D A fIGE~V2) = @ fir
r—1 .

j=1,..,p=1 und U fH(GIE~2) = G{g=13) woraus trivial G{r~ 12
j=0"

% (f.p. F) mit [GI§™ 2, F(GIE™ 1), .., fP=1(GI§~ )] e Z(Gfw V2, 1)
folgt. m _

Satz 11. Es sei M ein separierter topologischer Raum, p Primzahl und
f: M > M stetig mit F[f]=0Q und f? =id. Es sei meN mit m(p—1)
<s(f,p,M)-1 und g: M — R™ stetig. Dann ist My = {xeM]| g(x)
=g(fx) =...=g(f"" &)} # @. Im Falle, dass M normal ist, gilt sogar
S(f’p’MO) = S(f) P’M)‘m(P—l)

Bemerkung. Satz 11 ist eine geringfiigige Verallgemeinerung des
Korollars zu Theorem 29 in [69] und eine Variante eines Resultats von
Munkholm [46]. In beiden Arbeiten wurde gezeigt, dass M, = @ sein
kann im Falle m(p—1) > s(f, p, M). Ein entsprechendes einfaches Beispiel
wird auch im Anschluss an den Beweis von Satz 11 gegeben werden.
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Zur Ldsung von Problem 1 ist Satz 11 leider nicht ausreichend: Hierfiir
briuchte man, dass man aus einer Abschitzung v (m, p) < s(f, p, M)—1 mit
Y (m, p) = o(p) [Ur lestes me N die schwhchere Aussage der Existenz eines
xeM mit g(x) = g(/ (x)) hetleiten kann (vgl. Stitze 14 und 15 sowie Beweis
von Satz 15 (Seite 91-93)). Einen ersten allerdings unzureichenden Ansatz
in dieser Richtung findet man bei Cohen—Connett [15]. Ein anderer mglicher
Ansatz wird im Anschluss an den Beweis von Satz 11 skizziert.

Der Autor dankt R. Nussbaum fiir einen einfachen Beweis der ersten
. Behauptung von Satz 11 fur den Fall, dass M eine Sphire ist. Der erste
Teil des Beweises von Satz 11 ist dem von  Nussbaum sehr #hnlich,
allerdings wird eine dem Problem angemessenere Abbildung P (siehe unten)
verwendet. ’

Beweis von Satz 11, Es sei P: M—R™? definiert durch

P(x): = (9(x)=g (/ (), g(/ CN)=g (/> ), 0. g (/P71 (¥) =g (f" (X))
= (9)—g(f (), g(f ) —g(f2 (X)) - g (77 () =g (x)).

Wegen

-1
T (0 () -g (1 () = 909 -6(77 () = 99 —0x) = 0

liegt P(x) fiir alle xe M im m(p—1)-dimensionalen linearen Unterraum

. p—1
. L’: = {(xl LRERRE] xmp)Ele‘l Z x,Hm = 0 ﬁ.ir l= 1, ...,m}
i=0

von R™.
Es sei ¢: L—L definiert durch

PXy s ees Xmp): = K15 v00s Xmps X1 200 Xin)

Dann ist trivialerweise ¢ stetig, @ ($"*"1nL) = S""'nL, ¢ (L\{0})
= L\{0}, .7 [@|1\jo] = @ und ¢? = id. Zudem gilt s(¢p. p, L\{0}) = m(p—1),
denn:

Da S: = S™~! AL eine (m(p—1)—1)-dimensionale Sphire ist, gilt nach
dem Krasnosel'skilschen Resultat (¢, p, S) = m(p—1) (vgl. auch die direkte
Herleitung von s(¢, p, S) < m(p—1) im Anschluss an diesen Beweis). Es sel
r: L\{0}>S definiert durch r(x): = x/|x|. Dann ist ro@| ) = @O, also nach
Hilfssatz 10 s(¢, p, L\{0}) < s(@,p,S) = m(p—1). Umgekehrt ist wegen
S < L\{0} trivialerweise auch s(¢,p,L\{0}) > s(p,p,S) = m(p—1) (aller-
dings ist dies im folgenden ohne Bedeutung).



54 11. Fixpunktmengen von Iterierten stetiger Abbildungen

Weiterhin gilt fiir alle xeM

(Pof) (x) = P(f(x)
= (@) =g (f2 (s wrr g (F7 () -

—g(f7(x), (f”(x g(f"“ x)))
= (0(0=0(% ). 0147 =017 9). 0001/ 2)
@ (P(x)) = (poP) (x).
Nach Hilfssatz 10 ist dann s(f, p, P~ (L\{0})) < s(p, p, L\{0}) = m(p—1)
<s(f,p, M)—1, also M\P Y(L\{0}) # @. Da trivialerweise gerade

~1(L\{0}) = P71(0) = M, ist, haben wir die erste Behauptung von Satz
11 bewiesen.

Es sei M ein normaler topologischer Raum, s: = s(_/',p,Mo)' und
{GM,...,G¥YeU(f,p, My). Da M, abgeschlossene Teilmenge von M ist,
sind die GYe% (f,p, M). Nach Hilfssatz 8 gibt es abgeschlossene Um-

gebungen G von G in M mit GVe%(f,p, M) (=1,..., U GO st

eine Umgebung von M, und folglich ist

M U G My = 0, dh. My (J 89 < MM, = P~1(1\{0}).
j=1 Jj=1

Dann existiert s(f, p, M\ U GY) (man beachte, dass wegen GY'e% (f, p, M)

j=1

FIM\ U G9) = M\ U GV ist), und es gilt
=1

j=1

(2 M\ 69) < s(f,p, P™HLOD) < mlp—1),
Wegen
5(f2p, M) < s(f,p,M\jLsJ 3N)+s(f,p, | G9)
=1 =1
ist‘

§ = S(f,p,Mo) = S(f1 D, C) GU))

= s(f, p, M)=s(f, p, M\ U G"’) s(fip, M)=m(p—1). m
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Die im Beweis von Salz 11 benttigte Abschitzung s(¢,p,S) < m(p—1)
kann man auch ohne Zuhilfenahme des Resultates von Krasnosel’skil direkt
durch Bestimmen eines {G), ..., G™?-N ey (qp, p, ) herleiten:

Fir /=1,...,mund n=1,...,p~1 sei

-1

H®: = [xeSs) Z Xfemy = 1/m},

J(” JE{O ap—]'!' le+mj| = l{Om ixl+m1[} fir xeS

und
H®": = {xeHY| card JO = n}.

Im Falle p=2 ist trivialerweise {HY,...,H™}eU(p,2,5) (mit
[HY, o(HDeZ(HY, @) fur | = 1,..., m, wobei HY: = {xe$| x, = 1//2m})
und folglich s(¢,2,5) < m=m(p—1). Im Falle p > 3 schliesst man wie
folgt weiter:

Offensichtlich gilt o (H") = H®" fiir alle (/,n)e{1,...,m} x{1, ..., p—1}
und

6 (FOI H(l.n)) = CJ HO =g

I=1 n=1 =1
p—1
(man beachte, dass wegen z Xp4mj = Omicht x| = [Xppl = oo = X4 mp-1)
o
sein kann).

Fir le{l,...,m} gilt H**"Ye%(p,p,S), denn H®P~Y ist kompakt,
p(H®?~Y) = H®~Y und fiir alle xe H®?~Y liegen x und ¢(x) in ver-
schiedenen Zusammenhangskomponenten von H*?~1 und zwar letzteres, da
offensichtlich J® # JO,,, jedoch J¢ konstant auf Zusammenhangskompo-
nenten von H®?~1 ist (man beachte auch Hilfssatz 9). Nach Hilfssatz 8
gibt es ein offenes W®?~V < § mit H*?~Y c wir~1 = o(W*P~ 1) und
wer=Yeg (g, p, S).

Genauso zeigt man nun H¢P"2\WWP~ e (@, p, S), findet nach Hilfssatz
8 ein offenes WhP=% < § mit HOP~D\Wtr=1 = Whr=2 — o(W®hP=2) und

Wor=Deq (@, p, S) etc. Man konstruiert also offene Mengen W9 c §

J=1,...,p=1) mit

J-1 :
H(l,p—j)\ U wr=b o whr=h = w(w(l.p-.i))
i=1

und Whr=Dheq (o, p, S). Offensichtlich ist dann
-1

H(I)_ U HO < U w.p= j),

n=1 j=
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und folglich gilt mit GU+mU=1); = wur—i-.
(G, ...,G"™P~ M e U(p, p, S),

also s(e,p,S) < m(p—1). .

Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz 11 in der Hinsicht optimal ist,
dass M, = @ sein kann im Falle s(f?p, M) = m(p—1).

Beispiel 3. Es sei me N, und S sei gewidhlt wie im Beweis von Satz 11.
Mit f: = ¢|s gilt s(f,p,S)=m(pp—1). Es sei g: SoR™ definiert durch
g(x) = g(xy, ooy Xpmp): = (X1, ..., Xp). g ist stetig, und es gilt g(f’(x))
= G (Xjmat1seoos Xmps X150 Xjm) = Xjmar15 005 Xgaym) fUr  j=1,..,p—1.
Demnach gilt fiir xe S (< L)

p—1 p—-1 p—1
Z g(fj(x)) = (Z Xjm+15 s Z x(j+l)m) =0,
j=o j=o ji=o .
woraus wegen x # 0 folgt, dass nicht g(x) = g(f (x)) = ... = g(f?'(x)) sein
kann, d.h.
My: = {xeS| g(x) = g(f(¥) = ... = g(fP7 ' ()} = D.

Wie schon oben angedeutet, konnte man Problem 1 l6sen, wenn es eine
Funktion y: N x{peN| p prim}—>N gibe mit ¥, (p): = ¥ (m, p) = o(p) fiir
alle me N, so dass folgende Aussage gilt: ,Es sei M ein separierter topolo-
gischer Raum (M kompakt wiirde geniigen), p Primzahl und f: M— M stetig
mit #[f] =@ und f? = id. Es sei me N mit y(m,p) < s(f,p, M) und
g: M—>R™ stetig. Dann gibt es ein xeM mit g(x) = g(f(x)), dh.
M,: = {xeM| g(f (x)) = g(f*'(x)) fir ein je{0,...,p—1}} # P.”

Wenn iiberhaupt die Antwort auf diese Frage ,ja” ist, dann sollte
man den Beweis etwa so versuchen: Man betrachte die durch P(x)
= (g(x),g(f(x)),...,g(f”“(x))) definierte stetige Abbildung P: M — R™
sowie die Menge

Rm.p: = {x = (xl,..., xmp)GRmﬂ (ij+1, ey xu.,.l),,,)
# (Xm+ 1 +++» Xkt ym) TUr j = (k+1) (mod p)}.

Da gerade M\M, = P“(R,,,,p) ist, kime es entsprechend dem Beweis von
Satz 11 darauf an, s(p, p, R, ,) zu berechnen (¢ wie im Beweis von Satz 11).

Allerdings ergeben erste Berechnungsversuche von s(¢,p, R, ,), dass
vermutlich s(¢, p,R,,,) = (m—1)(p—1)+1 (eventuell sogar s(¢,p,Rmp)
= (m—1)(p—1)+1) ist, was zeigen wiirde, dass dieser Ldsungsansatz von
Problem 1 nicht zum Ziel fiihrt.

Es sei nur kurz angedeutet, dass man im Falle, dass tatsdachlich
s(@,p,R,,) = (m—1)(p—1)+1 ist, eine Verschirfung von Theorem 1 in
Cohen—Connett [15] erhielte (man beachte in diesem Zusammenhang auch
Cohen-Lusk [16]). '
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Hauptziel dieses Kapitels ist es, eine Verbindung herzustellen zwischen
Problem 1 und Hilfssatz 7 (vgl. Seite 24), der sich als grundlegendes
Hilfsmittel bei der Behandlung von Problem 1 anbietet. Zunichst einige
Vorbemerkungen:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir bei Problem 1
zusitzlich voraussetzen, dass f (H) < H ist, denn: Nach dem Tietze-Dugundji-
schen Ergidnzungssatz (vgl. Seite 12) gibt es eine stetige Abbildung r: E— H
mit r|; = id, (,Retraktion”). Dann ist f;: = for stetig und f,™ = f™oor
kompakt, und zudem gilt trivialerweise .# [f;] = # [f]. Ersetzen wir H
durch H;: = E und f durch f;, so erhalten wir demnach ein zu Problem 1
dquivalentes Problem, bei dem f; (H,) = H, = E erfiillt ist.

Unter den Voraussetzungen von Problem 1 und dieser Zusatzvoraus-
setzung erhdlt man folgendes einfache Resultat iiber die Abbildungsgrade
von Iterierten von f:

HiLFssATz 13. Es sei H < E nichtleer, abgeschlossen und konvex, mye N
und f: H->H stetig mit f™ kompakt. Dann existieren fiir m > my die
Abbildungsgrade d[id— f™, H.0], und es gilt d[id —-fm, H,0] =1.

Bemerkung. Der folgende Beweis entspricht vollig dem iiblichen
Abbildungsgrad-Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes.

Beweis von Hilfssatz 13. Es sei m > mq, xoe 1\{0}, und F: H x
x[0,1]-H sei definiert durch F(x,t): = txo+(1—1t) f™(x). Trivialerweise
ist F stetig. F ist sogar kompakt, denn

R(F) = ‘ [&))11 (¢{xo} +(1=1) f™(H)),
wobei f™(H) (< f™(H)) relativ kompakt ist. Es sei J: Hx[0,1]—> H
definiert durch J(x, t); = x. Dann ist

{(x,t)e A x[0,1]] x—F(x,t) = 0} = {(x,t)eH x[0,1]] x—F(x,t) = 0}
= (J=F)~'({o})

(man beachte R(F) = H), und folglich ist {(x, t)e H x [0, 1]| x—F(x,t) = 0}
abgeschlossen und demnach als Teilmenge der relativ kompakten Menge
R(F) sogar kompakt. Fiir F,: H—H, F,(x): = F(x, ) (te[0, 1]) folgt dann
nach der Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades [id —F,, H, 0]e L, fir
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te[0,1] und
d[id—f" H,0] = d[id—F,, H,0] = d[id—F,, H,0] = d[id—x,, H,0],

und weiter erhdlt man mittels der Redukiionseigenschaft (Eigenschalt 7 auf
Seite 14, man kOnnte statt dessen auch die Kommutativitiitseigenschaft
anwenden) mit E': = span ({xo}): d[id—x,, H,0] = d[id,; —x,, H~E, 0].
Letzteres ist nach Eigenschaft 2 (Normierung) gleich sign J [id; —xq, Xq]
=1.m

Somit ist #[f™] # @ fir m > my (vgl. auch Schauderscher Fixpunkt-
satz), und es folgt flir m > my+1 wegen d[id—f™, H,0] = 1 # 0 (mod m)
mittels Hilfssatz 7, dass .# [f™] nicht in abgeschlossene disjunkte Mengen
Foyeooy Fp_y mit f1(Fg) = F; (i = 1,...,m—1) unterteilt werden kann. Diese
erste noch sehr schwache Strukturaussage besagt im Falle einer Primzahl
p = m, dass Z [f] # O oder anderenfalls s(f, p, H) > 2 ist. (Dies Ergebnis
erhielte man auch im Falle f (H) ¢ H, doch ist dies im Augenblick ohne
Bedeutung,)

Mit dieser Aussage kann man noch wenig anfangen, sie motiviert aber,
wie man Problem 1 angehen sollte:

Geliinge es im Falle #[f] = @, durch Abdnderung von f ein stetiges
7+ H— H zu konstruieren, derart dass auch .#[f] = @ ist und dass fiir
eine Primzahl p > m, fP~! kompakt, s(f,p. H) <1 und d[id—f?, H.0]
= d[id—[", H,0] = 1ist, so ergiibe dies einen Widerspruch zu Hilfssatz 7,
d.h. es miisste F[f] # O sein.

Fin in [63] dargestelltes derartiges Vorgehen fiihrte zum Ziel unter der
Voraussetzung, dass f kompakt ist in einer Umgebung von .7 [f?]. Ein
iteratives Verfahren, das auch unter den Bedingungen von Problem 1
durchfiihrbar ist, allerdings u.U. nicht vollstindig zum Ziel fihrt, wurde in
[66] eingefiihrt. Bei diesem Verfahren werden sukzessive Abbildungen
fi:/2, ... konstruiert mit F [f] = @, d[id—f?, H,0] = d[id—f7, H,0] = 1
und s(f;, p, H) < s(f, p, H)—i, wobei man aber umgekehrt eine Verschlechte-
rung der Kompaktheitsgiite in Kauf nehmen muss: In jedem Einzelschritt
kann man aus f* kompakt nur f2¥ ! kompakt lolgern. Man kann demnach
nicht f™ kompakt erwarten, sondern erhiilt nur die Kompaktheit von
JRmm b f2@mo= =1 - pdmi=3 ete. d.h, von f;2'~ V"1 Die Durchfithrbarkeit
des Verfahrens ist also nur fiir die ersten i Schritte mit 2'(my—1)+1 < p
gesichert. Da sich zudem im Falle 2570~y )41 < p—1 ein Wider-
spruch zu Hilfssatz 7 (angewendet auf f,,,,-1) ergibe, erhilt man die
Abschidtzung 2°U-»M=1 () — 1) > p—1 (vgl. Theorem 2 in [66]). Dies bedeutet
ein mindestens logarithmisches Anwachsen der Zahlen s(f, p, H) in Abhingig-
keit von den Primzahlen p (> mg). Problem [ wire dann bewiesen, wenn
man zeigen konnte, dass die s(f, p, H) nicht so stark anwachsen konnen.

Im folgenden wird gezeigt, dass damit die Moglichkeiten des Verfahrens
noch nicht voll ausgeschdpft sind: Beriicksichtigt man, dass der Kompakt-
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heitsverlust nicht global auf ganz H eintritt, sondern nur auf wohldefinierten
Teilmengen, dann kann man zeigen, dass sich die Kompaktheitsgiite nur
linear verschlechtert: Man kann erreichen, dass f2mo~!, fmo f3me=1 f3mo
etc. kompakt sind, und erhdlt nun mit gleichem Schluss wie oben, dass
s(f,p, H) mindestens linear mit p anwachsen muss (vgl. Satz 14).

Umgekehrt wird mittels Satz 10 bzw. 11 gezeigt werden, dass s(f, p, H)
auch maximal linear anwichst (vgl. Satz 15), was aber leider zum Beweis
von Problem 1 noch nicht ausreicht.

Der im folgenden bewiesene Satz 12 stellt die Basis fiir das oben
skizzierte iterative Konstruktionsverfahren der Abbildungen f;,f;,... dar.
Um seine Formulierung etwas zu vereinfachen, werden die folgenden
Abkiirzungen eingefiihrt:

(a) Wir schreiben fe A(M, p), falls gilt:

(@) M < D(f7),

(B) | ist stetig fir j=1,...,p

0 f(F LfPlu] = M,

&) Z[flsl = O.

(b) Fiir f: D(f) <« E-E, Nc M c D(f) und mp,peN mit mo < p
bedeutet feK(M,N,my,p), dass M < D(f?) ist und fly und fi|g
(j = myg,..., p) kompakt sind.

(c) Fir M, N < E, mg,ng, pe N mit my < n pund f: D(f) = E-E
bedeutet fe H(M, N, mqy, ng, p):

(@ M c D(f ”),

B 14 ist kompakt fiir k = my, ..., p.

U\ l‘ f'Vl
i=0

(y) Es gibt ein offenes N, c E mit N = Ny und dist (N, dN,) > 0, so

mo—2

dass fiir alle xe M ein ke {0, ..., ng—mg} existiert mit f*(x)e M\ U f7¥(Ny).
ji=0
Es gilt dann folgende einfache Aussage:

HiLrssatz 14. Es seien M,N < E, mg,ny, pe N mit myg < ng £ p,
und f: D(f) < E — E sei aus H(M, N, mg, ng, p), und es sei fI|y stetig fiir
j=1,...,p. Dann ist fl|; kompakt fiir j = no,..., .

Beweis. Es sei je{ng, ..., pj. Dann gilt (vgl. Punkt (y) der Definition
von H(M,N,mg, ng, p)):

ny=mg

JiM) = U 1 "(M\ U f (N)).

Wegen my = ng—(no—mp) < j—k < j < p, dh j—ke{my,..., p} ist

mg— 2

7oy 5
s
kompakt fiir k = 0, ..., no—mg, und folglich ist /(M) kompakt. m
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SATz 12. Es sei f: D(f) = E— E,my, no€N, p Primzahl mit my < np < p,
M,NcE offen, NcM, feAM, p) £,6>0 und G = {G{,. ., G§}
eU(f, p, M) mit [G) keZleZ(GY,f) fir j=1,...,s, und es sei Gg’?)_1
< N fiir ein joe{l,...,s}. Weiter sei

(a) fEH(M:NﬁmOanOap)
oder

(b) fEK(Ms Na mO’p)'

Dann gibt es ein [ D(f)—~E aus A(M,p), feHM,N,mg,ng,p) (im
Falle (a)) bzw. feK(M, N, mq, p) (im Falle (b)) und ein

® = {GY,...,G) eU(f,p, M) mit [GY| keZ]eZ(GY,])

fiir j=1,...,s, so dass gilt:

(3.1) GUO’ lSt endlich,

(32) d[id—J?, M,0] = d[id—f?, M, O],

(33) I Jx)=S )l <& fir alle xeD(f),

(34)  R(]) = co(R(f)), '

(35 GP < (GPY fir j=1,..,5 und keZ,

)
36) f loenagt = S oo
(3.7)  Fiir jedes Mass der Nicht-Priakompaktheit y und jede Menge K < D(f)
gilt ¥(J(K) < 1(f(K).

Bemerkungen. (a) Das Hauptziel der Konstruktion von f'ist (3.1), alle
{ibrigen Behauptungen sichern nur, dass wesentliche Eigenschaften von f
auch fiir f'erhalten bleiben. Wegen (3.1) ist im Falle s > 2 s(f,p, M) < s—1,
da trivialerweise fiir je{l,...,s\Jjo} GY u GUWe%(f,p,M) ist (mit
[G U (GG, keZ]eZ(G‘f’ u G, 7)) und folglich {GU’ w GUI| je

o SN\Uo}} €U ([, p, M) ist.

(b) Die oben erwihnte Verschlechterung der Kompaktheitsglite (mit der
man nur im Falle (a) rechnen muss) zeigt sich in der Formulierung von Satz 12
nicht direkt. Sie wird aber sofort klar, wenn man bedenkt, dass man etwa
aus ffz kompakt fiir j = my,...,p nur feH(M, N, mq, ng, p) lolgern kann,
wobei man gerade in uns interessierenden Fillen ny = 2m,—1 wihlen muss,
um Bedingung (y) in der Definition von H(M,N,my, ng, p) erfilllen zu
konnen. Man kann dann mit Hilfe von Hilfssatz 14 nur auf fY,, kompakt
fiir j = 2mg—1, ..., p schliessen.

(c) Der Beweis von Satz 12 ist technisch kompliziert und sehr lang. Es
erscheint deshalb angebracht, kurz die Beweisidee zu erliutern: f wird in
2p+1 Schritten konstruiert, wobei die ersten p Schritte der Reduktion aufl
ein endlichdimensionales Problem und die nichsten p Schritte der Approxi-
mation durch differenzierbare Abbildungen dienen. Im letzten Schritt schliess-
lich wird das Lemma von Sard angewendet. Dabei wird — grob gesagt —

f im ersten Schritt in einer Umgebung von GY°., abgefindert, im zweiten
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Schritt bei GYol, etc. Der Beweis wird besonders dadurch kompliziert,
dass bei jedem Schritt die GY neu bestimmt werden miissen.

Beweis von Satz 12. I. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen
wir voraussetzen, dass G§o # @ und Oeco (R(/)\GY® ist: Wire G§? = O
so konnte man schon fi=f, GY:=GY (j=1,...,5) etc. setzen;
Oeco (R(/NGY® lusst sich stets durch eine Koordinatentransformation er-
reichen, da co (R(/I\GE # @ ist (co (R(/INGY = co(GENGY® und
co (GYINGY? % @, da GYe% (f, p, M), also nicht zusammenhtingend ist).

Wie schon erwihnt, soll fin 2p+1 Schritten konstruiert werden. Dabei
besteht der i-te Schritt (ie {1, ..., 2p+1}) im wesentlichen aus der Konstruktion
einer Abbildung f, offener Mengen U, und V; und eines {G{"),..., G}
eU (i, p, M) mit Zerlegungen [G}| ke Z]1eZ(G, f) (auf die Konstruktion
von Uj,.y und V,,, werden wir verzichten konnen).

Als eine Art Startvorgabe benotigen wir offene Mengen V_, (k = 0,..., p)
mit folgenden Eigenschaften:

(3.8) GYQ = Vo, = (G n M\{O} fur k=0,..,p,
39) Vo nVou=0 fr kuky=0,..p=1, k # ks
und

(3.10) FV.) e Vopey fir k=0,...,p—1.

Solche V_, existieren, da die Gg?,lc M\{0} abgeschlossen und fir k =0, ...
..., p—1 paarweise disjunkt sind und da M offen ist.

Wir wihlen zudem fy: = f und eine offene Menge U, = M, so dass
Gy, c Ug= Vi.,nN und f (Ug) = %o mit e: = § dist (f (Uy), 8Vp) > 0,
wobei die fiir dic Existenz eines solchen U, bendtigte Beziechung
(dist (f(GYoL,), OV,) =) dist (GYS, 8V,) > 0 aus der Kompaktheit von G§%
folgt: GYo} ist abgeschlossene Teilmenge von # [f?|y] (vgl. Definition 2)
und F [ f?|] ist kompakt, denn & [f*|y] = F [ "] (vel fe A(M, p) und
Hilfssatz 3) und f?|; ist kompakt.

Im Falle (a) (d.h. feH (M, N, mg, no, p)) bendtigen wir noch einige De-
finitionen: Es sei N, gewi#hlt gemiss Bedingung (y) der Definition von
H(M,N,mg,ng, p). Dann gibt es offene Mengen Ny, ....Nz,4,; mit
N © N3pyy © Nyy© ... @ Ny © No und dist (N, ONzp4q) > 0 sowie x;
: = dist (N;4+(, ON;) > O fiir i = 0,...,2p (O.B.d.A. »; < x). Zur Vermeidung
von Fallunterscheidungen setzen wir »;: = 1 [iir i = 0,...,2p im Falle (b)
(d.h. fiir fe K(M, N, mq, p)).

II. In Abschnitt II und II sollen die Gemeinsamkeiten aller 2p+1
Approximationsschritte beschrieben werden. In Abschnitt IV werden dann —
unter Verwendung der zuvor gewonnenen Ergebnisse — die Approximations-
schritte im Detail gebracht.

Fir ie{1,...,2p+1} sollen die f, U;, V; und die G undGY} (keZ,
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j=1,...,5) so bestimmt werden, dass insbesondere die folgenden Bedingungen
erfillt sind (Uspsq, Vapsy und die Bedingungen (3.16; 2p+113.19; 2p+1)
sind iiberfliissig):
G110 ffO)c Vigr~; fr k=0,..,i=lund j=1,...,k+p,

i
2p+1
(3.13; i) fieAM, p),
(3.14; i)  f|s ist kompakt, [id—f", M,0]eL; und

did—f",M,0] = d[id—=f?, M, 0],

(3.12; i) Ifilx)—=f() < ¢ fur alle xeD(/f),

(3.15; ) Honwi-1 = Ji-tlpenvi- o
(3.16; i) Vic Uiy,
(3.17; 4) fily; ist endlichdimensional,
(3.18; i) GV, = U,
Vier-ps falls ie{l,...,p—1},
cé Vis1-p S Uicp © Vig1-2p5 falls ie{p,...,2p—1},
I/p+1 c Up c V1 c UO (e Vl_p, falls i = 2p,

(3.19; i) fiU) eV, mit & = Ldist(f(U), V) > 0,

(3.20; ) {GIV,..., G} e U(f;, p, M)
mit [GH)] keZleZ(GP, f) fir j=1,...,s,

(3.21; i) GY) < (G 2P+ fiir alle ke Z und je{l,...,s}.

Man beachte, dass fy, Uy, V5, G und GY, (keZ, j=1,...,5) die
entsprechenden Bedingungen (3.11; 0)—(3.14; 0) und (3.18; 0)—(3.20; 0) erfilllen
((3.11; 0) ist eine iecere Aussage).

III. Im folgenden wird gezeigt, dass schon einige einfache Bedingungen
an die Wahl der f; geniigen um sicherzustellen, dass (3.11; i)—(3.21; i)
erfiillt sind, ausgenommen die in (3.14; i) enthaltene Forderung der Kompakt-
heit von f?|y sowie (3.17; i), bei denen die spezielle Wahi der f; eine
Rolle spielt und die deswegen erst spdter nachgewiesen werden.

Wir wihlen i€{0,...,2p} und nehmen an, dass wir im Einklang mit
obigen Bedingungen die ersten i Approximationsschritte durchgefiihrt haben.
Im Falle, dass G = @ ist, kdnnen wir f: = f; wihlen (in Abschnitt V
des Beweises wird gezeigt werden, dass [t = f; die geforderten Eigenschaften
besitzt) und somit dass Approximationsverfahren abbrechen.

Deshalb kdnnen wir G = @ voraussetzen, was gleichbedeutend mit
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GYY # O fiir alle keZ ‘ist. Wir definieren
oii =3 min dist (Gf},, GHl,)

ki kieZ
ki #k; (mod p)

und
ol = %rgzn dist (G{?, 8U)).
Weiter sei
fLP(V}) im Falle ie{0,...,p—1},
Zp; = Em span (fi+1-p(Vi+1-,) im Falle ie{p,...,2p—1},
l Vi n span (f1 (1)) im Falle i = 2p.

Aufgrund von V; < M, V; beschrinkt und (3.14; i) bzw. (3.17) (%) ist Z;
kompakt.

Wegen (3.13; i) und der Kompaktheit von .# [ f#|;] existiert dann eine
Funktion £;: R* — R*, derart dass fir jedes # > 0, xe# [ff|z]u Z; und
yeM mit |lx—y| < &(n)

17—l <n  fir alle je !0, ..., max (1, p—2)}

ist. Wir definieren
o = min (g}, ¢, & (5 & (8/2p+ 1)),
Hi: = V\P~ Y ((F LAfadr),
. %;Ef}lf' Ix—fF(x)| fir H;# @,
Ti'={1 fir H =0
und
&t = min (e/2p+1), &, 11, 16 (3/2p+ 1)), & (3%).

Wegen G, n G}, = @ fiir k; # k, (mod p) und der Kompaktheit der
G} (vgl. (3.20; i) und (3.14; i)) kann man sich beim Beweis von g; > 0
auf den Nachweis von GYf' N oU, = @ fir keZ beschrinken: Im Falle
k=(—i—1) (modp) ist GI¢ = GU®_, < U; (vgl. (3.18; ). Im Falle
k # (—i—1) (mod p) widhlen wir iy, koe{0,...,p—1} mit iy = (—i—1)
(mod p) und ko = k (mod p). Dann ist nach (3.18; i) 8U, = U; = V_;,, und
andererseits gilt nach (3.18; i) und (3.19; i)

GlP = Gy = flo*'* (G- y) = flo* ™ (U) < fle*! (W)

(®) (3.17) bedeutet eine Zusammenfassung der Formeln (3.17; I).
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und weiter fiir i = 0 nach (3.10)
flo*i(Vy = [P (V) = V_y,
bzw. fir i > 1 nach (3.16; i) und (3.11; i)
[t (V) < forI(Uisy) © Vo,
Aufgrund von kg # i (mod p) und V_,, offen ist somit wegen (3.9)
Gi'naU, € Vo Vo = 0.

Zudem kann man auch t; > 0 zeigen: Wegen /¥y kompakt (vgl. (3.14; 1)
p—1

und H; c M (nach (3.16), (3.18) und (3.8) gilt H; =« Vi =« |J V-, = M) wiirde
k=0
17; = 0 zur Folge Maben, dass H;n % [ fi*|z] # © ist. Es ist aber

7 [fPla]l 0 H; = F [Pl o (P A0 (7 L71a]1)
c F L e\Sim P~V (F LA 1a]))
< FLRNF [fFln] = O
(hierbei wurde benutzt, dass wegen (3.13; i) und Hilfssatz 3 j,?“’“ (F LD
= F [fPlad < (F [ff|n])® ist). Es ist also 7; > 0 und demnach auch ¢ > 0.
Es soll nun gezeigt werden, dass, sofern fi+i: D(f)—=E so gewihlt
wird, dass fi44|;z stetig ist und f+; den Bedingungen

(3.22; i+1) I fiv1 0)=fi ) < & fur alle xeD(f)

sowie (3.15; i+1) und (3.24; i) (siche weiter unten) geniigt, dann schon
(3.11; i+ 1)-(3.14; i+ 1) erfiillt sind und zudem Mengen V.,,, U;,, und
Gy-i)-le%;(fi+l»P’M) G=1,..,5) mit [GH) 1.kl kEZ]ez(Gmhf+1) mit den
Eigenschaften (3.16; i+ 1) und (3.18; i+1)-(3.21; i+1) bestimmt werden
konnen:

(a) Wir definieren F;: D(f)x[0, 1]-Ex [0, 1] vermoge

(e, 0): = (fiee (0, 0 = (1=0) i)+ tfia1 (0, 1).

Wegen (3.22; i+1) ist || fiu )—fi0G = | fra s C)=Li O < te; < & fuir
alle (x,1)eD(f)x[0,1], so dass mittels (3.19; i) und ¢ < & fi+{(U) = W
fur alle te[0,1] folgt. Zudem gilt f;.(U)< ¥ fir I =0,...,i—1 und
te[0, 1], denn:

() Im Falle [ £ i (mod p) ist U nU, =0 (beachte (3.18) und (3.9)),
und [olglich gilt wegen (3.15; i+1) und 3.11; §) fi,. (U) = (U) = V,.

() Im Falle [ =i (mod p) gilt wegen (3.15; z+1) (3.16; 1), (3.11; 4)
und (3.18; i—1)

fie(U) € f+,(U,\U- YU fia (U © (UN\U) U Y,
< /l U Ul 1 & V
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Weiterhin gilt f4,(V) = Vj_; fir { = 2—p,...,0 und te[0, 1], da wegen
UinVi=0 fir j=0,...,i, j4+1# [ (mod p) (vgl. (3.18) und (3-9) gilt
(beachte (3.15), (3.16), (3.18) und (3.10)):

LRSS A AR VI VR VR W3

tgjsi
J+1=1(mod p) I+ 1=l {mod p)

(Y U)v Y

1<7<1
J+l=l(mod p) -

.

i
=S Y U)o U U fMolig = Viey.

j+1=l(mod p)

Beriicksichtigt man noch ¥, c U,_y fir I=1,...,i (vgl. (3.16)), so
erhdlt man zusammengefasst

(32371 fhi(UD) < Vewi—y )
fir k=0,..,i,j=1,..,k+p und te[0, 1],

also insbesondere auch (3.11; i+1).
(b) Wir wollen nun M x [0, 1] = D(FF), Fi(F [Fflaxio.n]) = M x[0, 1]

und die Stetigkeit von Flyx,y fir j=1,...,p beweisen: Es sei K;
p—-1

:= U fi7¥(U). Wir betrachten die folgenden Fille:
i=0

(@) Im Falle xeM\K, ist Fl(x,t)=(f/(x),t) fir j=1,...,p und
te[0, 1], also (x, t)e D(FF), und mittels (3.13; i) folgt die Stetigkeit von
Fﬂ(m\m)x[o, y fur j=1,..,p. Fi(# [Flaakyxpo, n)) = Mx[0,1] folgt un-
mittelbar aus fi(Z [fiPlx]) = M (vgl. (3.13; i)).

() Im Falle xe M N K; existiert ein j,e{0,...,p—1} mit fx(x)eU,.
Man beachte, dass wegen U; N f/(U) = U; N Viuy—y = O fiirj = 1, ey p—=1
(vgl. (3.23; i), (3.16), (3.18) und (3.9) j. eindeutig bestimmt und auf M N K,
lokal konstant ist. Aus (3.15; i+1) folgt F{(x, ) = (fi/(x), ) fir j =1, ..., j;
und te[0, 1]. Insbesondere ist Fl=(x,t) = (f=(x), 1)e U;x [0, 1] und somit
nach (3.23; i)

F{(x, t)E I/l+1+j_\-—jx[0s 1] [an) MXI:O, 1]
fir j=j,+1,...,j.+i+p und te[0, 1],

insbesondere (x, t)e D (FF). Fi|Gi~kyx[o, 1 ist in jedem (x, )e(M nK))x [0, 1]
stetig fiir j = 1,...,p, und zwar folgt dies fiir j=1,...,j; aus (3.13; i)
und dann fir j = j,+1,..., p aus der Stetigkeit von fj|i und fii,|5; (man
beachte hierbei auch die lokale Konstanz von j,). Die gerade bewiesene
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Beziehung

Fl(x,t)eM x [0, 1]
fiir alle (x,)e(M n K)x[0,1] und j = j.+1,...,jx+p

sichert insbesondere fiir (x, t)€ F [FP|#~kyxl0, 11)

Fi(x,t) (= FP* (x, )e{Fl(x, 0] j = jx+1,...jz+p} = Mx[0,1].

(c) Nach (b) sind schon die Punkte (), (f) und (y) von fir,€ A(M,p)
bewiesen. Punkt (8), d.h. .F [fis1lu] = @, folgt sofort aus F [ fisilmwe,]
=F [filmwd € ZUilxl = O (vgl. (3.15; i+1) und (3.13; i) und fisy (V)
c V (vgl (3.11; i+ 1)), wobei wegen (3.16), (3.18) und (3.9) U;nV; = @ ist.
Damit ist (3.13; i+ 1) bewiesen.

Zum Nachweis von (3.14; i+ 1) bendtigen wir, dass

(3.24; i) F?(M %[0, 1) kompakt

ist, was von der speziellen Wahl von f; und f,, abh#ngt und deshalb
erst am Schluss dieses Beweises gezeigt werden wird. Wegen Fi(F [FP|s« (0, 17])
= M x[0, 1] gilt

F [FFlw xro, 1]] = Fi(Z [FPlsxo, 1)) © M x [0, 1]

(vgl. Hilfssatz 3), d.h. es ist .# [FP|yx(o, 11] = F [Ffls 0, 1;], Woraus folgt,
dass Z [Ff|m«10,17] abgeschlossen und wegen (3.24; i) sogar kompakt ist.
Mittels der Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades (vgl. Seite 13),
angewendet auf Q: = Mx[0,1] und F:= PoF} (P(x,t): = x flir alle
(x,)e Ex[0, 1]) folgt dann (3.14; i+ 1) (beachte (3.14; i) und (3.24; i)).
(d) (3.12: i+1) folgt trivial aus (3.12; i), (3.22; i+1) und & < &/(2p+1).
(e) Unser nichstes Ziel ist der Nachweis von

p—1

(325 i+ FLfRil] = F [f%lu] ull;JO S (F LR U):

Es sei xe# [fihlw]. Falls {x, fis1(x),..., 511 ()} "U; = @, dann ist
wegen (3.15; i+1) fi(x) = fi"(x) und somit xe.F [[;®|»]. Anderenfalls
wihle ye{x, fis1(x), ... 831 ()} A U;. Dann ist fi, (y)eVi und Y, (y)
= f" N fis ) fir j=1,...,p wegen (3.15; i+1) und fX,(¢ U, fir
k=1,...,p—1 (beachte (3.11; i+ 1), (3.16), (3.18) und (3.9)). Deshaib giit

“f."+1(J’)—f;‘p(./;'+1()’))“ = "fl'i1(,/}+1()’))"./1”(./;'“()’))"

Sor (B feer ON =L (2 (S D))
SE;S‘Q.

Nach der Definition von «t; ist fi+ (y)¢H;,, dh es ist fi, (v)e

-
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V0 fim "N ({(ZF [fIv])%) und folglich
y=fE10) =7 fir1 O eF LMD N U,
Da y = fit 1 (x) fur ein Fe{l,.., p}, gilt
= i efry (F L]y 1 UY).

(f) Wir konnen nun die Mengen G, (keZ, j=1,...,5) wie folgt
wihlen:

G§+1k (GVL\ U 57 '(U )U U f;+1((GU)( nF [ﬁ+1|U‘])
Fir GH},: = kké)] Gllix (=1,...,5) soll nun (3.20; i+1) und (3.21; i+1)

nachgewiesen werden:
(x) Wegen der Kompaktheit von # [f# |z, ] und der Stetigkeit von
Sl (=0, ..., p—1) ist klar, dass fir j = 1,...,5 und ke Z

RY: = Zjo S ((Guq)s-l)a' nNF [ﬁ’-hlm])

abgeschlossen ist. Umgekehrt ist klar, dass ein Punkt

xe(G\ U 4™ CONGEN'U £7'(@)

in G nfi~"(8U,;) fir ein l,e{0,...,p—1} liegen muss, und demnach ist
(man beachte (3.20; i) und (3.15; i+1)) im Falle [ = 0

xeG‘fLm(aU,\ Ulf "))
-1
= thm(Uimg;[ﬁle]\l!oﬁ—l(Ul))
c (G AU NF [fEalu]) = (GI% 0 F [f&lu] < RY
und im Falle loe{l,...,p—l}
p—1
x = fi"(x) = fixie(fle(x) e fi%7 '°(G +loﬁ(an\’(=Jofr_'(U.~)))
< fifio(( Gy)«ﬂg “nF[fAilw))
= fiE7o (G- p-1)% O F [fi%1lT7]) = R
Damit ist G}, , abgeschlossen fir keZ und j = 1,...,s
(B) Nachweis von C) G, = #F [fi%1|u]: Da offenkundig

i=1
GHl, © F[f%1lu]

LN
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ist, geniigt es nachzuweisen, dass
§ 5 .
Flffmle U U Gﬂm (= U Gi’ll)
j=1 keZ j=1
ist: Es sei xe.# [ fik,|w]. Wir unterscheiden die Fille

-1 p-1 _
xeZ LA\ U A7@) wnd  xeF [l Y 47T,

Im ersten Falle ist ff(x)¢U; fir j=0,...,p—1, und wegen (3.15; i+1)
ist demnach fiP(x) = fi%(x) = x. Nach (3.20; i) gibt es also ein keZ und
ein je{l,...,s} mit xe G}, und nach obigem gilt sogar

xeGS’l\ U TN U) < Gy .

Im zweiten Falle existiert ein 10610 ,p—l‘ mit y: = /,+1(x flo(x)eU;
(beachte (3.15; i+1)). Dann ist ye.# [ fiA,|z;] und x = f;(y) mit einem
'e{0,....,p—1} (' = p—1,, falls Iy # 0). Wegen (3.25; i+1) ist

p—1
F LMl U Fr(F LAF N UY)

U GPLU U | U L%(GF]()“'O U).

p-1

Da yeU, und U~ U fil(U) = O ist, gilt sogar
i=1

ye U UGHU U U (G nU) < U U G

j=1 keZ j=1 kez j=1 kez
Es existiert also ein je{l,...,s} und keZ mit ye(GI)*n Z [f%,|z], und
folglich ist

xefl, (G‘”"ir‘\/[ Salw]) € G s
(y) Beweis von GY,, NG, 4, =@ fir j=1,....s und k, k,eZ,
ky # k; (mod p): Angenommen, es gebe ein je{l,...,s} und k,,k;eZ,
ky # ky (mod p) mit G}, 4, NGy, # ©. Wegen (3.20; i) ist GH), nGH),
= @ und folglich
p-1 _
(G ij".\ U SO N (GHN U £71(T) = 0.
1=0
Trivialerweise ist

(G U S )ﬂ U St (G, 0% A7 L e)) =
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und dasselbe gilt flir k; und k, vertauscht Somit muss

U le(GfJ,)“ )Nz [/,+1|zT])ﬂU ./;+1((le; N F [fEle]l) # O

sein. Wegen f;'s((U)nfi3,(U) = @ fir 1y, e{0,...,p—1}, I, # I, gibt es
dann ein l,e{0,...,p—1} mit

l(l ((ij‘)tl —la)gi M "J]; [ﬁg' 1 |D—|:|) N /l“-(!]- 1 ((Gsfl)(z —lu)ai M 7 [ﬁﬂ- 1 |U‘]) :Ié @1

so dass wir

Gf ki - lo)ul N (G(J)1—l())u‘ n.F [ﬁillﬁﬂ # (z)

erhalten im Widerspruch zur Definition von g;.
(8) Es sei me N, keZ und je{l,..., s}, und es sei ae N u {0}, so dass
m—p < pa £ m. Dann gilt
p—1

Gl 1 pom = (cmm\”g @YY S (G 07 L2l

_1 .

(ﬁ (GED\ (U v

p—1-m

v U AT(GU-0 N7 [fkidg)

I==m

p—1-m

=100 U 57T U S CHF o7 Ll

I==p2

-pt~1

o U fH(GIF AT LiAlg))

I=~m

= 2 (G Y S D)

1-m T
( U /‘l"'f‘z'“" G( l_px)t’;m.?[ﬁﬂ-llmj)u

1=~ pa

—-pai-1
v U fi'++1"a+p+'"((Gg{llz—x—p:—,,)"‘f‘-’/‘ [.fi'il|U,-]))

I=—=m

= (68 A7)

p—1L—m+pa

o U (G- n F LRl v

=0
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p-1

u U G-~ 7 LERD)

t=p—m+p2

((Gm\ u fr @) U fa 1 (GA-)® A7 L1 lw])

= 10-1(G lk)

(@)—(d) ergeben gerade (3.20; i+1).

(6) Nachweis von (3.21; i+1): Es sei keZ und je{l,...,s}. Wegen
(3.21; i) im Falle i > 1 gentigt es, Gi},, < (GH)Y?P*V zu zeigen, und dies
wiederum folgt schon aus

fer (G- F L% 7)) < (GIRYEr*D fir [=0,...,p—1.

Es sei [e{0,...,p—1} und xe( GSJ), ' F [fi%1lg]. Dann gibt es ein
yeGY_, mit ||x y|l € @ (man beachte dass G}, kompakt ist). Wir wollen

| A ) —=f" < 8/2p+1) fur alle me{0,...,p—1}

zeigen (es wiirde der Beweis fiir m = [ geniigen). Gemdiss der Definition
von g; und der Funktion & ist

I —=fm Ol < L&(8/2p+1) fir m=0und m=1,
Dies ergibt [[x—y| < &(6/(2p+1)) und somit

A3 1 =2 = 12 )=£° W < 8/2p+1)
und zudem (vgl. (3.22; i+1) und die Definition von &)

[ fi+1 =S < N fiw 1 Y=L GO+ LS () =S W
< g+4&(8/2p+1) < &(0/2p+1)).
Wegen xeU; ist f7,(x)¢U, fir m=1,...,p—2, so dass wir mittels

(3.15; i+ 1)y £ () = £t (fiv (X)) fiir m = 1 ... p—1 erhalten. Nach der
Definition von ¢&; ist dann

1% =AW = 1A (fer 1 )= (O < 8/2p+1)
fir m =1,...,p~1. Nach (3.20; i) ist £ (y)ef(GH)-)) = GI}, so dass wir
wegen | fiv1 () =f ) < 3/2p+1) fik1 (x)e(GPYI?P* D erhalten.

(g) Es soll nun gezeigt werden, dass im Falle i+1 < 2p die Mengen
Uivy und V4, so gewdhlt werden konnen, dass (3.16; i+1), (3.18; i+1)
und (3.19; i+1) erfullt sind. Man priift leicht nach, dass es dazu ausreicht,
(fie 1 (GEP, _i—2) = )Gy -,y = U, und
(3.26; i+1) G i,

C{Vm_p, falls i+1e{l,...p—1},
Vi+2—-pC U|'+1—pC Vi+2—2pa fa“S i+1€{p,,2p}
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zu beweisen. Anstelle von G{} _;_, = U, konnen wir sogar fiir ie{0, ..., 2p}
(3.27; i+1) Gy _ioy = (Gl )Y (GPo_ )i c U,

beweisen.
Nach (3.18; i) ist G¥2;_, < U, und wegen g; < ¢/ und der Definition

von g; gilt sogar (GY?;_,) < U; und (GI9;_,_ )0 U, =@ fir [ = 1,...
..., p—1. Folglich ist

Gl -1 = (GO i n 7 WESGAR

woraus sofort (3.27; i+1) folgt.
Nach (3.20; i+1) ist Gﬂ'—))l,—i—z = G§J+}.p i-2 = Ji%1 .+1 ~i-1), $O
dass wir wegen (3.27; i+ 1) und (3.11; i+ 1)

(o) -1 (} ) -
Gy —im2 = fELN(G —im 1) < AN U < Viea—p

erhalten (i+1€e{1,...,2p}). Viesp < Uis1-p < Vigz-q, im Falle i+1
e{p,..., 2p} folgt trivial aus (3.16; i+2—p) und (3.18; i+1—p).

IV. Nach diesen Vorbereitungen kdnnen nun die Approximationsschritte
im Detail beschrieben werden:

(a) Es sei i€ {0, ..., p—1}. Wir nehmen an, die ersten i Approximations-
schritte seien schon ausgefithrt.

Nach (3.14; i) ist fP (V) kompakt. Demnach gibt es ein g/2-Netz
{Xi1s--s Ximi} vOD fif (V). Wir definieren

4]
= U K(xi;,38)
i=1
und betrachten eine dem Schauderschen Projektionsoperator verwandte
Abbildung p;: W,—E, definiert durch

r

e = 0= (5wl T m@sntry 3 v
J=1 J=

wobei p ;(z): = max (0, $g— |z—x,;ll) ist und ;€(0, 1) so gewdhlt ist, dass
fiir alle ze W,

" r 1 "
WY g @)™ Y sl xig——— _Z x| < a4
=1 /=1 rit+l =

ist. Trivialerweise bildet p; die Menge W, in co {0, x;y, ..., X;,,} ab, und
es gilt

Ipi2)—zl < ll(j; wij (@) J_; i (2) X~ 2] +
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4

Ti ¥ 1
+h| (J_Zl @) j; HI.J(Z)xl.j—FI_ J; x|
i
<1 w3 w0, et

L] i »
<) () ,21 i (2) i =z )| + /4.
=1 =
Wegen g, ;(z) = 0 filr [x;—z[l > g“,-gi ist
r ! .
lpi(z)—z2] < (jZl i)~ ,Zl Wij(2)iei+e/d = &.
= I=

Da fli stetig ist, ist f;~' (W) n M eine offene Teilmenge von M. Da
FIV) e fi Y (W) N M ist, gibt es eine in M offene Menge U; mit
IV < U < U; = f;i1(W). Wir definieren

Vier: = Ui n (GP )2,

Dann gilt Vi, < U;n fi"' (W) (beachte (3.27; i+ 1)), und folglich existiert
eine stetige Funktion ¢: E—[0,1] mit t],,,, =1 und &lgw,. 5wy = 0.
Wir definieren f;,,: D(f)— E durch

i) {( — L)) i)+ LR () fir  xef T (W,
fix) fir xeD(\i™(W).

Aus dieser Definition folgen trivial die Beziehungen (3.15; i+1), (3.17; i+1),
(3.22; i+1) und (wegen (3.13; i)) die Stetigkeit von fi,,|5;. (3.16; i+ 1) wurde
schon bewiesen, Wir miissen noch U;,; konstruieren, so dass (3.18; i+1)
und (3.19; i+1) erfiillt sind. Zum Nachweis der Existenz eines solchen
Ui+, geniigt es zu zeigen, dass ,/;'+1(G=jf1 —i-2) = ijfx cim1 € Vigyg st
(beachte (3.26; i+1). Wegen GY&\ _,_, < (GY,_ )% (nach (3.27: i+1)
brauchen w1r nur G 0\ 1oy < Uj beweisen: Nach (3.20; i+1) ist G

= fir (G} ,+1 —i-1), und mit Hille von (3.27; i+ 1), (3.11; i+1) und f57,
= fi" Yy, (vel. (3.16), (3.11; i+1), (3.18), (3.9) und (3.15; i+ 1)) erhiilt man
dann

GfJ-E)l i1 = /1+1(G:J-19)1 i) € SR U) < ATV = 7 NV) e U

+1

Man kann nun fiir U;,, jede offene Menge nehmen, die (3.18; i+1) und
(3.19; i+ 1) erfullt.

Es sei L;: = span(fi+,(Vi+;)). Man beachte, dass wegen fi.(Vi+1)
< pi(W) € co {0,x;,,..., X;,,} L; endlichdimensional ist, aber zudem auch
L; # {0} sein muss, da {0,x;,,...,x;,] # [0} ist (man beachte, dass @
# {Xi s Xy} © fiP(V) ist, wobei im Falle i = 0 nach (3.10) und (3.8)
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JPW) = f(W) = V_, « M\{0} und im Falle ie{1,..., p—1} nach (3.16; i),
(3.11; i) und (3.8) fiF (V) = fP(U,_,) = Vi-p = M\{0} ist).
Fir alle xeV;,, ist

fir1(x) = Pi(fi(x)) = Z oy (x) x5

j=1
mit oy(x) = LAr+1)>0 (j=1,...,r) und

= 7 l;
X)=1l-l+——L=1-——-— <« 1,
_)=Z1 % (x) : ri+1 r+1 <

so dass ein ¢’ > 0 existiert mit
(3.28; i+1) (fi+1(Vi+1))2E’" NL; = co{0,x;,..., Xi.r;}-

(b) Zusdtzlich zu den in den ersten p Approximationsschritten kon-
struierten Abbildungen f; und Mengen U,,V;, L, etc. definieren wir noch
L,: = Ly. Fiir ein ie{p,...,2p—1} nehmen wir nun an, dass wir schon
die ersten i Approximationsschritte durchgefiihrt haben.

Wegen UinU; = @ fiir j =i~p+1,...,i~1 und (3.15) ist

ﬁ—p+1|Ul =ﬁ—p+2|Ux = e =ﬁ|Un

so dass man mit Hilfe von (3.18; i)

ﬁ(Ui) =ﬁ—p+1(Ui) Cﬁ—p+l(V;—p+1) < Ll'—p

erhilt. Nach dem Glittungssatz (vgl. Seite 12) gibt es eine stetig differenzier-
bare Abbildung g;: Ui N Li—ps1—=Li-, mit | fi{x)—g;(x)| < min (g, &)
fiir alle xe U; N L;—,+;. Weiterhin gibt es nach dem Tietzeschen Ergédnzungs-
satz (vgl. Seite 12) eine stetige Fortsetzung s;: D(f)— E der Abbildung

AN ((Gﬂﬂ-’a-l)’“ N Li_ps1)u (D(SNUY)-E,
definiert durch
fiir xeD(f)\U,,
) = { gi()—fix) fir  xe(GY_ U Loy,
so dass R(s;) = co(R(t)) ist. Wegen R(t) < Li-,n K (0, min (g;, &) er-
halten wir
(3.29; i) R(s;) © Li—, n K(0, min (g, &,)).

Wir definieren fi,,: = fi+s; und Viyq: = (GF?;_,)** und erhalten trivial die
Stetigkeit von fi44|; sowie die Beziehungen (3.22; i+1), (3.15; i+1),
(3.16; i+1) (beachte (3.27; i+ 1)),

(3.30; i+1) Jm(U)e L,
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und
(331; i+1)  fis1lviiinni- e Stetig differenzierbar in L;_,.,.

(3.16; i+1) und (3.30; i+1) ergeben (3.17; i+1). Die Existenz einer
offenen Menge U,;,,, die den Bedingungen (3.18; i+1) und (3.19; i+1)
genligt, folgert man einfach aus (3.26; i+1) und (3.27; i+ 1).

(c) Nun konnen wir annehmen, dass die ersten 2p Approximationsschritte
durchgeftihrt sind. Wegen U, n U; = @ flir i,j = p,...,2p—1 mit i % j und
(3.15) ist

flplUi =f2p-1[l/| = =fi+1|w fiir i = P, ---.2P—1-

Beriicksichtigt man (3.30), (3.31) und (3.16), so folgt, dass f;,(U;) = L,
ist und foplvi, nriope, i Ly~ stetig differenzierbar ist fiir i = p, ..., 2p—1.
S3,(U) = Li—p, (3.11) und (3.16) ergeben _/'5',,(V2,,) < Vyp-ynL,-; fir
j=1,...,p. Demnach st f} |y, 1, in L, stetig differenzierbar und es gilt
[ (VapnL,) © Lo = L,. Wir konnen somit das Sardsche Lemma (vgl. Seite 12)
auf (id—f3,)ly,,~1, anwenden und erhalten die Existenz eines yeL, mit
Il < min (&5, &5) und J [id—f7,, x] # O fir alle xeV;,NL, mit x—/7,(x)
= y (hierbei bedeutet J[...] die Funktionaldeterminante relativ zum Unter-
raum L,). Es sei u: D(f)—[0, 1] stetig, so dass (beachte (3.27; 2p+1))

H (o 2¢a
u(x): = { 1 ﬁ-lr XE(GZJ'.;LZ"_” Ln
0 fir xeD(f/)\U,,.

Wir wihlen f3,4,: = fap,+uy. Es ist klar, dass f;,.4|y stetig ist und den
Bedingungen (3.15; 2p+1) und (3.22; 2p+1) geniigt.

Wir kénnen nun f: = Sfap+1 setzen. Es muss aber daran erinnert werden,
dass fiir jedes i€ {0, ..., 2p} der (i+1)-te Approximationsschritt nur ausgefithrt
wurde, falls G % @ war. Anderen(alls wurde das Approximationsverfahren
abgebrochen und 7 = f; gesetzt.

Entsprechend wiihlen wir auch die Mengen GY: = GY,., mit G}
L= G(zj;,ﬂlk, falls das Approximationsverfahren nicht vorzeitig abgebrochen
wurde, bzw. GY: = G} mit G{’: = GfY], falls das Approximationsverfahren
nach dem i-ten Schritt wegen GY¥ = @ abgebrochen wurde (i€ {0, ..., 2p},
J=1,..3, keZ).

V. Es bleibt zu zeigen, dass f die behaupteten Eigenschaften hat und dass
(3.24) gilt:

feA(M, p) ist eine triviale Folge von (3.13).

G: = {GV,...,G9eU(],p, M) mit [G{ keZ]ezZ(GV.]) lur j=
1,...,s ist klar wegen (3.20).

Im Falle, dass fur ein i€ {0,...,2p} dass Approximationsverfahren nach
dem i-ten Schritt wegen GYo = () abgebrochen wurde, ist GUo = Gl = @
und folglich (3.1) trivial erfiillt.
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Anderenfalls ist [t = fap+1. Zum Nachweis von (3.1) geniigt es dann
Zu zeigen, dass Gz,,H -2, endlich ist, da wegen (3.20; 2p+1)

(o) Uo) T
GU = Gz° U GZp+1k = U G‘if,’ﬂ.k
k=-2p
r-1 .
— (o)
- U f2p+l(GZg+l,—2p)
1=0
ist. Zunichst zeigen wir
- o) 1 .
(3.32) Gl‘r)7+l‘-2n < VmeL mfl p )((G(zjgf—Zp—l)zu"'):

Gemiss (3.20; 2p+1), (3.27; 2p+1) und (3.11; 2p+1) gilt
Gzp+1 -2p = .f‘2p+l(G(il;)l)+l‘—2p—l) szp+1(U2p) < Vzp-

Andererseits folgt aus U,, = U, (vgl. (3.18; 2p)), (3.30; p+1) und yel,

G4 1-25 € fape1(Uny) € faper (U,) = (fap+un) (U,)
= (f,,+1+uy) (Up) (o LO = LP‘

G(lj;})+1 -2p & fz,;(p “((G(ilg)—zp 1)202") folgt aus
S (G 1 —2p) = GY3s s py = GYsly —apey © (GY 5, )00
(vgl. (3.20; 2p+1) und (3.27; 2p+1)). Es sei
2 € Vap O a5 (G5l 2p- 1)),

Dann ist {z,fy,41(2), ..., /1 (D)} N U, = O, und folglich ist N
= /2,,1 1(z). Mit Hilfe der Definition von f,,,,; erhalten wir dann wegen
"p+1( )E(G(vg)_o,, 1)-02"

,/2p+1(- _.fzp Z) = fzp+1(/2p+1 ) fzp(f2p+1 ) =y
Nach (3.32) ist also fiir alle x€ G0 —5, (=7 [f+.])

X —.fzpp (X) = f2pp+ 1 (x) _.flpp (X) =J.

Aufgrund der Wahl von y ist J[id—f5,,x] # 0. Wie wir gezeigt
haben, ist /2,,“() fip(z) = y, d.h. konstant, in der Umgebung ¥;,N
LT (GYD - 1)) von x, und folglich ist J[id— fsz,x] =
Jid—/3,, x] # 0. x ist also isoliert in Gz,7+l -2p- Somit besteht GZ,,H ~2p
aus isolierten Punkten, und da G‘{,,)H —2p auch kompakt ist (G;!,,+l —2p
ist abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge F [f3,4 |a]), ist
GYv' | -,, endlich.

Die Behauptungen (3.2), (3.3) und (3.5) folgen trivial aus (3.14), (3.12) bzw.
(3.21), ebenso erhilt man (3.6) sofort aus (3.15), (3.18) und (38

Zum Nachweis von (3.4) zeigen wir, dass fiir ie{0, 2p} R(fi+1)
< co (R(f)) ist: Zundchst betrachten wir den Fall te{O ,p—1} und
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nehmen R(f}) = co (R(f)) an. Wie in Beweisteil IV (a) gezeigt wurde, ist
pi(W)c co {0, X1, .., X1} ,Wobei 0eco (R(f)) und {x;;, ..., xin} = R(f)).
Nach der Definition von f;4; ist dann

R(fi+1) = R(fisrlgirorn) @ R(flprnsi tovn)
< co (R(f)u pi(M) U R(f)
< co (R(f,)u co (co (R (/) uR(ﬁ))) U R(f) = co (R(f)).

Es sei nun ie{p, ..., 2p—1}, und wir nehmen an, es sei R(f}) = co (R(/))
schon bewiesen. Berlicksichtigt man (3.15; i+ 1), so folgt

R(fi+1) = fiser (DUNU) U fraa (UD) = fi{DANUD) © fi41(U)
< R(fVfi+1(U) = co (R(.f))u./;'-i-l(ui)-
Zum Nachweis von R(fi+;) < co(R(f)) brauchen wir demnach nur noch
fi+1(U) = co (R(f)) zeigen: Aus fi4 = fi+s; folgt
Sir1(U) = (fi+s)(U) <= fiU)+R(s).
Wegen UinU; = Q fir j=i—p+1,...,i—1 und (3.15) ist

flo, = ficilu, = oo = fizpeilo,.

Beriicksichtigt man noch U; < Vi_,+; (vgl. (3.18; i)), (3.29; i) und (3.28;
i—p+1), so erhdlt man
filU)+R(s) = fi-p+1 (Ui)+R(5i?‘ < fi-p+1Vieps1)+R ()
< (ﬁ-p+l(1/l'-p+1))ﬁi-" m Li—p
< CcoO {0, ,\‘,-_,,‘1, DRERY .\‘,',,“.'._ ": a
also
(3.33; i+1) Sirr(U) € (fimpr1(Vimpad)fi=r 0 Licy

{ .
< co {0, Ximp1s s .x,-_,,_,,_p},

woraus wegen 0€co (R(/)) und Xi-p1, ..., Xj—p,,_, € R(fi=,) © co (R()) so-
fort fir1(Uy) = co (R(f)) folgt.

Ahnlich ist das Vorgehen im Falle i = 2p: Mittels (3.15; 2p+1) er-
halten wir

R(./‘Zp+1) = f2p+1 (D(/)\UZp) Uf2p+1 (UZp)
lep(D(j)\UZp) Uflp+l(U2p) < R(/Zp) U./.2p+ 1 (UZp)
< Co (R (f)) U frp+1 (Uzp).

Wegen f2p+1 =f2p+uy gilt
Jrpr1Uap) = (fap+up)(Uzp) < f3p (U, + {1yl 1€[0, 17},
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Nun ist wegen ./‘ZplUZp =f2p-1|U2p = =f;}+1|U2pa UZp < Vp+1 < Up und
(3.33; p+1)

S2p(WU3p) = fos1(U3zp) < fp41 (Up) = (fi (M) A Lo,
so dass aufgrund von ye K (0, min (g, €5)) " L, = K (0, €5) n Lo und (3.28; 1)
folgt
(3.33, 2[7+ 1) le,q.[ (Uz,,) [amy (fl (Vl))Zl:"; N L(, c CO {0, XOgseeen Xo.m} .
Damit ist wegen Oeco (R(f)) und Xo,1,... X000 € R(f) auch f;,.;(U,,)
< co (R(f)). '

Zum Nachweis von (3.7) zeigen wir, dass fir i€ {0,...,,2p}, K = D(/)
und (Ur jedes Mass der Nichi-Prikompaktheit v (vgl Deﬁmtlon 1 auf
Seite 11) gilt y(fi+,(K)) < y(fi(K)):

Im Falle i€{0,..., p—1} ist fi+,(K)  co (f;(K) U p:(W), so dass nach
Definition 1 folgt:

P(fi+1(K)) < y(co (fi(K) v p(W)) = y(fi(K) v p(W))
< P(fi(K)uco {0, x,,, ..., Xi})
(co (fi(K)W {0, x11,.... Xin}))
(/; K)UJO xll’-'-axl'.n})
(]. )

<Y
sy
Y(fil
Y (K Ulo’xl.l, ---axi,n—l})
(iKY w {0}) = y(fi(K)).

Im Falle ie{p,...,2p—1} ist fis; (U) = c0 {0, X;=p,1s..0» Xi=pri-py und
fir i=2p gilt fis1(U) = frp+1(Uzp) © co {0,Xq,1s .00 X0t (vl (3.33))
Es folgt fuir ie{p,...,2p—1} nach (3.15)

(ﬁ+1(K)) Si+1(K\U)) U fi+1 (Ui))

SUE\U) U0 {0, Xi—p,1s o0s Xi=pri-p})
Ji(Kyweo {0, X, pqs.0s x,-_,,_,,_,,})

co (ﬁ(K)U{O’xi—[’.l""’xi—l’.fi—p}))
[i(K)YUi{0, X p1s - ‘1xi—p,r1—p})
Si(K)u {0, x,- plw--ax’i—p.n-,,—l})
o= p(fi(K)w {0}) = y{£i(K)).

Entsprechend beweist man auch y(f3p+1 (K)) < 7(/f2,(K)).

Es fehlt noch der Nachweis von (3.24) sowie von fe H(M, N, mo, ng, p)
im Falle (a) bzw. von feK(M,N,my,p) im Falle (b). Hierzu definieren
wir fir ie{0,...,2p} mit N: = N im Falle (a) bzw. N:= U, im Falle (b)

mo-z mo—l

= (Y SN U S
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i m0—2 ‘—1
Ri=HMn U U (FUNU S (Uo)
j=11=0 I'=0
und

mp—2 mo—2

(M\ Y @) n (Uf o= 1’(U)\U Y S7HU).

Zunichst wird gezeigt, dass F¥((Qiu R;u S)%[0,1]) kompakt ist fir
k=mgy,..,p:

(a) Beweis von F}(Q;x[0,1]) kompakt fiir k = my,...,p: Da f%,
= f™lo, flr alle te[0, 1] (vgl. (3.15)) und f"'o| o~ f"'(N) kompakt ist, er-

halten wir die Kompaktheit von

mo—z

F'o(Qix [0,1]) = f™ (@)% [0, 1] = f™ (M\ lt;)o SN %[0, 1].

Angenommen, es sei Ff(Q;x [0, 1]) kompakt fir ein ke{mo,...,p—1}.
Wir konnen dann auf die Menge

m°—2

ik
Qi =(M\ U f"(MNU U r 1wy
. 1=0 j=01=0

das gleiche Argument wie oben anwenden: Ff*!(Q;,x [0, 1]) ist kompakt

wegen S o =S¥ Yo, fir alle te[0,1] und wegen ka'M\'"J', i

kompakt. Nach unserer Annahme ist FF((Q)\Q:.)x[0,1]) kompakt, und
zudem gilt (vgl. (3.23; i), (3.16), (3.18) und (3.8))

Ff'( ((Ql\Qi,k) x [0, 1])

i mq — 1

= B((@Y SO "D W) n U U 5w, 1)

J=01=my
- j!)o kp:" FI(U;x[0, 1]) = M x[0, 1].
Da Fils«0.1) stetig und FF(Q\Q; )% [0, 1]) kompakt ist, ist auch
FFT{(Q\Q) % [0, 17) = Fi(FF((@0\@iw % [0, 1))

kompakt. Daraus folgt die Kompaktheit von

FE*HQix [0,13) = Fi* (@i x [0, 10) U FF*1((Q\Qi) x [0, 1]).
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(b) Zum Nachweis der Kompaktheit von F} (R, x [0, 1) fiir k = my, ..., p
unterteilen wir R; in die Mengen

-1

_ i {
Ry:=M ﬂ(jylf"(Uj)\jgo gof""(Uj))-

r
nmg—2

Natiirlich ist {J Ry; = R;. Es sei [€{0,...,my—2}. Aufgrund der Defini-
=0
tion gilt £y |, = /'lx,, fur alle te [0, 1] (vgl. (3.15)), so dass mittels (3.23; i)

1
Fi*2(R,; x[0,1]) = F?(JL;J1 Uyjx[0,1]) Fi(jyl V;% [0, 1])

folgt. Da F;(V;x [0, 1]) endlichdimensional und beschrinkt ist fiir j = 1, ...
s @ (es gilt

1

Fi(V;ix[0,1]) = (M n p[) L)% [0, 17),
m=0

ist F{*?(Ry,; x [0, 1]) kompakt. Es sei nun ke {my, ..., p} . Wegen F¥™'"2|gy(0,13
stetig erhalten wir, dass

F¥(Ri x[0,1]) = FFIm2(FI*2(R;; x [0, 1]))

kompakt ist. Dann ist auch

my—2

F?(R{X [0: 1]) = U F?(Ri.lx [09 1])

kompakt.

(c) Beweis der Kompaktheit von F¥(S;x [0, 1]) fiir k = m,,..., p: Nach
der Definition von S; und (3.15) ist fi%s, = fis.0f ™ s fir te[0,1].
Da F;(U;x[0,1]) fir j = p,...,i endlichdimensional und beschrinkt ist
(es gilt Fi(U;x[0,1]) = (M n L;—,)x[0, 1]), erhalten wir, dass

i my=2

Fre((U S UM U U ) D0, 1)

< Fi(U U;x[0,1]) = U Fi(U;x[0, 1])
j=p i=p
kompakt ist (oder leer im Falle i < p). Andererseits gilt

{
Fro(ish U =) %[0, 1)
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= R/ S\ U 77U %0, 1)
SRPA (0 ml]: M) jpr“mv‘”(U»)x [0,1]) =:1
wobei im Falle i > p
= Gy (Y 5@ U £ ) x 0,1
= Gporm=hin " 1@ x[0,1]

p—1

= U min"U s @)+-0( pm)x00,1

te[0,1]

und im Falle i < p

mo—2
L Fi(fyom (0 U £ @)% [0, 1)

my—2 i
< U (e 190 f_l(N))+(1_t)(j!0pJ(WJ)))x[Oa1]

te[0,1)]
mg—2 -1
- [LOJ” (tf”‘O(M\ IUO f_l(N))+(1—t)(on pJ(WJ)))x [0, 1]
(vgl. die Definition der Abbildungen f; (i = 1, ..., p)). Aus der Tatsache, dass

my—2
V()

und p;(W) (j =0, ...,p—1) kompakt sind, folgt die Kompaktheit von

my—2 r~1

U @m0 U S @) +0=0(Y p )

1e[0,1]

Damit ist auch

iomy—2

Fpo(8,x [0, 11) cF;"o((u SN UoU ST X0, 1) v

J= j=0 I=0

w Fr((SN U S ) < [0, 1])
J=p

kompakt. Es sei ke {my+1, ..., p}. Wegen F/o(S,x[0,1]) = M x[0, 1] und



Approximationssiize 81

der Stetigkeit von F?""“lh}x[o,n erhalten wir, dass auch
FE(S;/x[0, 1) = F~"o(Fyo(S;x [0, 1]))
kompakt ist.
Damit ist die Kompaktheit von F¥((Q, u R; U S))x[0,1]) fir k =

mo, ..., p bewiesen (i€ {0, ..., 2p}). Die Bedeutung dieser Aussage liegt darin,
dass fiir i€{0, ..., 2p} i

my—2

(3.34; i) M U fil@®)cuR US; fir te[0, 1]
i=0

ist, 5o dass man

my—2

(335, 0) F(Mx[0,1]\ U F'(Nx[0, 1])) kompakt
1=0

fir k=mg,....,p

erhdlt. (3.34; i) folgt recht einfach aus (3.15) und U,< N: Bs sei
ie{0,...,2p} und te[0, 1]. Wegen (3.15) kann man in der Definition von
Q; und S; jeweils anstelle von

my—2

MU S

auch

mg—2

oy )

schreiben. Andererseits ist (man beachte im 3. Schritt wieder (3.15))

mg—2 i my—2
(1 U @ U U 7U)

mo—2 my—2 i i -1

=M U £ ) U (U SOy U riwy)
1=0 1=0 Jj=0 j=00r=0
my~2 i i 1-1 my—2 )

=M~ U (USONYU U SPUIN U S @)
=0 " j=0 j=01r=0 I'=0
my=2 i i 1= 1 )

cMa U (USONY U STUIN U S1E)
=0 J=0 j=01l'=0 I'=0
my—2 i i 1-1 ) ! )

e Mo U ((USUNY U7 WUIN Y S (o)
my—2 i i o1-1 ) =1 ’

ceMn U (USUNU U S UIN U S (o)
1=0 Jj=1 j=1r=0 =0

6~ Dissertationes Muathematicae 177
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my=2 i 1-1 -1
=Mn 190 ((191 f—’(UJ)\ 1'90 f“' (UO))\ jk;J 9 I l (Uj)

mg—2 { -1 -1 ‘ r-1 )
=in U ((,glf"(uj)\ U SN U (U ST UN Y ST (U)
=i0") U T U s ) -

Damit ist

mo—2 my—2 my—1

i
M\ Y Sixt (V) = ((M\ p% ﬁIi(N))\j\;Jo Y S U

mo—2 i my—2

u(n YU SEE)N YU )

mo—2 my=2

(1 U Az @) g(f me =2 U;)\u U 7)) € Qo RS

Mit (3.35) ist im Falle (a) insbesondere schon Bedingung (8) von
feH(M,N,mg, no, p) nachgewiesen. Zum Beweis der Bedingung (y) kdnnen
wir my > 2 annehmen, und wir zeigen sogar fiir ie {0, ..., 2p}:

(3.36; i) Fiir alle xeM und te[0, 1] existiert ein ke {0, ..., ng—my}

my—2

mit £, (x)e M\ 190 Sixt(Niy )

(zur Definition von N, vgl. Seite 61): Es sei ie {0,...,2p}. Wir nehmen
an, dass fiir alle xe M ein ke {0, ..., no—m,} mit

mag—2

FECEN U ST N

existiert (fir i = 0 folgt dies aus Punkt (y) der Voraussetzung fe
H(M, N.,mg, ng,p) und der Wahl von N, fiir ie{l,...,2p} ist dies die
Aussage von (3. 36 1—1) mit t = 1). Es sei xe M und [,€{0,..., ny—2} mit
{x, ix), ., 571 (x)} " U; = @ und (im Falle I, < ny—3) fi*(x)e U,. Dann
gilt wegen (’% 15; z—i—l ) Sl (x) = fi'(x) fir [ =0,...,/, und (€[0, |]. Zudem
folgl aus

/|+|(\) - l+l (/l ( ))E./;l:t"‘(ui) < Vi+l_\+l -1

fur I =1+1,...,m—2 (vgl. (3.23; i)) und U;n Vigpoo1o = O (vgl. (3.16),
(3.18) und (3.9)), dass [\, (x) = (fi """ o fiy,0fi)(x) ist fur | =l +1,...

who—2 und (€[0, 1].
(¢) Wir betrachten nun zunichst den Fall ie{0, .., p—1}: Falls
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fEx)eUNATT (W) ist, so gilt fiir te[0,1] und [ = L,+1,...,n,—2

Sl = 757 (e B 00) = 75 1A (A 0) = £ 00

Ist dagegen 1=(x)eU; n fi~1 (W), dann gibt es nach der Definition von W,

ein yefi(V) = Z; mit || f="1(x)—y|l < 36 < &, und somit ist fiir te[0, 1]
(vgl. (3.22: i+1))

| fise (F5G0) =y

A

| Fie e (A ) = fi (= )] + 145+ ()=
= t[| fres (S ) = A (A ) + 1A )=yl

< tgi+6 < 2¢.
Wegen 2¢; < & (Lx) ist demnach fiir I = [, +1, ...,
I five ()= £ ()]

S A0 i U GN) == |+ L s )= At

< -I_sK,-+IgJ‘C| = X;.

no—2 und te[0, 1]

(f) Im Falle ie{p,...,2p~1} ist nach (3.19; i) und fi(U) < L;_,
= span (fia-p(Vie1-,) (vgl. Seite 72 und 73)
fiU) « Vinvspan (fiy 1y (Vs ) = : Z.
Entsprechend gilt flir i = 2p

JilUy) = Jap(Uzp) = T/z_p M span (fl (Vl)) =.2Z,, = Z

(vel. (319:2p) und f3,(Uzp) < f3,(Up) = fy1(Up) < Lot = span (f; (),
letzteres nach (3.18; 2p), Seite 74 und (3.30; p+1)). Da zudem nach
(3.22; i+1) Rir re[0, 1]
[ fiw S )= A1 00 = ]| fiv s (A )= £ (A=)

< tg < 38 () < &%)

ist, folgl aufgrund der Definition von ¢; fiir | = [ +1,...,n,—2 und te[0, 1]

=N = A5 (S (B ) =5 )| < 3 <

Insgesamt gilt also || £y, (x)=f (x)|| < »; fir alle xeM, te[0,1] und

[ =0,..,ny—2. Essei xe M und re[0, 1]. Nach unserer Induktionsannahme
gibt es cin kel0,...,np—m,} mit

my—2

fHem Y SN,

Dann gilt auch f%,(x)e M, was im Falle k </  aus fX, (x) = fi*(x) und
im Falle k > [, aus

JE ) = [ () e (U) @ Vigpws-k = M
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(vgl. insbesondere (3.23; i)) folgt, und zudem erhdlt man fiir [ = 0,...,my—2
(vgl. die Definition von ;)

SE () = )+ (SR () flk+l(x))§(E\.N1)x' < E\Njyy.

Somit ist

mg—~2

[ (x)e MA 1U0 Sizt(Nisy),

d.h. (3.36; i) ist bewiesen.
Damit ist fir den Fall (a) fe H(M, N, mq, n,, p) nachgewiesen. Zudem
folgt fiir i€ {0, ..., 2p} aus (3.36; i)

ny—my my—2

FF(Mx[0,1]) = kL;JO FP=*((M x [0, 1])\ ‘L=_)0 FTY(N x [0, 1])),

so dass wir mittels (3.35; i) auch (3.24; i) erhalten.
Im Falle (b) zeigen wir zundchst die Kompaktheit von F;(N x[0, 1])
fir ie{0,..., 2p}: Wegen
FiNx[0,1)) = U ((1=0fi(N)+tfix  (N))x [0, 1]

€[0,1)

geniigt es, die Kompaktheit von f(N) fur ie{0,...,2p+1} nachzuweisen.
Im Falle, dass E Banachraum ist, wurde dies schon mit y(f;(N)) < y(/(N))
= 0 (vgl. Seite 77) bewiesen. Im Falle eines nicht volistdndigen normicricn

Raumes besagt aber y(f;(N)) = 0 noch nicht, dass f;(N) kompakt ist. Beriick-
sichtigt man aber, dass fiir i€ {0, ..., p—1}

firtN) e U (fiN)+1 =1 p: (W)

1€(0,1]

< U N+ =1)e0 {0, x5, s Xi})

e[ 0,1)

und fir ie{p,...,2p—1}
Jie 1t (N) € [((NNUY L €o {0, X pys oo X pir )
bzw. fiir i = 2p
JiviIN)Y = fa, e ((N) € f2,(N\U3z)uco [0, x04, ..., Xora )

ist, dann folgl induktiv (angefangen mit /(,(N) = [(N) kompakt) dic Kompakt-
heit von f;(N) (ie{0,....,2p+1}).

Wegen U, = N, F,(U, x[(), 1]) < Vox[0,1] . Mx[0,1] und der
Stetigkeit von Ff|» . 0. 0 fiir j = 1,..., p ist dann

Fi(Uox [0, 1]) = Fi"'(F;(Uyx [0, 17))
kompak( fiir j=1,..,p (ie{0,...,2p}), woraus. wegen (3.35; i) (beachte
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N = U,) die Kompaktheit von

mo—2

FEM %[0, 1]) < F¥((M = [0, 1])\ 'Uo Fi(Uyx[0,1]) v
j=
k

u U FlUox[0,1])

j=k-my+2

fir k= mg,...,p folgt. Damit ist auch im Falle (b) (3.24; i) sowie
feK(M,N,mg, p) bewiesen. m

Der folgende Satz 13 beinhaltet, was man — besonders im Hinblick auf
Problem ! — durch iteratives Anwenden von Satz 12 erreichen kann. Im
Interesse einer moglichst einfachen Formulierung von Satz 13 wurde auf
eine Reihe von erreichbaren Aussagen (vgl. (3.31(3.7)) verzichtet, da sie im
folgenden nicht bendtigt werden.

Satz 13. Es sei go: D(gy) < E~ E, M < E offen und p Primzahl mit
go€AM,p) und ghly kompakt fiir j = mg,...,p mit einem mye{2,..., p}.
Es sei te{l,...,s(g,, p, M)—1} mit

< (2/mg)(p+1)—3, falls t ungerade,
h (2/mo)p—2, falls t gerade.

Dann gibt es ein g,: D(go) — E mit ge A(M, p), glly; kompakt fir j = m,, ..., p
mit

C_ J@+3Y2yme—1  fiir  t ungerade,
M = {((t+2)/2) myg fiir t gerade,

s(gi,ps M) < s(go,p, M)—t und d[id—gf, M, 0] = d[id—g§, M, 0].

Beweis. Es sei st = s(gy.p, M), und es sei {HY", ..., H}eU(g,, P, M)
mit [HY)| jeZ1eZ (HY, go) (k =1, ..., ) gemiss Hilfssatz 11 (siche Seite 36)
gewahlt, d.h. es sei

(337) HESTVAHER =@ Nr . jeZ

0.1

mit j, # j, (mod p) und j; # (j,+1) (mod p), ke N mit 2k < s.

Fiir i = 1,...,t seien offene Mengen N < M gewihlt mit

(3.38) HY_ |, < N®,

(3.39) GGIN® =M fir j=0,...p—1,
-1

(3.40) NOA U ghN®) = @
i=1

J
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und

U gh(Ni*)y = @ fir i ungerade, 1 € i< (-1,
(341) NOA LT

U gh(N¢~Y)y =@ fur i gerade, 2 < i<,

Solche N kann man wie folgt konstruieren: Wegen [H{,| je Z1e Z (GY, g)
und (3.37) ist

-3
Hf)_ln(U HY; U U H{YY) = @, falls i ungerade, 1 < i< s—1

bzw.

p—-2

HP_,~n(U HY;u U H{7;Y) =@, falls igerade, 2<i<s.

j=0

Es gibt deshalb offene Mengen S, T <M (@=1,..,s5 fir s gerade bzw.
i=1,..,s—1 fir s ungerade) mit S, " T, = @, Hf'_; = §; und

p-2 p—3 .
U HY; 0 U HEZY < T, (i ungerade)
=0 =0

bzw.
p-2 . p—2 )
U HY;u U H§GP = T, (i gerade).
Jj=0 j=1

Wir kdnnen nun fiir i = 1,...,t definieren:
p_l . p_l .
Sin N g’ (T)n N g5’(Ti4,) fir i ungerade,
N®. — j=1 j=2

p—1 p—2
Sin N g/ (M) 0 U go/(Ti-y)  fiir i gerade.
J=1

i=1

Es ist nun leicht nachzuweisen, dass die Mengen NY die gewiinschten
Eigenschalten (3.38)-(3.41) haben.

Wegen (3.38) ist

‘ 1
U HE- = U N,
i=1

i=1

Da zudem die HY_, kompakt und die N* offen sind, ist

dist (lgl Hgf_l,c')(l(__)l N®) > 0.
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Es gibt somit ein offenes N — E mit

! t

1
UHP.,eNc J N und dist (N,a( U N‘”))

i=1 i=1

Es soll nun gezeigt werden, dass goeH (M, N, my, m,, p) ist:
Die Forderungen («) und (f) sind nach den Voraussetzungen von Satz 13
erfiillt, zum Nachweis der Forderung (y) (es wird gezeigt werden, dass
[

NO: = U N(")’
i=1
gewiihlt werden kann) beachten wir zunichst: Fiir xe M gilt nach (3.40)
und (3.41):
(342) Fur i=1,..,¢ ist gh(x)eN? fir hochstens ein je{0, ..., p—1}.
(3.43) Fir je{0,...,p—2} und ungerades ie{l,...,t—1} mit gj(x)eN®?
ist g (x)g NIV fiir k =0,...,j—1,j+2,...,p—1.

{
Fir xe M definieren wir nun (mit Ngo: = {J N¥)
i=1

My =2

Jet = max {je {0,..., p—1}] gb(x) ¢ M\ U go*(No) fiir 1 =0,...,j—1}.

Zum Nachweis von j, < m—m, fu1 alle xe M fithren wir fir ein
vorgegebenes xeM die Mengen

Re: = {jefk,....jx—1}] gb(x)e No}
ein und zeigen

(3.44) card R,,, < t—2n fir n=0,1,...,1t/2, falls t gerade
card R,,,—1 < t—2n+1
flr n=1,2,..,(@+1)/2, falls ¢ ungerade:

(a) Es sei t gerade. Wegen (3.42) gilt trivial card Rop, = card Ro <t
Natiirlich braucht card R,,, < t—2n nur fiir nmg < j, gezeigt werden, da
fir ne{0,...,t2} mit nmy > j, trivialerweise card Rym, = 0 < t—2n ist.
Angenommen, [ur ein nye {0, ..., t/2—1} mit (ng+1)my < j sei ge°™® (x)e M
und

(3.45; ”()) E‘: glb'. S1a 0 .S"UEN M [1, t/2] mit S;“ -‘,é Skz ﬁ,'ll' kl 75 k;_,
so dass gi (x)¢ NO fir («) j = nomg, ..., p—2

"

und ie |J 125,‘,.—1 2s,} sowie fiir (B) j = nomp—1,...,p—2
k=1
np—1

und ie U {2Sk_1728k}u{zsnn_l}‘
k=1
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bewiesen ((3.45; 0) ist eine leere Aussage und damit trivial erfullt). Nach
der Definition von j, ist dann wegen nyomg < j,

my—2

n(,m(, ¢M\ U go )

so dass wegen gp™ (x)e M

my—2

goome (x) € U g5 *(No)

sein muss. Es gibt also ein joe{ngmg,..., (o+1)me—2} mit gl (x)eN,.
Aufgrund von
t
No= U N®
i=1

und (3.39) folgt daraus g§o* ™ (x)e M (man beachte, dass m, < p ist), und
wegen (3.45; ny) gibt es ein

ng

ige{l,...,t}\ U {25,,-—1, 25}

mit g¥ (x)e Nt Es sei Sno+ 1t = fo/2, falls iy gerade, baw. 8,,. . = (ip+1)/2,
falls i, ungerade. Wegen g (x)e N, (3.42) und (3.43) ist dann g (x)¢ N©
fir i = 25,,+1—1, 28,4+, und j = jo+2,...,p—2, wegen j, < (ng+1)my—2
also insbesondere fiir j = (ng+1)mg,...,p—2. Damit ist Fall (a) von
(345; no+1) bewiesen; Fall (f) (den wir hier nur im Vorgriff auf Punkt
(b) behandeln) ist klar, falls i, ungerade ist (beachte j, < (no+1)my—2 und
(3.42)), fir i, gerade folgt er aus j, < (ng+1)my—2 und (3.43). Aus Fall
(@) von (3.45; ny+1) und (3.42) folgt trivial card Ry +1ymy S 1 —2(ng+ 1).

(b) Im Falle ¢t ungerade verwendet man das gleiche Beweisprinzip, jedoch
ist der Beweis etwas komplizierter: Entsprechend Fall (a) brauchen wir
card R,,,~1 < t—2n+1 nur fir nmy—1 < j, zeigen, da fir ne | . (6412}
mit nmy—1 > j, trivialerweise card R,,,,—; = 0 < t—2n+1 ist. Es sei

ny:=max {neN u {0} nmy—1 < j,}
und
ny: = max (ke{0,...,(t—1)y2}| fiir n = 0,..., k gilt (345; n)}.
Nach Fall (ﬁ) von (345; n) und (342) gilt dann card R,,,-, < t—2n+1

fir n=1,...,n,. Falls'n; < n, ist, gilt auch card Rypy—y = 0 < (=2n+1
fiir n = :12—4—1 (t+l/2 Im Falle n, > n, schliesst man wie lolgt weiter:
Es ist

max |je{0, ... mamo}| gh(x)eNo}  Mir  ny > 1,

na—=1me+2 < ny: =
(2 ° s {0 fiir

II
=
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denn anderenfalls wiire im Falle n, > 1 (der Fall n, = 0 ist trivial) wegen
gl (x)ego(No) = M (vgl. (3.39)) und gh (x)¢ No fiir j = na+1,..., nymg

jx < n3+1 (le—l)m0+2 ha, Mg < n1m0—2

im Gegensatz zu nymo—1 < j,. Aus n3 = (n;—1)my+2, my < p und (3.39)
folgt im Falle n; > 0

gox"e (x)egr™ ™" (No) = M,

wihrend fir n, =0 g§"(x) = xeM vorausgesetzt war. Wegen n,my
£ nymy—2 < j, ist demnach

my—2

gg™ (x)e U go*(No),

es gibt also ein jo€{nymg, ..., (ny+1)me—2} mit gl (x)e Ny. Es muss dann
sogar g (x)eN" sein, denn im Falle n, < (t—3)/2 konnte man anderenfalls
wie in Teil (a) (3.45; n,+1) beweisen im Widerspruch zur Definition von
n,, wihrend im Falle n, = (t—1)/2 aus Fall () von (3.45; (t—1)/2) folgt,
dass

t—1
oh()¢ U N

fir j = nymg, ..., p—2 ist, also wegen (n,+1)ymy—2 = 3 (t+1)my—2 < p-3
insbesondere fiir j = j,. Nach (3.39) folgt

98'2 +my—1 (x)egg'z +1)mo—1-Jjp (N(!)) cM ,
und unter Beriicksichtigung von (3.45; n,) und (3.42) erhalien wir:

Es gibt Zahlen s,,...,s,,€{l,...,(t—1)/2} mit s, # 8, fUr k; # k,,
so dass g (x)¢ N® ist fir j = (na+1)mp—1,...,p—2 und

na

S U {2Sk—1, ZSk} |} {t}
k=1
Damit ist wegen (3.42) automatisch card Ry, + 1ymo—1 < t—2(n2+ 1)+ 1. Vollig
analog zu Teil (a) kann man nun induktiv fir ne {n,+2,..., (¢+1)/2} mit
nme—1 < j, zeigen, dass Zahlen s,_,€{1,...,(t=1)/2\{sq,..., 8,2} existie-
ren, so dass gf(x)¢ N ist fiir j = nmo——l ,p 2 und

n—1

ie U '{2‘911—1’ ZSk} | {[},
k=1

woraus wieder card Ry,,- < t—21+1 folgL.

Damit ist (3.44) bewiesen, woraus man sehr einfach j, € m,—m, und
folglich goeH(M,N,my, m,p) erhilt: Wegen (3.44) gibt es ein kg
€l0,..., 4tm) = {0,...,m—mo} im Falle ¢ gerade bzw. ko€{0,...
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a3 (t+1ymg—1} = {0,...,m;—my} im Falle t ungerade mit card R, = 0
und — falls ko > 1 —card R,y > 0. Im Falle ko, = 0 ist dann wegen
Ry = O und aufgrund der Definition von j, gh(x)¢N, fur j=0,..
..., min (p—2, j.+my~2), also insbesondere fiir j = 0, ..., m;—2, und somit
wegen xe M sogar

my—2

xeM: kk_)o g5 “(No).

Folglich ist j, = 0 < m,—mq. Im Falle ky > 1 ist wegen card R,, <.card Ry, -
gl 1 (x)eN, und somit gk (x)ego(Ny) = M (vgl. (3.39)). Wegen (.de,“,,,
> 0 ist j, = ko. Aus card R, = 0 und der Definition von j, folgt gb(x)¢ N,
fir j=kq,...,min (p—2, j.+my—2), wegen Kk, <j, und ko < m—my
< p—my € p—2 also insbesondere fur j = kg,..., kg+mo—2. Damit ist

mg—2

g (x)e M\ U g5*(No),
k=0

also j, < kg £ my—mg.

Ausgehend von g, werden schrittweise Abbildungen g;: D(gy)—E
(i=1,..t mit g;eAM,p) und g;e H(M,N,my, m,, p) sowie Mengen
{Hf*Y, . HP}eUl(g.p, M) mit [Hf) keZ)leZ(HP,g) ( = i+1,..,5)
konstruiert, derart dass mit

1

o = %dist( U HY_,,0N)

ji=1
(3.46; i) HY  c HP_ ) e N Nr j=i+l,..,t
und
(347; i) d[id—g?, M,0] = d[id—g8, M, 0]

ist. Dabei wird bei jedem Schritt Satz 12 wie folgt angewendet: Im Falle,
dass schon i—1 Schritte durchgefihrt sind (ie{l,...,t}), whhlt man
Si=gi-1,ngt=m, 0 wie oben, ¢> 0 beliebig und ersetzt s durch
$it = s—i+1. Definiert man noch G§:= H{'/"Y und GY\: = HI D
(keZ, j=1,..,8), so sind mit j, = 1 alle Voraussetzun&,cn von Satz 12
(Fall (a)) er[‘ullt Nach Satz 12 gibt es ein fiD(f)=E aus A(M,p) mit
JeH(M, N, my,ny, p) und {GM, ..., G eU(], p, M) mit [GY| keZ]
eZGY, fy ir j=1....,5, so ddss insbesondue G = @Yo endlich isl,
dlid— 7 M, 0] = ¢I[1d—/” M, 0] gilt und G < (GP) istfur j = 1,..., 5
und [eZ. Setzt man g / so  folgen trivinl ¢g;e A(M, p), g€
H(M, N, my, m, p) und wegen (347; i—1) auch (3.47; /). Zudem sicht man
trivial, dass man HU’ = GYU Y mit HE): = GYTTY fur keZ, j =i+
+1,...,8—1 und H(" = Gy GW = Gy GE-ITYD i ”m G;‘X"i‘l-l)u
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(GNGH~ ’“’) fir ke Z withlen kann ((3.46; i) folgt aus HYL, = GU7/*Y

Gf;"'“))’s =(HY, _) fir j=i+1,..,t (beachte ¢t < s—1) und (im
Falle i = 2) aus (3.46; i—1)).

Das nach diesem Verfahren konstruierte g,: D(go)—E hat dann trivialer-
weise die im Satz 13 behaupteten Eigenschaften — insbesondere [olgt die
Kompaktheit von gy fir j=m,...,p aus g e H(M, N,my, m,, p), g, €
A(M, p) und Hilfssatz 14. m

Nun konnen wir uns wieder explizit der Untersuchung von Problem 1
zuwenden. Zunachst kbnnen wir aus Satz 13 eine Abschétzung nach unten
fiir die Zahlen s(f, p, H) ableiten (man beachte, dass Satz 14 eine wesentliche
Verschidrfung von Theorem 2 in [66] ist): ~

Satz 14. Es sei H < E nichtleer, abgeschlossen und konvex, und es
sei f» H—>H stetig mit f™ kompakt fiir ein myeN, my > 2. Dann folgt aus
F[f1= D, dass fiir alle Primzahlen p > mq gilt

L {((S(A/', p. H)+ 2)/2) me—1, falls s(f,p,H) gerade,
P ((s(./', p, H)+ 1)/2) Mo, falls  s(f, p, H) ungerade,
s(f,p, H) wiichst also mindestens linear mit p.

Beweis. Schon weiter oben wurde bemerkt, dass es keine Einschrankung
der Allgemeinheit ist, wenr! man bei Problem 1 zusitzlich f(H) < H voraus-
setzt, da man anderenfalls H durch E und [ durch f;: = for, wobei
r: E— H eine Retraktion ist, ersetzen konnte. Die entsprechende Aussage
gilt auch im Falle von Satz 14, wobei wir hier noch beachten miissen,
dass wegen f, |y = fund F [ff] = # [f"] = H auch s(f1,p, E) = s(f, p, H)
fiir alle Primzahlen p ist.

Es sei also f(H) < H, und wir nehmen an, dass fir eine Primzahl
p > my n, < p ist. Nach Satz 13, angewendet auf M: = =H, go: =f und
t:=s(f,p,H)—1 (dann ist m, = n,) gibt es ein f- H>E ]'entsprlcht dem
g) mit fedH,p), J’ kompakt fir j = np,..., p, also insbesondere fiir
j=p=1 und j=p,s(f.p,B)< 1 und d[id—f? H,0] = d[id—f", a,0]
= 1 (vgl. Hilfssaiz 13). Nach Hilfssatz 7, angewendet aufl h: /IH m,=p
und

ps€n

p—1 .
M:= () T,

und der Additivitit des Abbildungsgrades (man beachte 7 [[7;] € M)
miisste aber

d[id—J?, H,0] = d[id—j*, M,0] = d[id—h", M,0] = 0 (mod p)
sein, d.h. unsere Annahme n, < p kann nicht zutreffen. u

Umgekehrt kann man aus Satz 10 und auch aus Satz 11 herleiten,
dass die s(f, p, H) hochstens linear mit p anwachsen:
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Satrz 15. Es sei H = E abgeschlossen und f: H—H stetig mit f™ kompakt
fiir ein mgeN. Dann folgt aus F[f] = @, dass ein CeR existiert mit
s(f,p,H) < Cp fiir alle Primzahlen p, s(f,p,H) wichst also hichstens
linear mit p.

Bemerkung Im folgenden wird sogar eine noch allgemeinere Aussage
bewiesen werden. Es wird ndmlich nicht von der Kompaktheit von f™o
Gebrauch gemacht werden, sondern nur von der Tatsache, dass es eine
kompakte Menge K <« H mit .# [f?] < K fiir alle Primzahlen p gibt. Es
wiirde also geniigen, anstelle von f™ kompakt etwa nur die Kompaktheit von

N f4(H) zu fordern.

= Beweis von Satz 15. O.B.d.A. konnen wir H # @ annehmen.
K: = f™(H) ist kompakt, da ™ kompakt ist. Zudem folgt aus f (H) <« H
und H abgeschlossen, dass @ # K = H ist. Da f stetig und F[f] = @
ist, ist demnach

g: =%mm lx—f ()1l > 0.

Es gibt dann ein endliches ¢-Netz {x,, ..., x,} von K, d.h. {x;,....,x} = K

r

< U xh
Fur alle meN gilt Z# [f™] c K, denn es ist (vgl. Hilfssatz 3)
FLM =fFU"DY=..=/"(F[/"D < /™H) < K.

Der Beweis kann nun auf zwei verschiedene Weisen zu Ende gefiihrt
werden:

(a) Fiir Primzahlen p sei M; ,: = F[fP1n K(x;,¢) i=1,...,r). Dann
ist
1y=f W] > min fx—f (x)] = 3

fir alle yeM,;, (= .#[f"] = K), so dass wegen diam M, , < 2 M;,n
Nf(M;,) = O folgt. Da zudem

U My, = 7070 ) Kl 5 FL70K = 7 [/7)
ist, folgt nach Satz 8 Ur p = 2
$(f.2,H) = s(£,2, 7 [/ < r—1
bzw. nach Satz 10 fiir Primzahlen p > 3
stfop HY = s(fop, Z1S"D) < (r=2)(p~1)/2.
Damit ist s(f,p,H) < {(r—1)p [r alle Primzahlen p.
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(b) Es sei P: K — co {x,,..., x,} definiert durch

r

P(y): '-(Z #1()’) Z 1 (¥) Xy,

wobei

m@): =max (0,e~[y-x) fur i=1,..,r yeK.
P ist stetig, und es ist fir alle yeK

r

IP(y) =yl = ll(;m@) Z m () =)

< (i; #i(}’))_l t; w) xi—yll <e,

und zwar letzteres deshalb, weil w;(y) = 0 ist, falls ||x;—y| > & ist. Demnach
folgt fir ye K (man beachte, dass f(K) < K ist)

IPI=PFO) = 1y=fDI=1P) =yl = PN~

> min |x—f (x)| -2& = ¢ > 0,

d.h. es ist P(y) # P(f (y)) fur alle yeK.

Fiir jede Primzahl p bildet P die Menge # [f?] (c K) stetig nach
¢o {x,,..., x,} ab, also in einen maximal r-dimensionalen linearen Unterraum
von E, und es ist P(y) # P(f(y) fiir alle yeF [f7]. Nach Satz 11 muss
demnach

s(fop H)=s(f,p, F[f7D) < rp—1) < 1p

sein. m

Die Sdtze 14 und 15 ergeben also insgesamt, dass unter den Voraus-
setzungen von Problem 1 aus % [f] = @ die Abschitzung ¢, p < s(f, p, H)
< ¢y p fUr alle Primzahlen p » m, mit Konstanten c¢;, ¢, > 0 folgt, wobei
man {tber ¢; gut Bescheid weiss (man kann ¢; = 2/m, wihlen), jedoch ¢,
nur nichtkonstruktiv iiber einen Kompaktheitsschluss erhilt. Insgesamt
erscheint es ziemlich aussichtslos, eine wesentliche Verbesserung der unteren
Abschiitzung zu erhoffen, wie aber schon im Zusammenhang mit den
Sdtzen 10 und 11 erwdhnt wurde, konnte eine Chance auf Verbesserung
der oberen Abschitzung bestehen. Insbesondere wire Problem 1 gelost,
wenn man eine positive Antwort auf folgende Frage hitte:

ProsLEM 2. Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 15 fiir Primzahlen p
sogar s(f, p, H) = o(p) ?



IV. Eine Anwendung der Approximationssatze
in der asymptotischen Fixpunkttheorie

Es sollen im folgenden eine Verallgemeinerung von Satz | (vgl. Seite 22)
und als Anwendung davon eine neue partielle Losung von Problem 1
bewiesen werden.

Satz 1 wird in zweierlei Hinsicht verallgemeinert: Zum einen werden
normierte Riume anstelle von nur Banachriumen zugelassen (diese Veralige-
meinerung ist nicht tiefliegend, aber recht wichtig im Hinblick auf die
Fixpunkttheorie in metrischen, nicht notwendig kompakten absoluten Um-
gebungsretrakten, vgl. auch Peitgen [53]), zum anderen wird die Kompakt-
heitsvoraussetzung filr die Abbildung reduziert:

Satz 16. Es sei g: D(g) « E—E eine Abbildung, derart dass fiir ein
koeN, eine Primzahl p > ko und offene Mengen M, N mit F[glz] = N
= M < M < D(g") die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

4.1) gl ist stetig,

42) g7 [g°Iud) = M,

@43) ¢y ist kompakt fiir j = kg, ..., p,
(44) g|y ist kompakt,

p—1

45) s:=s(g.p, N g7/ (M\N)) <
j=0

Dann ist d[id—g?, M ,0] = d[id—g, N, 0] (mod p).

Es ist vielleicht auf den ersten Blick nicht offensichtlich, wie man Satz 1
aus Satz 16 folgern kann. Allerdings ist trivialerweise Theorem 2 in [67]
ein Spezialfall von Satz 16 (setze g: = f und M: = N: = M,, k, < p kann
beliebig gewdhlt werden), und in [67) wurde geziegl, dass Satz | (identisch
mit Theorem 1 in [67]) sehr einfach aus diesem Theorem 2 folgl.

Satz 16 konnte entsprechend Satz 1 auch (Ur Primzahlpotenzen p'
anstelle von p bewiesen werden, allerdings wire die Formulierung cines
solchen Satzes recht kompliziert und der Wert dieser Verallgemeinerung zu
gering, als dass dieser Aufwand gerechtfertigt wire.

Die einzige wirklich ldstige Voraussetzung in Satz 16 ist (4.5) (in
gewissem Wechselspiel mit (4.3) und (4.4)). BEs ist im Augenblick nicht
bekannt, ob (4.5) wesentlich oder nur durch die Beweismethode (Riickfiihrung
auf Satz 13) bedingl ist.

2plko—2, Sfulls s gerade,
(2p~2)fkq—1, fulls s ungerade.



Einc Anwendung der Approximationssiltze 95

Beweis von Satz 16. Im Falle k, = 1 sind trivialerweise die Voraus-
setzungen von Salz 16 auch erfiillt, wenn N durch M ersetzt wird, Wir
konnen uns demnach darauf beschrdnken, im Falle k, = 1 Satz 16 nur
fir N =M und somit s = 0 (vgl. (4.2)) zu beweisen. Zudem konnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass anstelle von (4.1) sogar

4.1y gly stetig fir j=1,...,p

ist. Denn anderenfalls konnte man M durch
My:= (\ g7i(M)

und N durch Ny: = N n M, ersetzen. Wir konnten dann zunichst Satz
16 mit M, anstelle vom M und N, anstelle von N beweisen und erhielten
anschliessend aufgrund der Additivitdt des Abbildungsgrades und wegen
1 -1

r- p

s(g.p, ‘ﬂo g HM\N) = s(g.p, _ﬂo g~ (M\N)) = s
J= 7=

(man beachte, dass wegen (4.2) und Hilfssatz 3 .# [¢”|y;] = M, ist) Satz 16

in der allgemeinen Form.

[. Die Untersuchungen dieses ersten Beweisabschnitts sind nur fiir den
Fall .7 [yly] # © von Bedeutung. Zur Vermeidung von Fallunterscheidungen
empfiehlt cs sich auch, fir diesen Abschnitt .7 [g|y;] # @ vorauszusetzen.

Aufgrund von (4.1), .#[glyl <« N = M und der Kompaktheit von
7 [gli] gibt es eine offene Menge U mit

p—2
(4.6) FlgalcUcUcNn N g7 M)
j=0
und
@.7 g: = 4 dist (U,B(N ) pﬂ g‘j(M))) > 0.
. j=0

Es sei V'=Ung '(U) und W eine beschriinkte, offene Menge mit
T [gly]l = W = W< V. Wir definieren

(4.8) 6p: =14 AE1111\1"" flx—g
und
4.9) £3: = min (&, &) .

Wegen x # ¢g(x) fiir alle xe V\W und der Kompaktheit von gl (beachte
(44) und V< U = N) ist ¢, > 0 und damit &3 > 0.

Da ¢(V) kompakt ist, gibt es ein endliches ¢;/4-Netz {x,,...,x,} von
g(V). Es sei E' ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von E mit
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X1, ...» X,} = E'. Der Schaudersche Projektionsoperator P:g(V)— E’, definiert
durch

r

(Z ui(2)” Z

mit

p;(z): = max (0, 33/4— lz—x;) fuir j=1,..,r,
ist stetig, und es gilt |P(g(x))—g(x)| < e3/4 fiir alle xeV (vgl. Beweis von
Satz 15).

Es sei t: E-[0, 1] stetig mit

1 fir xeW,
T(x) =
0 fur xeE\V.

Dann definieren wir g,: D(g)—E vermbge

. [TP@O)+F(1-T(x)g(x) fur  xeV,
S P fir  xeD(@\V.

Offensichtlich -gilt

(4.10) gy (x)—g () < es/d  fiir alle xeD(g).

Nach dem Glittungssatz (vgl. Seite 12) gibt es eine stetig differenzierbare
Abbildung h: E'-E' mit

4.11) [h(x)—g, (x)| < ey/4 fiir alle xe W E'"

Mit dem Sardschen Lemma folgt dann die Existenz eines y,€E’ mit

(4.12) Iyoll < &s/4

und J[idg—h,x] # 0 fiir alle xe E' mit x—h(x) = y, (hierbei sei J[...]
die Funktionaldeterminante relativ zum Unterraum E’). Es sei hy: = h+y,.
Dann ist J[idg —hy, x] = J[idg —h, x] # 0 fiir alle xeF' mit x = h(x)+
+yo = hy(x), und folglich besteht .# [h,] aus isolierten Punkten, Da
W E' kompakt ist, liegen in W nur endlich viele Fixpunkie yi,..., Vs
von h;,.

Wir wollen eine Abbildung h,: E'-E' aus C'(E') konstruieren, derart
dass gilt:

(4.13) )]/’_ [hz:] = .% [hl:])
(4.14)  Fiir alle je{1,...,n} und alle Eigenwerte u von hy(y)) ist |u| # 1,
(4.15) lhy (x)—hy (x)]| < &3/4 fiir alle xe Wn E'.



Eine Anwendung der Approximationssitze 97

Im Falle 7 [hy|y] = O konnen wir natiirlich h,: = h, wihlen. Anderenfalls
wird h, wie folgt definiert:
Wir setzen (vgl. auch Hilfssatz 4 in [64] sowie [67], Seite 32)

hy(x): = hy (x)+ j=21 Q)'(x_yj)(hl (.VJ)—h1 (x)),

wobei die Zahl ¢ > 0 und die Funktion A: E'—[0, 1] wie folgt gew’alhlt
werden: Es sei Ae C'(E’), und es gebe eine Umgebung T von 0 mit A(x) =

fiir xe Tund eine Zahl x > O mit A(x) = O fiir | x| > x sowie ¥ < } dist (z,, zz)
fiur alle z,€.7 [hy|lw] und z,€7 [hy\{z,}. Weiter sei

. x—hy(x
6: =1 min 1lf ——” 1 (9] .
fe= xek —
Jzloni < x—pyll <x Il x Y I

o = 0 wilirde bedeuten, dass es ein je{l,...,n} und eine Folge {x;}¥ = E'
gibt mit x,—y; (k—00) und

||(xk_hl(xk))_(yj—hl(yj))” _ 1, =hy (x|l -0 (k- o0).

Il — 5 ' (B

Da dies ein Widerspruch zu J[idg—hy, y;] # 0 wire, gilt ¢ > 0. Wegen
h;eCY(E") und der Kompaktheit von W* A E' ist h; auf W* n E' gleich-
méssig Lipschitz-stetig, d.h. es gibt ein C > 0 mit

[y (z))—hy(22)]| € Cllzg—2z,f| Ml alle 2,26 W N E.

Es seien y;; die Eigenwerte von hj(y;) (i=1,...,m (m = Dimension von
E), j=1,...,n). Wir wihlen ¢ so, dass

0 < ¢ € min (1, £,/4Cx, ¢/C)
und
ol #1 fir i=1,.,mund j=1,..,n

Mit dieser Wahl von ¢ und A hat h, die gewiinschten Eigenschaften:
(a) h,e C(E') und AeC'(E') ergeben zusammen h,eC' (E').
(b) Offensichtlich gilt
© g (%) 24 (x=p)) (g (y)) =y (x))

(4.16)  hy(x) = im Falle [x—yll < %
hy(x) im Falle |lx—y;| = » fir alle je{l,...,n}.

Wegen |od (x—y)| < £2/4Cx fir alle xeE', j=1,...,n, erhdlt man Mir
veWn E' im Falle, dass ein je{l,...,n} mit [[x—y; || # existiert:

1ha () =hy ()] = oA (x =yl Ay () —hy (O] < (e3/4C) Clly;— x| < £2/4.
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Da im Falle |x—y,;| > % fir j = 1, ..., n sogar h,(x) = hy(x) gilt, ist (4.15)
bewiesen.

(c) Aufgrund von (4.16) und der Wahl von x ist h,(x) = hy(x) fiir alle
xe# [h,], und folglich gilt .#[h] = # [h;]. Zum Nachweis von (4.13)
bleibt F# [hy] = # [h;] zu zeigen: Falls |x— yj|| = x ist fir j=1,..,n,
gilt hy(x) = hy(x), und somit folgt aus xe.F[h,] auch xe.Z[h;]. Es
bleibt zu zeigen, dass aus 0 < [|x—y;|| < » fir ein je{l,...,n} x¢.7 [h,]
folgt: Es sei xeE wund je{l,..,n} mit 0 < ||x— y,|| < x. Wegen
Vi€F [hlwar] = Wist xeW* A E’, und folglich gilt (vgl. (4.16))

[ ha ()= hy ()| = [@Ax=yI 1y () —=h () < (a/C)C |ly;=x|l = ally;—xIl,
also
Ix—=ha ()| 2 llx—=hy () =52 (x)=hy ()] > 2o—0)[y;~x] > 0.

d) Es sei je{l,...,n}. Wegen A(x— yJ)—l fir xeT+y; (wobei T
Nullumgebung) ist hz( ) = ahy (y)+(1—g)h (x) in der Umgebung T+y,
von y;, und folglich gilt hj(y) = (1—g@)hi(y). Damit sind die Zahlen
Vo= (0=, (i=1,..,n) die Eigenwerte von h,(y;), woraus nach der
Wahl von ¢ sofort |v; ;| = (1—g)ly; | # 1 folgt, d.h. h, erfillt (4.14).

Wegen (4.11), (4.12) und (4.15) ist fir alle xe W n E’

By () =gy N < [1hy (x)=hy Gl + 11y ()= (X + 18 (x) =g, (x)]
= [hy () =hy N+ l1yoll +1h(x) =g, ()l < 3&s

Nach dem Tietzeschen Ergdnzungssatz existiert eine stetige Fortsetzung
u: E—E" der Abbildung v: (W n E)YU(E\V)—> E’, definiert durch

b(x): = hy(x)—g,(x) fir xeWnE,
o fir xeE\V,

derart dass R(u) c co (R(v)), insbesondere u(x)eE' und |u(x)|] < J¢; fir
alle xeE ist. Wir definieren g,: = g;+u und G: D(g)x[0, 1]-Ex[0,1],

G(x,n: = (y_z..(x), 1): = (192 (X)+(1-0)g(x), 1).

Wegen (4.1) und der Stetigkeit von P und 7 ist g,|y; stetig. Aufgrund der
Stetigkeit von u ist dann auch g,|y; stetig und folglich

4.17) Glyi 10,1y Stetig.
Zudem folgt aus (4.10) und Ju(x)| < 3e; Mir alle xeE, dass fiir xeD(g)

192 (V=g (I < llgz (x)—g, () + llgy (x) =g ()]
= [lu( X)”+”yl(\: g(x) )| < 413 41‘;3 = &,

ist und folglich fiir (x,t)eD(y)x [0, 1]

192.()=g ()] = tlg:(x)~gx)|| < rey < &3
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gilt. Wegen (4.6), (4.7), (4.9) und V = g~ (U) ergibt dies

p—2

(4.18) G(Vx[0,1) = (Nn () g~/ (M) x[0, 1],
j=0

und mittels (4.8) und (4.9) erhalten wir fiir alle xe V\W
Ix=g2 ()l 2 llx—g M —Ng(x)— g2 0 = 2e,—e; > 28,—e, =&, >0,

so dass wir wegen .7 [g|g] = Wund galiy = gl

4.19) Flglgl e W
erhalten.
Als nlichstes werden die Beziehungen

(4.20) M x[0, 1] = D(G?),
(4.21) G'liijo.y) stetig  fir  j=1,...,p
und
(4.22) F[GCPIn(@Mx[0,1]) = O
bewiesen. Es sei

p—-1

K:= | g7/(v).
Jj=0

Wir unterscheiden die [lolgenden Fille:

(a) Im Falle (x, )e(M\K)x [0, 1] ist G'(x, 1) = (¢’(x), ) ir j=1,...,p
(und insbesondere (M\K)x[0,1] < D(GP)), so dass wir wegen (4.1 und
F[9°lw] = M (vgl. (4.2) und Hilfssatz 3) folgern konnen, dass G|z kyx (0.1
stetig ist fir j=1,..., p und dass .7 [G"]n ((OM\K)x [0, 1]) = @ ist.

(b) Es sei (x,1)e(M n K)x[0, 1] und

Sert = je{0,...,p—1}] (x,)eD(G)), G (x, t)e V[0, 1]}.
Trivialerweise ist S,, # @. Mit k: = k,,: = min S, erhdlt man G/(x,r)
e(D(@\V)x[0,1] fur j =0,...,k—1. Es existiert also eine Umgebung T
von x in M mit Tx[0,1] < D(GY und G'(¥',¢) = (¢/(x), t)) fiir alle
(x',1NeTx[0,1Jundj = 1,..., k. Folglich ist (x, t)e D(G*), und wegen {4.1)
gilt
(4.23) Gl ryxo.y Ist stetig im Punkte (x, 1) fir j=1,..., k.

Weiterhin gilt
(4.24) Gl(x,heMx[0,1] fir j=k,.. min(p,p+k—1)
(und insbesondere (x,t)e D(GF)), denn:
Es ist G*(x,1)eV x[0,1] = M x[0, 1]. Es sei [efk, ..., min (p, p+k—
—1)—1} so gewibhlt, dass (x, t)e D(G') und G’/(x, t)eM x[0, 1] fir j=k,....[.
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Daraus folgt unmittelbar (x,t)eD(G'*'). Es sei lp: = max {jeS,, j<[}.
Dann ist (vgl. (4.18))

p—2
z,0:= G (x,)e N\ g~/ M)x[0,1],
J=0
und demnach gilt wegen [—l, < |-k < 2

p—
Gl (x,0) =G h(z,8) = (g' "o (2), )eM x [0, 1].

Mit diesem Induktionsschluss ist (4.24) bewiesen. Insbesondere kann
man daraus (M n K)x [0, 1] = D(G?) folgern, und aus (4.17), (4.23) und
(4.24) erhdlt man die Stetigkeit von G/|ji kx(0.q) fir j=1,...,p. Da im
Falle (x,)e(0M n K)x [0, 1] k = k,, > 1 ist (dies folgt aus ¥ = M), erhlt
man aus (4.24) auch 7 [GF] N ((0M N K)x [0,1]) = ©.

Aus (a) und (b) folgen trivial (4.20)-(4.22). Das niichste Ziel ist der
Nachweis der folgenden Aussagen:

(4.25) G(N x [0, 1]) ist kompakt
und _
(4.26) G/(M x[0, 1]) ist kompakt fir j=kg,...,p

Wegen (4.4) und
g9:(N) < g:(N)+(g2~-9) V)
C,e[%)l (tg(N)+(1=t) P(g(V)))+R ()

< U (t(g(N)+1=1)co {x1,....x})+(E' n K(0, 1s3))

te[0,1]

ist g,(N) kompakt. Daraus folgt (4.25), denn es ist
G(Nx[0,1]) = (IE[%J]] tg> (N)+(1-)g(N)) x [0, 1.

Es sei je{kg,..., p} und
i-1
K; = 'K_JO g~'v)

Dann gilt
GH(M x[0,1]) = G/(M\K)x [0, 1])u G/ (M ~ K;)x [0, 1])

< (¢/(M\K;)x [0, 1]} U LJ) G'(V x[0,1]).
1=1

Nach (4.3) ist g/ (M\K ;) x [0, 1] kompakt. Zudem ist wegen V< N und (4.25)
G(Vx[0, 1]) kompakt, woraus aufgrund von G(—VSEW[()”~ 1]) c M x[0,1] (vgl
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(4.18)) und (4.21) die Kompaktheit von

i-1

G'(Vx[0,1]) = U G'{G(Vx [0, 17)

C ~

1=1

folgt.

Nach (4.21) und (4. 22) ist F [GPlyxi0,)] = F [GPliixio,1)] abgeschlossen
und wegen (4.26) ist .# [G?lyxj0.)] sogar kompakt. Damit ist auch
F [Gly x0.1] (= -F [CP|mxo, ”]) kompakt (man beachte, dass ON = M\V und
damit g;loy = gl ist, also - F [Glw0.7] = Z [glov] x [0, 1] = @ und folglich
F [Glyxto,11] = F [Glwx10.11] abgeschlossen ist). Wegen (4.20), (4.21), (4.25)
und (4.26) kann man also die Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades
(vgl. Seite 13) auf Q: = M x [0, 1] und F: = Q0 Glyxjo,5) (wobei Q: Ex [0, 1]
—E, Q(x,t): = x) sowie auf 2: = Mx[0,1] und F:= QoGP|yyo, aDn-
wenden. Man erhilt im ersten Falle [id—g,, N,0]eL; und

(4.27) d[id—g,,N,0] = d[id—g,N, 0]
und im zweiten Falle [id—~g5, M,0]eL; und
(4.28) did—g5,M,0] = d[id—g*, M,0].

Die Beziehung

p—1 p—1

(429) S(gZ’pv 'DO gZ-J(M\N)) = S(g:p’ ﬂ g-j(M\N)) =

ist eine unmittelbare Folge von g;|pgv = glpgy und V< N, denn dies
ergibt g5 (x) = g*(x) fir alle

p-1 -1
xe (1 g7/ (M\N) ﬂ g3/ (M\N).

j=0 i=

Weiterhin haben wir zu zeigen, dass

(4.30) 9, (F [g3lu]) =« M

ist: Es sei xe.Z [g8z]. Im Falle {x,g,(x),..., g5 ()} nV =@ ist g}(x)
=g/(x) fir j=1,...,p, also x = g"(x) und folglich nach (4.2) gz(x)
=g(x)eM. Falls {x,g,(x),....95 ()} nV#Q ist, sei [:=max fie{2, ..
o p+1}| gl(x)eV) und y: = gh(x). Dann ist g, (x) = g5"'(x) = g5* '~ '(.V),
und im Falle [ = p+1 gilt

g:(x) = g8*' ') = yeV=Ung 'U)c M

(vgl. (4.6)), wihrend man flir /e{2, ..., p} wegen (4.18)

g, (x) = g58* 7' (y) = 9" (9.0 €g” (g2 (V) = ¢°~ '( ﬂ g~/ M)
erhalt.
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Nach der Definition von g, ist
g2 (W) = (g, +w) (W) =.(Pog+u)(W) = E',

woraus wir mittels (4.19) F [g,lw] =« W E und folglich wegen g,y
= holwnr Z [9200] = 7 [halward = {1, ..., Y} erhaiten. Es sei

p-1

Wii= ) g2/ (W).
j=0

W, ist eine offene Umgebung von {y,,..., y,}, und wegen gylw g = halwnp
und g, (W) < E gilt g5lw,~rr = hlw, ~r. Um nachzuweisen, dass die Punkte
Vis eoes Y In F [g5lw] isoliert liegen, nehmen wir an, es gibe ein /e{l,..., n}
und eine Folge {z,}7 < # [g8ly] » W mit z—y, (k—cc), und zeigen, dass
dies zu einem Widerspruch filhrt: Wegen z, = g%(z,) = g, (9%~ (z,) € g, (W)
< E'fiiralle ke Nist {z,}7 < % [¢3|w,arr] = -7 [M3lw,~1rr]. Demnach wiirde
=y J [idg —ht, v,] = 0 zur Folge haben, was aufgrund von (4.14) unmoglich
ist (denn aus (4.14) folgt insbesondere, dass die Eigenwerte u von (h3) (y,)
= (hy (y))? nicht den Wert 1 haben konnen).

II. Bevor wir mit dem Beweis fort{fahren, definieren wir g,: = g im Falle
F [9lz] = O (dieser Fall war in Abschnitt 1 ausgeschlossen worden).

Da 7 [g.|] in .# [g5)5] isoliert ist, gibt es eine offene Menge H = M
mit Z [g,lg]nH = @ und F [g&x1\-# [9.ls] = H. Nach (4.28) und der
Additivitdt des Abbildungsgrades ist

d[id—g?,M,0] = d[id—g5,M,0] = d[id—g§, M\H,0]+d[id—g%, H,0].

Aufgrund von F[g,lz] €« W, = W< N, g&(W,) c ¢g,(W) = E', Eigenschaft
7 des Abbildungsgrades (vgl. Seite 14), Hilfssatz 6 (vgl. Seite 23) und der
Additivitdt des Abbildungsgrades erhalten wir

dfid—g3, M\H,OJ = d[id—-g3, W,,0] = d[idl':'—é]glwmlsu Wi nE, 0]
= d[idp —(g2lw~e). Wy N E', 0]
= d[idg —gslwne, Wy N E', 0] (mod p).
Da mit dhnlichen Schlitissen
dlid—galwp, Wi 0 E', 0] = d[id—g,, W;,0] = d[id—g,, N, 0]

folgt und d[id—g,,N,0] = d[id—g, N, 0] ist (vgl. (4.27)), erhalten wir
insgesamt

d[id—g5 M\A,0] = d[id~g, N,0] (mod p)
und damit

d[id-g°?, M,0] = (d[id~g, N, 0]+d[id—g%, H,0]) (mod p).
Zum Beweis von Satz 16 fehlt damit nur noch der Nachweis von

(4.31) d[id—g8, H,0] = 0 (mod p):
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Wegen (4.29) existieren Mengen A, ..., HY mit
{AY, ., A¥}e U (g,, p, N 92" (M\N).
=0

I:Iach Hilfssatz 8 gibt es abgeschlossene Umgebungen HY €% (g,, p, H) von
AY in .7 [g8|5] mit [HY)| keZ]eZ(HY,g,) G = 1, ...,s). Dann ist

s p~—1
Ri=7lg8lil U HY < y g3'(N).

Da R kompakt ist, existieren endlich viele HY €% (g, p, H) mit [HY,| ke Z]
eZHY,g;) (= s+1,...,1), so dass

R c O HY

J=s+1

t
(daraus folgt {H{", ..., HQ}eU(g;,p,H)) und (J HY_, = N ist.

Jj=s+1
Durch (t—s)-maliges Anwenden von Satz 12 sollen nun Abbildungen
g2i: D(@—E (i=0,...,t~s; g20: = g,) konstruiert werden mit folgenden
Eigenschaften:

(4.32; i) g2.€A(H,p),
(4.33; 1) g:,€KH,NnH,ky,p),
(4.34; i) d[id—g8,,H,0] = d[id—g%,H,0],

(435; i)  Es existieren {H{",..., ™" "N e U (g,,, p, H)
und [HY)| keZ]eZ(HP,g9,) (= 1,...,max (1, t—1i)

-1
mit (J H.L, cNnH.
J=s+1

Man priift sehr leicht nach, dass g, , = g, den Bedingungen (4.32; 0)—
(4.35; 0) genligt (man beachte insbesondere die Wahl von H sowie (4.20),
(4.21), (4.30), (4.25) und (4.26); die Mengen HY und HY, wurden schon
definiert).

Angenommen, fiir ein i€{0, ..., t—s—1} existiere ein g,,: D(g)—E mit
den Eigenschaften (4.32; i)-(4.35; i), und es seien Mengen H{» und H}} -
(J=1,...,t—i; keZ) gemiss (4.35; i) gewdhlt. Im Falle t—i = 1, oder falls"
fur ein je{s+1,...,t—i} HP = @ ist, kénnen wir g,;+,: = g,; wihlen.
Es ist offensichtlich, dass dann g, ;,, die Bedingungen (4.32; i+1)—(4.35; i+1)
erfilllt. Anderenfalls (d.h. wenn t—i > 2 und HY %= @ fur j=s+1,...,t—1i)
beachte man, dass die Voraussetzungen von Satz 12 (Fall (b)) mit
gai ko, H, N H,t—i, H", HY (= 1,...,t—i; keZ)und t—i anstelle von
fimg,M,N,s,G{, G, und j, erfiillt sind. Ein n, wird im Fall (b) von
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Satz 12 nicht bendtigt (man konnte no: = p setzen), ebenso spielt die
Wahl von ¢ > O keine Rolle. Fir § kdnnen wir die Zahl

(4.36; i) & = } ﬁin ‘dist (H,,0(N n H))

=5 Y e

verwenden. Mit g, ;. entsprechend dem f von Satz 12, Fall (b) sind dann
trivialerweise (4.32; i+1) und (4.33; i+ 1) erfullt. (434; i+ 1) folgt aus
(4.34; i) und (32). Ebenso ist (4.35; i+1). klar, wenn wir mit den nach
Satz 12 gewihlten GY und Gy

HY = GU G GU0 = GV GO,
HE 4t = G (GG = G0 (G- "\GY)

fur j=1,...,t—(i+1) und ke Z setzen (man beachte (3.1) und (3.5)).

Insbesondere wurde mit- diesem Induktionsbeweis die Existenz einer
Abbildung g¢,,-.: D(g)— E mit den Eigenschaflten (4.32; +—5)—(4.35: t—y3)
nachgewiesen. Im Falle s > 2 erfullt dann ¢,,_, die Voraussetzungen von
Satz 13, wenn man gy, M, my und ¢ durch g,,_, H, ko und s—1 ersetzt
(das ¢ in Satz 13 hat nichts mit dem ¢ in diesem Beweis zu tun; man
beachte, dass aufgrund der Beschridnkung zu Beginn dieses Beweises aus
s = 2 folgt, dass k, > 2 ist). Da das nach Satz 13 bestimmte m, = m,_,
< p—1 ist (es gilt nach (4.5)

I {((s+2)/2)k0—1 < (pfko)ko—1 = p—1 im Falle 4 gerade

st ((s+1)2) ko < (p=1/ko)ko = p~1 im Falle ¢ ungerade),

gibt es nach Satz 13 eine Abbildung g,: D(g)—E (dem g, in Satz 13

entsprechend) mit gyeA(H,p), gilp kompakt fir j=p—1 und j=p,

s(ga,p, H) < 5(g34-5, p, H)—s+1 < s—s+1 = 1 (vgl. (4.35; t—s)) und
d[id—g§,H,0] = d{id—g8§,_,, H,0] = d[id—g%, H, 0]

(vgl. (4.34; t—s)). Im Falle s < | hat nach (4.32; t—5)—(4.35; t—s) schon
ga: = ga,, diese Eigenschaften.
Nach Hilfssatz 7, angewendet auf h: = g4,
p=1

M:= () g5/(H)
j=0

und m: = p ist
1

dGd=g8. 1) 43 (H),0] = 0 (mod p).

Daraus folgt sofort (4.31), denn aufgrund der Additivitit des Abbildungsgrades
und von

p-1
F 48] = _ﬂo g:;j(H)
j=
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(vgl. g3 A(H, p) und Hilfssatz 3) ist
p—1
d[id—gﬂ,j(_\o 95/ (H),0] = d[id—g8,H,0] = d[id—g3, H,0]. u

Satz 16 kann auf Problem 1 angewendet werden. Man erhilt eine
partielle Ldsung, die insbesondere Satz 1 in [63] verallgemeinert, und zwar
in der Weise, dass die dortige Kompaktheitsforderung an die Abbildung f
betrdchtlich reduziert wird:

Satz 17. Es sei K < E nichtleer, abgeschlossen und konvex, f: K — K
erfiille fir ein koeN und eine Primzahl p > k, die folgenden Voraussetz-
ungen:

(a) fP|y ist kompakt fiir alle beschrinkten S = K.

(b) fP(K) ist beschrinkt,

(c) Es existiert eine Umgebung U von .7 [f?], so dass fly.x stetig
und f*o|, « kompakt ist.

(d) Es existiert cine offene Teilmenge V von K, so dass f|y kompakt und
F [ flkw] = O ist und dass gilt

2plko—2, Julls s gerade,

p—1
D= K\V))
s s/, _/Qo fruw) {(Zp—Z)/ko—l, falls s ungerade.

Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Eine offensichtliche Folgerung aus Satz 17 ist nachstehendes Resultat,
welches Satz 14 verallgemeinert (grob gesagt entspricht Satz 14 dem Fall
V= Q).

KoRroLLAR. Es sei H < E nichtleer, abgeschlossen und konvex, und es
sei f+ H—H stetig mit f™ kompakt fiir ein moeN. Es existiere eine Primzahl
p > mg und eine offene Teilmenge V von H mit f|, kompakt und, sofern

F [f|n\V] = Q),
s: = s(f,p,:o

0

! 2p/mg—2, Jfalls s gerade,

~ <
FIHH\Y)) {(2;)—2)/”10—1’ falls s ungerade.

Dann hat f mindestens einen Fixpunkt.

Beweis von Satz 17. Da K abgeschlossen und konvex ist, gibt es
nach dem Tietze-Dugundjischen Ergidnzungssatz (vgl. Seite 12} ein Retraktion
r: E»K. Es sei R, = K offen, beschrinkt und konvex, so dass f?(K) = K,
und K;: = r~!(K,), und es sei M = E offen mit

P—ky

Fl(for]=7[flecMcMcr N S7IU N K n Ky)).

J

Man kontrolliert leicht nach, dass mit g: = for und kq, p und M wie oben
sowie mit N:= Mnr (V) die Voraussetzungen von Satz 16 erfullt
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sind. Da nach der Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades d [id—
—(for), K,,0] =1 ist (wihle x,eK;, und F: K;x[0,1] > E, F(x,1)
1= txg+(1—t) (for)?(x); vgl. auch Beweis von Hilfssatz 13), erhalten wir
unter Verwendung der Additivitit des Abbildungsgrades und von Satz 16

1 = d[id—(for)?, Ky, 0] = d[id—(fory, M, 0]
= d[id—for, Mnr=1(V),0] (mod p).

Demnach existiert ein xe M nr~ (V) mit x = (for)(x). Da x = (for)(x)
ef(K) « K ist, gilt x =f(r(x)) =f(x), dh. Z[f]1#£ Q. n



Bezeichnungen

1. Mathematische Begriffe

Topologische Begriffe werden im Sinne von Schubert [60] verwendet.
Andere mathematische Begriffe werden — soweit nétig — in Kapitel L1
(z.B. ,kompakte Abbildung”, ,Mass der Nicht-Prikompaktheit”) und L3
(,Leray—Schauderscher Abbildungsgrad” und damit zusammenhingende
Begriffe) oder sonst im Text an Ort und Stelle erklért.

2. Mathematische Symbole

In der folgenden Liste stchen die Buchstaben M,N fur Mengen, x, y
Mur Punkte des zugrundeliegenden Raumes, m, n, p fUr reelle Zahlen (oder
auch + o), z fir komplexe Zahlen, f,g fir Abbildungen und L fur lineare
Raume, jeweils manchmal auch indiziert My, M,, f; etc.

Mengen
c,D Ubliche Mengeninklusion — die Gleichheit der Mengen
wird nicht ausgeschlossen;
M Potenzmenge von M
card M Michtigkeit (Kardinalzahl) von M;
{x;}¢ Folge von Elementen x,, X,,...
Zahlen
N,Z,R,C Menge der natlirlichen bzw. ganzen bzw. reellen bzw.
komplexen Zahlen;
R Ru{—c0, +0};
[my, my] {neR| my < n < my};
[my, my) meR| my <n < m};
(my, my] [neR| my < n < my};
(my, my) {neR| m; < n < m,}, statt dessen gelegentlich auch das
geordnete Paar der Zahlen m,, m;;
R* (0, 00);
R* [0, ©];

inf Infimum, dabei inf (@) = oo;
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arg (z)

sign m

m = n (mod p)

o(p)

Li®L,

Ly/L,
dim (L)
coM
span (M)
M+N
M+x
(x0 - X)
M|

M

M
oM
MGEN

d(x, )

dist (M, N)
dist (M, x)
diam (M)
Nl:

K(x,s)

D(f)
R(f)
Z /]

idy

Bezeichnungen

arg(0) = 0, im Falle z # 0 dasjenige ne[0,2r) mit
z = |z] €™, Fiir arg(z) = 2r lese man arg (z) = 0;
sign 0 = 0, sign m = m/|m| fir m # 0;

(m—n)/peZ;

Landausches Symbol, d.h. f (p) = o(p) genau dann, wenn

Sp)p—-0 fiir p—co.

Lineare Rdume

direkte Summe von L, und L,, d.h. der lineare Raum
der Paare (x, y), xeL,, ye L, mit der tiblichen Addition
und Skalar-Multiplikation;

Faktorraum;

Dimension von L;

konvexe Hllle von M,

lineare Hlulle von M;

{x+y| xeM, yeN};

M +{x};

vgl. Seite 11-12;

das einem simplizialen Komplex (= Menge von Simplexen
mit gewissen Eigenschaften, vgl. Schubert [60]) zu-
geordnete Polyeder (= Vereinigung dieser Simplexe).

Topologische Ridume
offener Kern von M, bei komplizierten Ausdriicken

]

. . TN
geschrieben wie etwa M UN;

Abschliessung von M;
Rand von M;
M kompakt, M c N.

Metrische Riume

Abstand von x und y;

inf {d(x, y)| xeM, yeN} (Abstand);
dist (M, {x});

sup {d(x, y)| x, ye M} (Durchmesser);

} vgl. Seite 10,

Abbildungen .

Definitionsbereich von f;

Wertebereich von f;

Menge der Fixpunkte von f, d.h. {xeD(f)| x = [ (x)};
identische Abbildung auf M, dh. id, (x) = x fir alle
xeM; falls M festliegt, oft nur id statt id,,;
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f+g
fog
fk

det

C° (M)
C' (M)
S (x)
JLSf,x]

Lg

d[...]
€(f,p, M)
U(f,p, M)
s(f,p, M)
ZM, f)
A(M, p)

K(M,N,mo,P)
H(M,N,mo,no,p)

Bezeichnungen

Einschrinkung von f auf M;

vgl. Seite 10;

} vgl. Seite 10-11;

Determinante;
Menge der auf M stetigen Abbildungen;
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Menge der auf M stetig differenzierbaren Abbildungen;

Ableitung von f im Punkte x;
det (f'(x)) (Funktionaldeterminante).

Spezielle Symbole

vgl. Seite 13;

Leray-Schauderscher Abbildungsgrad;

} vgl. Definition 2 (Seite 25);

} vgl. Seite 59.
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