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Introduction

Soit R I’espace des nombres réels. Désignons par R* 1’espace produit
R x R. Xtant donnée une fonction f: R*—~ R et z,e R et y, e B fixés,
les fonctions d’une variable f; (y) = f(w, y) et @) = f(z, ¥,) S’appellent
coupes de la fonction f correspondant respectivement & z, et y,.

Il résulte du théoréme de Fubini que, quelle que soit la fonetion
f: R*— R mesurable (L) (au sens de Lebesgue), presque toutes les coupes
fz et fY sont mesurables (L). Cependant le théoréme inverse n’est plus
vrai (voir Sierpinski [30]). Dans les travaux mathématiques on trouve
de nombreuses conditions relatives aux coupes f, et fY, qui impliquent
la megurabilité (L) de la fonction f (voir [1], [4]-[16], [20], [22], [24]-[26],
et [33]).

En particulier on connait les suivantes:

la continuité & droite des coupes f, et la mesurabilité (L) des coupes f¥
(voir [257);

la monotonie des coupes f et la mesurabilité (L) des coupes f, (voir [33]);

la continuité presque partout et la continuité approximative des
coupes f, et la mesurabilité (L) des coupes fY (voir [25] ou [22]).

Ce qui caractérise les conditions démontrées avant 1’année 1972,
c¢’est la continuité presque partout des coupes f, ou f*.

En 1972 L. Miiik a posé les deux problémes suivants:

I. Une fonction f: I*—~ R (I =[0,1] et I* =IxI) dont toutes
les coupes f, et fY ont la propriété de Darboux et sont de premiere classe
de Baire, est-elle mesurable (L)%

II. Une fonction f: I* — R dont toutes les coupes f, et f¥ sont appro-
ximativement continues est-elle mesurable (L) ¢

La solution négative du probléme I a été donnée par Lipiniski dans
son article [22] et la solution positive du probleme II par Davies dans
son article [4). Dans sa condition Davies, le premier, ne suppose plus que
les coupes f, ou fY sont presque partout continues.

- Or, en usant de la propriété (K) introduite dans mon article [8],
j’ai formulé une condition plus faible que celle de Davies, qui est égale-
ment une condition nécessaire pour la mesurabilité (L) d’une fonction
f: R*— R dont les coupes f, ont la propriété (XK).
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Dans Darticle [12] j’ai démontré une autre condition équivalente
4 la mesurabilité au sens de Lebesgue d’une fonction f: R*— R et dans
Particle [26] j'ai donné encore d’autres conditions suffisantes pour la
mesurabilité d’une fonction f: R" X ™ — R, ou R" et R™ sont les espaces
euclidiens & » dimensions et 2 m dimensions respectivement.

Dans les chapitres I et II de ce travail je généralise les conditions
équivalentes des travaux [14] et [12] et les conditions suffisantes des
articles [16] et [10] pour la mesurabilité d’une fonction de deux variables,
dans le cas ou cette fonction est définie sur le produit cartésien de deux
espaces métriques dont les mesures satisfont & certaines conditions supp-
lémentaires, et j’affaiblis ces conditions, entre autres en remplagant la
propriété (K) par la propriété (G), qui est plus faible que (K).

D’autre part le Professeur Lipinski a posé le probléeme suivant:

III. Une fonction f: R*— R dont les coupes f, et f¥ sont.des déri-
vées est-elle mesurable (L)?

La solution de ce probléme ne résulte pas immédiatement des condi-
tions antérieures. Dans le cas particulier ou la fonction f est bornée,
la réponse affirmative est donnée dans l’article [15]. Dans le chapitre III
de ce travail je généralise ce résultat dans le cas ou la fonction f est définie
sur le produit cartésien de deux espaces métriques dont les mesures satis-
font & certaines conditions supplémentaires, mais autres que les condi-
tions énoncées dans les chapitres I et II.

Le chapitre IV est consacré & la démonstration d’une condition équi-
valente & la propriété (G).

Enfin, dans le chapitre V de ce travail je vérifie si les conditions
suffisantes pour la mesurabilité (L) de la fonction f: R?* — R sont également
suffisantes pour la mesurabilité au sens de Lebesgue de la superposition
fle, g(m)), quelle que soit la fonction mesurable (L)-g: R — R. En parti-
culier, je démontre que les suivantes sont suffisantes:

la mesurabilité (L) de la fonction f et la continuité approximative
de toutes les coupes f,;

la semi-équicontinuité supérieure des coupes f, et la mesurabilité (L)
de toutes les coupes fY; enfin,

la semi-continuité supérieure de toutes les coupes f, et la semi-con-
tinuité approximative inférieure de toutes les coupes fv.

En terminant cette introduction, je tiens 4 exprimer ma vive grati-
tude au Professeur Lipinski qui m’a interessé & ce sujet et qui a bien voulu
m’aider de ses précieux conseils.



CHAPITRE 1

Conditions équivalentes a la mesurabilité
d’une fonction de deux variables

Soient (X,, 0y, #,, p,) et (X,, 05, #,, p;) deux espaces polonais
aves des mesures o-finies, G;-réguliéres et complétes u, et u,, définies
respectivement sur des o-corps .#, et .#, de sous-ensembles X, et X,.

Soient #,< #, et F,c #, deux familles d’ensembles ouverts dans
les espaces (X,, o,) et (X,, p,) respectivement de mesures u; et u,
positives.

Une suite {J,} d’ensembles de la famille &, (#,) est dite conver-

gente au gens = ( :>) vers un point 2, € X, (y, € X,) lorsque la suite {J,}

est décroissante, x, € (J, (¥, € (J,) et la suite des diamétres d(J,)— 0
n=1 n=1
avec n — oo,

Nous supposerons dans tout ce travail qu’il existe pour tout point
xeX, (yeX,) une suite {J,} =« &, ({J,} = %,) convergente au sens
1 2

= (=) vers le point 2 (y).(})
 Désignons par u; et u, respectivement les mesures extérieures géné-
rées par les mesures u, et u,.
Fixons 4, <« X,, A, ¢ X,, #, € X, et y, € X,. La borne supérieure
(inférieure) de ’ensemble des nombres de la forme

—

pour toutes les suites d’ensembles J,, de la famille #,, convergentes au

sens = vers le point «,, s’appelle densité extérieure supérieure (infé-
rieure) de ’ensemble 4, au point #, par rapport & la famille #, et dans
ce travail elle sera désignée par Dj (@, 4,) (D} (zy, 4,)).

On définit de méme la densité extérieure supérieure D} (y,, 4,)
par rapport & la famille &, et la densité exterieure inférieure D} (y,, 4,)
par rapport a la méme famille.

1 2
() Les couples (F,, =) et (F3, =) sont des exemples de bases de différentation
définies par Bruckner dans son travail [2], p. 29-30

[}
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Si les densités extérieures D3 (z,, A,) et Di(x,, Ad,) (D} (¥, 4,)
et D (y,, 4,)) sont égales, leur valeur commune est dite densité extérieure
(tout court) de I’ensemble 4, (4,) au point @, (y,) par rapport & la famille
F, (F,). Si A e M, (A, € M,), les densités extérieures respectives sont
dites densités par rapport a la famille &, (#,) et désignées respectivement
var Dy (@, 4,), D; (21, 4,) et D (@1, 4,) (Dy(Y1, 4s), D; (Y1, 4,) €6 D(yy, Ay))-

DEFINITION 1. On dit que la famille &, (#,) la la propriété de den-
sité lorsque, quel que soit 1’ensemble 4, =« X, (4, = X,), I’ensemble

{wed,: Di(w,4,) <1} ({yed,: Di(y,4,)<1})

est de mesure u, (u,) zéro.
Soit

(X3y 03y M3y t13) = (X1 X Xyy 01 X 0oy My X Myy i1 X ths), .

ol p, X u, désigne le complété de la mesure-produit u, X u,.
Désignons par #, la famille

{Z cXy: Z =1Ixd,leFy, JeF,}
et définissons la convergence > par la condition:

I, xdJd, : (w,y) lorsque I, La et J, Z Y.
On vérifie facilement qu’il existe pour tout point (z, y) € X, une suite

d’ensembles I, X J, € #, convergente au sens > vers (,y). Etant fixé
un ensemble A = X, on peut définir sa densité extérieure supérieure et
inférieure en chaque point (x, y) € X; par rapport & la famille #; et ad-
mettre des notations analogues au cas des familles #, et #,. De méme
que dans la définition 1 on formule la propriété de dénsité de la famille & ,.

Indiquons maintenant quelques exemples de familles d’ensembles
qui ont la propriété de densité.

ExeMPLE 1. Soient X; = R et yu, la mesure de Lebesgue dans R.
La famille de tous les intervalles ouverts d’extrémités rationnelles a la
propriété de densité.

ExEMPLE 2. Désignons par R” espace euclidien & # dimensions avec
la distance euclidienne et par m, la mesure de Lebesgue dans E". La
famille de toutes les sphéres ouvertes dans R", dont les coordonnées des
centres et les rayons sont rationnels, a la propriété de densité.

ExEMPLE 3. Supposons que la famille &, satisfasse au théoréme de
Vitali, c¢’est-a-dire:

si ’ensemble 4 < X, est couvert par des ensembles de la famille #, de
manieére qu’il existe pour tout point ¥ € A et pour tout nombre > 0
un ensemble J appartenant & cette couverture tel que # e J et le diamétre
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d(J) < &, il existe pour tout nombre £ > 0 une suite d’ense'nbles g
appartenant a cette couverture telle que
UJ,,) =0, J,nJ,, Hﬂpourm # N

,ul(UJ —A)< g, ol A désigne la couverture puqi-mesurable de

l’ensemble AAde#y,Ac A et ui(A—A)=0.
La famille &, posséde la propriété de densité (voir [2], p. 5 et 31).

Remarque 1. Si X, = R et si u, est une mesure G,-réguliére, com-
plete et telle que tout intervalle est de mesure u, positive, la famille de
tous les intervalles d’extrémités rationnelles satisfait au théoréme de
Vitali (voir [17]). Elle a donc également la propriété de densité.

EXEMPLE 4. Soient X, = R* et u; = m,. La famille #, de tous les
intervalles ouverts & 2 dimensions (c’est-a-dire: de tous rectangles ouverts
qui ont leurs cdtés paralléles aux axes de coordonnées) a la propriété de
densité, mais elle ne satisfait pas au théoréme de Vitali (voir [2], p. 4).

DEFINITION 2. Soit f: X, — R une fonction. On dit que la fonction f
est approximativement semi-conlinue supérieurement (inférieurement) au
point xy € X, par rapport a la famille &, lorsque, quel que soit le nombre
a € R, la condition suivante est satisfaite:

Si f(x) < a, x est un point de densité de ’ensemble {z ¢ X,:f(x) < a,}
c’est-a-dire qu’il existe un ensemble A < {ze X,: f(z) <a} tel que
Aed,et Dz, A) = 1.

(Si f(#) > a, # est un point de densité de I’ensemble {z € X, :f(z) > a}).

Si la fonction f est approximativement semi-continue supérieurement
et inférieurement au point z € X par rapport a la famille #,, elle est
dite approvimativement continue au point x par rapport a la méme famille.

Si la fonection f est approximativement semi-continue supérieurement
(inférieurement) (approximativement continue) en chaque point » e X,
par rapport & la famille &#,, elle est dite (tout court) approzimativement
semi-continue supérieurement (tnférieurement) (approvimativement continue)
par rapport & la méme famille #,.

DEFINITION 3. On dit qu’une fonction f: X, — R a la propriété (K)
lorsque la fonction f est ponctuellement discontinue sur tout ensemble
fermé A < X, qui a la propriété de Denjoy (c’est-a-dire ; pour tout ensemble
ouvert U < X,,si Und # @, ona u,(Und)>0).

Remarque 2. Toutes les fonctions f: X, > R de premiére classe
de Baire ont la propriété (XK).

DEFINITION 4. On dit qu’une fonction f: X, — R posséde la propriété (G)
par rapport & la famille #, ayant la propriété de densité, lorsque, quels
que soient un ensemble A e .#, de mesure u, positive et un nombre
e > 0, il existe un ensemble J € &#, tel que u,(JNA)> 0et oscf< e sur
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l’ensemble de tous les points de densité de ’ensemble A NJ par rapport
a la famille #, appartenant & 1’ensemble ANndJ.

Le théoréme suivant est évident:

THEOREME 1. Supposons que la famille &, ait la propriété de densité.
Si une fonction f: X, — R posséde la propriété (K), elle posséde également
la propriété (G) par rapport & la famille F,.

Cependant le théoréme réciproque n’est pas vrai.

ExeMPLE 5. Soient X, = R et p, la mesure de Lebesgue dans E.
Supposons que la famille &, soit la méme que dans I’exemple 1. Soit
A < {(0,1> un ensemble fermé, non dense, de mesure u, positive, qui
a la propriété de Denjoy. Le complémentaire R — 4 de I’ensemble A est
la somme d’une suite d’intervalles ouverts qui sont dites ses composantes.
Désignons ces composantes par (a,, 8,) (» = 1,2, ...) et leurs fermetures
par OCl(a,, B,). Posons

0 lorsque xe|JCl(a,,B,),

fl@) = .
1 lorsque ¢ |JCla,, B.).

n=1

On vérifie facilement que la fonction f a la propriété (G) par rapport
a la famille #, et qu’elle n’a pas la propriété (K).

DEFINITION 5. On dit qu'une fonction f: X, - R est dégénérée au
point 2, € X, par rapport & la famille #,; lorsqu’il existe un intervalle
ouvert U < Rtel que f(x,) € U et que x, est un point d’éclaircie de ’ensem-
ble f~'(U) par rapport & la famille #,; c’est-a-dire D; (w,, f~*(U)) = 0.

DErFINITION 6. On dit qu’une fonction f: X, - R, u,-mesurable est
non dégénérée positivement au point x, € X, par rapport & la famille %,
lorsque, quel que soit l'intervalle ouvert U c R tel que f(x,) € U, on
a D (a5, f1(T)) > 0. .

PrOPOSITION 1. Supposons que la famille %, posséde la propriéia
de densité. Si une fonction f: X, — R est u,-mesurable et non dégénéréé
positivement en tout point x € X, par rapport a la famille F, et si elle sa-
tisfait & la condition
(Py) 4l existe, pour tout ensemble F e M4, de mesure u, positive et pour
tout nombre ¢ > 0, un ensemble J € F, et un ensemble Z € #, de mesure u,
zéro tels que u,(JNF) > 0 et oscf < & sur Pensemble (JNF)—Z,

la fonction f posséde la propriété (G) par rapport & la famille F,.

Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction f ne
possede pas la propriété (G) par rapport a la famille #,. 1l existe done
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un ensemble F € #, de mesure u, positive et un nombre ¢ > 0 tels que,
quel que soit un ensemble J € &, tel que y,(J NF) > 0, oscf > & sur Pens-
emble des points de densité de ’ensemble J NF appartenant &4 ’ensemble
JnF. D’autre part la fonction f satisfait & la condition (P,). Il existe
done un ensemble J € #, et un ensemble Z € .#, de mesure u, zéro tels

que u,(JNF)> 0 et oscf < ¢ sur ’ensemble (J NF)—Z. Désignons inf f
- (JNnF)-Z

par a et sup f par b et posons ¢ = (a+b)/2. Remarquons qu’il existe
nF)-2Z

un point z, e JNF qui est un point de densité de 1’ensemble JNF par
rapport a la famille &, tel que

|f (@) —¢] > €/2.

La fonction f étant non dégénérée positivement au point z, par rapport
a la famille %, la densité inférieure D, (w,, {x € X,: |f(x)—¢| > &/2})
est positive. Par conséquent, comme de plus D(x,, (JNF)—Z) =1,
on a

[(JAF)—Z1nfe e Xy: [f(@)—cf > &2} %0,

ce qui contredit le fait que
ose f<e
WAF)-Z
et la démonstration est achevée.

THEOREME 2. Supposons que la famille F, posséde la propriété de
densité. Si une fonction f: X, — R est u,-mesurable et non dégénérée posi-
tivement en tout point ¢ € X, par rapport o la famille &, la fonction f a la
propriété (G) par rapport & cette famille.

Démonstration. Supposons, au contraire, que la fonction f ne
posseéde pas la propriété (G) par rapport a la famille #,. Selon la pro-
position 1 elle ne satisfait pas non plus 4 la condition (P,). Il existe donc
un ensemble F € .4, de mesure u, positive et un nombre ¢ > 0 tels que,

quel que soit ’ensemble J € #,, si u,(JNF)> 0, on a osc f> epour
(JnF-2Z
tout ensemble Z € .#, de mesure u, zéro.

Soit #, un point de densité de ’ensemble F par rapport a la famille #,
auquel la fonction f est approximativement continue par rapport a la
famille #,.(%)

Soit J, € #, tel que z, € J, et que la densité moyenne de ’ensemble
{x e F: |f(x)—f(2,)] < /8} sur J, est plus grande que 1—(1/2)*; c’est-
a-dire _

pr{{z € F: |f(0) —f(@))] < €/80dy) [y (1) > 1 —(1/2).

(?) Nous profitons ici du fait que toute fonction u,-mesurable est approxi-
mativement continue presque partout par rapport i la mesure g, et 3 la famille &#,.
Ce fait résulte de la propriété de densité de la famille #,.
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On vérifie facilement qu’il existe un sous-ensemble u,-measurable de
I’ensemble J,NF, de mesure g, positive, sur lequel I’inégalité suivante
est satisfaite: '

\f (@) —f(@,)] > &/2.

Soit 2, un point de ce sous-ensemble tel que la densité (par rapport & la
famille #,) de ce sous-ensemble au point z, existe et est égale & 1 et que
la fonction f est approximativement continue (par rapport & la famille &)
au point z,. Remarquons que |f(x,)—f(x,)| = €/2. Soit J, € #, tel que
@, €dy, Cl(J,) € J, et que la densité moyenne de l’ensemble {z e F':
If(@)—f(2,)] < ¢/8} sur J, est plus grande que 1—(1/2)2.. En général,
le #°™° pas donne un point z, et un ensemble J, € #, tels que:

x, est un point et un point de densité par rapport a la famille &,
d’un sous-ensemble u,-mesurable de l’ensemble J, ,NF, de mesure u,
positive, sur lequel 1’inégalité suivante est satisfaite: |f(@)—f(z,_;)|
> €25

la fonction f est approximativement continue (par rapport a la famille
#,) au point z,;

v, €d, et Cl(J,) = J,_,;

la densité moyenne de ’ensemble {z e F': |f(x)—f(x,)] < £/8} surd,
est plus grande que 1 —(1/2)"; et

la suite de diametres d(J,) est convergente vers 0.

On vérifie facilement que |f(z,)—f(x,_,)| = €/2. L’espace X, étant

complet, on a () J, # @. Désignons par z, le point commun de tous les
fima]l

ensembles o, .

La fonction f étant non dégénérée positivement au point z, par rap-
port & la famille #,, la densité inférieure (par rapport & la famille %))
de V’ensemble {xr € X,: |f(®)—f(x,) < ¢/8} au point #, est positive. Dési-
gnons cette densité inférieure par a. Remarquons, en outre, que la suite
d’ensembles J, est convergente au sens = vers le point #,. Il existe donc
un indice naturel N tel que, quel que soit » > N, la densité moyenne de
Pensemble {z e X,: |f(®)—f(x,)| < €/8} sur J, est plus grande que «/2
et la densité moyenne de l’ensemble {x e F: |f(z)—f(x,)| < /8} sur J,
est plus grande que 1—a/2. Ainsi, il existe pour tout >N un
point £, & {r e X;: |f(2) —f(@)| < e/} {w e F': |f(2) — f(@,)| < ¢/8}NJ,,. Par
conséquent |f(x,) —f(@,}] < £/4 pour tout » > N, ce qui est contraire
au fait que |f(@,,,) —f(#,)| > €/2 et 1a démonstration est achevée.

THEOREME 3. Toute fonction f: X, — R ayant la propriété (G) par
rapport & la famille F, ayant la propriété de densité est u,-mesurable.

La démonstration du théoréme 3 résulte directement du lemme
suivant: '
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LeEMME 1 (3) (voir [4] et [8]). Soit (X, #, u) un espace dont la mesure
a-finie est u. Supposons qu’une fonction f: X — R soit telle que, quel que
80it le nombre & > 0, la classe d’ensembles

D, ={De#: osc f< ¢}
D
satisfasse a la condition suivante:

(E) il existe pour tout ensemble A € # de mesure p positive un ensemble
DeD,tel que D = A et u(D)> 0

Alors la fonction f est z-mesurable, ot i désigne le complété de la mesure u.
Nous userons dans ce qui suit des résultats suivants:

LEMME 2. Supposons que les familles &, et &, possédent la propriété
de densité. Soit A € M. Dans ces hypotheéses il existe un ensemble B du type F,
et tel que puy(A—B) =0 et B < +B; clest-a-dire: quel que soit le point
(z, y) € By x est un point de densité de la coupe BY par rapport & la famillte &,
et y est un point de densité de la coupe B, par rapport o la famille F,.
(BY = {t e X,: (t,y) e B} et B, = {u e X,: (x,u) e B}).

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme 2 du
travail [21], tandis que celle-ci est analogue & la démonstration du lemme 1
de mon article [12].

LeMME 3. Conservons les hypothéses dulemme 2. Il existe un ensemble B
du type F, et tel que us(A—B) =0 et B c-+Bj; cest-a-dire B < +B et
tout point (»,y) € B est un point de densité de Uensemble B par rapport
a la famille & ,.

Démonstration. La mesure u, étant G, réguliére et la famille %,
ayant la propriété de densité, (comme la familles &, et &#, 'ont ([2],
pp. 5 et 34)) il existe un ensemble 4, =« A du type F, et tel que
us(A—A,) =0 et tout point (#,y)e A, est un point de densité de
Pensemble 4,. D’apreés le lemme 2 il existe pour 1’ensemble 4, un en-
semble B du type F, et tel que u,(4,—B) = 0 et B < +B. On vérifie
facilement que tout point de ’ensemble B en est point rapport & la famille
Z 3, ce qui termine la démonstration. de densité part

PROPOSITION 2. 8% les familles F, et F, ont la propriété de densité
et si une fonction f: X, — R est us-mesurable, ensemble
{(w,y) e X;3: f, nest pas approximativement continue au point y ou f¥
n’est pas approximativement continue au point x par rapport a la famille F,
et F, respectivement}
est u,-mesurable de mesure u, zéro.

(®) Ce lemme a été plus t6t remarqué (comme condition suffisante et nécessaire
de mesurabilité de la fonction f) par le Professeur Cz. Ryll-Nardzewski (voir [31],
p- 252, Exercice 8).
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La démonstration est la méme que celle d’une proposition analogue
(mais avec d’autres familles &, et F,) du travail [21].

THEOREME 4. Supposons que les familles F, et F, possédent la proprié-
té de densité et que la famille F , soit dénombrable. Soit une fonction f: X, — R
telle que toutes ses coupes f, (4) = f(@o, y) (% € Xy, y € X,) possédent la
propriété (G) par rapport a la famille F, et toutes ses coupes f¥o(z) = f(z, y,)
( € X;, yo € X;) sotent p,-mesurables. Pour que la fonction f soit us-me-
surable, il fautl et il suffit que Vensemble

A(f) = {(=, y) € X;: fY est dégénérée au point x par rapport i la famille F .}
80it ugy-mesurable, de mesure u,y zéro.

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du théoréme 1
du travail [21] (celui-ci étant plus faible et concernant d’autres familles #,

et #,), tandis que cette derniére démonstration est analogue & celle du
théoréme de mon article [14].

En particulier, 81 X, = X, = R et u, = u, est la mesure de Lebesgue
dans R, il résulte des théorémes 4 et 1 les corollaires suivants:

COROLLAIRE 1 (voir [14], Theorem). Soit une fonction f: R*— R
telle que toutes ses coupes f, ont la propriété (K) et toutes ses coupes fV sont
mesurables (L). Pour que la fonction f soit mesurable (L), il faut et il suffit
que Vensemble A (f) (o% F, est la famille de Vexemple 1) soit mesurable (L),
de mesure zéro.

COROLLAIRE 2. Si toutes les coupes d’une fonction f: R* — R ont la
propriété (G) par rapport a la famille F , de Pexemple 1 et si toutes ses coupes f¥
sont approximativement continues & droite ou & gauche, la fonction f est
mesurable (L).

En appliquant le théoréme 4 aux fonctions caractéristiques des
ensembles de R? on a: '

COROLLAIRE 3 (voir [9], théoréme). Soit A = R* un ensemble tel que

toutes ses coupes A, ont la propriété (G,) et toutes ses coupes AY ont la
propriété (G,). Dans ces hypothéses Vensemble A est mesurable (L).

Les propriétés (G,) et (G,) sont définies comme il suit:

Un ensemble E = R a la propriété (G,) lorsque lui ou son complé-
mentaire R —F est la somme d’une famille d’intervalles disjoints deux
a deux, ou tout ensemble connexe qui contient plus d’un point est dit
intervalle. :

Un ensemble E = R a la propriété (G,) lorsqu’il satisfait aux condi-
tions:

(1) £ est mesurable (L);

(2) Si x € E, 1a densité supérieure de l’ensemble E au point @ est
positive; et
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(3) Si # e R— E, la densité supérieure de 'ensemble R — F au point z
est positive.

Remarque 3. Remarquons que le corollaire 3 ne résulte pas di-
rectement du corouaire 1.

Remarque 4. Dans le théoréme 4 on ne saurait remplacer I’hy-
pothése que les coupes f, ont la propriété (G) par rapport & la famille #,
par leur u,-mesurabilité. En effet, il existe une fonction f: R* — R non
mesurable (L), dont toutes les coupes f, sont mesurables (L) (et méme
approximativement semi-continues supérieurement) et toutes les coupes f¥
sont approximativement continues (voir [4] et [5] ou [10], Th. 3).

Formulons maintenant une deuxiéme condition nécessaire et suffi-
sante pour la mesurabilité d’une fonction de deux variables.

THEORBME 5. Supposons que les familles F, et F, possédent la pro-
priété de densité et que la famille F, soit dénombrable. Soit une Jonction
f: Xy R telle que toutes ses coupes f, sont u,-mesurables et toutes ses cou-
pes fY sont u,-mesurables. Dans ces hypothéses les conditions suivantes sont
équivalentes :

(A) la fonction f est pus-mesurable;

(B) ,u3(A(f)UB(f)) = 0,00

A(f) = {(®,y) e X3: fY est dégénérée au point x par rapport a la
famille F .},
B(f) = {(»,y) € X;: f, n’est pas approzimativement continue au point y
por rapport & la famille F,};
et
() plA(HUC(S)) =0, ou

C(f) = {(z,y) € X5: f, n'est pas non dégénérée positivement au point y
par rapport a la famille F,}.
Démonstration. L’implication (A) — (B) résulte de la proposition 2.
L’implication (B)— (C) est évidente.
Démontrons encore que (C)— (A). Dans ce but désignons par A
Pensemble X, —(A(f)UC(f)). La mesure u, étant G,-réguliére et o-finie,
il existe une suite d’ensembles fermés A, de mesure u, positive et finie

telle que A; = A;,, (1 =1,2,...) et ug(d— | J 4;) = 0. Posons, pour
tout » =1,2,..., =1

__[f(z,y) pour (®,y)eAd,,
f"("””"{o pour (z,9) ¢ 4,

Afin de démontrer notre théoreme il suffit de montrer que toute fonction f,
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est uy-mesurable. Dans ce but démontrons qu’elle satisfait & la condition (E)
du lemme 1. Fixons un nombre naturel » et un nombre réel ¢ > 0. Soit
un ensemble E € #; tel que p,(E) > 0. Désignons par @ 'ensemble des
points # € X; pour lesquels la coupe E, e #, et u,(E;) > 0. 11 résulte du
théoréme de Fubini que I’ensemble @ e .#, et qu’il est de mesure u, posi-
tive. Soient {J,} la suite de tous les ensembles de la famille #, et {K;}
la suite de tous les intervalles fermés d’extrémités rationnelles dont la
longueur est plus petite que ¢. Désignons par @, ; 'ensemble de tous les
points x € Q pour lesquels u,(J,NE,) > 0 et f,(z, y) € K, pour tout point y
qui est un point de densité de I’ensemble E,NJ, par rapport a la famille #,
appartenant & cet ensemble. Evidemment U@rs = €. Démontrons
7,8

qu’on peut remplacer la derniére inclusion p'ar Pégalité | JQ,, = Q.
T8

Dans ce but remarquons que toute coupe (f,)_de la fonction f, a la pro-
priété (G) par rapport 4 la famille #,. En effet, étant donné un ensemble
Z € M4 de mesure u, positive et un nombre 5 > 0 étant fixé, deux cas sont
2 considerer. _

Cas 1. L’ensemble Z — (A4,), est de mesure u, positive. Il existe donc
un ensemble J, € #, tel que J,N(4,), =B, u,(J,NZ) > 0 et la fonction
partielle ( f”)z/J,nZ est constante. 11 s’ensuit que ose(f,), = 0 < sur
Pensemble J,.NZ.

Cas II. u,(Z—(A4,);)= 0. Dans ce cas tous les points de densité de
I’ensemble Z par rapport a la famille #, appartiennent & I’ensemble (4,,), .-
En appliquant la méthode de la démonstration du théoréme 2 & I’ensemble
Zn(4,),, on démontre 1’existence d’un ensemble J € F, tel que u,(J NZ)
> 0 et osc(f,), < n sur ’ensemble de tous les points de densité de l’en-
semble ZNJ par rapport & la famille &, qui appartient & cet ensemble.

Ainsi, toute coupe (f,), posséde la propriété (G) par rapport & la famille
&, et par conséquent on a @ = ) @, ,. Il existe donec un couple d’indi-

8 .

ces naturels (ry, s,) tel que ,uI(Q,o,s.o),> 0. Désignons par P l’ensemble de
tous les points # € X; dans lesquels la densité extérieure (par rapport
a la famille #,) de I’ensemble @, . est égale & 1. La mesure u, étant G, ré-
guliére et la famille &#, ayant la propriété de densité, 1’ensemble P est
p-mesurable et u,(P) > 0. Désignons par B Pensemble EN(PXJ, ).
L’ensemble B est uj,-mesurable et uy(B) > 0, car u,(B;) > 0 pour tout
point x €@, , . I existe, d’aprés le lemme 2, trois ensembles u,-mesura-
bles G, H et L tels que G <« A,, G+ G, HcX,—4,, Hc+ H,
LcB, Lc+ L, uy(A,—G) =0, us(B—L) =0 et us(X,—A4,—H) = 0.
Désignons par M ’ensemble LN (GU H). Remarquons que M < E, M e #,
et us(M) > 0. Afin d’établir notre théoreme, il suffit done de démontrer
que f,(x,y) € K, pour tout point (#,y) e M. Fixons pour cela un point

(£, 7) € M et un nombre 6 > 0. Désignons par a la densité supéricure de
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I’ensemble {x e X,: |f,(®, n)—f.(&, )] < 6} au point & par rapport & la
famille #,. La coupe (f,)" étant non dégénérée au point & par rapport a la
famille #,, on a a > 0. Soit un ensemble I € &#, tel que £ € I, la densité
moyenne de ’ensemble {w e X,: |f,(z,n)—f,(&, 7)< 8} sur I est plus
grande que 3a/4, la densité moyenne de la coupe M” sur I plus grande
que 1—a/4 et la densité extérieure moyenne de I'ensemble @, , sur I
plus grande que 1 — a/4. Par conséquent ces trois ensembles ont un point
commun, que nous désignons par z,. Remarquons que le point (z,, ) € M.
Ainsi, la coupe Mxo € M, ,uz(Bzo) > 0 et 5 est un point de densité de l’en-
semble B, par rapport & la famille #,. Far conséquent » est un point
de densité de I'ensemble E, par rapport & la famille #,. De plus, 7 € Iy
et z, eQ,o.so, on a done f,(x,, n) eK,o. -I1 en résulte que la distance du

nombre f, (£, n) & lintervalle fermé K, est plus petite que J. Mais le

nombre 6 étant arbitraire, on a f,(&, ) € K, , ce qui termine la démon-
stration.

Dans le note [19] Kamke a démontré que chaque fonction f: R — R
approximativement continue presque partout (par rapport & la mesure
de Lebesgue) est mesurable (L).

Dans le cas particulier ou X, = X, = R, u, = u, est la mesure de
Lebesgue dans R et les familles %, et &, sont les mémes que dans l’ex-
emple 1, du théoréme 5 résulte immédiatement I’analogue suivant du
théoréme de Kamke:

COROLLAIRE 4. Soit f: R* -~ R une fonction dont toutes les coupes f,
et f¥ sont mesurables (L). Si P’ensemble

D(f) = {(», y) € R?: f, n’est pas approvimativement continue aw point y
ou fY wn’est pas approvimativemeni continue au point =z}

est mesurable (L), de mesure zéro, la_fongtion f est mesurable (L).

2 — Dissertatio_nes Math, 159



CHAPITRE I

Conditions suffisantes pour la mesurabilité
des fonctions de deux variables

Dans ce chapitre nous démontrons certaines conditions suffisantes
pour la mesurabilité des fonctions.de deux variables, qui ne résultent pas
directement des théorémes 4 et 5.

THEOREME 6. Supposons que X, soit Pespace euclidien a n dimensions.
St toutes les coupes f¥ d’une fonction f: X, — R sont approximativement
semi-continues inférieurement par rapport @ la famille F, et si toules ses
coupes [, sont semi-continues supérieurement, la fonction f est la limite d'une
suite décroissante de fonctions approximativement semi-continues inférieu-
rement par rapport a la famille F,.

Démonstration. Etant fixé un point (z,, y,) € X5, désignons par
M, (@, ¥o) 12 borne supérieure de la fonction f, sur la sphére ouverte
S (Yo, 1/k) de centre y, et de rayon 1/k. Toutes les coupes f, étant semi-
continues supérieurement, on a

f@,y) = Ilciian(w, y)

pour tout point (z, y) € X;. Comme, de plus, la suite M, est décroissante,
il suffit de démontrer que toutes les fonctions M, sont approximativement
semi-continues. inférieurement par rapport & la famille &#,.

Fixons l'indice %, le point (x,,%,) € X; et le nombre a tels que
M, (2,, Yo) > a. Démontrons que (x,, ¥,) est un point de densité de l’en-
semble {(x,y) e Xy: M,(®,y) > a} par rapport & la famille #,;. Posons
e = My(zy, o) —a. Il résulte de la définition M, (x,, y,) qu’il existe un

point y, € S(y,, 1/k) tel que
(+) J(@oy y1) > My (%o, Yo) — /2.

La fonction f“! étant approximativement semi-continue inférieurement
par rapport & la famille #,, il existe un ensemble £ < X,, de mesure u,
positive tel que z, en est un point de densité par rapport & la famille &,
et tel que pour tout point # € ¥ on a ’

(++) f(@, y1) > f(@, ¥1) —€/2.
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Désignons par f la distance du point y, a la fronti.ére de la spheére S Yo, 1/E).
Comme y, € 8(y, 1/k) pour tout point ¥ € 8(¥,, 8), on a

(++-+) My=z,y)>f(=z,y,) pour tout point y e S(y,, f)
De (+), (++), et (+++) il vient
M (5, y) > M (%, Yo)—¢ = a

pour tout i)oint (z,y) € E X 8(yy, B) = A. Mais ’ensemble 4 a la densité 1
au point (@, 9,) par rapport & la famille #,, la démonstration est donc
achevée.

THEORBME 7. Dans les hypothéses du théoreme 6, si, en outre, la famille F,
posséde la propriété de densité, la fonction f est ug,-mesurable.

Démonstration. En effet, la propriété de densité de la famille &,
implique la u,-mesurabilité de toute fonction approximativement semi-
continue inférieurement par rapport & la famille #,. Ainsi la fonction f,
étant la limite d’une suite de fonctions u,-mesurables, est aussi us-mesu-
rable.

Remarque 5. Dang le théoréme 7 on ne saurait remplacer la semi-
continuité supérieurement de toutes les coupes f, par leur semi-conti-
nuité approximative supérieurement par rapport a la famille #, (voir [10],
Théoréme 2). On ne peut pasnon plus remplacer dans ce théoréme I’hypo-
thése que toutes les coupes f, sont semi-continues supérieurement et toutes
les coupes fY approximativement semi-continues infériecurement par
rapport & la famille #, par ’hypothése que toutes les coupes f, sont appro-
ximativement semi-continues supérieurement par rapport a la famille
F, et toutes les coupes fY approximativement continues par rapport a la
famille #, (voir [10], Théoréme 3). ’

Dans le cas particulier ol X, =X, = R et u, = p, est la mesure
de Lebesgue dans R et les familles #, et #, sont les mémes que dans
P’exemple 1, le théoréme 6 devient le théoréme 1 de l'article {10].

Pour formuler les conditions suivantes, introduisons deux nouvelles
définitions:

Définition 7. Soit {;};.r (T étant un ensemble d’indices) une famille
de fonctions réelles définies sur ’ensemble X,. On dit que les fonctions k;
(¢ €T) de cette famille sont semi-équicontinues supérieurement (inférieu-
rement) au point x, lorsqu’il existe pour tout nombre ¢ > 0 un nombre
6 > 0 tel que, quels que soient 'indice ¢ € T et le point ¢ € X,, on a:

Si g, (, @) < 6 on a hy(x)—h;(2) < €
(8i oi(®, @) < 8, on a h;(2,) —hy(®) < &),
ou g, désigne la distance dans X,.

DZ#FINITION 8. Soit {A;};r (T étant un ensemble d’indices) une famille
de fonctions réelles définies sur ’ensemble X,. On dit que les fonctions
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h; (1 € T) sont approwima‘tivement équicontinues (approxvimativement semi-
équicontinues supérieurement) (approximativement semi-équicontinues im-
férieurement) par rapport a la famille #, lorsque, quel que soit le point
x € X,, il existe un ensemble A4 (z) « X, du type F, et tel que x e A(x),
« est un point de densité de l’ensemble A (x) par rapport a la famille
F, et les fonctions partielles h,/A () sont équicontinues (semi-équiconti-
nues supérieurement) (semi-équicontinues inférieurement) au point 2.

THEOREME 8. Soit f: X;— R une fonction. Si toutes les coupes f,
sont approximativement sewii—équficontinues supérieurement par rapport
a la famille F, et si toutes les coupes f¥ sont approximativement semi-conti-
nues supérieurement par rapport a la famille & ,, la fonction f est approxi-
mativement semi-continue supérieurement par rapport a la famille F .

Démonstration. Afin d’établir ce théoréeme il suffit de démontrer
qu’il existe, pour tout nombre £ > 0 et pour tout point (z,y) e X,, un
ensemble C < X, du type F, et tel que (z, ) en est un point et un point
de densité par rapport & la famille #, et que f(u, v)—f(2, ¥) < ¢ pour
tout point (%, ») € C. Fixons un point (z,y) € X; et un nombre ¢ > 0.
La coupe fY étant approximativement semi-continue supérieurement
par rapport & la famille &, il existe un ensemble ¥ < X, du type F,
et tel que x € B, x est un point de densité de I’ensemble E par rapport
a la famille &#, et f(u, y) —f(x, ¥) < /2, pour tout point u € E.

D’autre part, les coupes f, étant approximativement semi-équicon-
tinues supérieurement par rapport a la famille &#,, il existe un ensemble
A(y) c X, du type F, et tel que y en est un point de densité par rapport.
a la famille #, et pour lequel la condition suivante est satisfaite:

f(ua ’IJ) _‘f(uy ?/) < 3/2
pour tout point » € F et pour tout point v € A (y).
On vérifie facilement que (#, y) est un point de densité de ’ensemble

C = E'x A(y) par rapport & la famille #, et que tous les points (u, v) € C
satisfont a la condition:

flu,v)—f(z,y) = f(u, v) —f(u, y) +f(u,y)—f(@,y) < e/2+e]2 =&,
d’ou notre théoreme.
Pour raison de symétrie, on a le théoréme suivant:
THEOREME 9. Soit f: X, — R une fonction. Si toutes les coupes f,
sont approvimativement semi-équicontinues inférieurement par rapport
a la famille &, et toutes les coupes fY approvimativement semi-continues

inférieurement par rapport o la famille F,, la fonction f est approvimati-
vement semi-continue inférieurement par rapport a la famille F,.

Des théorémes 8 et 9 ensuite on obtient le:
THEOREME 10. Soit f: X;— R une fonction. Si toutes les coupes f,
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sont approxvimativement équicontinues par rapport a la famille F, el toutes
les coupes f¥ approximativement continues par rapport a la famille F,,
la fonction f est approximativement continue par rapport & la famille F,.

Il résulte du théoréeme 7:

COROLLAIRE 5. Dans les hypothéses des théorémes 8, 9 et 10, si, en outre,
la famille F, posseéde la propriété de densité, la fonction f est p,-mesurable.

Remarque 6. Dans le cas particulier ou X, = R", X, = R™ (R"
et R™ étant les espaces euclidiens & » et m dimensions respectivement), u,
et u, sont les mesures de Lebesgue dans ces espaces et les familles #, et 7,
sont les mémes que dans ’exemple 2, des théorémes 8 ot 10 résultent
respectivement les théoremes 1 et 2 de Darticle [16].

Remarque 7. Dans le théoréme 10 on ne saurait remplacer 1’hypo-
thése que toutes les coupes f, sont approximativement équicontinues par
rapport & la famille #, par leur continuité approximative par rapport a
la méme famille.

Or, comme on le sait, il existe une fonction f: R?— R qui n’est pas
de premiére classe de Baire (donc n’est pas approximativement continue),
dont toutes les coupes f; et f¥ sont approximativement continues (Davies [4],
Theorem 3). .

THEOREME 11. Soit f: X3 — R une fonction. Supposons que les familles
F, et F, possédent la propriété de densité. Si toutes les coupes f, sont appro-
zimativement équicontinues par rapport a la famille F , et toutes les coupes f¥
sont u,-mesurables, la fonction f est ug-mesurable.

Démonstration. Afin d’établir ce théoreme nous démontrerons
que la fonction f satisfait &4 la condition (E) du lemme 1. Soit 4 € .#,
un ensemble tel que us(4) > 0. Fixons un nombre ¢ > 0. En appliquant
le lemme 2 3 ’ensemble 4, on peut écrire qu’il existe un ensemble B = 4
du type F, et tel que B <+ B et u;(A —B) = 0.

Soit y, € X, un point tel que pl(By") > 0. La coupe f”° étant u,-mesu-
rable et la famille &, ayant la propriété de densité, il existe un point », € B"
auquel la fonction f'° est approximativement continue par rapport & la
famille #,. Ainsi, il existe un ensemble C = X, du type ¥, et tel que z,
en est un point de densité par rapport a la famille #, et tel que

(f(@y Yo) —f (@0, Yo)l < e/4

pour tout « € C. Chacun des ensembles C et B” a la densité 1 au point z,
par rapport & la famille &#,, done leur produit, que nous désignons par D,
a la méme densité. '

D’autre part, toutes les coupes f, étant approximativement équi-
continues par rapport & la famille &#,, il existe un ensemble E(y,) = X,
du type F, et tel que y, en est un point et un point de densité par rapport
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a la famille &, et I'inégalité

|f(z, y)—F(®, yo)| < &/4

est satisfaite pour tout v € X, et pour tout y € E(y,).
Désignons par G I’ensemble D x E(y,). On a

(%, y) —f (@, %)l |f —f(@, Yo)l + 1 f (@, Yo) —f (@0, Yo)l
< 8/4—}— s/4 = &f2
pour tout point (v, y) e G. I1 en résulte que oscf < .
@

Désignons ensuite par H l’ensemble GNB. L’ensemble H € .#,,
car il est le produit de deux ensembles u;-mesurables et u,(H) > 0, puisque
e (Hz) > 0 pour tout point ¥ € D..De plus H <« B < A et. oscf< g, d’o
notre théoréme.

Introduisons encore les deux définitions suivantes:

DEFINITION 9. On dit qu'une fonction f: X,-> R est dégénérée
supérieurement au point x € X, par rapport & la famille &%, lorsqu’il
existe un nombre positif d tel que x est un point d’éclaircie de l’en-
semble f~'([f(2), f(z+ 8)) par rapport & la famille &,

DEFINITION 10. On dit qu’une fonction f: X;— R posséde la pro-
priété (P) lorsque, quels que soient le nombre ¢ > 0 et le point y € X,,
il existe une suite croissante d’ensembles X ‘e M, et une suite d’ensembles
Ai(y, e) ¢ X, du type F, tels que:

(=43

1) X, = U X3

i=1

(2) D, (y,Ai(y, ¢)) > 0 (la densité supérieure est prise par rapport
a la famille #,et ¢ =1,2,...);

(8) f(x,v)—f(=,y) < ¢ pour tout point z ¢ X! et pour tout point
ved (y, e).

THEOREME 12. Supposons que les fa,mzlles F ., et F, posseédent la pro-
priété de densité. Soit f: X ~R une fonction. 8i la fonction f a la propriété (P)
et st toutes ses coupes fY sont u,-mesurables et mon dégénérées supérieurement
en tout point w € X, par rapport a la famille F,, la fonction f est u,-mesurable.

Démonstration. Afin d’établir ce théoréme il suffit de démontrer
que la fonction f satisfait & la condition (E) du lemme 1. Soit A € #,
un ensemble tel que u;(A) > 0. Fixons un nombre ¢ > 0. Sans restreindre
la généralité, on peut supposer que la fonction f est bornée, car dans le
cas contraire il suffit de considérer la fonction are tg f, qui satisfait égale-
ment aux hypothéses du théoréme 12. Désignons par a ’'infimum essentiel

inf ess f(z,y) et par B lensemble A—{(z,y)e Ad: f(z,y) <a}. En
(z,u)e4 .
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s’appuyant sur le lemme 2, nous remarquons qu’il existe un ensemble
C c B du type F, tel que C c+ C et uy(B—C) = 0. Evidemment
ps(A —C) = 0. Désignons par D ’ensemble {(z,y) € C: f(»,y) < a+¢/2}.
Remarquons que i (D) > 0. De plus, toutes les coupes f¥ étant non dégé-
nérées supérieurement en tout point # e X, par rapport a la famille &,, tou-
tes les coupes DY de ’ensemble D sont vides ou de mesure u, positive.
Soit (2, ¥) € C un point. La fonction f ayant la propriété (P) et (z, y) € C,
il existe deux ensembles X' e .7, et A'(y, ¢/2) < X, tels que I’ensemble
A'(y,¢/2) est du type F,, u,(D'NnX{)>0, Dy, A'(y,e/2))>0 (par
rapport a la famille #,) et

. flu, v)—f(u,y) < ef2

pour tout point » € X¢ et pour tout point v € A*(y, £/2). Désignons par G
Pensemble CN[(XinDY)x A(y, £/2)]. L'ensemble G € .#,, puisqu’il est
le produit de deux ensembles u,-mesurables et que sa mesure u, est posi-
tive, car u,(@,) > 0 pour tout point x € X;inDY. On' a, en outre, pour
tout point (u,v) € G ’inégalité suivante:

. a<flu,v) <flu,y)+e/2<el2+a+ef2 =ate
qm signifie que oscf < ¢ et la démonstration du théoréme 12 est achevée.
G

Du théoréme 12 résulte directement le:

THEOREME 13. Supposons que les familles F, et F, possédent la pro-
priété de densité. Si toutes les coupes f, d'une fonction f: X, — R sont appro-
ximativement semi-équicontinues supériewrement par rapport & la famille #,
et toutes ses coupes fY sont u,-mesurables et non dégénérées supérieurement
en tout point ® € X, par rapport a la famille F,, la fonction f est py-mesu-
rable.

Remarque 8. Dans le cas particulier ou X, = R", X, = R™, u,
et u, sont les mesures de Lebesgue dans ces espaces et les familles #, et #,
sont les mémes que dans l’exemple 2, des théorémes 11 et 13 résultent
respectivement les théoremes 3 et 4 de mon article {16].

THEOREME 14. Supposons que les familles &, et F, possédent la pro-
priété de densité. Si ume fonction f: X, — R a la propriété (P) et si toutes ses
coupes f, sont semi-continues supérieurement et toutes ses coupes fY sont
uy-mesurables, la fonction f est us-mesurable.

Démonstration. Afin d’établir ce théoréme il suffit de démontrer
que la fonction f satisfait & la condition (E) du lemme 1. Sans restreindre
la généralité on peut supposer que la fonction f est bornée. Soit 4 e .#,
un ensemble de mesure u; positive. Fixons le nombre ¢ > 0. Désignons

par ¢ linfimum essentiel infess f(x, y) et par B ’ensemble A — {(#, y) € A:
(z,y)ed ‘
f(z, y) < a}. 1l existe, d’aprés le lemame 2, un ensemble C = B du type F,

ct tel que uyz(B—0) =0 ot ¢ = +C. 'Evidemment us(4 —C) = 0. Soit
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D = {(»,y) e C: f(»,y) < a+¢/4}. Remarquons que u;(D) > 0. Soit {8,}
la suite de tous les ensembles ouverts d’une base dénombrable de I’espace X,.
Les coupes f, étant semi-continues supérieurement, a chaque point (x, y) e D
correspond un ensemble ouvert S, (x, y) de la suite {S,} tel que y € S, (=, ¥)
et f(», v) < a - ¢/2 pour tout point v € 8, (», ¥). Il existe donc un ensemble
8,y (@, 9) € {8,} tel que

#s({(#, y) € D: au point (2, y) eorrespond S, (,y)}) > 0.
Désignons par G la projection paralléle a ’espace X, de ’ensemble
L = {(#,y) e D: au point (v,y) correspond 8, (v,y)}.

Remarquons Que Uy (@) > 0. Soit (x,y) e L. La coupe fV étant u,-mesu:
rable, on a

H={el: flflay <at+e/2}esy et pu(H) >.(-),

puisque G < H.

D’autre part, la fonction f ayant la propriété (P), il existe deux ensem-
bles Xie.#, et A*(y,e/2) c X, tels que A*(y, ¢/2) est du type ¥, la
densité supéricure de I’ensemble A’(y, ¢/2) anu point y par rapport & la
famille &, est positive, u,(HNX!) > 0 et

Sflu, v)—f(u, y) < ef2

pour tout point u € X! et pour tout point v € 4¥(y, £/2). Supposons, encore,
que u; (HNX}) x A%y, £/2)nL) > 0. Remarquons ensuite que 'ensemble

M = CN[(XinH) x 4y, ¢/2)]

est ug-mesurable comme produit de deux ensembles appartenant & .4,
et que sa mesure u, est positive, car il contient un sous-ensemble de mesure
extérieure positive. De plus, pour tout point (u,v) e M on a

a<flu,v)<flu,y)+e/2<atef24¢/2 =a+te,

qui signifie que oscf < ¢ et la démonstration est achevée.
M

Du théoréme 14 résulte directement le:

THEOREME 15. Supposons que les familles F, et F, possédent la pro-
priété de densité. Sitoutes les coupes f, d’unefonction f: X, — R sont
semi-équicontinues supérieurement et toutes ses coupes f¥ sont u,-mesurables,
la fonction f est u,-mesurable.

Remarque 9. Dans le cas particulier ou X, = R"*, X, = R™, u,
et u, sont respectivement les mesures de Lebesgue dans ces espaces et
les familles #, et &, sont les mémes que dans ’exemple 2, le théoréme 15
a été déja démontré dans D’article [16], (Théoreme 5).



CHAPITRE III

’

Mesurabilité des fonctions de deux variables
dont les coupes sont des dérivées

Soit (X,, o,, #,, p,) un espace métrique avec une mesure u, définie
Sur un o-corps..#, d’ensembles de cet espace, qui est o-finie, compléte,
Gyréguliére et sansatomique.

DEFINITION 11. Une famille 4/ < .#, est dite structure de cellules
de lespace (X,, o,y #,, ;) lorsque les cing conditions suivantes sont
satisfaites:

(@) 0 < u,(4) < oo pour tout ensemble 4 € A4

(b) sid,e NV et AyeN,ona A, c A, 0u 4, = 4, ou A,N4A, = F;

(¢) la famille 4 est dénombrable;

(d) il existe pour tout ensemble 4 € # un nombre au plus fini d’en-
sembles de la famille 4 qui contiennent 4

(e) il existe pour tout point z e X, et pour tout nombre ¢ > 0 un ensem-
ble A e/ telquex e A et u,(4) < e.

On sait que, quel que soit I'espace (X,, o, #,, u,) satisfaisant & notre
hypothese et dont la mesure p, est séparable, il existe une structure de
cellules de l’espace (X,, o,, #,, u,) qui satisfait an théoréme de Vitali
(voir [2], p. 35).

ExeEmMpPLE 6. Considérons ’espace euclidien & n dimensions avec la
mesure de Lebesgue m,. La famille de tous les intervalles fermés 4 gauche
Np(Byy gy ooy dy) (r=0,1,2,... €t 45,9, ...,%, =0, £1, +2,...) dé-
finie par la relation:

T = (mla '7729 vty mn) Elvr(il’ ";27 A 7’71)
lorsque 2774, <2; <277(4;+1) (J =1,2,...,n)
est une structure de cellules.

D’autres exemples de structures de cellules dans des espaces mé-
triques de dimension finie et dans espaces ultramétriques ont été donnés
dans le livre [28] aux pages 101-106.

Les éléments de la structure de cellules sont dits cellules. Il résulte
de la définition 11 qu’il existe pour tout point # € X, une suite décroissante
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(au sens de l’inclusion) {N,} de cellules de la structure .#° contenant le
‘point x. Une telle suite {N,} sera dite convergente au sens 2 vers le point .

(N =N z). Remarquons que toutes les définitions qui se rapportent aux
familles #; (¢ =1, 2, 3) ont lieu également dans le cas de la structure
de cellules.

Supposons maintenant qu’il existe dans lespace (X,, o,, #,, u,)
une structure de cellules 4.

Introduisons encore la définition suivante:

DerFInITION 12. Une fonction f: X,—> R sommable par rapport
a la mesure u, sur toute cellule 4 de la structure A" est dite fonction dérivée
au point x € X, par rapport & la famille # lorsqu’on a 1’égalité

W1/, (V)] [ fdu, = f()
Nk

k-0

pour toute suite N, de cellules de la structure 4 convergente au sens 3
vers a. :
Si f: X, > R est une fonction dérivée en chaque point x e X, par
rapport & la famille 4, elle est dite fonction dérivée par rapport & la méme
structure.

Soit (X4, 4, us) un espace avec une mesure u.

Désignons par (X, #, u;) ’espace-produit

(Xy X Xgy My X My, py X pis).

DfrFINITION 13. On dit qu’une fonction f: X, — R posséde la pro-
priété (J) lorsque toutes ses coupes f, sont us-mesurables, toutes ses coupes fV
sont u,-mesurables et, quel que soit un ensemble 4 € 47, la fonction

94() = [f(@,y)dn,

A
est us-mesurable.

THEOREME 16. St une fonction f: X,— R posséde la propriété (J)
et si toutes ses coupes fY sont des dérivées par rapport & la structure de
cellules N sommables sur toute cellule de N par rapport & la mesure u,, la
fonction f est ug-mesurable.

La démonstration de ce théoréme est la méme que celle de mon thé-
oréeme (relatif aux fonctions bornées) 4.3 du travail [12], qui généralise
un théoreme de Lipinski [22].

DEFINITION 14. On dit que la famille #, posséde la propriété (R)
lorsque, quelles que soient deux suites {I;} et {I;} d’ensembles de la fami-

lle &, convergentes au sens % vers un point » € X,, tous les produits
I,nI; (3,j =1,2,...) appartiennent & la famille #,.
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LEMME 4. Supposons que la famille F, soit dénombrable et posséde la
propriété (R). Soit A € My un ensemble de mesure py positive et tel que toutes
ses coupes A, € M,. Soit y, € X, un point tel que AV € M, u,(AY) < oo et
quel que soit le point x € AY0, y, est un point de densité de la coupe A, par
rapport & la famille F,. Dans ces hypothéses, il ewiste pour tout mombre
positif 6 un ensemble B € M, de mesure u, positive et tel que, quel que soit
le point y e B, la coupe AY e 4, et

. p1(4%) > py (A%) —46.
Démonstration. Fixons un nombre é > 0. Posons 6, = d/u,(A4%).

A chaque point 2 € A% correspond un ensemble ouvert L(z) € #, conte-
nant y, et tel que '

(1) pa(LNAL) > (1 —6,/2) py (L)

pour tout ensemble ouvert L € #, contenant y, et contenu dans L(z).
La famille d’ensembles ouverts {L(x)}, # € A% , étant dénombrable, on
peut la ranger en une suite {L,, L,, ...}. Désignons par 4, (¢ =1,2,...)
I’ensemble

#eA”: au point # correspond un ensemble ouvert L.}.
1
Comme 4™ = | J4;, il existe un nombre naturel N tel que
l * N Y
41 ( Ai) > (1—6,/2)p, (A o).
i=1

N
Posons L = _ﬂLi. La famille #, ayant la propriété (R), on a Le F,.

1=1
De plus yye L et L < L, pour s = 1,2,..., N, l'inégalité (1) a donc lieu
pour ’ensemble L. Désignons par D ’ensemble (X, X L)NA. L’ensemble D
est u,-mesurable et

N
ps(D) > (1— 6,/2) o (L) o} (i=U1As)
> (1— 8,/2)2u5 (L) 1y (4"),

N N
car py(D.) > (L—6,/2)ua(L) pour tout point welJ4; et w (U 4

=l =l

> (1—68,/2) u,(4Y). Comme, de plus, (1 —6,/2)2 > (L—4,), on a donc
(2) ps(D) > (1— 8,) piy (A7) o (L) .
Supposons, au contraire, que

pr(AY) < py (A7) — 8 = py (A7) — 6,1, (A7) = (1— 8,) 1, (A™)

pour presque tous (relativement & la mesure u,) les points y € L. On aurait
par conséquent

#3(D) = [ (D" dps < [ pa(AY)dps < (1—8,) (A7) o (D),
L L
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ce qui est contraire 4 ’inégalité (2) et la démonstration du lemme 4 est
achevée. '

THEOREME 17. Supposons que les familles &, et F, ont la propriété
de densité, que la famille F , a, en outre, la propriété (R) et que la famile F,
soit dénombrable. Soit M € #, un ensemble de mesure u, positive et finie.
Soit f: X3 — R une fonction bornée et telle que toutes ses coupes f, ont la
propriété (G) par rapport a la famille F, et toutes ses coupes fY sont u,-mesu-
rables. Dans ces hypotheses la fonction

gy () = [ fl=, y)dp, .
M

est u,-mesurable.

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer
que l’ensemble M est borelien. Nous démontrerons que la fonection g,,
satisfait & la conditipn (E) du lemme 1. Fixons un nombre ¢ > 0. Soit
A € M, un ensemble de mesure u, positive et finie. Nous définirons par
induection transfinie deux suites transfinies {E,} et {L,} telles que les six
conditions suivantes soient satisfaites:

(1) tout ensemble E, ¢ M x A et tout L, € F,;

(2) tout ensemble F, est borelien et de mesure u; positive;

(3) E,nE; = pour a # f;

(4) si (#,y) e E,,y est un point de densité de la coupe (Z,), par
rapport & la famille &,;

(5) la projection P(E,) (paralléle a I'axe X,) de tout ensemble E,
contient un sous-ensemble C, tel que uj(C,) = u,(P(H,)) et ose f,
< /2 u, (M) pour tout point 2 € C; LanFalz

(6) pal( M x 4)~J B,) = 0.

Soit A; = A un ensemble du type F, tel que u,(4,) = u.(A4) et tout
point y € A, est un point de densité de I’ensemble A, par rapport 2 la
famille #,. Posons B = M X A,. Toutes les coupes f, ayant la proprié-
té (G) par rapport a la famille &#,, on peut faire correspondre & chaque
point # € M un ensemble ouvert L. € #, tel que uy(LiNA4,)> 0 et oscf,
< &/2u,(M) sur Vensemble L.NA,. La famille d’ensembles ouverts {L.},
x € M, étant dénombrable, nous la rangeons en une suite

(o, 14, ..},
Posons
C} = {w e M: au point « correspond Pensemble ouvert L}}.
11 résulte de 1’égalité M = | JO; qu’il existe un indice naturel (1) tel
que ,uf(C,!m) > 0. Soit D, un ensemble borelien tel que M > D, o 0,‘-(,)
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et u;(Dy) = p; (0f,). Désignons par L, 'ensemble Lj,, et par E, 'ensemble
D, x (L;nA,). On vérifie facilement que les ensembles F, et L, satisfont
aux conditions (1)—(5).

Soit @ > 1 un nombre transfini. Supposons que tous les ensembles E,
et L, € #, soient déja définis pour p < ¢ et Yu’ils satisfassent aux condi-
tions (1)-(5). Supposons, en outre, que uyB—{J Ez)> 0. Désignons

f<a

par F, 'ensemble B— | ) E,. D’aprés le lemme 2 il existe pour ’ensemble F,
f<a

un ensemble F < F, du type F, et tel que uy(F) = us(F,) et Fc+F.
Désignons par G' la projection parallele & 1’espace X, de l’ensemble F.
Toutes les coupes f,'possédant la propriété (G) par rapport a la famille #,,
a chaque point x € G correspond un ensemble ouvert L e &#, tel que
s (LzNFy) > 0, osef, < e/2u,(M) sur 'ensemble LzNEF,. Soit

{L, L3, ...}

la suite de tous les ensembles de la famille {L}}, ;.
Désignons par C; I’ensemble

{r e G: au point x correspond l'ensemble L;}.
Il résulte de 1’égalité G = UC’,‘-’ qu’il existe un indice naturel ¢(a) tel que

41 (0fy) > 0. Soit D, un ensemble borelien tel que & > D, o Cf,, et
p1(D,) = ui(C.,). Désignons par L, Vensemblé ouvert Li, et par E,
I’ensemble (D, x L,) NF. Les ensembles K, et L, satisfont aux conditions
(1)-(8) (lorsqu’on admet que Cj, = C,).

La mesure u, étant o-finie, il résulte des conditions (3) et (6) que
la famille d’ensembles {E.}, est dénombrable. Par conséquent I’ensemble
(U E, est borelien et en outre on a, d’aprés la condition (6),

ps((M xA)—\JE,) = 0.
Désignons par H, I’ensemble
fyed: m((UEY) = m(D)}.
On vérifie facilement que l’ensemble H, € .#, et que u,(H,) > 0. Fixons
un point y, € H;. Soit
' (B, B*, ...}

la suite de tous les ensembles de la famille {E }, dont les coupes (B,)"
sont de mesure u, positive. A chaque ensemble E’ correspond, d’aprés
la condition (5), un ensemble de la famille {L }, que nous désignons par L'

Soit M, un nombre tel que |f(z,y)] < M, pour tout (z,y) e M x A. De
I’égalité

Z m((BY") = wa(20)
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il résulte qu’il existe un indice naturel % tel que
, k
D m(B)) > uy (M) —e[8 M,
i=1

k
Posons L = (L. La famille #, ayant la propriété (R), ’ensemble L
=1
appartient également 4 %#,. En outrey, e Let L < Lipours = 1,2, ..., k.
Soit k
H = U|((BY" x L) nE].

i=1
Remarquons que l’ensemble H et sa coupe H" satisfont aux hypo-

théses du lemme 4. I existe done, d’aprés ce lemmie, un ensemble H,
cANL, u,-mesurable, de mesure u, positive et tel que

py(HY) > p, (M) — /8 M,
pour tout point y € H,. .
Désignons par C* un ensemble qui correspond & l’ensemble E' en
k .
vertu de la condition (5) (¢ =1, 2,...) et par H, la somme | C'. Soit
=1 .
Y1y Yo € H,.
Remarquons que
g (H" OHy) = py (H™) > py (M) —2[8M,
et
gy (H?OHy) = py (H?) > py(M) — /8 M.
Par conséquent
pr(H'NH?N Hy) > py (M) —e[A M,
D’autre part, 1’ensemble _
H, = {weM: |f(z,9)—f(@,9)] < &/2p: (M)}

est u,-mesurable et il contient, comme sous-ensemble, I’ensemble H"n
NH" nH, (condition (5)). On a donc e

pr(Hy) > p (M) —e/4M,.
Par conséquent, les inégalités suivantes ont lieu:

190 (W)~ gac @) = | [F@, y) s — [ f(@, ya)dp |
M M :
=| [(f@ v —f@, g dm | < [ 1@, y2)—f(@, yo)ldp
M M

= [1f@, 9)—f@, y)ldu+ [ \f(@,y)—f(@, y)ldp
Hy

M-H,
< (62, (M) py (H) -2 My py (M — Hy) < /2 (e/4M1)2 M, = e.

y, et y, étant des points arbitraires de ’ensemble H,, on a done oscgy, < &,
d’olt notre théoréme. Hy
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Remarque 10. Dans le théoréme 17 on ne saurait remplacer la
propriété (G) des coupes f, par rapport & la famille #, par leur u,-mesu-
rabilité (voir Remarque 4 et Théoréme 16).

Remarque 11. Dans le théoréme 17 il est permis de remplacer
I’hypothése que la fonction f est bornée par la sommabilité par rapport & la
mesure u, de toutes les coupes f de la fonction f.

Démonstration. En effet, en posant

n lorsque fle,y) =n,
fal@,y) =1 f(®,y) lorsque —n <f(z,y)<mn,
—n lorsque flz,y) < —m,
et
90a®) = JFal0, 9)pm,
on a

gy (y) = 1im gy . (¥).

n—oo

D’aprés le théoréme 17 toutes les fonctions g,,, sont u,-mesurables, la
fonetion g,, ’est done aussi.
Des théoréemes 16 et 17 et de la remarque 11 on obtient le:

THEORRME 18. Supposons que les familles F, et F, possédent la pro-
priété de densité, la famille F, soit dénombrable et posséde la propriété (R).
Supposons, en outre, qu'il existe dans Vespace (X,, 0,y M1, ;) Une struc-
ture de cellules & = #,. Dans ces hypothéses, st une fonetion f: X; - R
est telle que toutes ses coupes f¥ sont sommables par rapport & la mesure u,
et sont des dérivées par rapport & la structure de cellules N et si toutes ses
coupes f, possédent la propriété (G) par rapport a la famille F,, la fonction f
est uy-mesurable.

En particulier, de ce théoréme on obtient le:

THEOREME 19. Soient (X, p,) et (X,, @;) les espaces euclidiens & n
et m dimensions respectivement. Supposons que les familles F, et F, soient
les mémes que dans Vexemple 2. Dans ces hypothéses, si une fonction
f: X3— R est telle que toutes ses coupes fY sont des dérivées par rapport
a la famille #, sommables par rapport a la mesure m,, et 3i toutes ses coupes f,
sont des dérivées par rapport & la famille F, (), la fonction f est m, -
mesurable.

(*) Une fonction ¢g: X, - R sommable sur tout ensemble de la famille £,
est dite fonction dérivée par rapport A la famille #, lorsqu’on a

lim {[1/45 (7)1 Jf gduy} = g(@)
n—>o00 n

3 2 -
pour toute suite d’ensembles J, € &, convergente au sens = vers le point z.
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Démonstration. La démonstration résulte du théoréme 18. Dans
ce but remarquons que toute fonction dérivée par rapport a la famille #,
est de premiére classe de Baire et par conséquent elle a la propriété (G)
par rapport a la famille &,, et que toute fonction dérivée par rapport
& la famille #, est aussi une fonction dérivée par rapport & la structure
de cellules 4 définie dans l’exemple 6.

THEOREME 20. Dans les hypothéses du théoréeme 19, si, en outre, la
fonction f est bornée, elle est de deuxiéme classe de Baire .

La démonstration de ce théoréme est analogtie & celle du théoréme 2
de la note [4].

Dans le cas particulier ou X; = X, = R, u, = u, est la mesure de
Lebesgue dans R et &, = &, sont les mémes que dans I’exemple 1 on
obtient des théorémes 18, 19 et 20 les théorémes 1, 2 et 3 de ma note [15]



CHAPITRE IV
Caractérisation des fonctions ayant la propriété (G)

DEFINITION 15. On dit qu’une fonction f: X, — R a la propiriété (G,)
par rapport & la famille #,, ayant la propriété de densité, lorsqu’il existe
une suite transfinie d’ensembles ouverts G, e #, (a < q, et a, étant un
nombre transfini dénombrable) telle que les trois conditions suivantes
soient satisfaites:

(1) w((X,—J Gs)NG,) > 0 pour tout nombre transfini e < ag;
p<a
(2) I‘l(Xl—' UGa) = 0;

a<ao .
(3) la fonction f est constante sur I’ensemble de tous les points de
densité de ’ensemble G, — () @; par rapport & la famille #, appartenant

f<a
4 cet ensemble, quel que soit le nombre transfini a < a.

THEOREME 21. 8% une fonction f: X, — R a la propriété (G,) par rapport
a la famille #,, ayant la propriété de densité, elle a également la pro-
priété (G) par rapport a la méme famille.

Démonstration. Soit 4 € #, un ensemble de mesure u, positive.
Fixons un nombre £ > 0. Soit a, < @, le premier nombre transfini tel que
#1(ANG,) > 0. L'ensemble des points de densité. de 'ensemble ANG,

par rapport a la famille &, appartenant & cet ensemble est contenu dans
Pensemble des points de densité de I’ensemble &, — | J Gy par rapport

b<ay
a la famille &, appartenant a cet enscmble. D’aprés la condition (3) de
la définition 15 la fonction f est constante sur ce dernier ensemble, done
elle a la propriété (G) par rapport & la famille &#,.

La remarque suivante est une conséquence directe de la définition 4
d’une fonction ayant la propriété (G):

Remarque 12. Si une suite de fonctions f,: X, — R ayant la pro-
priété (G) par rapport a la famille #, est uniformément convergente vers
une fonction f: X, > R, la fonction f a également la propriété (G) par
rapport & la méme famille.

THEOREME 22. Pour qu'ume fonction f: X,— R ait la propriété (Q)

3 — Dissertationes Math, 159
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par rapport a la famille F ,, ayant la piopm’éié de densité, il faul et il suffit
qu'il existe une suite {f,} de fonctions ayant la propriété (G,) par rapport
& la méme famille uniformément convergente vers la fonction f.

Démonstration. La suffisance de cette condition résulte direc-
tement du théoreme 21 et de la remarque 12.

Nécessité. Fixons un nombre naturel n. Soit un ensemble ouvert
G, € #, tel que oscf < 1/n surl’ensemble des points de densité de ’ensemble
G, par rapport & la famille &, appartenant & @,. Soit e« un nombre
transfini dénombrable. Admettons que tous les ensembles G4(f < a)
soient déji définis de maniére que Gy € &, 1, (G5 — U‘3 G,) > Oetoscf<1fn

<

?
sur ensemble des points-de densité de ’ensemble G;— | G, par rapport
r<p
4 la famille #, appartenant 2 cet ensemble. Supposons, en outre, que

p1 (X — U G4) > 0. La fonction f ayant la propriété (G) par rapport
f<a :
4 la famille #,, il existe un ensemble G, € #, tel que u,(G,N(G.— | G,))
f<a

> 0 et oscf<1/n sur l’ensemble des points de densité de l’ensemble
G.N(G.— | G,) par rapport & la famille #, appartenant & cet ensemble.
f<a

La mesure u, étant o-finie, la famille d’ensembles {@,} est dénombrable.
Soit a, le premier nombre transfini qui est plus grand que tous les nombres a
qui sont des indices des ensembles de la famille {@,}. Evidemment a,
est un nombre transfini dénombrable et u, (X, — (J @,) = 0. Nous faisons

ﬂ<d°
maintenant correspondre & chaque nombre transfini ¢ < @, un point
xq €@, — | G4 qui est un point de densité de cet ensemble par rapport
p<a
a la famille #,. Posons

flz,) lorsque zeG,— |J G, et 2 est un point
f<a
de densité de cet ensemble par rapport
(@) a la famille #,;
n - 1f(®) lorsque zeX,— | JG, ou veG,— | Gy
a<ap f<a
et ¢ n’est aucun point de densité de cet

ensemble par rapport a la famille &,.

f

On vérifie facilement que la fonction f, a la propriété (G,) par rapport
a la famille #, et que |f(2)—f,(#) < 1/n pour tout point # € X,, d’ou
notre théoréme.



CHAPITRE V

Mesurabilité de la superposition F(z, f(x))

Dans ce chapitre nous allons considérer des fonctions réelles F': R* - R
de deux wvariables réelles. Admettons, en outre, que toutes les notions
dans lesquelles intervient la famille #, ou &, se rapporteront & la famille #,
de l’exemple 1.

DEFINITION 16 (voir [32]). On dit qu’une fonction F: R?*— R est
sup-mesurable (L) (au sens de Lebesgue) lorsque, quelle que soit 1a fone-
tion f: R — R mesurable (L), la fonction

g(@) = F(z, f(x))

est également mesurable (L).

Nous connaissons, entre autres, deux conditions suffisantes pour
la sup-mesurabilité (L) d’une fonction F: R*— R, & savoir les suivantes:

1° Pappartenance de la fonection F & une certaine classe de Baire;

2° la mesurabilité (L) de toutes les coupes F¥ et la continuité & droite
de toutes les coupes F, (voir [32]).

On connait également 1’exemple suivant (voir [32]):

ExEMPLE 7. Soit A < B un ensemble non mesurable (L). Posons

_j1 lorsque y=zetwxeAd,
F(m,y)_{o lorsque ¥ #x ou ¢ A.

Cet exemple montre qu’il existe une fonction F': R* — R continue presque
partout (par rapport & la mesure de Lebesgue dans R?) dans le plan R,
dont les coupes F, et F¥ sont semi-continues supérieurement et ne sont
continues qu’en un point au plus et qui n’est pas sup-mesurable (L).

De 1° et du théoréme 20 résulte directement le:

THEOREME 23. 8¢ une fonction F: R*— R est bornée et si toules ses
coupes K el FV sont des dérivées, la fonction F est sup-mesurable (L).

De 1° et du théoréeme de Kempisty de son travail [20] résulte le:

THEOREME 24. Si toutes les coupes F, d’une fonction F: R* — R sont

semi-continues supérieurement et toutes ses coupes FY sont semi-continues
inférieurement, la fonction F est sup-mesurable (L).
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Nous avons déja rémarqué (exemple 7) que la mesurabilité (L) n’im:
plique pas la sup-mesurabilité (L). Cependant la mesurabilité (L) d’une
fonetion F: R® — R et la continuité approximative de toutes ses coupes F,
implique déja sa sup-mesurabilité (L).

Dans la démonstration de ce théoréme nous profiterons du suivant:

LEMME 5. Soit A = R* un ensemble mesurable (L), de mesure positive
et tel que toutes ses coupes A, soient mesurables (L). Supposons qu'une fone-
tion f: R — R soit mesurable (L). Dans ces hypothéses, si l'ensemble

= {z e R: f(x) est un point de densité de la coupe A}
est de mesure extérieure de Lebesgue positive, il existe pour tout nombre a
tel que 0 < a <1, un ensemble C — R mesurable (L) et tel que B < C et,
quel que soit le point x € C, la densité supérieure de la coupe A, aw point
f (m ) est > a.

Démonstration. Désignons par B, l’ensemble de tous les points
« € B pour lesquels la densité moyenne de la coupe 4, sur tout inter-
valle ouvert contenant f(z) et contenu dans l'intervalle ouvert (f(x) —1/n,
fle)+1 /fn,) est plus grande que a. La suite d’ensembles B, est croissante

et B = U B, . Soit n, le premier nombre naturel tel que I’ensemble B,,

n=1
soit de mesure extérieure de Lebesgue positive. Remarquons qu’il existe
pour tout nombre naturel n > n, un ensemble C, = E mesurable (L)
et tel que B, < C, et, quel que soit le point z € C,, la densité moyenne
de la coupe A, sur lintervalle ouvert (f(w)—1/n, f(x)+1/n) est plus
grande que a. En effet, la fonction f étant mesurable (L), ’ensemble

An{(z,y) e R f(x)—1/n <y < f(z)+1/n}
I’est aussi. Comme
m|[A,N(f(@) —1/n, f@)+1/n)] > (2/n)a
(m désignant la mesure de Lebesgue dans R) pour tout « € B, , ’ensemble
= {z e R: m[4d,n(f(®)—1/n, f(x) +1/n)] > (2/n)a}

(étant mesurable (L) d’apres le théoreme de Fubini) contient ’ensemble B,, .
Posons

uDg

L’ensemble C o B, puisque B, c ﬂ O,6 pour tout indice k> .,'. De

plus Pensemble C est mesurable (L) et, quel que soit le point z € C, la
densité supérieure de I’ensemble A, au point f(x) n’est pas plus petite
que a, d’ou notre lemme.
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THEOREME 25. Soit F: R* > R une fonction mesurable (L). Si, en
outre, toutes les coupes ¥, de cette fonction sont approxvimativement conti-
nues, la fonction F est sup-mesurable (L).

Démonstration. Fixons une fonction f: B — R mesurable (L).
Afin @’établiv que la fonction g(z) = F(x,f(»)) est mesurable (L), il
suffit de démontrer qu’elle satisfait & la condition (E) du lemme 1. Soit
A < R un ensemble mesurable (L), de mesure positive. Soit ¢ > 0. Ran-
geons tous les intervalles fermés d’extrémités rationnelles, dont la lon-
gueur n’est pas plus grande que ¢/4, en une suite {J,}. Désignons par A4,

l’ensemble {z e A: F(v,f(z)) ed,}. Comme 4 =) A4, et m(4)>0, il
n=1

existe donc un indiece 7, tel que m*(Ano) > 0 (m* désignant la mesure
extérieure de Lebesgue dans K). Fixons un point z,€ 4, et désignons
par B I’ensemble

{(@,y) e R*: |F(z,y)—F (x5, Y)| < £/2, ot y, = f(2,)}.

L’ensemble B est mesurable (L) et {(x, f(«)) € R*: z € 4, ) = B. Toutes
les coupes F, étant supposées approximativement contlnues, toutes les
coupes B, de ’ensemble B sont mesurables (L) et, quel que soit le point
@ € A, , f(#) est un point de densité de la coupe B,. Il existe done, d’aprés
le lemme 5, un ensemble ¢ < K mesurable (L) et tel que 4, < C et,
quel que soit le point @ € C, la densité supérieure de la coupe B, au point
f(z) n’est pas plus petite que 3/4. Supposons, au contraire, que, quel
que soit ’ensemble D < A mesurable (L), de mesure positive, on ait
oscg > ¢ Il existe donc un point x, € ANC tel que [F(wl,f(wl))—-

D

— F (@, f(@))| > /2. 11 en résulte qu’il existe un ensemble @ < R mesu-
rable (L), dont la densité au point f(x,) est égale & 1, et tel que |F(z,, y) —
— F(w,, ¥,)| > €/2 pour tout point y e G. Mais la densité supérieure de la
coupe B, au point f(,) n’est pas plus petite que 3 /4, on a donc B, NG F* a.
Soit ¥, € B, NG. Le point (2, y,) € B, done |F (a1, y,) — F (mo, f(0))| < /2
D’autre part ¥, € G, on a done | F(z,, y,) — F(w,, f(5,))| > /2. Cette con-
tradiction achéve la démonstration.

Remarque 13. Dans le théoréme 25 on peut remplacer I’hypothése
de la continuité approximative de toutes les coupes ¥, par la continuité
approximative de presque toutes (au sens de la mesure de Lebesgue)
les coupes F,. A

Du théoréme 25 et respectivement des théorémes 4, 11 et du théo-
réme 3 de la note [22] résultent directement les suivants:

THEOREME 26. St toutes les coupes F, d'une fonction F: R*— R sont
approzimativement continues et si toutes ses coupes FY ont la propriété (G),
la fonction F est sup-mesurable (L).
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THEOREME 27. St toutes les coupes F, d’une fonction F: R%*— R sont
approvimativement équicontinues et si toutes ses coupes FY sont mesurables (L),
la fonction F' est sup-mesurable (L). .

THEOREME 28. Si toutes les coupes F, d'une fonction F: R* - R sont
approximativement continues et presque partout (par rapport & la mesure
de Lebesque) continues et si toutes ses coupes FY sont mesurables (L), la fonc-
tion F est sup-mesurable (L).

Démontrons encore que la continuité approximative de toutes les
coupes F, d’une fonction F: R* — R et la mesurabilité (L) de toutes ses
coupes F? n’impliquent pas la sup-mesurabilité (L) de la fonction F.

THEOREME 29. Admettons Uhypothése du continu. Il existe une fonction
F: R* > R dont les coupes F_ sont approximativement continues, dont les
coupes FV sont mesurables (L) et qui n’est pas sup-mesurable (L).

Démonstration. Rangeons tous les points de l’espace R en une
suite transfinie du type 2 ({2 désignant le plus petit nombre transfini qui
n’est pas dénombrable):

(1) Qyy Gyyoaey Ggyenny  a< 2 et a, # a; pour a # f.
Soit A = R un ensemble non mesurable (L). Posons
B, ={a;: f<a} pour a< Q.

Soit @ << 2. L’ensemble B, étant dénombrable, il existe un ensemble G,
du type G4, de mesure lebesguienne zéro, qui contient 1’ensemble B,.
Si a, € A, soit ¢,: R—> R une fonction approximativement continue
qui satisfait aux conditions:
g.(®) =0 lorsque =xe@G,’
et ‘
0<g, ()<<l lorsque x¢@G,.
Dans le cas contraire ou a, ¢ A, 8oit g,: B — R une fonction approxima-
tivement continue qui satisfait aux conditions suivantes:.
g.(z) =0 lorsque zeG,—{a,}
et .
0<g,(¢)<1 lorsque z¢G,—{a,}.
Les fonctions g, satisfaisant & ces conditions existent d’apres le lemme 11
du travail [34]. Posons )

F(@,y) = g.(y) lorsque o =a,.

On vérifie facilement que toutes les coupes ¥, de la fonction ¥ sont appro-
ximativement continues. Démontrons encore que toutes ses coupes FY
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sont mesurables (L). Fixons un point ¥ € R. Soit a, un nombre ordinal tel
que Y = G, Remarquons que le point y = a, €@, — {a,} pour tout
a> ay (a < ) et par conséquent g,(a,) = 0 lorsque a > ¢,. Cela signifie
que ’ensemble .

{#x e R: FY(») + 0}

est dénombrable. Donc la coupe F¥ e¢st mesurable (L).

Afin @’établir que la fonction F n’est pas sup-mesurable (L), il suffit
de remarquer que la fonction g(x) = F(»,x) n’est pas mesurable (L)
et la démonstration est achevée.

ExeEMPLE 8. Soit f:.R — R une injection mesurable (L) et telle qu’il
existe un ensemble A — R mesurable (L), de mesure zéro et tel que f~*(4)
n’est pas mesurable (L) (voir [27]. Théoreme 13.1, p. 89). Posons

_J0 lorsque yed,
F(a,y) —{1 lorsque y ¢ A.

La fonction F n’est pas sup-mesurable (L), puisque la fonction g(x) =
F(», f(x)) n’est pas mesurable (L).
Cet exemple montre les faits suivants:

Remarque 14, Il existe une fonction F: R*— R approximative-
ment semi-continue inférieurement qui n’est pas sup-mesurable (L).

Remarque 15. Il existe une fonction F: R*— R, dont toutes les
coupes F, sont app'rox_imativement semi-continues inférieurement et
les coupes F¥ sont constantes, et qui n’est pas sup-mesurable (L).

Cependant on a le:

THEOREME 30. 8i une fonction F: R®->R est approwimativement
semi-continue inférieurement et si toutes ses coupes F_ sont semi-continues
‘supérieurement, la fonction F est sup-mesurable (L).

Démonstration. Soit f: B — R une fonction mesurable (L). Nous
démontrerons que la fonction g(x) = F (=, f(z)) satisfait & la condition (E)
du lemme 1. Sans restreindre la généralité on peut supposer que la fonction #
est bornée, §inon pourrait considérer la fonction arc tgF. Supposons, au
contraire, que la fonction g ne satisfasse pas & la condition (E) du lemme 1.
Il existe done un nombre ¢ > 0 et un ensemble A = R mesurable (L),
de mesure positive et tel que oscg > ¢ sur tout sous-ensemble de ’ensemble
A qui est mesurable (L) et de mesure positive. Désignons par a la

supremum esse‘ntial supessg(z) et par A, lensemble {x e A: g(z) < a}.
zed

Evidemment Pensemble A, est mesurable (L) et m (4 —A4,) = 0. Soient J,
et J, deux intervalles fermés tels que a e Int(J,), J, = Int(J,) et que
la longueur de l'intervalle J, est plus petite que . Désignons par B, et B,
respectivement les ensembles ¢~ '(J,) et g~ !(J,). L’ensemble B, c B,
et m*(A,nB,)> 0, car a € Int(J,). D’autre part les ensembles B;NA,
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et B,nA4, doivent étre de mesure intérieure lebesguienne zéro. Désignons
par B; ’ensemble de tous les points de densité extérieure de I’ensemble
B,NnA,. L’ensemble B, est mesurable (L) et m(B,) = m*(B;NA,). Remar-
quons que m*([BynA4,Nn(R— B,)]) > 0, car ’ensemble ByNnA4, est mesu-
rable (L) et sa mesure est positive. Toutes les coupes F', étant approxi-
mativement semi-continues supérieurement, on peut faire correspondre
4 chaque point » € Byn4,Nn (R — B,), un intervalle ouvert J(z) d’extré-
mités rationnelles tel que f(z) e J(x) et F(x,y) ¢ J, et F(z,y) < a pour
tout point y € J (#). La famille des intervalles ouverts d’extrémités ratio-
nnelles étant dénombrable et m*([B;nA,N(R—B,)]}> 0, il existe un
intervalle J (x) que nous désignons par J, tel que »*(B,) > 0, ou

B, = {# € BynA,n(R—B,): au point % correspond l'intervalle J,}.

Soit B; I’ensemble de tous les points de densité de 1’ensemble B,. L’en-
semble B; est mesurable (L) et sa mesure est positive. De plus B, c B,
et m*(B,) = m(B;s). Remarquons que I’ensemble

C = {z e B;: f(x) e Js}

est mesurable (L) et m(C) = m(B;). La mesure intérieure de Lebesgue
de ’ensemble B;— B, est égale & zéro, ’ensemble B,NB,NA4,NC est donc
de mesure extérieure positive. Soit x, € B;nB;NA,NC. Le point @, est
un point de densité extérieure de 1’ensemble B,, f(z;) € J, et g(z,) €J;.
Le point (x,, f(#,)) est donc un point de densité extérieure par rapport
4 la mesure extérieure de Lebesgue dans R* de ’ensemble B, X J, et par
conséquent de l'ensemble F~Y[(R—J,)N(—oo,al]). D’autre part
F(,, f(x,)) € J,, ce qui contredit I’hypothése de la semi-continuité appro-
ximative inférieurement de la fonction F. Ainsi la fonction g est mesu-
rable (L), d’out notre théoréme. :

THEOREME 31. 8¢ toutes les coupes F, d'une fonction F: R* -~ R sont
semi-continues supérieurement et toutes ses coupes FY sont approwimati-
vement semi-continues inférieurement, la fonction F est sup-mesurable (L).

Démonstration. De méme que dans la démonstration gu théoréme
précédent on peut supposer que la fonction F est bornée. Posons, pour
k=1,2,...,

M3 (%, Yo) =  sup F, (y).
Yo— Vk<y<vy+l/k
Toutes les coupes F, étant semi-continues supérieurement, on a

F(xz,y) =klim M (@, y).

D’apres les hypothéses de notre théoréme on constate, d’apres le lemme 1
de ma note [10], la semi-continuité approximative inférieurement de tou-
tes les fonctions MY (comme fonctions de deux variables). Pour compléter
la démonstration, il suffit donc, d’apres le théoréeme 30, de démontrer
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que toutes les coupes (M}), des fonctions M} sont semi-continues supé-
rieurement. Dans ce but fixons un indice %, un point (z,, ¥,) et un nombre
¢> 0. La coupe F, étant semi-continue supérieurement, il existe pour
le nombre ¢ deux nombres positifs §, et J, tels que '

F %oy Yo+ 1/k) + &> F(my, y)
pour tout point y € (yo+1/k— 6;, yo+1/k+ 6,)
et
F(%yy Yyo—1[k)+ &> F(my, y)
pour tout point y e (yy—1/k— d;y yo—1/k+ J,).

Soit 6 = min(4d,, 8,). Fixons un point ¥, € (y,— 8, ¥+ 6). Des inégalités
précédentes et de la définition de M¥(x,, y,) résulte que, quel que soit le
point y € (y;,—1/k, y,+1/k) on a F(x,, y) < M¥ (2, %) +e. Il en résulte
que

My (@, Y) < MY (%5 Yo) T+

pour tout point ¥ € (y,— J, Yo+ 8). Cela signifie que la coupe (M), est
semi-continue supérieurement et la démonstration est achevée.

Pour formuler le théoréme 32, introduisons la définition suivante:

DEFINTTION 17. On dit qu’une fonction F: R? — R a la propriété (0)
lorsqu’elle satisfait aux conditions suivantes:

1° toutes ses cbupes F_ et FY sont mesurables (L); et

2° il existe, pour tout nombre £ > 0 et pour tout point ¥, € R, une

suite d’intervalles ouverts {J,} et une suite d’ensembles mesurables (L)
{4,} telles que

(2a) R = \JA,,yoedJ et A, c A, ., pourk =1,2,:..;
n=1

(2b) La densité supérieure de ’ensemble A, en chacun de ses points
est positive, quel que soit 1'indice 7;

(2¢) F(v,y) < F(2, Yy, + ¢ pour tout point x € 4,, et pour tout point
yed, (n =1,2,...).

THEOREME 32. 8i une fonction F: R - R ala propriété (0), la fonction F
est sup-mesurable (L).

Démonstration. Afin d’établir que la fonction g(x) = F(z, f(w))
est mesurable (L), il suffit de démontrer qu’elle satisfait a la condition (E)
du lemme 1. De méme que dans la démonstration du théoréme précédent,
on peut supposer que la fonction F est bornée. Fixons un nombre & > 0.
Soit 4 < R un ensemble mesurable (L) de mesure positive. Désignons
par a l'infimum essentiel infessg(x) et par B, 1’ensemble

xed

{xeA: gx)>a}.
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L’ensemble B, est mesurable (L) et m(A4A — B,) = 0. Soit
B, = {meB,: g(2) < a+¢efd}.
Le nombre a = infessg(2), on a donc m*(B,) > 0. La fonction F ayant

zed
la propriété (0), toutes ses coupes F, sont semi-continues supérieurement.
On peut done faire correspondre & chaque point # € B, un intervalle ouvert
d’extrémités rationnelles J (), tel que f(v) € J (v) et F(z, y) < F(z, f(x))+
+ ¢/4 pour tout point y € J(x). La famille de tous les intervalles ouverts
d’extrémités rationnelles étant dénombrable et m*(B,) > 0, il existe un
intervalle de cette famille, que nous désignons par o,, tel que

m*({w € B,: au point z correspond l'intervalle J,}) > 0.

Soit By = {wr € B,: au point z correspond l’intervalle J,}. Soit @, € B,
un point de densité extérieure de ’ensemble B; qui est également un point
de continuité approximative de la fonction f. Il existe, pour le nombre
/4 et pour le point f(x,), une suite d’intervalles ouverts {J,} et une suite
d’ensembles {4,} mesurables (L) qui satisfont aux conditions (2a)-(2c).
En particulier, il existe un ensemble 4, mesurable (L) et un intervalle
ouvert J,, tels que », € 4, , f(#,) € J,, , la densité supérieure de I’ensemble
4, au point =, est positive et .
F(z,y)< F(wif(wl))+8/4

pour tout point # € 4, et pour tout point y € J, .

Soit B, = f~'(J,NJ,,). Remarquons que

m*(BsnB,N4, ) > 0.
Comme f(z,) edJ,, on a
Fz, f(#,)) < F(z,f(@)) +e/4 < a+e/d+e/d = a+e[2

pour tout point ®» € B;nB,N4, .

La coupe F/@) étant mesurable (1), ’ensemble

B; = {zreBy: F(z, f(2,)) < a+¢/2}

est mesurable (L) et sa mesure est positive, car il contient I’ensemble
BynB,NA,, . .

D’autre part f(z) € J,,, pour tout point » € B,nB;NA4, , d’ou il vient

F(m,f(m)) < F(w,f(a}l)) +ed<atel24eld <a-e.

Cela signifie que oscg(z) < e sur l'ensemble B;nB,NA, . De plus cet
ensemble est mesurable (L), de mesure positive et il est contenu dans
Pensemble A, d’ou notre théoréme.’

Du théoréme 32 résulte directement le suivant:

THEOREME 33. 8¢ toutes les coupes F, d’une fonction F: R*—> R sont
semi-équicontinues supérieurement et toutes ses coupes FY sont mesurables (L),
la fonction F' est sup-mesurable (Li).

0?



Problémes ouverts

1° Soit f: R* — R une fonction ayant ses coupes f, et f¥ mesurables (L).
Désignons par D(f) l'ensemble {(z,y) e R*: f, est dégénérée au point y
ou f¥ est dégénérée au point #}. La condition m, (D (f)) = 0 est-elle suffisante
pour la mesurabilité (L) de fonction f?

2° Soit f: R*— R une fonction. La semi-équicontinuité approxi-
mative supérieurement de toutes les coupes f, et la mesurabilité (L) de
toutes les coupes fY impliquent-elles la mesurabilité (L) de la fonction f?

3° Soit f: R* — R une fonction. Supposons que toutes ses coupes f,
possédent la propriété (G) et toutes ses coupes f¥ sont des dérivées. La fone-
tion f doit-elle étre mesurable (L) ¢

4° Soit F': R?-— R une fonction mesurable (L) dont toutes les coupes F,
sont des dérivées. La fonction F doit-elle étre sup-mesurable (L)%

~ b° Existe-t-il une fonction. F: R?* - R sup-mesurable (L) qui n’est

pas mesurable (L)%

6° Existe-t-il une fonction f: R* — R qui n’est pas de premiére classe
de Baire, dont toutes les coupes f, sont continues et toutes les coupes fV
sont approximativement continues?
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