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Einleitung

(0.1) Positiv definite Funktionen und ihre Verallgemeinerungen werden
seit Anfang des Jahrhunderts intensiv untersucht. Die Theorie dieser Funk-
tionen findet zahlreiche Anwendungen in den verschiedensten Gebieten der
Mathematik, wie zum Beispiel Wahrscheinlichkeitstheorie, harmonische Ana-
lyse, Operatorentheorie, Theorie der komplexen Funktionen, Momentenprob-
leme, Integralgleichungen, Informationstheorie. Eine komplexwertige Funktion
Jauf einer Gruppe G heiBlt positiv definit, wenn fiir beliebige g,, ..., g,€ G und
fir beliebige komplexe Zahlen ¢, ..., c, gilt:

(1) Y flgitg)cic, > 0.

ij=1

Wir bemerken, daB eine positiv definite Funktion f hermitesch (das heiBt,

f(—g) =f(g) fir geG) und beschrinkt ist. Fordert man fiir eine hermitesche
Funktion f die Ungleichung (1) nur fir komplexe Zahlen ¢, ..., ¢, mit
¢, +...+¢, =0, so erhdlt man den Begriff einer bedingt positiv definiten
Funktion. Dieser Begriff wurde von 1. J. Schoenberg eingefithrt [50], [51].
Bedingt positiv definite Funktionen sind im allgemeinen nicht beschrinkt.

Die bedingt positiv definiten Funktionen einer Verinderlichen hat im
Zusammenhang mit unbegrenzt teilbaren Zufallsgr6B8en B. W. Gnedenko [11]
untersucht. Solche ZufallsgroBen spielen in der Theorie der zentralen Grenz-
wertsdtze eine wichtige Rolle. Bine ZufallsgroBe mit charakteristischer Funk-
tion g ist genau dann unbegrenzt teilbar, wenn g = e/ gilt, wobei f eine stetige,
bedingt positiv definite Funktion mit f(0) =0 ist. Somit 148t sich die
Lévy—Khinchin—Formel fiir charakteristische Funktionen unbegrenzt teilbarer
ZufallsgroBen herleiten, indem man eine Integraldarstellung fiir bedingt positiv
definite Funktionen angibt [5], [19], [26], [27]. Bezeichne F(G) die Menge aller
komplexen Mafle auf G, die einen endlichen Triger besitzen. Die Bedingung,
daB eine hermitesche Funktion f bedingt positiv definit ist, kann auch
folgendermaBen formuliert werden: Die Funktion wxf«w ist fiir alle we F (G)

1980 Mathematics Subject Classification: Primary 43435, 22D12
Key words: definitizable function, function with k negative squares, unitary representation in
Pontrjagin space.



6 Einleitung

mit w(I) = O positiv definit. Hierbei bezeichnet I den konstanten Charakter
von G (beziiglich der in der Einleitung benutzten Bezeichnungen verweisen wir
auf das ,Verzeichnis einiger benutzter Symbole”).

In der vorliegenden Arbeit wird die folgende Funktionenklasse eingefiihrt
und untersucht: Es seien G eine lokalkompakte kommutative Gruppe, k;
positive ganze Zahlen und y,eI" (i =1, ..., n). Bezeichne P*(y,, k(;...; v,, k)
die Menge aller stetigen, hermiteschen Funktionen f auf G mit der folgenden
Eigenschaft: Die Funktion fewsW ist positiv definit fiir alle we F (G) der Gestalt

w=wis . oewiDaewP e awfPe e x L xwf?)

mit (wl=W)) (=0 (@(=1,...,n, I=1,...,k)
Die Funktionen der Klasse P°(y,, k,; ... ;¥,, k,) heiBen definisierbare Funk-
tionen.

Im Falle der Gruppe R*(n = 1, 2, ...) wurde die funktionenklasse P*(1,k)
im Zusammenhang mit der Theorie der stochastischen Prozesse mit stationa-
ren Zuwichsen k-ter Ordnung betrachtet [10], [25], [41]. Man sagt, daB ein
ProzeBl X (t), te R", mit Werten in einem Hilbertraum, stationdre Zuwichse
k-ter Ordnung besitzt, wenn der Erwartungswert

E(X*wi(t+3s), X*w5(s)), t,seR",

im Falle w,(1)=w,(1) =0 von s unabhingig ist. Das Studium solcher
Prozesse fiilhrt zur Untersuchung der Funktionenklasse P°(1, k). Wir bemer-
ken, daB in [10] die Klasse P°(1, k) fiir verallgemeinerte Funktionen auf R”
eingefiihrt wurde. In ihrer Definition benutzten die Autoren Differenzialopera-
toren anstelle der Differenzoperatoren w(f) =f+*w. Es besteht ein enger
Zusammenhang zwischen definisierbaren Funktionen und Funktionen mit
endlich vielen negativen Quadraten. Wir sagen, die auf einer Gruppe G definie-
rte hermitesche Funktion f besitze k negative Quadrate, k=0, 1, 2, ..., wenn
die hermitesche Matrix

A=(flg; 9} j=1

fiir beliebiges n und g,, ..., g,€ G hdchstens k negative Eigenwerte und fiir eine
gewisse Wahl von n, g,, ..., g, genau k negative Eigenwerte besitzt. Die
Gesamtheit aller Funktionen auf G mit k negativen Quadraten bezeichnen wir
mit P, (G).(*) Diese Funktionenklasse wurde zuerst von M. G. Krein betrachtet.
In der Arbeit [28] gibt er Integraldarstellungen fiir Funktionen aus P§ (R) und
P, (Z) an (ohne Beweis). In [22] bewiesen die Autoren Integraldarstellungen fiir
Funktionen aus P,(Z) und P§(R). Sie zeigten auch, daB jede Funktion aus
P, (Z) definisierbar ist. Es gilt auch die Umkehrung: Ist fe P(y,, k,; ...; 7,, k,)
und f¢P(y,, ky;..5y k=15 y,,k)firi=1,...,n,s0 gilt: fe P, (Z) mit
k=k +..+k,

(') Po(G) ist also die Menge der positiv definiten Funktionen auf G.
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Wir bemerken, dafl unsere Terminologie sich etwas von der in [22]
verwendeten unterscheidet. Der Fall fe P{(R) wurde in [30] untersucht. W. I,
Gorbachuk bewies eine Intergraldarstellung fiir Funktionen aus P;(R"),
n=1,2,... ([12].

In den Artikeln [52], [53] stellte J. Stewart das Problem, eine Integraldar-
stellung fiir Funktionen aus P§(G) zu finden, wobei G eine beliebige lokalkom-
pakte Gruppe ist. Nach unserem Wissen wurden bis jetzt in dieser Richtung
keine Ergebnisse verGffentlicht,

(0.2) Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit geben wir eine Charak-
terisierung der beschrinkteh Funktionen aus P;(G), wenn G eine lokalkom-
pakte kommutative Gruppe ist (Satz (2.2.)). Diese Funktionen sind die
Fourier-Transformierten von MaBen ueM (I') mit der folgenden Eigerschaft:
Es gibt k Punkte mit negativem u -MaB und auBerhalb dieser k Punkte ist
u nichtnegativ. Im Falle G = Z und G = R wurde dieses Resultat in [22] bzw.
in [54] erhalten. Unser wichtigstes Hilfsmittel beim Beweis ist ein Satz {iber
lineare Funktionale (Satz (1.3)). In den Abschnitten 6 und 11 geben wir zwei
weitere Beweise fiir diese Charakterisierung. Alle drei Beweismethoden sind
auch in den Fillen G = Z und G = R von den in [22] und [54] verschieden.

In Kapitel II werden definisierbare Funktionen auf lokalkompakten
kommutativen Gruppen untersucht. Eine der wichtigsten Sdtze in diesem
Kapitel ist Satz (3.3), der besagt, daB jede Funktion aus P(y,, ky; ...; V., k)
sich in der Form

f=fi+...+f, mitfieP@y,k), i=1,...,n,

darstellen 1dBt. Durch diesen Satz laBt sich die weitere Untersuchung definisier-
barer Funktionen auf die Untersuchung von Funktionen der Klassen P(y, k)
zuriickfiihren.

Im Abschnitt 4 geben wir eine Integraldarstellung fiir Funktionen aus
P(y, k) mit yerl, im Abschnitt 5 werden Funktionen aus P°(y, k) mit yerl,
charakterisiert.

Im Abschnitt 7 zeigen wir, daB jede meBbare definisierbare Funktion f sich
in der Form

f=1f+S

mit einer stetigen definisierbaren Funktion f, und einer fast iiberall verschwin-
denden, positiv definiten Funktion f, darstellen 148t.

Im Kapitel III werden Funktionen aus P,(G) untersucht. Es stellt sich
heraus, daB Funktionen mit endlich vielen negativen Quadraten definisierbar
sind, wihrend die umgekehrte Aussage im allgemeinen nicht gilt. Dem
Zerlegungssatz (3.3) entspricht Satz (8.2) (siehe auch Folgerung (11.7)).
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Es ist bekannt, daB fiir jede positiv definite Funktion f auf einer beliebigen
Gruppe G eine unitire Darstellung (U,) von G in einem Hilbertraum H derart
existiert, dafl

J¥) = (v, Usv), xeC,

mit einem gewissen veG gilt. Der Hilbertraum H kann auch so gewéhit
werden, daB er aus Funktionen auf G besteht, und die Operatoren U,
Verschiebungsoperatoren sind [6], [29]. Die entsprechenden Aussagen fiir
Funktionen aus P, (G) werden im Abschnitt 9 bewiesen. Anstelle des Hilbert-
raumes tritt dabei ein 7,-Raum. Die hier enthaltenen Resultate werden bei den
weiteren Untersuchungen Ofters angewendet.

Im Abschnitt 10 untersuchen wir mehrere Fragen beziiglich mef3barer
Funktionen aus P, (G) (Zerlegung, lokale MeBbarkeit, Fortsetzung). Satz (10.8)
stellt eine Ldsung eines Problems von H. Langer dar.

Im Abschnitt 11 werden unitdre m,-Darstellungen von kommutativen
Gruppen betrachtet. Mit Hilfe der erhaltenen Resultate geben wir eine
Beschreibung der Funktionen aus P§(G) mit einer Singularitit yeI',, sowie
einen neuen Beweis fiir Satz (2.2).

In [38] duBerte M. A. Naimark die Vermutung, daB sich die Integraldar-
stellung fiir Funktionen aus P, (Z) und Pj(R) aus der von ihm angegebenen
Spektraldarstellung fir unitdre m-Darstellungen herleiten lasse. Diese Ver-
mutung wird im Abschnitt 12 im Falle der Funktionenklasse P (G) fiir eine
beliebige lokalkompakte kommutative Gruppe G mit abzdhlbarer Basis
bestitigt. Wie erhalten somit einen neuen Beweis fiir die Lévy-Khin-
chin-Formel.

Im Abschnitt 14 wird die Lévy—Khinchin—Formel mit Hilfe der Extremal-
punkt-Methode fiir den Fall G = R hergeleitet. Diese Methode wurde bereits
von S. Johansen [26] angewendet. Wir geben hier einen einfacheren Beweis.

Im Anhang haben wir die fiir uns wichtigsten Begriffe und Ergebnisse aus
der Theorie der n,-Rdume und der Polynome auf Gruppen zusammengefaft.
Was die harmonische Analyse auf lokalkompakten Gruppen betrifft, halten wir
uns im wesentlichen an die Terminologie und Bezeichnungen der Monographie
[18]. Wihrend der ganzen Arbeit bezeichnet das Symbol I' die Charakter-
gruppe einer lokalkompakten kommutativen Gruppe G. Die einzige Ausnahme
ist Abschnitt 1, wo mit I' eine beliebige kompakte Gruppe bezeichnet wird.
Einige Standardbezeichnungen, wie zum Beispiel M (G), L, (G) werden im Text
nicht eingefiihrt, sie sind aber im ,,Verzeichnis einiger benutzter Symbole” zu
finden.

Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit ist in den Artikeln [43—47] enthalten.
Der Einheitlichkeit und Vollstindigkeit halber werden auch diese Ergebnisse
bewiesen.

An dieser Stelle machte ich Herrn Prof. Dr. H. Langer recht herzlich fiir
zahlreiche Gespriche und Hinweise danken. Auch danke ich sehr Herrn Prof.
Dr. Ch. Berg, der einige meiner Manuskripte durchlas und mir mehrere
wertvolle Hinweise gab.



Kapitel I

Beschrinkte Funktionen mit endlich vielen negativen Quadraten
auf kommutativen Gruppen

1. Hilfsresultate aus der harmonischen Analyse

Fiir eine kompakte Gruppe I' bezeichnen wir mit & (I') die Menge aller
Funktionen aus L, (I'), die eine absolut konvergente Fourier-Reihe besitzen.
Das Symbol &* (I') bezeichnet die Gesamtheit der nichtnegativen Funktionen
aus R(I). In &(I') wird die Norm ||-|,, durch

Wflly, = 1A, feSWD),
eingefiihrt [18], (34.).

(1.1) LEMMA. Es seien I eine kompakte Gruppe und F < I eine abgeschlos-
sene Menge mit F < U Vi, wobei die Mengen V, offen sind. Dann existieren
Funktzonen hieR*(I), j=1,...,r (r=m), mit den Eigenschaften

a) Y- lh (=1 fur yeF
(b) fiir ]edjes jef{l,...,r} gibt es ein ie{l,..., m} mit supp h;c V,

Beweis. Es sei y,eI" und U bezeichne eine beliebige Umgebung von y,.
Nach [18], (34.23), existieren eine offene Menge U’ < U und eine Funktion
ge&* (I so, daB gilt: g(y) =1 fiir yeU’, g(y) =0 fiir y¢U und 0 < g < 1.

Da F kompakt ist, gibt es offene Mengen U,, U; und Funktionen
g;ieK*(IN,i=1,...,r, mit den Eigenschaften:

() F < (Jie1 U, Ui U

(ii) jede Menge U, ist in einer Menge V; enthalten;

(iii) g;(y) =1 fiir ye Uy

(iv) supp g, = Uy
fir allei=1,...,r

Dann ist

l=g,+(1—9g,) =9, +(1—g,)9,+(1—g,)(1—g5)
=g, +(1—¢,)g2+(1—9)(1—9) g3 +(1—g,) (1 —g)) (1 —g3)+ ...
o F+(1—-gy)...(01—gr-1)g,t(1=g)...(1—g,-)(1—g,).
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Wir setzen
hy =gy, h,=(1—-9g)4., h3=(1—91)(1—gz)g3’---’
ho=01~-g,)..(01=g,-1)gr,  her1 =U=gy)...(1=g,-1)(1—g,).

Aus (i) und (iii) folgt, daB die Funktion h,., auf der Menge F verschwindet.
Man sicht nun ohne Schwierigkeiten, daB die Funktionen h,, ..., h, die
Eigenschaften (a) und (b) besitzen. Damit ist das Lemma bewiesen. =

Das folgende Lemma ist eine Folgerung von [18], (34.25), und dessen
Beweis.

(1.2) LemMA. Es seien I' eine kompakte Gruppe, v,,...,7, paarweise
verschiedene Elemente von I" und he ] (I'). Fiir beliebiges ¢ > 0 und paarweise
disjunkte Umgebungen U, von y,(i =1, ..., I) existiert eine Funktion ge R " (I')
mit den folgenden Eigenschaften:

@) o<

(l]) supp g c Ui 1 n
(i) g = 1 auf einer Umgebung von y,(i=1,...,1);

(iv) llglly, <21;
) lihglly, < 2(h(p,)+ . +h()’:))

Beweis. Setzt man h = h—~h(y), i=1,...,1, so ist hD(y) = 0. Nach
[18.], (34.25), existieren Funktionen g,e R* (I'), i=1, ..., , mit den Eigen-
schaften: ||K%%,ll,, < e/l, llgil,, <2, supp g, < U,, g, =1 auf einer Umgebung
von  und 0<g, <1 (i=1,...,).

Es gilt

g =) gy, = IO gily, <3
und folglich ist
lhgilly, < hOgil,,+7 < 210+
Aus den Eigenschaften der Funktionen g, folgt nun

1
=Y a<l, g, <2,
=1

{
lhgll,, < 3 lkgll,, < 2(h(y)+...h(y))+e
i=1

Die Funktion g besitzt also die Eigenschaften (i), (iv) und (v) Die Giiltigkeit
von (ii) und (iii) ist einfach nachzupriifen. m

Der nichste Satz spielt eine wichtige Rolle im Beweis von Satz (2.2).
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(1.3) Satz. Es seien I' eine kompakte Gruppe, y,,..., €I’ und L ein
beziiglich der Norm || ”‘P; beschrinktes lineares Funktional auf K (I'). Weiterhin
besitze jedes yeI'\{y,, ..., y,} eine Umgebung U, mit der Eigenschaft

L(h?) =0 fir alle heR(I') mit supph < U,.

Dann existieren Mafle u, eM™ () und p.e M(I), fiir die gilt:
L(h)=[hd(u,+p), hel(D),
r

by =0 (i=1,...,D und suppyu, < {y;,..., %}
Beweis. Wir zeigen zuerst, da jedes ye I'\{y,, ..., 7,} eine Umgebung V,
besitzt fir die gilt:
L(h)20 fiir alle heR* (I mit supphc V¥,

EsseiyeI'\{y,, ..., ,} beliebig und U, habe die im Satz genannte Eigenschaft.
Aus Lemma (1.2) folgt die Existenz einer Funktion ge®* (I) mit den
Eigenschaften
Ho0<g<1;
(i) suppg = U,;
(i) g =1 auf einer Umgebung ¥V, von 7,
Sei L, das lineare Funktional
L,(k)=L(hg®, heK().
Aus den Eigenschaften von L und g folgt
L,(n) =0 firheR().
Daher ist L,(h) >0 fir heK* (I [18], (30.2). Gilt fiir eine Funktion
he &* (I') die Bezichung supph < V,,so ist h = hg? und damit L(h) = L, (h) = .
Wir zeigen jetzt, daB L(h) > 0 gilt fiir alle he &* (') mit

(1) supph = F\(O Ui) =F,
i=1

wobei U, eine beliebige Umgebung von y, ist. Es sei ye F und V, habe die im
Satz genannte Eigenschaft. Dann ist F < UYEF V,. Da F kompakt ist, erhalten
wir

F < U I/j mit {I/J}T c {Vy}yep.

=1
Seien by, ..., h, die Funktjionen aus Lemma (1.1). Wenn (1) erfiillt ist, dann gilt
h=hh+...+hh,
wobei hhe &* (I') und supphh c V, fir ein je{t, ..., m}. Daher ist
L(h) = L(h;h)+...+L(hh) = 0.
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Als nichstes zeigen wir, daB L beziiglich der Supremum-Norm auf K (I')
beschrankt ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, daB ein ¢ > O derart existiert, dal}
|L(h) < c gilt fiir alle he &* (I') mit k < 1. Sei nun h eine solche Funktion. Wir
wihlen die Funktion g mit den Eigenschaften (i)~ (v) aus Lemma (1.2), wobei
die Mengen U, beliebige, paarweise disjunkte Umgebungen von y;(i=1, ..., ])
sind. Weiterhin setzen wir ¢ = 1. Dann ist ||hgl|,, < 3I. Aus den Ungleichungen

lgll, <2/ und L(1-g)>0

erhalten wir
0< L(1—g) < ILOI+IL(G) < K (Ll +lgll, ) < @I+1)K.

Ferner gilt:
IL(A)| < |L{gh)+|L(h(1—g)) < K llghll, +|L(h(1—g ).
Wegen 0 < h(1—g) <1—g ist

0<L(h(1—g) < L(A—g)<@+1K

und damit |L(h)] < K (5!41). Das lineare Funktional L ist also beziiglich der
Supremum-Norm auf & (I') beschrinkt. Daher 14Bt sich L zu einem beschrin-
kten linearen Funktional L' auf C(I') fortsetzen. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz [18], (14.4), existiert ein MalB ue M (I') mit

L'(k)=[hds, heC(D).

Bezeichne u, die Einschrinkung von p auf die Menge I'\{y,, ..., 7,} und p_die
Einschrinkung von p auf die Menge {y,,...,7}. Dann ist u=pu, +p.
Verschwindet die Funktion he C* (I') in einer Umgebung von y,(i=1, ..., ),
so ist L'(h) = 0. Es folgt u, eM™ (I') und damit ist der Satz bewiesen. w

2. Charakterisierung der beschriinkten Funktionen aus P§(G)

Wir beginnen mit dem folgenden Lemma:

(2.1) LeMMA. Es seien G eine kommutative Gruppe und p eine positiv definite
Funktion auf G. Weiter sei f eine Funktion mit

K
S=p+ Z 4V

=1

wobeiy,, ..., €l unda,,..., a,eR. Dann hat f hichstens k negative Quadrate.
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Beweis. Es ist

2

n n k
(1) Y fg=x)ciE= Y plx—x)eé+ Y g

Lj=1 ij=1 i=1

3 e

fir alle x, ..., x,eG und c,, ..., ¢,eC. Der erste Term auf der rechten Seite
von (1) ist nichtnegativ, da p positiv definit ist. Der zweite Term ist Null fiir alle
Cys -1 €y fUr die der Vektor (c,,...,c,)eC" im orthogonalen Komplement
H der Menge

(')'1 (0 ) e (xn))’ (Yk(xl)» <oy ')'k(xn))

liegt. Die Dimension von H ist mindestens (n—k) und die Form (1) ist
nichtnegativ fiir alle ¢, ..., c,eC mit (¢, ..., ¢,)e H. Dies zeigt, daB die
Matrix ((f(x;—x))i;=, hochstens k negative Eigenwerte hat. =

Nun kénnen wir den Hauptsatz dieses Kapitels beweisen.

(2.2) SATZ. Es seien G eine lokalkompakte, kommutative Gruppe und f eine
beschrinkte, hermitesche Funktion auf G. Die Beziehung fe€ Py(G) gilt genau
dann, wenn Mafe pu., p_eM™(I') und paarweise verschiedene Elemente
Yi»--->» WET existieren, fiir die gilt:

f=d.—p_,
pe({rih)=0 (i=1,...,k und suppu_ = {y,, ..., n}.

Beweis. Zuerst zeigen wir, daB aus fe P; (G) die Darstellung (1) folgt, Wir
diirfen annehmen, daB G eine diskrete Gruppe ist. Es sei nidmlich fe P§(G).
Dann ist offensichtlich fe P§(G,). Gelte fiir f die Darstellung (1), wobei die
MaBe u, und pu_ auf der Charaktergruppe von G, definiert sind. Aus der
Stetigkeit von f folgt, daBl die MaBe p, und u_ als MaBe auf I' betrachtet
werden konnen [13, Th. 1.8.3, Th. 1.8.5]. Sei also G eine diskrete Gruppe und
bezeichne L das lineare Funktional

L(h) = jfﬁde, heR(I).

Wegen der Beschrinktheit von fist L beziiglich der Norm ||- || beschrinkt.
Wir zeigen, daB L Bedingungen von Satz (1.3) erfiillt.

Bezeichne N die Menge aller y e I mit der folgenden Eigenschaft: fiir eine
beliebige Umgebung U von y existiert eine Funktion he&(I') so, daB
supph < U und L(Jh|?) < 0. Nehmen wir jetzt an, daB N mehr als k Elemente
hat. Dann gibt es Elemente y,€I', paarweise disjunkte Umgebungen U, von y;
und Funktionen h,eR(IN), i=1,...,k+1, mit

supph,c U,, L(hf5)<0 firi=1,.. k+1.
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Wir setzen y; =h; (i=1,..., k+1). Dann ist ,eL,(G) und

L(h|*) = (];f (h;h)* dmg,
2 L
= [ [fc— )¢, (x) ¥, (y) dmg (x) dmg (y) < 0.
GG

Weiterhin gilt fir i #j

3 0 = L(h, ) = | [£ir—p)¥; (), () dmg (x) dmg, ().

GG

Wegen ¥, L, (G) ist die Menge S = Uf: L suppy, abzihlbar: § = {x,, x,, ...}.

Sei die Funktion y{®(i=1,...,k+1, n=1,2,..) durch

'/’i(xj)r j S n,

'/’?”(xj) = {0, j>n,

definiert. Ist n groB genug, so folgt aus (2) die Beziehung

@ =¥ Y (y) dmg (x)dmg (3)

= Z":f(xq—x,)lﬁﬁ"’(xq)l//?)(x,)<0, i=1,...,k+1.

qr=1

Wegen (3) ist

©) im Y fee,~x) PP ()P 00) =0, i %J.

nromgqr=1

Es ist nicht schwer zu sehen, daB (4) und (5) der Tatsache widersprechen, da
f k negative Quadrate hat. Damit haben wir gezeigt, daB N hochstens
k Elemente hat: N = {y,, ..., y,}, 0 < I < k. Das lineare Funktional L erfiillt
also die Bedingungen von Satz (1.3). Seien u, und g, die MaBe aus Satz (1.3).
Aus der Definition von N folgt u_({y,})>0 (=1,...,) mit u_ = —p.

Fir he &(I') ist

L(h) = jﬂ‘l'de = Ihd(ﬂ+ —p)= Iﬁ(ﬂ+_ﬂ—)dmc;
G r G

und folglich f'= i, —ji_. Da die Funktion i, positiv definit ist, folgen aus

Lemma (2.1) die Beziehungen ! =k und supp u_ = {y,, ..., %}

Die Behauptung, daB jede Funktion der Form (1) k negative Quadrate hat,

folgt nun sofort aus Lemma (2.1).

Aus Satz (2.2) erhalten wir die nachstehenden Folgerungen.
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(2.3) FOLGERUNG. Die Funktion

4] w
I= Zaﬂi (aiER,YiEF,Y;?éijﬁr i#J, Z |ail<°°)
i=1 i=1
hat dann und nur dann k negative Quadrate, wenn es unter den Zahlen a, genau
k negative gibt.

(2.4) FOLGERUNG. Eine stetige, bedingt positiv definite Funktion f ist genau
dann beschrdnkt, wenn sie die Form f= p+m hat, wobei p eine stetige, positiv
definite Funktion und meR ist.

(2.5) Bemerkungen. (a) Fir die Gruppe Z der ganzen Zahlen wurde
Satz (2.2) von I. S. Iohvidov und M. G. Krein bewiesen [22, Satz 5.4]. In ihrem
Beweis sind die Autoren von der allgemeinen Integraldarstellung einer Funk-
tion feP,(Z) ausgegangen. Mit Hilfe der Ergebnisse in [22] bewies
V. A. StrauB das gleiche Resultat fir die Gruppe der reellen Zahlen [54].

(b) Folgerung (2.4) wurde von K. Harzallah bewiesen [16].



Kapitel II

Uber eine Klasse definisierbarer Funktionen

In diesem Kapitel bezeichnet G stets eine lokalkompakte, kommutative
Gruppe.

3. Definition und einige Eigenschaften der Funktionenklasse P (y,, k,;...; 7,, k,)

(3.1) Es bezeichne I', die Menge der unbeschrinkten, stetigen Charaktere
der Gruppe G. Die Menge I', besteht also aus allen stetigen, unbeschrinkten
Funktionen y: G— C, mit

Y@ =1, yE+y)=9x)70) x,yeG.

Wie setzen I = T'u I',. Wegen y(x) y(—x) = 1 ist y(x) # 0 fiir alle xe G und
yeI”. Beziiglich der Multiplikation ist I" eine kommutative Gruppe.

Bezeichne F(G) die Menge aller MaBle aus M(G), die einen endlichen
Triger besitzen. Die Elemente von F(G) werden wir wahlweise als Mafe oder
als Funktionen betrachten. Fiir unsere Ziele ist es zweckmiBig, die Fou-
rier-Transformierte W von wée F(G) durch die Formel

W(y) = Iv tdw= ) y(—x)w(x), yel,

xeG

zu definieren. Es gilt:

WD) @) =Y (=x) WD) () = ¥ 1(—x) ¥ w(x+y) w()

xeG xeG yeG
= L r(=0)wlxt) w0 = L y0—x) w(x) w()
x,yeG x,yeG

= Zav(—x)w(x)v(y)w_(y)=W(y)W(F).

Wir erhalten also die Formel

(1) Wx@)* () =@ W™,



Im Falle yerl ist y7' =y und damit

(w* )" () = W),

Wegen (1) ist (w+w)" (y) = 0 genau dann, wenn entweder w(y) oder w(y %)
gleich Null ist. Fir yeI" sind die Beziehungen (w*w)* (y) =0 und w(y)=0
dquivalent.

DEeFINITION. Es seien k; positive ganze Zahlen und y,el"(i=1, ..., n).
Bezeichne P(y,, k,;...; y,, k,) die Menge aller hermiteschen Funktionen
f: G- C mit der folgenden Eigenschaft: f+w=we P (G) fir alle we F(G) der
Gestalt

(2) w=wls xwaxwP e  xwDs . xwe . xwf?

mit (W *(W))* (3 =0 ((=1,...,n, I=1,..., k). Mit P°(y;, ky3...: 7n>
k,) und P™(yy, ky;...; Vu» k) bezeichnen wir die Menge der Funktionen aus
P(y,, kys-.o5 70y k), die stetig bzw. mg-meBbar sind.

(3.2) Bemerkungen. (a) Die Beziehung feP(y,, k,:...; 7., k,) kann
auch auf folgende Weise formuliert werden:

2 fx=yex)e(y) =0
x,yeG
fiir alle ce F(G) mit ¢ = w = w'. Hierbei ist w' € F (G) beliebig und w besitzt die
Gestalt (2) in (3.1). Daher stimmt die Menge P (I, 1), wobei die erste I den
konstanten Charakter bezeichnet, mit der Menge der bedingt positiv definiten
Funktionen iberein.
(b) Es ist leicht zu sehen, daB

Py ks v ks v kis o5 Yan k) = POy kyseess v kit ks van ki),
Piyyokyioos vis kisoo i ¥us k,,)=P(1,'1,k,:..-:F, kisooos Paa k).

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir also y, # 7, und y, # Tl
(i # j) voraussetzen.

(c) Sei yeTI beliebig. Aus der Beziehung (yw)* (yw)™ = y(w=*w) folgt, daB
feP(y,. ky:...; 7., k,) genau dann gilt, wenn *

WEPGY kisee i VYas ki)

ist. Deshalb ist fe P(y, k) zu 7fe P(1, k) dquivalent.

(d) Es ist leicht zu sehen, daB die Menge P(y,, k,;...: 7., k,) ein konvexer
Kegel ist, der beziiglich der punktweisen Konvergenz abgeschlossen ist. Weiter
gilt fir beliebiges we F(G) und feP(yy, kyj...5 vas Ky

SrwsWeP(yy, k5.5 Vas Kn)-
~,
[ EU
\
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Ist dabei (w*w)" (y,) =0, so gilt:
f*W*WGP('}’l, kl;---; yh ki_l;"' Yn> kn)'
Im Falle k,—1 =0 lassen wir y, und k;—1 in der Aufzihlung weg.
(e) Hat die beschrinkte, stetige Funktion fk negative Quadrate, so ist nach
Satz (2.2)
f=p—ay,—...—qn
mit a,> 0, y,eI' (i=1,..., k). Man sieht sofort, daB} fiir diese Funktion gilt:
feP‘(yl, 1: sevs ‘J’k, 1)

Der nichste Satz wird im weiteren eine wichtige Rolle spielen. Er ermdglicht es,
die Untersuchung der Funktionen aus P(y,, k,;...; ¥,, k,) auf die Unter-
suchung der Funktionen aus P(y;, k) zuriickzufithren.

(3.3) SATZ. Jede Funktion f aus P(y,, ky;...; ¥, k,) ldBt sich in der Form
f=f1 +... +fn

mit fie P(y;, k), i'=1, ..., n, darstellen. Ist f stetig (mg-mefbar), so konnen die
Funktionen f, als stetig (mg-mefbar) gewdhlt werden.

Fiir den Beweis des Satzes (3.3) benétigen wir das folgende Lemma.

(3.4) LeMMA. Es seien y,, y,€I" mit y, #y, und y, # yz . Dann existieren
w,, w, e F(G) mit

(i) wy*W, +w,*W, = 1o, (das Dirac'sche Map),

(@) wpxw) (7)) =0 (=1,2).

Beweis. Wegen y, #y, und y, #p5' gibt es X, Xx,€G mit
Y1(xg) # 2(x,) und y,(x;) # y2 ' (x,). Wir setzen

Xy wenn 71("1)’/‘53’2—1(-"1),
X=3 X3 wenn y, (x,) = y3 ' (xX1)y 71 060) # 92 (x5),

x;+x, wenn 7y, (x,) = p; ' (x X1), ¥1(X3) =7, (x;).

Es ist leicht zu sehen, daB gilt: 9, (x) # y,(x) und y; (x) # y5 ( ).
Bezeichne H die Untergruppe, die durch x erzeugt wird. Dann ist
H entweder eine endliche Gruppe oder algebraisch isomorph zu der Gruppe
der ganzen Zahlen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir
annehmen, dal G = H ist. Bezeichne nimlich 7} die Einschriinkung von y; aul auf
H, dann sind y} und y, Charaktere der Gruppe H mit y;, # 75 und y} # y5 !
Findet man Malle w,, w, € F (H) mit w, W, +w, %W, = 1,5 und (w,* W) (¥) =
(j=1,2), so kann man w, und w, als Elemente von F(G) betrachten Es
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gelten dann offensichtlich die Beziehungen (i) und (ii). Das Lemma brauchen
wir also nur fiir endliche Gruppen und fiir die Gruppe der ganzen Zahlen zu
beweisen. Nehmen wir zuerst an, daB G eine endliche Gruppe ist, und sei
Y15 Ya: 3, ---» Py €in vollsténdiges System von beschrénkten Charakteren von
G. Dann gilt:

1
N(h +...+yn) = 1)

Wir setzen

Z)

1
w1=ﬁ(‘y2+"'+?N)’ w2=

Aus den Orthogonalititsbeziechungen erhalten wir
W) =0, wprw,=w(j=1,2).
Aus (1) folgt nun
WI *W1+wzth = 1(0}_

Nehmen wir jetzt an, daB G die Gruppe der ganzen Zahlen ist. Die Elemente
von I'" sind dann die Funktionen y(n) = c"(ne G, ce C, ¢ # 0). Die Gruppe I"
kann also mit der multiplikativen Gruppe C\{0} identifiziert werden. Fiir ein
beliebiges Polynom

p(2) =ag+a,z+...+a,z" (zeC\{0},q,eC)

gilt: p=w mit w(—i)=4ag, (i=0,..., m). Weiterhin ist

(w*»v)e(z)=p(z)p(§>, zeC\{0}.

Setzen wir ¢, = ¥,(1) und ¢, = y,(1). Wir werden eine Funktion g, mit den
folgenden Eigenschaften konstruieren:

1 ) e
q,(2) =p,(2)p, (:) wobei p, ein komlexes Polynom ist;
z
q.(cy) =05
g, (c)=1;

0<q,(z<1 firlz] =1.
Definiert man w, durch w, = p;, so gilt:
g, =wsw)",  (w «w)" (c,)=0.
Die Funktion g, = 1—gq, hat dann die Eigenschaften
42(c,)=1;  g,(c;) =0;
0<q,(2) <1 furlz] =1.
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Da g, (z) fiir |z] = 1 nichtnegativ ist, folgt aus einem Satz von L. Fejér und F.

Riesz [9] die Existenz eines Polynoms p, mit g,(z) = p,(2) p,(1/Z). Sei w,
durch W, = p, definiert, dann ist g, = (w, % W,)" und (w,*W,)" (c;) =0.
Wegen q, +g, =1 erhalten wir

(Wy %W )" +(wy % Wy)" = Ig).

Um den Beweis des Lemmas zu beenden, brauchen wir also nur noch die
Funktion ¢, zu konstruieren. Betrachten wir zuerst den Fall ¢, > O und ¢, > 0.
Wir kénnen voraussetzen, daB 0 < ¢, < ¢, < | < 1/¢; < 1/c, ist. Wenn wir am
Anfang des Beweises das Element x durch x"(n=1, 2,...) ersetzen, dann
konnen wir erreichen, daB ¢, beliebig klein wird.

Es seien z,, z,, z,, z, die paarweise verschiedenen komplexen Zahlen mit
|zl =1 und |Rez| = c,. Wir setzen

P (D) = (z—zy)...z—2,)(z—c) (2+¢)).

Mit Hilfe einer geometrischen Interpretation ist es nicht schwer zu sehen, dafl
fir ein hinreichend kleines ¢, die Beziehung

2 sup [p{ (2)] = [P (1) = [p{* (= 1)]

Jz}=1

gilt. Mit

g(z) = G(l +z)> G G+ 1)) 47 (2) = p{* (z) ¥ (é) (g(2)"

(n=1,2,...) erhalten wir:

a" (@) = 1P @ (g (2)" >0 fiirfz| = 1.
Aus (2) folgt
3) 0 < sup ¢f(2) = q’(1), n=1,2,...,

Izl =1

und wegen 0 < ¢, < ¢, haben wir g (c,) > 0. Weiterhin ist 1 = g(1) < g(c,)
und somit

) a7 (c;) = g7 (1)
fir hinreichend groBes n,. Aus (3) und (4) ergibt sich

0 < sup g7 (z) < ¢ (1) < ¢ (c,).
lz|=1

Die Funktion
q(no')
B q("o’ (cy)

besitzt dann die gewinschten Eigenschaften.

q
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Betrachten wir jetzt den Fall ¢, < 0 und ¢, % 0(c,, c, € C\{0}). Wenn wir
am Anfang des Beweises x durch x" ersetzen, dann konnen wir erreichen, daB
Rec, <0 ist. Wir filhren die Funktion

(z—¢y) (z—¢)) (%‘ﬁ) (é’“ﬂ)
q,(2) = 1 1
(o) ()

ein. Eine leichte Rechnung zeigt, daB
0 < sup g,(z) =q,(1), infq,(z)=gq,(1)

jzl=1 >0
ist. Aus diesen Ungleichungen folgt

0 < sup q,(2) < gy(c;) = 1.
lz]=1

Da g,(c,) =0 ist, hat die Funktion g, die gewiinschten Eigenschaften.

Multipliziert man die Zahlen ¢, und ¢, mit ¢,/|c,|, so kann man den Fall
¢; ¥ 0, ¢, 3 0 auf einen der beiden betrachteten Fille zuriickfiihren. Damit ist
Lemma (3.4) bewiesen. =

Beweis von Satz (33). Es sei feP(y,,k{;...; 700 k,) mit k>0
(i=1,..., n). Nach Bemerkung (3.2) (b) kénnen wir voraussetzen, daB y, # v,
und y, 3 y; ' fir i #j. Seien w,, w, die MaBe aus Lemma (3.4), dann ist

J=felg =fsw xW +fxw,«W,.
Aus wxw,(y) =0 (j=1, 2) folgt
Srwi s W €P @y, ki — 15y kyi 5 v, k),
Srwya e, e Py, ksyss ka—15.005 7., k).
Wiederholt man mehrmals diese Uberlegungen unter Beachtung der Beziehung
P(ya k)+P(-y, l) = P('Yv rnax(k, l)),
so erhdlt man die Darstellung
f=f+...+f, mitfieP(y, k).

Ist f stetig (mg-meBbar), so ist f+w fiir beliebiges w e F (G) stetig (mg-meBbar).
Somit sind auch die Funktionen f; stetig (m;-meBbar).

(3.5) Es sei feP(yy, ky;..-; Pp» k,). Dann ist offensichtlich
SEPGyy L5 Yoo by Vne i3 ne sl Vs Intm)
fir I, 2k, (i=1,..., n) und beliebige Yps1, .- Ynsm> lnt1, .-, ly+m. Im Falle
SePG L kys s v kjieens s Ka)s
SEP G ks vy k=15 v, k),
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j=1,..., n,sagen wir, daB f'bei y, eine Singularitdt k-ter Ordnung besitzt. Der
folgende Satz und seine Folgerungen zeigen, daB diese Definition sinnvoll ist,
d.h,, daB die Singularititen und deren Ordnungen eindeutig bestimmt sind.
Hierzu bemerken wir, daB wegen der Bezichung

P(ylikl;"';yi’ki;"';yn’kn)=P(’y1tk1;"-;'y-le1 kha'yn’ kn)

die Singularititen bei unbeschrinkten Charakteren immer paarweise auftreten.
Wenn wir jedoch die Singularititen einer Funktion zdhlen, werden wir nur

einen der Charaktere y; und 77T hinschreiben, da der andere dadurch schon
eindeutig bestimmt ist.

(3.6) SATZ. Es seien y,, ..., ¥ps Vs ---» Ym€I" mit y, # v und y; # 9}~ 1
i=1,...,n,j=1,...,n). Dann gilt

Py, kyseos Var k) VPO, Ky Yms k) = Po(G).

~ Beweis, Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion beziig-
lich n+m. Es sei

(1) feP(yy, ky) 0 Py, k),

wobei y, # 7 und y, # y’_;T Nach Lemma (3.4) existieren MaBe w,, w, € F(G),
so dal}

Wi *W +Wo kW, =1, (weW)" (y)=0, i=1,2.
Deshalb gilt:

2 T= 51y = a(wy* W, +w, %W )*
k
= X () wy ) w (wy x iy tD
i=1

fir beliebiges k=1,2,... Ist k>k,+k}, so ist entweder j> k, oder
k—j > k. Aus (1) und (2) folgt nun, daB f positiv definit ist.

Nehmen wir jetzt an, dal die Aussage des Satzes fiir n+m < | richtig ist
und sei

(3) FePi ks i v k)OO PO, Ky Vs K

wobei n+m = I4+1. Wir wihlen w,, w, und k wie oben.

Wegen (2) und (3) ist f die Summe von Funktionen, die entweder in
P(yaskaieos Vs )N POL, Ky yms k) oder in Py, kysenn; 9., k)
N P(yz, k3;...; Y, ki,) enthalten sind. Aus unserer Annahme folgt nun, daB
S positiv definit ist.
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(3.7) FOLGERUNG. Es seien 0 S n <m, 0 K n <M, ¥y vovy Voo Prt 15 ov o1 Vs

Pnttseeor Y €1 und y; # v, yl.;éy}—"ft'iri= t,....mj=n+1,...,m. Dann
gilt:

(1) Ploskiseess Vus Kas¥ns1s Knsi5e005 Py k) 0
NP K Ve ki Vas s Knse 5005 Yy Kow)
=Py, K5eoii Yoy ka),
wobei ki = min{k;, ki}, i=1,...,n
Beweis. Bezeichne Q@ den Durchschnitt auf der linken Seite der Gleichung
(1) und sei feQ. Fiir ein beliebiges we F(G) mit

-k;,'

w=w,"'*...*w,, und  (w;xW)" (y)=0 i=1,..,n,

gilt
SeweWeP (L5 P byt Vet 1o Kne13eees Yms k) O
AP s Vs I Yorrs Kna g o5 Vs ki)
Hierbei ist |, = k,—k{ und L =ki—ki (i=1...., n).
Da wegen der Definition von ki’ entweder J; oder [; gleich Null ist, folgt aus
Satz (3.6), daB
SxwxWePy(G).

Somit haben wir gezeigt, daB3

feP(y, kis..oivn k), dh,  Qc Py, kY;5..os7m ky).

Es gilt offensichtlich die Beziehung P (y,, k7;...; ¥, kn) = Q, und damit ist die
Behauptung bewiesen. m

Aus Folgerung (3.7) ergibt sich sofort:

(3.8) FOLGERUNG. Es sei f eine Funktion mit

JeP(y, kysoois vas ky)s

f¢‘P()’1, k1;---; Yis k,_‘l,., Yna kn) fur i=1,...,n,

FePW, Ky Yo i),

SEPGL, Ko v k=15 e k) firi=1,...,m
Dann sind n=m und (nach eventueller Umnumerierung der y; und ki y; = ¥i,
ki=ki(i=1,...,n).

Mit anderen Worten, die Singularititen von [ und deren Ordnungen sind

eindeutig bestimmt.
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4. Integraldarstellung fir Funktionen aus P°(y, k) mit yel’

(4.1) Bezeichnungen. Im Falle yeI", xeG, x # 0 setzen wir

- 1
——— =0,
1+
—7(x)
M WO =W, 0= ——=5 V=X,
V1P
\0’ const.
Dann ist w,(y) =0 und
fla y= 0:
-1
= =X,
) Y(x)+y(~x)
t) wen0)=9
. ==X,
y(x)+y(—x)
0, const.

Von den MaBlen w(” werden wir im spéteren oft Gebrauch machen. Es seien
k> 1 und yeI”. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

Fy,kl)={w: w=wx xwy , W, (y)=0,i=1,..., 2k};
Frip,l)=w: w=w sW, x..ew W, (Wxw)" () =0,i=1,..., k}.

In diesem Abschnitt bezeichnet G im weiteren eine lokalkompakte kom-
mutative Gruppe mit abzdhlbarer Basis der Topologie.

(4.2) LeMMA. Es gibt eine Funktion I:G x I’ = R mit den folgenden Eigen-
schaften:
(i) 1 ist stetig auf GxT;
(i1) SUP,erSUPyex |I(x, Y)| < oo fiir jede kompakte Menge K c G;
(i) Ix+y,y) =10x, )+, ) und I(x,9) = =I(x, y), x, yeG, yel;
(iv) fiir jede kompakte Menge K < G existiert eine Umgebung Uy von 1€ T,
so daf gilt.

y(x) =exp(il(x,)), 7yeUg,xek;
(v) lim, ., I(x,y) =0, xeG und die Konvergenz ist gleichmdpig auf jeder
kompakten Teilmenge von G,
(vi) fiir jede kompakte Menge K — G existieren eine- Konstante M (K) und
eine Umgebung Uy von 1€T, so daf gilt:
2k-1 (ll (x’ .y))n

Y(¥)— X S MK) (1-Rey(0)f,  yeUy, xeK.
n=0 :
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Beweis. Die Aussagen (i)-(v) stimmen mit den Aussagen (1)—(5) in [39,
Lemma 5.3] iberein, wenn man dort die Rolle der Gruppe und ihrer
Charaktergruppe vertauscht. Die Behauptung (vi) folgt aus der Existenz einer
Umgebung Uy von Iel mit

(1-Rey(x) = M, (K)(I(x, y))* fiiryeU,, xeK
(siehe dazu [39, Seite 94]), aus der bekannten Ungleichung

‘eit N 2k—-1 (it)"

und aus (iv). =

(4.3) BespIeL, [39] Im Falle G = R” ist I' = R". Fiir x = (x,, ..., x,)€G
und y=(y, ..., y)erl ist

Hx, J’) =X hl (YL)+'“+xnhn(yn))

wobei die Funktionen h;: R—R (i=1,...,n) die folgenden Eigenschaften
besitzen;

(i) hy ist stetig und beschrinkt,

(ii) h;(t) =t in einer Nullumgebung;

(iit) hy(—t) = —h;(1).

Siehe [39] fiir weitere Beispiele.

(4.4) LeMMA. Fiir jede Funktion fe P*(1, k) existiert ein Maf ue M (G) mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) die Faltung f* u existiert und f* u ist eine positiv definite Funktion,

(i1) fiir jede Umgebung U von 1€l existiert ein g, > 0 so daf gilt:

A > ey,  YEU;
(iil) ist G diskret (und damit abzéihlbar), so kann in der Form
(1) B="Y, Pp(Wg,xg )
n=1

gewdhlt weden. Hierbei sind p, >0, {g,, g5, ...} = G und w,_ das Map (1) aus
(4.1) mit x=g, und y=1.

Beweis. Es sei {V,}{ ein Fundamentalsystem von Umgebungen des
Charakters Iel’. Wegen Lemma (18.1) in [5] existiert fir jedes n ein
WabrscheinlichkeitsmaB v, mit kompaktem Triger fiir welches die Unglei-
chung ¥, (y) < 1/2 (y¢ V,) erfiillt ist.-Setzt man u, = I;g)—v, so ist 4, (1) = O und

@ ()25 fir y¢ v,
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Wir zeigen jetzt, daB fx(u, * i,)'* positiv definit ist. Da v, einen kompakten
Triger besitzt gibt es bekanntlich eine Folge {¢;}T von Wahrscheinlichkeit-
smaBen mit endlichem Triger, die schwach gegen v, konvergiert. Setzt man
w; = 119)—0, so ist W;(1) = 0 und die Folge {(w,* W, )*}¢ konvergiert schwach
gegen (u,* i)™ Aus die schwachen Konvergenz folgt die Beziehung
oY) = lim fx(wpew)*(), xeG.
jow

Wegen w;(I) =0 und feP°(1, k) sind die Funktionen f* (wj*wj)"" positiv
definit, und so muB auch f=*(u,*i,)* positiv definit sein. Da eme positiv
definite Funktion beschrinkt ist, gibt es eine Zahl r, > 0 mit

3 I« (pp @) () <r,, x€G.
Wir setzen

4 = ¥ oG )
) ”—,':12"1‘" Ho* )™

Dann ist 4e M(G) und aus (3) folgt, daB die Faltung f*u existiert. Die
Funktion f*u ist offenbar positiv definit. Es sei nun U eine beliebige
Umgebung von 1eI'. Dann gibt es ein ny mit V,, < U. Wegen (2) und (4) gilt

die Ungleichung
1 1 2k
i) — (=
£0) 2 o = <2>

fiir alle y ¢ V, und damit auch fiir alle y¢ U. Somit haben wir die Beziehung (ii)
bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, daBl G eine diskrete Gruppe ist. Wir betrachten das
MaB g aus (1) mit p, = 1/(2"r,), wobei die Zahlen r, ganz analog wie in (3)
bestimmt werden. Ahnlich wie oben zeigt man, daB dieses MaB u die
Eigenschaft (i) besitzt. Wegen {g,,g,,...} = G ist ji(y) >0 fiir y # 1. Die
Eigenschaft (ii) folgt nun sofort aus der Kompaktheit von I'. =

(4.5) LeMMA. Es seien fe P°(y, k), yeI' und weF(y, k). Dann ist die
Funktion f+w die Fourier-Transformierte eines Mafes o,e M (I):

Sxw=g,.
Ist weF*(y, k), so ist s,eM™ (I

Beweis: Die zweite Aussage des Lemmas folgt aus der Definition der
Klasse P°(y, k) und aus dem Satz von Bochner [18, II, Th. 33.3]. Die erste
Aussage beweisen wir durch vollstindige Induktion beziiglich k.

Es seien erst k=1 und weF(y,1). Damn ist w= Wy *xw, mit
W, (9) = W, (y) = 0. Es ist leicht zu lberpriifen, daB
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1 3
1) Wikwy = 7 3 By W) (g o+ y)”
=0

Folglich gilt:

3
Tew==% ife(w +i' W)« (w, +i'Ww,)~
=0

1
4l
Wegen (w; +i'Ww,)* (1) =0(1 =0,1,2,3) und fe P°(y, 1), ist somit die Funktion
f*w eine lineare Kombination von 4 positiv definiten Funktionen, woraus die
Behauptung des Lemmas folgt.

Nehmen wir jetzt an, daB das Lemma fiir k gilt und betrachten wir die
Funktion f+w mit we F(y, k+1), fe P°(y, k+1). Das MaB w kann auch in der
Form w=w,;*w,*w geschriecben werden, wobei W, (y)=W,(y) =0 und
w eF(y, k). Wegen (1) erhalten wir:

3

=0
Hierbei ist
Sxw, +i'Ww,)x(w, +i'W,)"eP(l, k), 1=0,1,2,3.
Aus unserer Annahme folgt nun die Aussage des Lemmas. m

Wir geben jetzt eine Integraldarstellung fiir Funktionen aus P (y, k) mit
yeI'. Wegen Bemerkung (3.2) (c) geniigt es den Fall y =1 zu betrachten.

(4.6) SaTz. Eine stetige, hermitesche Funktion f auf G ist aus P°(1, k) genau
dann, wenn gilt: i

Zlcz—l (il(x, ')’))"

n!

(1) J0) = p(x)+ I(v(x)— )da(v), x€G.
r
Hierbei sind:
1. 0o ein nichtnegatives Borel-Map auf I' mit den folgenden Eigenschaften:
L1 o({1}) =0 und a(I'\U) < oo fiir jede Umgebung U von 1€T;
1.2. L.Ivif(y)l do(y) < oo fiir weF(1, k),
2. | die Funktion aus Lemma (4.2),
3. p ein hermiresches, verallgemeinertes Polynom héchstens (2k)-ten
Grades mit der Eigenschaft, daf fiir jedes we F* (1, k) die Funktion
p*w eine nichfnegative Konstante ist.

Beweis. Es seien fe P¢(1, k), weF(1,k) und p wie im Lemma (4.4).
Wegen Lemma (4.5) ist

f*w=7¢, mitg,eM().

n=0

Da f*pu positiv definit ist, erhalten wir:
f*u=2d, mito,e M* (I).
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Aus der Gleichung
(Few)e = (f+ ) xw
folgt die Beziehung

Also gilt:
(2) Ay da, () = w(y)da, ().
Wir setzen
do(y) = #‘(‘()y) firy#1 und o({1})=

Das MaB o ist nichtnegativ und aus der Eigenschaft (ii) in Lemma (4.4) erhalten
wir:
6(M\U)< o fiir jede Umgebung Uvonlelrl.
Wegen (2) und der Definition von ¢ ist
3) do,(y) =w()de(y), y#1,weF(I,k).

Daraus folgt:
[WONde() = | 1d]o, ) < 0.
r {1
Das MaB o besitzt also die Eigenschaften 1.1 und 1.2. Sei nun w, das MaB (1)
aus (4.1) mit y=1.
Dann ist
w=(w W eF (1, k). W) =W, 0)*=(I—Rey(x)t.
Nach 1.1. erhalten wir:

@) J(1—Rey(x)fda(y) < 0.

Wir setzen

= J(x)~ [(r ()= Py (x, 1)) do (7)

mit
ZkZ- 1 (ll (x , )’))"

P.(x,y)=
6 (X5 7) P -

wobei ! die Funktion aus Lemma (4.2) ist. Aus (4) und (vi) im Lemma (4.2)
folgt, daB das Integral

K

£ () =Py (x, y))da(y)
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fiir jedes xe G existiert. Die Definition von p(x) ist also sinnvoll. Sei nun
weF(1,k) beliebig. Da P,(-,v) fiir jedes yelI' ein Polynom hdchstens
(2k—1)-ten Grades ist, gilt: P, (-, y)*w = O (siche Abschnitt 14). Wir erhalten:

prw(x) =frw(x)— [(y—Py(, y)) xw(x)do (y)
r
= d,,(x)— [yxw(x)do(y)

=4, ()= [y (x)W(y)da(y).
r

Aus (3) ergibt sich

frx)we)dely) = | y(x)do,(y)
r nn

=&, (x)—0,({1}).
Es gilt also:
p*w(x)=0,{1}) fiir alle xeGundweF(I1, k).

Deshalb ist p*(w*w') =0 fir we F (1, k) und w' € F(G) mit w'(I) = 0. Hieraus
folgt, daB p ein verallgemeinertes Polynom héchstens (2k)-ten Grades ist
(Abschnitt 14). Im Falle we F* (1, k) haben wir ¢,eM™* (I') und somit ist
p*w(x)=o0,({1})=0.

Nehmen wir jetzt an, daB3 die Funktion f die Darstellung (1) hat. Dann ist

[rw(x)= p*w(x)+jy(x) w(y)do(y) fir alle we F* (1, k).
r

Der erste Term auf der rechten Seite ist eine nichtnegative Konstante, Der
zweite Term ist eine positiv definite Funktion, da nach 1.2 das MaB wdo
endlich ist. Die Funktion [+ w ist also fiir alle we F* (1, k) positiv definit und
somit ist fe P°(1, k). w

(4.7) Bemerkungen (a) Im Falle k = 1 erhalten wir aus Satz (4.6) die
Lévy-Khinchin-Formel [39]:

J)=p )+ [ (r(x)—1—il(x,y)) do ().

r
Hierbei ist p ein verallgemeinertes Polynom héchstens zweiten Grades, das sich
nach (2) in (14.1) in der Form

(1 p(x) = Ag+ A, (x)+4,(x, x)
schreiben 148t. Es sei wi'’ = w, das MaB (1) in (4.1). Dann ist

2pxw xW,(y) =2p(»)—py—x)—p(y+x).



30 II. Klasse definisierbarer Funktionen

Somit erhalten wir aus (1)
prw W (y) = —A4,(x, x).

Da nach 3 im Satz (4.6) die Funktion p * w, * W, eine nichtnegative Konstante
ist, muB

(i) A, (x,x)<0, xegG,

sein. Aus der hermiteschen Symmetrie von p folgen sofort die Beziehungen
(ii) Red;(x)=0, xeG,

und

(i) 4,eR.

Andererseits ist es leicht zu sehen, daB jedes verallgemeinerte Polynom der
Gestalt (1), wobei fiir 4,, A, und 4, die Beziehungen (i), (ii) bzw. (iii) gelten, die
Bedingung 3 im Satz (4.6) erfiilit.

(b) Es seien G = R und f eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion aus
P°(1, 1). Dann ist die Funktion

A xwx W, (y) = ()= —x) -/ +x)
fiir jedes xe R positiv definit. Wegen

i OSO=AS0+9)

x-+0 X

muB auch die Funktion —f positiv definit sein.

Ist f eine (2k)-mal stetig defferenzierbare Funktion aus P(1, k), so sicht
man ganz analog, daB die Funktion (—1)%®* positiv definit ist. Die ent-
sprechende Aussage gilt auch fiir Funktionen mehrerer Verianderlicher: Ist
S(x, ..., x,) eine (2k)-mal stetig differenzierbare Funktion aus P(1, k), so ist
fiir beliebige nichtnegative ganze Zahlen k;(i =1, ..., n) mit k,+...+k, =k
die Funktion (—1)*3%*f/ox3*:...dx¥~ positiv definit.

5. Charakterisierung der Funktionenklasse P*(y, k) mit ye I,

(8.1) SATz. Die Beziehung fe P(y, k), yeTl, gilt genau dann, wenn
) ) =fo () +(p(x) » (x)+p (=) y(—x)),

wobei f,e P{(G) und p ein verallgemeinertes Polynom héochstens (k—1)-ten
Grades sind.

Beweis. Hat die Funktion f die Gestalt (1), so ist
f*w=fyxwePH(G)
fir alle we F*(y, k) und damit fe P°(y, k) (siche Satz (14.3)).
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Sei jetzt f eine beliebige Funktion aus P*(y, k). Wir wiihlen ein x,e G mit
y(xo) # 1. Dann ist

@ |y (o) +7(—x)| > 2.

Bezeichne Wy das Mal (1) aus (4.1) mit x = x,.
Da fiir ein beliebiges ' eI" die Beziehung |y'| = 1 gilt, erhalten wir aus (2)
und der Definition von w, x:

€ inf @, ()] > 0.

vy'ell

Wir setzen w, = wi" Wegen feP(y, k) ist fxwy*w, eine positiv definite
Funktion. Nach dem Satz von Bochner ist

frwo*Wy =46, mite,eM™*(I).

Ahnlich wie im Beweis vom Satz (4.6) fihren wir das MaB do = doy/IW,l? und
die Funktionen f, = ¢, P = f—f, ein. Wegen (3) ist ¢ ein endliches MaQl. Da
o offenbar nichtnegativ ist, erhalten wir: f,e P§(G). Analog wie im Satz (4.6)
zeigt man nun, daB fiir weF™*(y, k) gilt:

Pxw=0.
Deshalb ist

P(x) =p(x)7(x)+p(—x) y(—x),

wobei p ein verallgemeinertes Polynom héchstens (k— 1)-ten Grades ist (Satz
(14.3)). Damit ist Satz (5.1) bewiesen. m

6. Beschrankte definisierbare Funktionen

(6.1) LEMMA. Gelte fiir eine hermitesche Funktion [ auf G die Beziehung
Sew, W _ePy(G) fiir alle xeG, x#0,

wobei w, = w das Maf (1) aus (4.1) ist.
Dann ist die Funktion f bedingt positiv definit.

Beweis. Wegen der Definition einer bedingt positiv definiten Funktion
konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, da G durch
endlich viele Elemente erzeugt wird. Die diskrete Topologie auf G besitzt dann
eine abzihlbare Basis. Beim Beweis von Lemma (4.4) haben wir im diskreten
Fall nur von den MaBen w, Gebrauch gemacht. Fithrt man jetzt auch den
Beweis von Satz (4.6) nur mit Anwendung der MaBe w, durch, so erhilt man
fiir f die Integraldarstellung (1) im Satz (4.6) mit k = 1. Hierbei miissen in 1.2
die MaBe we F (1, 1) durch w, (xe G,x # 0) ersetzt werden. Das Integral in der
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Formel (1) im Satz (4.6) stellt auch mit diesem ¢ (und k = 1) eine bedingt
positiv definite Funktion dar. Anstelle der Eigenschaft 3 der Funktion p tritt
jetzt:

3. p ist eine hermitesche Funktion mit der Eigenschaft, daf} fiir jedes
xeG(x # 0) die Funktion p*w_*w,_ eine nichtnegative Konstante ist.

Wir zeigen jetzt, daB p bedingt positiv definit ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, daB
p(0) =0 ist. Aus 3’ erhalten wir:

(1 2p(M—py+x)—py—x) =2q(x),

wobei g eine nichtnegative Funktion auf G ist. Wie setzen p, = Rep und p, = Imp.
Dann ist p, (x) = p; (—x), p,(x) = —p,(—x) und auch die Funktion p, erfiillt
die Gleichung (1):

) 20, (M) =Py Y +x)—p, (y—x) = 29 (x).
Setzt man y =0 in (2), so erhdlt man

=P (X)=p; (—=x) = —2p; (x) = 2 (x).
Deshalb und wegen (2) gilt:

P1(+X)+p, (v—x) = 2(p, () +p; (x)).

Die Funktion p, ist also eine quadratische Form [5], (7.18), die wegen
—p; = q 2 0 nichtpositiv ist. Nach [5, (7.19)] ist p, bedingt positiv definit. Die
Funktion p, erfiillt die Gleichung

©) 2p, (M) —p2, (0 +x)—p, (y—x) = 0.
Durch Vertauschen der Variablen x und y erhalten wir:
4) 2p, (X)—p, (+x)—p,(x—y) = 0.

Addiert man jetzt die Gleichungen (3) und (4) unter Beriicksichtigung der
Beziehung p,(x—y) = —p, (y—x), so ergibt sich:

P2 (x+y) = py(x)+p, ().

Nach [5,(7.20)] ist die Funktion ip, bedingt positiv definit. Damit haben wir
gezeigt, daB die Funktion p = p, + ip, und somit auch f bedingt positiv definit
sind. n

(6.2) SATz. Fiir eine beschrinkte, stetige hermitesche Funktion f gilt die

Beziehung fe P°P(y,, ky;...; v, k,) genau dann, wenn sie die Form
(1) f=fotay+.. +a,7,
besitzt.

Hierbei sind fye Py(G), a,€R und a, =0 wenn ypel, i=1,...,n)
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Beweis. Hat eine Funktion f die Gestalt (1), so folgt sofort, dal
S beschrinkt und aus P*(y,, k,;...; y,, k,) ist. Nehmen wir jetzt an, daB fir die
beschrinkte Funktion f die Beziehung fe P°(y,, k,;...; ¥,, k,) gilt. Nach Satz
(3.3) 1aBt sich f in der Form f=f,+... +f, mit file P°(y;, k), i=1,...,n,
darstellen. Wie es aus dem Beweis dieses Satzes hervorgeht, konnen die
Funktionen f; so gewihlt werden, daB sie die Gestalt f; = f+ w; mit w,€ F(G)
besitzen und somit beschrankt sind. Deshalb geniigt es die Aussage fir den Fall
feP(y, k) zu beweisen.

Es sei zuerst yeI. Wegen Bemerkung (3.2) (c) konnen wir annehmen, dafl
y = 1. Wir betrachten die binomiale Reihe

@) A0 =1+ Y q,f

i=1

(1 1
— |- 3 -1 P —
a, k(k 1)...(k l+1>(l.) , i=1,2,...

Sie ist fiir [t] < 1 absolut konvergent. Sei y, = ﬁw&” = ﬁw,, wobei wil’ das
MaB (1) aus (4.1) ist.

Dann gilt: ||, — 1ol = 1. Setzen wir in (2) (o) anstelle von 1 und p,—1 (g
anstelle von t:

mit

Lo+ Y g~ 1) = p.
i=1

Fiir das MaB ue M (G) gilt dann p* = g, und somit ist (1) = 0. Sei uy das
MaB aus .F(G) mit

N
By = CN1(0)+ z ai(ﬂx_‘l(o))." N = l, 2, eey
i=1

wobei cyeC derart gewdhlt wird, daB jy(1)=0. Wegen ji(1)=0 ist
lim, cy=1und lim,__|luy—pll=0. Aus (3) und der Beschrinktheit von
f folgt die Beziehung
Srpee i, 0) =fo(u+@*0) = Lim = (uy = i)™ 0),
N= o

y€G. Da die Funktion f#(uy*dy)* positiv definit ist (N =1, 2,...), muB
f*p, + i, und somit auch fxw, *W, (xeG, x # 0) positiv definit sein. Wegen
Lemma (6.1) ist die beschrinkte Funktion f bedingt positiv definit.

Nach dem Satz von K. Harzallah ([16], siche auch [5]) hat f die Gestalt
f=fo+m mit f,eP5(G) und meR.

Sei jetzt f eine beschrinkte Funktion aus P°(y, k) mit yeI',. Nach Satz
(5.1) ist

Jx) =fo()+px) y()+p(—x) y(—x),

3 — Dissertali Math icac 281
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wobei fyeP§(G) und p ein verallgemeinertes Polynom hochstens (k—1)-ten
Grades ist. Da f und f; beschrinkt sind, muB auch die Funktion

P(x)=p(x) y(x)+p(—x) y(—x)

beschrinkt sein. Bezeichne T(P) die Gesamtheit aller Funktionen der Gestalt
Pxw mit we F(G). Die Menge T(P) enthilt nur beschrinkte Funktionen.
Wir zeigen jetzt, daB im Falle p # 0 die Funktion y in T (P) enthalten ist. Aus
der Umbeschrinktheit von y folgt dann, daB.p = 0 und damit f = f,, sein muB.

Wire p # 0, so konnten wir ein MaB w, € F(G) und eine positive ganze
Zahl | < k mit den folgenden Eigenschaften finden:

(@) (py)*w' =0 fiir alle we F(G) mit w(y) =0;

(i) , () = O;

(iil) (py) *«w¥i~ 1 0.

Aus (i) und (iii) folgt einfach, daB

@y *wi V=cy (ceC,c#0).
Sei jetzt w,e F(G) mit

W™ =0 und W,(y)#0.
Dann gilt:
Pxwisw¥ =c'y mitc’ =c(W,()* #0.
Damit ist der Beweis vollstindig.

(6.3) Bemerkung. Bezeichne S die Gesamtheit aller MaBe 6 e M * (G) mit
kompaktem Triger, die symmetrisch sind und fiir die o(G)=1 gilt.
K. Harzallah zeigte in [17], daB eine reellwertige, hermitesche Funktion
S bedingt positiv definit ist, wenn die Funktion f—f+ ¢ fiir jedes g S positiv
definit ist. Das Lemma (6.1) ist eine Verallgemeinerung dieser Aussage, da die
Funktion fx*w_sw_ in der Form

f*Wx*Wx=f—f*0x

mit

fir y=x,

0. (y) = fir y= —x,

O NI—=N—

const,

geschrieben werden kann. Das MaB o, gehért offensichtlich zu S. Andererseits
haben wir nicht gefordert, daB f reelwertig ist. Wir bemerken noch, daB fiir das
MaB y' = lgy—0 (0 €S) die Beziehungen 4'(1) = 0 und [Hi0y= ]l =1 gelten.
Deshalb existiert ein MaB pueM (G) mit 4(I) =0 und p*p = u* =y Das
beweist man mit den gleichen Uberlegungen wie im Beweis von Satz (6.2).
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Somit 1dfit sich die Funktion f—f+¢ in der Form f—f%o =fxu' = f*(u* i)
darstellen. Der Tréiger von u ist im allgemeinen nicht kompakt. Deshalb sind
die Klammern in dem letzten Ausdruck.

(6.4) Bemerkung. Im Abschnitt 8 werden wir zeigen, daB jede
Funktion aus P;(G) definisierbar ist (Satz (8.2)). Mit Hilfe von Satz (6.2)
erhalten wir somit einen neuen Beweis fiir Satz (2.2).

7. Zerlegung meBbarer definisierbarer Funktionen

(7.1) LEMMA. Es sei f: Gx G— C eine Funktion mit den folgenden Eigen-
schaften:

(a) fiir jedes xeG ist f(-, X)EP™(,, ky;evs Vas ks

(b) fiir jedes ye G ist die Funktion f(y, ) mg-mefbar.

Dann gilt fiir die Funktion

g(_y)-:jf(ytx)de(x)’ .VEG’
K

die Beziehung ge P™(y,, ky;...; V.. k,). Hierbei ist K eine beliebige kompakte
Teilmenge von G.

Beweis. Die Aussage des Lemmas folgt unmittelbar aus der Definition
der Klasse P™(y,, k;;...; V., k,) und aus

gxw(y) = [(/C, x)*w) () dmg(x), weF(G).n
K

(7.2) Satz. Jede Funktion fe P"P(y,, ky;-..; ¥a, k,) ldft sich in der Form

f=r+f
darstellen, wobei f.e P*(y,, ky;...; Vs k) f;€ PG (G) und f, = 0 mg-fast iiberall.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen,
daB G nicht diskret ist. Nach Satz (3.3) geniigt es die Aussage fiir fe P"(y, k) zu
zeigen. Den Beweis fiilhren wir durch vollsttindige Induktion beziilich k.

Sei erst k = 1. Bezeichne w, (x # 0) das MaB (1) aus (4.1) mit y = 1. Dann
ist

fo+x)  fy—x)
y)+y(=x) y(x)+y(—x)
Aus fe P"(y, 1) folgt f+w W, € P§(G), x # 0. Fiir jedes xe G bezeichne f,(y)
die Funktion auf der rechten Seite von (1). Wegen f, = 0 ist f, € Pg(G) fiir alle
xeG. Sei nun K < G eine beliebige kompakte Menge mit mg (K) > 0. Dann ist
die Funktion

(1 frwxw, () = f0)-
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03] g0) = [ £, ()dmg (x)
K
positiv definit. Aus (1) erhalten wir:

g(y) = me(K) fO)+h (),

wobei h eine stetige Funktion ist. Da g eine meBbare positiv definite Funktion
ist, besitzt sie die Zerlegung g = g.+g, mit g.€ P3(G), g,€ P5 (G), g, = 0 mg-fast
uberall [18, II, Th. 32.12]. Setzt man

g —h 9s
= und  f, =P
© mg(K) ) mg(K)

so gilt: f=f +f. Hierbei ist f, eine stetige Funktion, f,e P§(G) und f, =0
mg-fast iiberall. Wir zeigen, daB f,e P°(y, 1) ist. Diese Behauptung ist dquiva-
lent mit der Ungleichurg

[fodwxw)x(wxw)~ 20
G

fir we F(G) mit (w*w)" (y) = 0 und w' € F(G) beliebig (siche Bemerkung (3.2)).
Da der Triger von w und w' endlich ist und f; fast iiberall verschwindet, sieht
man leicht, daB Folgen {w,}?, {w,}¥ = F(G) mit den folgenden Eigenschaften
existieren:
@) w,=W)" (»)=0,n=1, 2,

(i) [ /> Oy % wp) # (wp W)™ = 0;

(i) [ frdwew)s(wew)=lim [ f.d(w,=wp)x(w,*xw,)"

Wegen fe P™(y, 1) ist

[fd(w,xwi)x(w,xw))~ = 0.
G
Aus (ii) und (iii) folgt nun:

[Ldwsw)x(wxw)™ = Llim [f,d(w,*w))* (w, % w;)~
G

n- oG

= lim [fd(w,*w,)*(w,*w})~ >0,
oG
das heiit, f.e P(y, 1),

Nehmen wir jetzt an, daB die Aussage des Satzes fiir k richtig ist und sei
feP™(y, k+1). Bezeichne wieder f,(y) die Funktion auf der rechten Seite von
(1). Fir xe G ist dann f,e P™(y, k) und nach Lemma (7.1) gilt fiir die Funktion
g aus (2). ge P"(y, k). Wiederholt man nun die obigen Uberlegungen, unter
Benutzung der Induktionsannahme anstelle von [18], II, Th. 32. 12, so erhilt
man die gewiinschte Zerlegung von f.



Kapitel III
Funktionen mit endlich vielen negativen Quadraten

8. Definisierbarkeit der Funktionen aus P, (G)
Es sei fe P, (G). Wie in [22], [53] fihren wir in F(G) das Skalarprodukt
(WI, Wz)f = J.fd(wl *W’z): Wy, WZGF(G))
G

ein. Da f k negative Quadrate hat, kann F(G) in einen m,-Raum II, (f)
eingebettet werden [22]. Das Skalarprodukt in I7,(f) und das zu einem
we F(G) gehorige Element von II,(f) werden wir ebanfalls mit ( , ), (oder
einfach ( , )), bzw. w bezeichnen. Den Raum F(G) werden wir also als einen
(dichten) Unterraum von IT, (f) betrachten.

Im diesem Abschnitt bezeichnet G im weiteren eine lokalkompakte
kommutative Gruppe.

(8.1) LeMMA. Fiir eine beliebige Funktion fe P, (G) und we F(G) gilt:
fe«wxWweP,|(G), firenlmtO<I<k.
Beweis. Wir setzen f' =f+«ws+w. Aus der Gleichung
(wes wpllymr = (Wi w, wpew) )ijms

und aus f€ P, (G) folgt, daB die Matrix (w,, w)) )i, fiir beliebige wy, ..., w,eF (G)
héchstens k negative Eigenwerte hat. Deshalb ist f'e P,(G) mit 0 < I < k.

(8.2) SaTz. Fiir jede Funktion f€ Pj(G) existieren y,€ I'" und positive ganze
Zahlen k, ki(i=1, ..., n), so daf gilt:

f=fl+"'+j;n

fieP(y, k), i=1,...,n und ki+...+k, < k. Die Funktion f; hat k; negative
Quadrate und lipt sich in der Form f; = f» w, mit w,€ F (G) und W, = w, darstellen
i=1,...,n).

Beweis. Wir betrachten die linearen Operatoren
U,: F(G)-F(G), xeG,
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mit
(Uw)=w(y—x), x,yeG,weF(G).

Aus der Definition des Skalarproduktes ( , ), erhalten wir:

(Uywy, Usz)f = (w;, Wz)f-

Deshalb kann der Operator U, zu einem unitiren Operator auf IT,(f)
fortgesetzt werden [23]. Den fortgesetzten Operator werden wir ebenfalls mit
U, bezeichnen. Wegen der Kommutativitit von G ist U U, = U, U, (x, yeG).

Folglich haben die Operatoren U, einen gemeinsamen, nichtpositiven
Eigenvektor v, e IT, (f), vy # 0 [34]. Sei die Funktion y; durch die Gleichung

Ui =71(X)vp, x€G,
definiert. Wegen der Definition von U, ist

Ussy=UU,, Uy=1 (Einheitsoperator)
und damit

(1) Yi(x+y)=y1() 71 (») und 1 (0)=1.

Wir zeigen jetzt, daB y; stetig ist. Da IT, (f) keinen isotropen Vektor enthilt,
gibt es ein v e IT, (f) mit (vy, vp), # 0. Seien (,) und (4,) Folgen in F(G) mit
B,—0o und u,—vp. Aus der Stetigkeit von f und aus yu, u,eF(G) folgt
die Stetigkeit der Funktion h,(x) = (U, i,, tt)y» x€G, n=1,2, ... Fiir jedes
xeG gilt:
hm h, (x) = im (U, pa)y = (U, v, v6) = ¥ (%) (15, v0);-

Wegen (v, vo) # 0 ist y; die Grenzfunktion einer punktweise konvergierenden
Folge von stetigen Funktionen. Somit ist ) mg-meBbar. Aus (1) und
[18,1,Th.22.18] folgt, daB v} stetig ist. Wir setzen y, = ;" . Es sei nun we F (G)
mit (w+w)"* (y,) =0. Dann ist entweder Ww(y,)=0 oder w(y;')=0. Wir
betrachten die linearen Operatoren

U= wxU, U=Yw-xU

x
xeG xeG

Eine kurze Rechnung zeigt, daB die Beziehungen Uy = p*w, U'y = p* W und

(2) (U"L’ Utu')f = (Ul“', Ulu)f = (#’ Au)ftwn-w"

fir ue F(G) gelten. Nach Lemma (8.1) ist f*w#We P{(G), mit 0 < I < k. Wir
zeigen, daB | < k gilt. Nehmen wir zuerst an, daB W(y,) = 0 ist und bezeichne
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H den linearen Unterraum von I1,(f), der durch die Vektoren U'v (ve IT (N
erzeugt wird. Fir alle ve Il (f) gilt:

(v, U'v), (Uo: (—x) Ux)”)f=((zw(—x)u—x)”o’ ”)f

xeG xeG

= (T, W= 1 (=) v, 0), = (( X, wx) %5 (x)) 85, 0),

xeG xeG

=((X w91 (=x)v,,0) = 0.
xeG
Somit ist v, L H. Wenn | = k wire, dann wiirde es wegen (2) in H paarweise
orthogonale negative Vektoren v, ..., v, geben. Ist v, ¢ H, so sind die Vektoren
g, Uy, ..., U, unabhidngig. Im Falle voe H gilt (v,, vy) =0. Da die Vektoren
vy, ..., U, einen negativen Unterraum erzeugen, erhalten wir wieder, dal
Vg, Uy, ..., punabhingig sind. Die orthogonalen Vektoren v,, v,, ..., v, Wir-
den dann einen (k + 1)-dimensionalen linearen Unterraum von I, (f) erzeugen.
Dieser Widerspruch zeigt, daB | < k ist.

Im Falle w(y~!) = 0 betrachten wir den Operator U anstelle von U’. Mit
den gleichen Uberlegungen erhalten wir dann, daBl ! < k sein muB. Damit
haben wir gezeigt daB Funktion f; =f*wxWw hochstens (k—1) negative
Quadrate hat. Hierbei ist w ein beliebiges MaB aus F(G) mit (w* )" (y,) = 0.
Wiederholt man jetzt die obigen Uberlegungen mehrere Male, so erhilt man:

SEP(yy, kys o .os v, k) mit yel"(i=1,...,n)

und ky+...+k, < k. Aus Satz (3.3) folgt nun die erste Behauptung von Satz
(8.2). Wie aus dem Beweis des Satzes (3.3) hervorgeht, ist jede Funktion f; die
Summe von endlich vielen Funktionen der Gestalt f*w*w. Deshalb und
wegen Lemma (8.1) hat jede Funktion f; endlich viele (k;) negative Quadrate.

(8.3) Bemerkungen. (a) Den vorigen Beweis kOnnen wir auch mit einer
mg-meBbaren Funktion fe Py (G) durchfithren. Die Funktion h, und somit
v} sind dann m,-meBbar. Aus [18,Th.22.18] folgt wieder, daB y; stetig ist. Jede
Funktion fe Py'(G) hat also die Gestalt

S=hH+.. 4],

mit e P"(y,, k), yel'i=1,...,n) und ki+...k; <k

(b) Da nach Satz (8.2) jede Funktion fe P§(G) definisierbar ist, kdnnen wir
im weiteren von Singularitdten der Funktion fund deren Ordnungen sprechen
((3.5)-(3.8)).

(c) Die Definisierbarkeit einer Funktion fe P, (Z) wurde in [21] bewiesen
(siehe auch [22]). Im Falle der Gruppe Z gilt auch die Umkehrung: Ist

fePly ki var k) und  fEPQ L ks v k=155 0., k)
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firi=1,..., n, so gehért fzu P, (Z) mit k = k, + ... +k,. In der Tat, setzen wir

W= ui e,

wobei y, das MaB wi mit x = 1 aus (4.1) ist. Die Funktion f*w* W ist dann
positiv definit und es gilt:

suppwxwc {—k,...,0,..., k}
und wxw(k) # 0, wobei k=k,+...+k,.

Nach der Terminologie in [22] gehort zu w#+Ww ein ,definisierender”
Operator der Ordnung 2k. Aus Satz 5.1 in [22] folgt, daB f héchstens
k negative Quadrate hat. Hitte f weniger als k negative Quadrate, so gibe es
nach Satz (8.2) positive ganze Zahlen ki und Charaktere yiel” (i=1,..., m)
mit fe P(yy, ki3 ...; ¥ms ki) und ki+...+k, <k Aus der Eindeutigkeit der
Singularititen von fund aus der Bedingung fé P (y,, ky; ...; ¥, k=15 ..0s vas k)
i=1,...,n, folgt sofort, daB f k negative Quadrate besitzt.

(d) Sei jetzt f eine Funktion auf R mit

fEPc(’yl’kl;'“;vn)kn) ul]d
JEP (v by ooy k=1 v k), i=1, .., n.

Dann hat f (k, 4 ... 4+ k,) negative Quadrate. Diese Aussage kann mit Hilfe von
Bemerkung (8.3) (c) bewiesen werden, indem man die Funktion f auf die Menge
{hn: neZ}, h > 0, einschrinkt und h beliebig klein wihlt.

Im Falle der Gruppe R"(n = 2) kann eine Funktion fe P*(y,, ky; ...; V4, ky)
mebr als (k; +...+k,) negative Quadrate haben. Zum Beispiel gehort die
Funktion f(x,, ..., x,) = x2+x3+... +x? zu der Klasse P°(1, 2), und sie hat
(n+1) negative Quadrate (siche Bemerkung (9.4)).

() In [30] wurde die Definisierbarkeit einer Funktion fe P{(R) im
folgenden Sinne bewiesen:

d d
i _ a4 .4
(1 f ff(x ) Q(z dx) ¢(x)Q<z dx) $()dxdy >0
R R
fiir jede beliebig oft differenzierbare Funktion ¢, die einen kompakten Triger

besitzt. Hierbei ist Q ein Polynom k-ten Grades. Mit Hilfe dieses Rresultates
erhielt M. G. Krein die Integraldarstellung

2 ~h e —S(x, y) _
(2) fx) = h(x)+ J o) dp (v)

Hierbei ist h eine hermitesche Losung der Differentialgleichung

d .
3) Q'(—iE>Q<—i%) hix) =0
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und S(x, y) ist ein regularisierender Term (um die reellen Nullstellen von Q zu
kompensieren). Wir bemerken, daB die hermiteschen Losungen von (3)
hermitesche exponentielle Polynome sind [54]:

A=Y (4,00 ¢+ A, 67+ 3, By(ix) e,

ji=1 i=1

Hierbei sind:

(i) A, B; Polynome mit komplexen bzw. reellen Koeffizienten
Gj=1,....,m1=1,...,sk

(i) c;eChlel>1 (=1,...,1)

(iil) ,eR(=1,..., ).

In der Integraldarstellung (2) sind die Singularititen von f nicht getrennt.
Mit Hilfe der Sitze (8.2), (4.6) und (5.1) erhalten wir fiir eine Funktion fe P§(R)
die Darstellung

S=fi+...+f,.
Hierbei besitzt die Funktion f;(j=1, ..., n) entweder die Integraldarstellung

(A) £ =) +p(=x) ¢j )+ [ ™ du(y).
R

mit ue M* (R), c;eC, |c;| > 1, wobei p ein Polynom mit komplexen Koeffizien-
ten ist, oder die Integraldarstellung

® = (04 [omr— 3 L 4oy,
m=1
R

Hierbei sind o ein nichtnegatives MaB mit den Eigenschaften 1.1. und 1.2. aus
Satz (4.6), I(x, y) die Funktion aus (4.3) mit n = 1, p ein hermitesches Polynom
und t;eR.

() W. I. Gorbachuk bewies in [12] fiir eine Funktion feP;(R") die
folgende Integraldarstellung:

M) ) = hix)+ J—Sﬂda o,
i X 10,08

xy = x,y,+...+x,y, Hierbei sind S(x, y) ein regularisierender Term, Q, ein
komplexes Polynom von einer Veranderlichen (j=1, ..., n), h eine hermite-
sche Losung der Differentialgleichung

?) Z Q,( )Q;(—:—a—> hx) =
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Betrachten wir den Fall Q;(t)=1t* (j=1,...,n. Dann ist die Funktion
hy(x) = x3+...+x2 eine hermitesche Lésung der Gleichung (2), die (n+1)
negative Quadrate besitzt (Bemerkung (9.4)). Die Darstellung (1) mit h = h,
und ¢ =0 gibt uns deshalb eine Funktion aus Pj,,(R"). Die Anzahl der
negativen Quadrate kann also mit der Dimension wachsen, auch wenn der
Grad der Polynome Q; konstant bleibt.

(2) Es sei G eine beliebige lokalkompakte kommutative Gruppe. Im Satz
(11.8) werden wir eine Charakterisierung solcher Funktionen aus P (G) geben,
die eine Singularitidt yeI', besitzen. Hat G eine abzihlbare Basis, so gibt uns
Satz (4.6) (mit Hilfe von Satz (8.2) und Bemerkung (3.2) (c)) eine Integraldarstel-
lung fiir Funktionen aus P, (G) mit einer Singularitit ye I'. Wir konnten jedoch
kein Kriterium dafiir angeben, daB eine Funktion f mit der Darstellung (1) in
Satz (4.6) genau k negative Quadrate besitzt.

9. Realisierung des Raumes IT, (/) mit Hilfe von Funktionen auf der Gruppe

(9.1) Es seien G eine beliebige lokalkompakte Gruppe, fe P,(G) und
bezeichne &, das nichtnegative MaB auf G mit ¢, (G)=¢.({x}) =1 Wir
betrachten den komplexen linearen Raum T (f) aller Funktionen der Form

g(x) = iajf(xj“x)= i a;e. +f(x), a;eC, x,€G.
=1

j=1
Die Funktion ¢ kann auch in der Form g = wxf, weF(G), w = Z;=1 a;e
geschrieben werden. Sei

xj

)= ¥ b 0
=1

eine beliebige Funktion aus T(f) und definieren wir auf T(f) die bilineare
Form (,)=( ), durch

(g, b= ZZf yjai

i=1j=1
Es ist leicht zu sehen, daB fiir g, = w, »f und g, = w, *f gilt:

(1) m%)mmw»mmMmgﬁmm

Aus (1) folgt, daB (g,, g,) nicht von der konkreten Wahl der MaBe w, und w,
abhéngt. Die Definition von ( , ) ist also sinnvoll.

Man sieht sofort, daB diese bilineare Form die Axiome II, IV und V im
Abschnitt 15 erfiillt. Sei g = wxf eine beliebige Funktion in T(f). Aus (1)
erhalten wir:

2) (g, 8+/)=[gde, =g(x), xeG.
G
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Ist g ein isotroper Vektor aus T'(f), so ist wegen (2) g = 0. Das Axiom III ist
also auch erfiillt.
Wir fithren in T(f) die linearen Operatoren U, (xe G) mit

U9 0)=(e*g9) ) =g(x""y), geT(N),yeG,
ein. Aus (1) erhalten wir, dall die Operatoren U, isometrisch sind:
(U1, Upgy) = (915 93),  91>9,ET().
Weiterhin folgt aus (2)
gx) =, US), geT(f),
fx) =, UN).

Es sei nun T(f)= P@®N eine Zerlegung des Raumes T(f), wobei P ein
pre-Hilbertraum und N ein k-dimensionaler negativer Raum sind. Dann 146t
sich jeder Vektor he T(f) in der Form h = h* +h~ (h* € P, h~ € N) darstellen.

Im Falle geP ist g~ = 0, und aus der Ungleichung (2.4) in [23] erhalten
wir:
(3) lgOI? =g, UNI* < (g, D LUN*, (UNT) (TN UAN)]

=(g, 9) A(y).

Wir betrachten eine Cauchy—Folge {g,} in P. Wegen (3) ist {g,(y)} fir jedes
yeG eine Cauchy-Folge in C. Daraus folgt die Existenz einer Funktion
g G-C mit lim___g,(0) =9g(y), y€G. Diese Uberlegungen zeigen, daB wir
eine Vervollstindigung P des pre-Hilbertraumes P derart wihlen konnen, daf
die Elemente von PFunktionen auf G sind. Der Raum

1I,(/) = PN
erfiillt dann die Axiome I VI im Abschnitt 15. Jeder Operator U, 1Bt sich zu

einem unitdren Operator in I, (f) fortsetzen [23]. Die Fortsetzung bezeichnen
wir auch mit U,. Es ist leicht zu sehen, daB fiir gelT,(f) gilt:

U9 ) =g(x"'y) und g(x)=(g, U
Sei nun {e,,..., ¢} eine orthonormierte Basis in N. Dann ist
UN =-Uf e)e—...—(US, &) e
und damit
4,00 =GN, (U, N)) = UGS, e)l* — ... (G, ], el
= —le; OI*~ ... —le, )P
Wegen (U,f, Uyf) = (f, /) =(0) und
GG = (UGN GN)HUN ™, UN))
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erhalten wir
A, 0) = (UGN UNY) =0~ A4, ) =0 +le; 0> +... +le O

Da die Funktionen e, ..., ¢ zun T(f) gehoren, folgt aus der Beschrinktheit
(lokalen Beschrdnktheit) von f die Beschrinktheit (lokale Beschrinktheit) von
A(y)=A,(y)—4,0)

Nehmen wir jetzt an, daB f eine beschrinkte Funktion und {g,} eine
Cauchy-Folge in P sind. Wegen der Beschrinktheit von A(y) ist die Folge
{g.(y)} beziiglich y gleichmaBig konvergent. Da die Funktion g, beschrinkt ist
(n=1,2,...), muB auch die Funktion g = lim g, beschrinkt sein. Daraus folgt,
daB IT,(f) nur beschrinkte Funktionen enthilt, wenn f beschridnkt ist.

Nehmen wir jetzt an, daB f (und damit auch A4) lokal beschrinkt ist. Aus
(3) un der lokalen Beschrinktheit von A folgt-fiir jede Cauchy—Folge {g,} in P,
daB die Funktionenfolge {g,} auf jeder kompakten Menge K « G gleichmiBig
gegen eine Funktion g konvergiert. Wegen der lokalen Beschrinktheit von g,
ist auch g lokal beschriankt. IT;(f) enthilt also nur lokal beschrinkte Funk-
tionen.

Im Abschnitt 10 werden wir zeigen, daB jede meBbare Funktion fe Py (G)
lokal beschrinkt ist (Satz (10, 12)). Ist also f stetig oder meBbar, so ist f und
damit auch A lokal beschrinkt. Sei {g,} wieder eine Cauchy-Folge in P. Dann
konvergiert {g,} als Funktionenfolge auf jeder kompakten Menge K c G
gleichmdBig zu einer Funktion g. Aus der Stetigkeit (MeBbarkeit) von g, folgt
nun die Stetigkeit (MeBbarkeit) von g.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

(9.2) Satz. Es seien G eine lokalkompakte Gruppe und fe P,(G). Dann
existiert ein m,-Raum IT,(f) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) die Elemente von II,(f) sind Funktionen auf G;

(i) T() < M) und T(f) = M (f);

(i) die Operatoren U,(x€ G) mit (U,g) (y) = g (x~'y), ge T\ (f) sind unitir
und es gilt:

g(x)= (g, US)

(iv) wenn f beschrdnkt, lokal beschrinkt, stetig oder mg-mefbar ist, dann
sind alle Funktionen aus IT,(f) beschrinkt, lokal beschrinkt, stetig bzw.
mg-mefbar.

(9.3) SAtz. Es seien G eine kommutative Gruppe und fe P{(G). Der Raum
II.(f) ist genau dann endlichdimensional, wenn f ein exponentielles Polynom ist.

Beweis. Da der lineare Raum IT;(f) aus Funktionen auf G besteht und
verschiebungsinvariant ist, folgt Satz (9.3) unmittelbar aus den in (14.1)
erwihnten Resultaten, m
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(94) Bemerkung. Betrachten wir die Funktion
Sy, x)=—xt—.—=x%,  (x4,..., x,)€R".

Sie ist bekanntlich bedingt positiv definit und hat ein negatives Quadrat. Wir
zeigen, daB die Funktion —f (n+1) negative Quadrate besitzt. Man konnte es
direkt berechnen. Wir wihlen jedoch einen anderen Weg, der auch in
allgemeineren Fillen niitzlich sein kann. Es ist leicht zu sehen, daB T'(f) durch
die unabhingigen Funktionen f, f;,...,f, und | aufgespannt wird, wobei
filxys oo x)=x; (i=1,...,n). Die Dimension von T(f) ist also n+2. Der
Raum I (f) = T(f) ist ein n;-Raum und 14Bt sich in der Form

I (f)=(N+N)®H

darstellen. Hierbei ist H ein n-dimensionaler Hilbertraum, N und N’ sind
schiefverbundene, eindimensionale Nullrdume. Fiihrt man jetzt in T(f) das
Skalarprodukt (, )_,= —(, ), ein, so bleiben N und N’ schiefverbundene
Nullriume und H wird zu einem n-dimensionalen, negativen Raum. Deshalb
hat die Funktion —f(x,, ..., x,) = x?+...+x2 (n+1) negative Quadrate. Es
ist leicht zu sehen, daB die Funktion —f zu der Klasse P°(l, 2) gehort.

Es sei jetzt # ein unendlichdimensionaler Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt ( , ). Betrachtet man # als additive Gruppe, versehen mit der
diskreten Topologie, so ist die Funktion f(x) = —(x, x), xe# stetig und
bedingt positiv definit [S, (7.19)]. Es ist nich schwer zu sehen, daB die Funktion
f zu der Klasse P°(1,2) gehort. Nach den obigen Uberlegungen hat die
einschrinkung von —f auf einen n-dimensionalen Teilraum (n+ 1) negative
Quadrate. Deshalb gehért die Funktion —f zu keiner der Klassen P, (%),
k=0,1,...

10. Uber meBbare Funktionen mit endlich vielen negativen Quadraten

(10.1) SATZ. Es seien f eine positiv definite Funktion auf der kommutativen
Gruppe G und J eine Teilmenge von G. Fiir eine beliebige, positive relle Zahl
& ldfr sich die Menge

E;sf={tel: |f(t) > 6}
mit endlich vielen Verschiebungen der Menge suppfn (J—J) iiberdecken.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, daB G teilbar ist, d.h., fiir jede natiirliche
Zahl n und x e G existiert ein ye G mit ny = x. Wir betrachten f als Funktion
auf der diskreten Gruppe G, Wenn f auf G, im Unendlichen verschwindet,
dann ist E,, eine endliche Menge. Wir konnen deshalb annehmen, daB f im
Unendlichen nicht verschwindet. Da |f]> eine positiv definite Funktion ist,
kénnen wir weiter voraussetzen, daB > 0 gilt. Wir nehmen an, daB eine
positive Zahl § >0 und eine Menge J < G existieren, so daB3 die Menge
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E = E; 4 sich nicht mit endlich vielen Verschiebungen von S = suppfn J-J)
iberdecken ldBt. Es sei t, € E beliebig Da die Menge E sich mit endlich vielen
Verschiebungen der Menge S nicht iiberdecken 1aBt, existiert ein t, € E, so daB
t,¢S+t, ist. Dann gilt ¢, —¢t,¢S und t,—t, ¢S

Nehmen wir an, dal wir ¢,, ..., t,€ E so ausgewihlt haben, dal

t—t¢S firi,j=1,...,n, i#].

Da E sich mit endlich vielen Verschiebungen der Menge S nicht iiberdecken
1iBt, existiert ein f,,.,€E, so dal gilt:

tee1 ¢ U (S+2).
j=1

Wir erhalten so eine Folge {t,}7 = E mit der Eigenschaft
t—4¢S firi,j=1,2, I +#].

Wie C. C. Graham im Beweis seines Satzes 1’ in [14] zeigte, existiert wegen
{t.}¥ < E eine Zahl ¢ > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Fir jede natiirliche Zahl n existieren paarweise verschiedene Grup-
penelemente x,, ..., X, Vi»---> V,€{ti}* und 1,€G, so daB gilt:

x+x;+t,€E, = {geG: f(g) > ¢}
fir i,j=1,...,n. Sei t ein Element von G mit 2t = t,.
Definiert man
z, =Xx,+t, Z,=X,+t, 2Zy4; =Yy +t, Zyy = Yutt,
dann ist
zi+z;eE, firl<isn, n+l<j<2n
und
z—z;¢S  firi,j=1;...;2n, i#]j.
Nach [20] gilt fiir die positiv definite Funktion f die Ungleichung
i Jx+x) ¢c,

fj=1

Z f(xi—xj) TP
iJ=1

x;€G,¢;eC(i=1,..., n). Wenden wir diese Ungleichung mit ¢, = 1 an, dann
erhalten wir :
2n

2f(0) > Y flz;+2z) > 2n%e.

ij=1
Daher gilt fiir jedes n=1, 2,
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und wir erhalten einen Widerspruch. Damit ist Satz (10.1) fiir teilbare Gruppen
bewiesen.

Seien jetzt G eine beliebige kommutative Gruppe und G, eine teilbare
kommutative Gruppe mit G = G, [18.1,Th.A.15]. Wir setzen

o (x) fir xegG.
/ (x)_{{) fir x¢G.

Dann ist f* positiv definit [18,II], 281-282, S und es gilt:

Eysf=Essf's  suppfn(J—J) = suppf n(J-J).
Aus der Giiltigkeit des Satzes (10.1) fiir G, folgt also die Giiltigkeit fir G.

(10.2) FOLGERUNG. Es seien G, f und & wie im Satz (10.1). Weiter seien
K eine kompakte Teilmenge von G und V eine offene Umgebung von 0€ G. Dann
lapt sich die Menge Ex ; mit endlich vielen Verschiebungen der Menge suppfnV
iiberdecken.

Beweis. Da die Menge Eg;f sich mit endlich vielen offenen Mengen U;
mit U,—U; < V(i=1,..., n)iberdecken 1aBt, folgt (10.2) unmittelbar aus Satz
(10.1). m

(10.3) FOLGERUNG. Seien G, V, f wie in Folgerung (10.2). Wenn f = 0 lokal
mg-fast dberall auf V, dann ist f gleich Null lokal ms-fast tiberall auf G.

Beweis. Si K < G eine beliebige kompakte Menge. Aus Folgerung (10.2)
und der Beziehung

a

suppfn K = U Exmf

n=1
erhalten wir
mg(suppfnK) =0,
d.h, f=0 lokal mg-fast iiberall auf G. m

(10.4) BEMERKUNG. Fir eine lokalkompakte kommutative Gruppe mit
abzidhlbarer Basis der Topologie gilt die folgende Aussage [48]: Eine Menge
S < G ist der Triger einer stetigen, positiv definiten Funktion f# 0 genau
dann, wenn

(i) O€S;

(ii) S ist offen;

(i) § = —S.

Mit Hilfe der vorhergehenden Resultate ist es einfach zu zeigen, daB diese
Aussage nicht fiir alle lokalkompakten kommutativen Gruppen gilt. Ein
Gegenbeispiel dafiir ist die diskrete Gruppe der reellen Zahlen mit

S=[-2, —1]u{0} UL, 2].
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(10.5) SATZ Seien G, V und f wie in Folgerung (10.2). Wenn f auf Vmg-mefbar
ist, dann ist f auch auf G mg-mepbar.

Beweis. Nach dem Satz von Bochner ist f die inverse Fourier-Transfor-
mierte eines positiven und endlichen MaBes auf der Charaktergruppe von G,.
Es sei

S=1+fa

die Zerlegung der Funktion f in ihre stetige und unstetige Komponente [13,
Section 1.8]. Da f auf V meBbar ist, muB f; auf V lokal ms-fast iiberall
verschwinden [13,Th.1.8.3]. Nach Folgerung (10.3) ist f; = 0 lokal mg-fast
iiberall auf G. Somit ist f; mg-meBbar [18,1,Th.11.30]. Wegen f = f, +f, ist auch
f mg-meBbar.

(10.6) FOLGERUNG. (G und V wie in Folgerung (10.2)). Wenn eine bedingt
positiv definite Funktion f auf V mg-mefbar ist, dann ist f auch auf G mg-mefbar.

Beweis. Nach [5, Prop. 7.11] ist
(1) f(x) = lim (g,(x)+a,), x€G.

n- @

Hierbei ist {a,)¥ eine Folge von reellen Zahlen und {g,}{" eine Folge von
positiv definiten Funktionen mit

1
0009 = nexp| 1) ~10) |
Da die positiv definite Funktion g, auf ¥ mg-meBbar ist, muB} sie nach Satz

(10.5) auch auf G mg-meBbar sein. Aus (1) folgt nun die Behauptung. m

DEerINITION. Es seien k eine nichtnegative ganze Zahl und 0 < a < 0.
Wir bezeichnen mit P, die Gesamtheit aller hermiteschen Funktionen
f: (—2a, 2a)— C fiir die gilt: Die Matrix

A= (flx,~ xj))?.j= 1

hat fiir beliebige x,, ..., x,€(—a, a) hochstens k negative Eigenwerte und fiir
eine gewisse Wahl von x,,...,x,e(—a, a) besitzt A genau k negative
Eigenwerte.

Mit P{, und P§, bezeichnen wir die Menge aller Funktionen aus Py, die
(Lebesgue-) meBbar bzw. stetig sind.

Die néchste Folgerung ist eine Antwort auf eine Frage von M. G. Krein
[31] und wurde bereits in [49] bewiesen.

(10.7) FOLGERUNG. Jede Funktion fe P, 0 < a < oo, ldft sich zu einer
Funktion fe P5.., fortsetzen.
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Beweis. Nach einem Satz von A. P. Artemenko [3, 33] 146t sich f zu einer
positiv definiten Funktion f auf R fortsetzen. Aus Satz (10.5) folgt, daB f auf
R meQbar ist. m.

Der folgende Satz stellt die Losung eines Problems von H. Langer [32] dar.

(10.8) SATZ. Jede Funktion fe Py, ist auf I = (—2a, 2a) lokal beschrdnkt.

Beweis. Wir zeigen, daB f auf jedem Intervall I, = [-2a+d, 2a—d],
0 < d < a beschrinkt ist. Fiir beliebiges ¢ > 0 hat die Funktion f4 ¢ héchstens
k negative Quadrate. Deshalb kénnen wir voraussetzen, daB f(0) > 0 ist. Fiir
K > 0 setzen wir

Sef={tel: |f(t) < K}.
Die Mengen S, f sind meflbar und es gilt:
lim A(Sgf) = 4a.

K-

Hierbai bezeichnet A das Lebesgue’sche Maf. Nehmen wir an, daB f auf I, nicht
beschrinkt ist. Dann gibt es eine Folge {t,} < I, mit [f(t,)| > co. Sei K >0
derart gewihlt, dal

(1) ,I(ij)>4a—% und O€eS,f

ist. Wir zeigen, daB fiir n =1,2, Zahlen x{, ..., x{?} ; mit den folgenden
Figenschaften existieren:

) xMe[~4d,4d]=J, firi=1,...,k+1 und xI=0;
(3) M —xMes f firi,j=1,...,k+1;
4 P —x{"+t,eSf fiar i, j=1,...,k+1, i#]j.

Sei x{ = 0 und nehmen wir an, daB wir die Zahlen x{, ..., x? (1 < Il < k+1)
0 bestimmt haben, daB (2), (3) und (4) (mit [ anstelle von k+ 1) erfiillt sind. Fiir
i=1,...,1 setzen wir:

M; = (Sgf+xMnJy;
N, =S f+x"—t)nJdy;
Q,=Sgf+xi"+t)n J,.

Aus den Bezichungen |x{"| < d/2, |x{" +¢,] < 2a—d/2 und (1) folgt

‘ d
i( N {(J.,\Mau(J,,\Nou(J.,\Q,J}><Pk—;sd=wd)

Ljm=1

4 - Disserationes Malhematicae 281
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und somit

x( (I\ (M,mijQm)>>0

ijm=1
Sei x{", ein beliebiges Element der Menge ﬂ:_,,,,l:I(M‘-nN 1N Q)
Dann sind (2), (3) und (4) mit /41 anstelle von k+1 erfiillt. Aus diesen
Uberlegungen folgt die Existenz der Zahlen x{", ..., x{},, die die Elgcnschaf-
ten (2), (3) und (4) besitzen. Wir filhren nun Zahlen 2P, ..., 2%, durch

P =xP, =xP+t, P=xp, HN= x&”’+t,,,
vz =, =X+,
ein und betrachten die Matrix
A = (a(n))2k+2 ( f(z(n) zSn)))2k+12
Aus (2), (3) und (4) erhalten wir:

(5) la$)- 1,2l = |65 2ol = If@E)  fir i=1,..., k+1
und

(6) laf] < K fiir die brigen Elemente der Matrix A®.
Sei

D(")—det _';))fj 1 r=1,...,k+2.
Mit Hilfe von (5) und (6) erhalten wir:

D(n)

lim =(=1)Y, r=1,...,k+1;

D&r+1

lim =(=-1, r=1,...,k
lim e = (7D

und D > 0.

Fiir hinreichend groBes n gibt es also in der Folge 1, DY, ..., D{), , genau
k+1 Vorzeichenwechsel. Nach einem bekannten Satz von Frobenius hat die
Matrix A™ k+ 1 negative Eigenwerte. Dieser Widerspruch zeigt, daB f auf I,
beschrinkt ist und damit haben wir Satz (10.8) bewiesen. m

Aus dem Zerlegungssatz in [32] und aus Satz (10.8) erhalten wir:
(10.9) SATZ. Jede Funktion fe Py, ldft sich in der Form
JO =£0O)+ft), —2a<t<2a,
darstellen, wobei f.e Py, f,€ P3,, und f, =0 fast iiberall auf (—2a, 2a) ist.

Der nachstehende Fortsetzungssatz a8t sich nun einfach beweisen.
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(10.10) SATZ. Jede Funktion fe Py, 0 < a < o0, lidft sich zu einer Funktion
fe P, fortsetzen.

Beweis. Sei fe P}.,. Nach Satz (10.9) ist

fO=£O+)(), -2a<t<2a,

mit f,e Pi.., /€ P3,. Wie in [42] gezeigt wurde, 146t sich f. zu einer Funktion
f. € P§,., fortsetzen. Nach Satz (10.7) besitzt die positiv definite Funktion f, eine
Fortsetzung f.e P%.,. Setzt man

F=f+f
so ist fe PP, und es gilt: f(t) =f() fir —2a<t<2a.m

Da jede positiv definite Funktion beschrinkt ist, erhalten wir aus den
Sdtzen (10.9) und (10.10):

(10.11) FOLGERUNG. Im Falle 0 < a < oo ist jede Funktion fe P, auf
(—2a, 2a) beschrankt.

Sei jetzt G eine beliebige Gruppe und V eine symmetrische Teilmenge von
G mit 1 e G. Ganz analog wie wir die Funktionenklasse Py, eingefilhrt haben,
fiilhren wir die Funktionenklasse P, fir hermitesche Funktionen auf V+ Vein.
Im Falle einer lokalkompakten Gruppe G einer mg-mefBbaren Teilmenge
V bezeichnet P, die Menge der mg-meBbaren Funktionen aus P,,y. Bs ist
nicht schwer zu sehen, daB die Uberlegungen im Beweis von Satz (10.8) auch im
Falle einer beliebigen lokalkompakten Gruppe durchgefiithrt werden kénnen.
Somit erhalten wir den folgenden Satz:

(10.12) Satz. Es seien G eine lokalkompakte Gruppe und fe PRy, wobei
V offen ist. Dann ist f lokal beschrankt.

Aus Satz (10.9) folgt unmittelbar, daB eine Funktion fe Py, mit k > 1 auf
(—2a, 2a) nicht fast {iberall verschwinden kann. Diese Aussage gilt auch fiir
eine Funktion fe Pfy. Um das zu sehen benétigen wir folgendes Lemma:

(10.13) LEMMA. Es seien G eine beliebige Gruppe und f€ P,y mit k >dl. Die
Menge V kann mit endlich vielen Verschiebungen des Trdgers von f iiberdeckt
werden.

Beweis. Wahlen wir g,, ..., g,V derart, daB die Matrix
A= (g7 g =1

k negative Eigenwerte besitzt, Wenn die Menge V nicht mit endliche vielen
Verschiebungen von suppf iiberdeckt werden kann, dann gibt es ein ge V mit

gégi ‘Guppfg, Gj=1,...,n
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Wir setzen
ty =4, L, =8y In+1 =991, Lan = 99p-

Dann ist

_ " A0
B= (f(ti ! t]))izvj=1 = (O A>
Deshalb hat die Matrix B 2k negative Eigenwerte, was ein Widerspruch ist.

Aus Lemma (10.13) erhalten wir:

(10.14) FOLGERUNG. Es seien G eine lokalkompakte Gruppe, fe PLy, k > 1
und mg(V) > 0. Dann verschwindet f nicht mg-fast iiberall auf V.

Als nichstes beweisen wir einen Zerlegungssatz fiir Funktionen aus Py (G).
Die Beweismethode ist analog zu der in [6], wo der Fall k = 0 betrachtet
wurde. Anstelle des Hilbertraumes tritt jedoch ein m,-Raum und das bedeutet
einige zusitzliche Schwierigkeiten. Die nachstehenden Lemmata werden wir im
Beweis von Satz (10.18) bendtigen.

(10.15) LeMMA. Es seien (V) eine unitdre Darstellung der Gruppe G in einem
n,-Raum II, und vell, beliebig. Dann hat die Funktion

J0) = (v, V,v)
héchstens k negative Quadrate.

Beweis. Fiir beliebige Gruppenelemente x,, ..., x,e G gilt:
A= (i X y=1 = (v, Viy V)=

= ((VI,U, Ve U));".j=1~

Da II, ein m,-Raum ist, hat die Matrix 4 hGchstens k negative Eingenwerte,
woraus die Behauptung des Lemmas follgt. m

In den folgenden zwei Lemmata sind G eine beliebige lokalkompakte
Gruppe, fe Py (G), weiter sind U, und IT,(f) wie im Satz (9.2).

(10.16) LeMMA. Die Funktion ¢ (x) =(g, U.h), x€G, ist fiir beliebige
g,he Il (/) mefbar und lokal beschrinkt.
Beweis. Wegen der Gleichung

3

1
@, Ueh) =7 Y ig+ith, U(g+ith)
=0

geniigt es den Fall g = h zu betrachten. Fiir jedes ge T(f) ist die Funktion
¢(x)=1(g, U,g) in T(f), und somit ist sie meBbar. Wegen T (f) = II;(f)
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existiert eine Folge {g,} = T(f), so daB in II;(f) gilt: g = lim, | g Da der
Operator U, fiir jedes xe G unitir und damit stetig ist, erhalten wir;

lim ¢, (x) = lim (g,, U,g,) = (g, U.g) = ¢ (x),

n—w n—+ow

mit ¢,(x) =(g,, U.g,), n=1,2,... Aus der MeBbarkeit der Funktion
p,(n=1,2,..) folgt nun die MeBbarkeit von ¢. Wegen Lemma (10.15) hat
¢ endlich viele negative Quadrate und nach Satz (10.12) ist sie lokal
beschrinkt. m

(10.17) LeMMA. Seien pu und v komplexe Mafle aus M (G) mit kompaktem
Triger. Gehort die Funktion g zu ITi(f), so gilt:

(i) uxgelli(f); N
(i) (uxg, vef) = [, gd(vA+pa).

Beweis. Wegen Lemma (10.16) existiert das Integral

Bn(g,h)=(,f}(g,[7y—1h)du(y) g, he IL(f).

Da B, (g, h) ein stetiges bilineares Funktional auf IT; (f) x IT;.(f) ist, existiert ein
stetiger linearer Operator A,: I} (f)— IT;(f) mit

M (A,9.0) =[(g, Up-1 BMu(y).
G

Aus (1) und (iii) in Satz (9.2) erhalten wir:
(4,9) (x) = (4,9, U, f) = (I;(g, Uy-1 U.f)dp(y)

= (I}(g, Uy-1x N)du(y) = (f;g(y“x)du(v) = prg(x).

Damit haben wir gezeigt, daB uxge IT,(f) ist. Wir berechnen jetzt den
adjungierten Operator A):
(459) (x) = (439, U ) =g, A, U.N)=(4,U.f, 9)
= [(U.f, Uy-1)du () = [ (Uysf , 9)du ()
G G

= [gOx)du®) = (E*g) ().
G

Es ist also A} = A; und folglich giit:
(#*g’ V*f) = (Ayff Av.f) = (A:,A”g,_f) = (Ai"cyg’f)
=[(g, Uyou N)AF*p) () = [ gd(vA » pA).
G G

Dabei haben wir ausgenutzt, daB (g, U,_ f)=g(y~') ist.m
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(10.18) SATZ. Es sei f€ Py (G), wobei G eine beliebige lokalkompakte Gruppe
ist. Dann gilt:

(1) f=J1+S
mit f.e P;(G), f.€ P§(G) und f,=0 mg-fast tiberall.

Beweis. Wenn f fast iberall verschwindet, dann ist f positiv definit
(Folgerung (10.14)) und wir erhalten die Zerlegung (1) mit f, = 0. Nehmen wir
jetzt an, daB f nicht fast {iberall Null ist, und bezeichne H, die Menge aller
stetigen Funktionen aus IT}(f). Wir zeigen, daB in dem linearen Raum H, das
Skalarprodukt nicht entartet. '

Da f nicht fast {iberall verschwindet gibt es ein absolut stetiges Mal
peM (G) mit kompaktem Tréger, fir das u*f# 0 ist. Aus der Stetigkeit der
Funktion g/ und aus Lemma (10.17) erhalten wir, daB u=*fe H, und damit
H_ # {0} ist. Es sei nun g eine beliebige Funktion aus H, mit g # 0. Da g stetig
ist, gibt es ein absolut stetiges MaB ve M (G) mit kompaktem Tréger, fiir das

[gdv& #0
G

gilt. Wegen Lemma (10.17) ist v«fe H, und
(g, v+f)= [ gdvi #0.
G

Der Teilraum H, enthélt also keinen isotropen Vektor.

Es sei {g,} = H, eine Cauchy-Folge in H, Dann konvergiert {g,} als
Funktionenfolge auf jeder kompakten Menge gleichmiBig zu einer Funktion g.
Das beweist man mit dhnlichen Uberlegungen wie im Beweis vom Satz (9.2).
Aus der gleichmiBigen Konvergenz folgt die Stetigkeit von g. Somit haben wir
gezeigt, daB H, abgeschlossen ist. Folglich ist H,_ ein n-Raum, 0 <[ <k
Bezeichne H, das orthogonale Komplement von H,. Aus [23, Satz 3.2] folgt,
daB H, ein m,-Raum ist und est gilt:

IO,(f) = H,® H,.

Die Teilrdiume H_ und H, sind beziiglich der Operatoren U, x € G, invariant.
Sei nun f=f,+f mit f,eH, und f,e H, Dann gilt:

) =0, Uf) =S, U+ US) =, UL+, USf)s
j;(x) =(f¢, Uxf) =(ﬁ’ Uxfc+U:r./;) = U;-’ Uxfc):

S0 =06 UN =L, US4+ Uf) = (f, UeS).

Die Funktion f ist stetig und aus Lemma (10.15) folgt, daB die Funktionen
Jf. und f, hochstens [ bzw. I' negative Quadrate haben. Wie zeigen, daB f, fast
liberall verschwindet. Wenn das nicht der Fall wire, hitten wir ein absolut
stetiges MaB e M (G) mit kompakten Tréiger fiir das uxf, # 0 ist.
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Die Funktion p «f; ist stetig und ganz analog wie in Lemma (10.17) folgt,
daB puxf,eH, ist. Wegen HynH, = {0} muB aber pf,=0 sein. Dieser
Widerspruch zeigt, daB} f; fast iiberall verschwindet. Da f, hichstens endlich
viele negative Quadrate hat, ist sie positiv definit (Folgerung (10.14)). Aus
f=/f.+f.f€P,(G)folgt nun sofort, daB f, k negative Quadrate hat. Der Satz ist
beweisen. m

11. Beziehungen zwischen Funktionen aus P,(G) und zyklischen unitiren
n,-Darstellungen

Es seien G eine beliebige Gruppe und fe P, (G). In diesem Abschnitt bezeichnet
U, (x € G) immer den Verschiebungsoperator in IT; (f), wie im Satz (9.2). Dann
ist (U,) eine unitdre m,-Darstellung von G (siche Abschnitt 15).

Wegen T '(f) = IT}(f) ist f ein zyklischer Vektor fiir diese Darstellung. Der
nédchste Satz zeigt, daB sich jede zyklische, unitdre m,-Darstellung von G auf
diese Weise realisieren 1dBt.

(11.1) SATZ. Es sei (V,) eine zyklische, unitire m-Darstellung von G mit
zyklischem Vektor v. Dann hat die Funktion

(1) f(x)=(, V;v), xeG,

k negative Quadrate und die Darstellung (V,) ist zu der Darstellung (U,) in IT, (f)
dquivalent.

Beweis. Nach Lemma (10.15) hat f [ negative Quadrate (0 <! <k). Da
v ein zyklischer Vektor ist, mufl = k sein. Die Behauptung, daB (V,) zu (U)
dquivalent ist beweist man nun ganz analog wie im. Falle einer positiv definiten
Funktion f (siche [18,11,32.8 (b)]). Der einzige Unterschied dabei ist, dal man
anstelle der Fortsetzbarkeit eines isometrischen Operators in einem Hilbert-
raum die Fortsetzbarkeit eines isometrischen Operators in einem m,-Raum
benotigt [23, § 9]. =

(11.2) FOLGERUNG. Gilt fiir die zyklischen, unitaren m,-Darstellungen (V)
und (V') mit zyklischen Vektoren v bzw. v' die Gleichung

W, Vooy=(@", Vt), xeG,
so sind (V,) und (V) dquivalent.

(11.3) FOLGERUNG. Es sei V ein zyklischer, unitdrer Operator in einem
n,-Raum I1,. Dann gehdrt zu jedem Eigenwert von V genau ein Eigenvektor (bis
auf skalare Vielfache).

Beweis. Bezeichne Z die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Dann ist
n— V" eine zyklische, unitire =,-Darstellung von Z. Nach Satz (11.1) ist
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die Darstellung V, = V" dquivalent zu der Darstellung (U,) in IT; (/). Hierbei ist
S die Funktion

f(n)=(DOJV"UO)’ HEZ,

und v, € I1, ein zyklischer Vektor fiir V. Da (V,) und (U,} iquivalent sind, geniigt
es die Aussage fiir (U,) zu zeigen. Ist nun die Funktion ye IT;(f) ein zu dem
Eigenwert ceC, ¢ #0, gehdrender Eigenvektor fir U = U,, so gilt:

y(n—1)=cy(n), neZ.
Die einzigen Losungen dieser Funktionalgleichung sind die Funktionen
yn) = Y)"K, KeC, K=#0.

Da die Funktion y durch den Wert ¢ (bis auf die Konstante K) eindeutig
bestimmt ist, erhalten wir die Behauptung. =

(11.4) FOLGERUNG. Jede endlichdimensionale, zyklische, unitdre m,-Darstel-
lung (V) einer kommutativen Gruppe G ist zu der Darstellung (U) in IT,(p)
dquivalent, wobei p ein exponentielles Polynom auf G ist.

Beweis., Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz (11.1) und Satz
9.3). =

(115) Bemerkungen. (a) Es sei (V) eine stetige unitdre, zyklische
n,-Darstellung der kommutativen, lokalkompakten Gruppe G. Wir betrachten
die Funktion

fx)=@,V,v), xeG,

wobei v ein zyklischer Vektor ist. Dann hat die stetige Funktion f k negative
Quadrate und die Darstellungen (V) und (U,) sind dquivalent (Satz (11.1)).
Aquivalente Darstellungen haben offensichtlich die gleichen Eigencharaktere.
Mit Hilfe der Funktion f stellen wir jetzt einen Zusammenhang zwischen den
Eigencharakteren und den zugehdrigen FEigenvektoren der Darstellung (U,) her.
Nach Satz (8.2) ist fe P°(y,, ky; -..; ¥, k,) mit y,e ", Wir nehmen an, daB die
Zahlen k; minimal sind, d.h.,

JEP Ok v k=15 Sy, k), i=1,0,n

Dann sind y; und k; eindentig bestimmt (Folgerung (3.8)). Ist nun die Funktion
he Il (f) ein gemeinsammer, nichtpositiver Eigenvektor fiir die Verschiebungs-
operatoren U, (xeG), so gilt:

(1) hy—x)=7(x) h(y), x,yeG.

Wie im Beweis des Satzes (8.2) gezeigt wurde, ist yeI”.
Mit y = 0 erhalten wir aus (1):

h(—x) = y(x) h(0).
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Wegen h %0 ist h(0) # 0 und somit

(2) h(x)=cy(=x)=cy ()
mit einem ce C\{0}. Aus dem Beweis von Satz (8.2) sicht man, dal y~' mit
einem der Charaktere y, y; ! (i =1, ..., n) ibereinstimmt und umgekehrt: jeder

von diesen Charakteren gehort zu einem gemeinsamen, nichtpositiven Eigen-
vektor der Operatoren U,. Die Eigencharaktere der Darstellung (U,) sind also
!, fii=1,...,n). Wegen (2) sind die zugehdrigen Eigenvektoren y, y;*
(i=1, ..., n). Damit haben wir auch gezeigt, daB die Eigenvektoren durch die
Figencharaktere eindeutig bestimmt sind (bis auf Multiplikation mit einer
Konstanten).

(b) Es seien fund G wie in (11.5) (a). Das zu y,e I', gehdrende Wurzellineal
W,, von (U,) in IT}(f) ist endlichdimensional und verschiebungsinvariant (siche
Abschnitt 15). Die Elemente von W, sind also exponentielle Polynome. Da
W,, nur den Charakter 7y, enthilt, hat jedes exponentielle Polynom aus W,, die
Gestalt y;p, wobei p ein Polynom ist. Im Falle y,€ I" kann die Dimension von
W,, unendlich sein. Jedoch folgt aus der Definition von W, und aus den
Ergebnissen im Abschnitt 14, daB jede Funktion aus W,, die Gestalt y;p besitzt,
wobei p ein verallgemeinertes Polynom ist.

(c) Nehmen wir an, daB der lineare Teilraum L < IT;(f) verschiebungsin-
variant ist (fund G wie oben). Das Skalarprodukt auf L kann ausgeartet sein,
das heidt, L kann isotrope Vektoren enthalten. Oft ist es niitzlich zu wissen,
daB die isotropen Vektoren von L exponentielle Polynome sind. In der Tat, sei
peL ein isotroper Vektor. Dann ist peT(p)< L und pLl T(p) Da die
Elemente von T(p) lineare Kombinationen von Verschiebungen der Funktion
p sind, folgt aus p L T'(p), daBB T (p) ein Nullraum ist. Die Dimension von T(p)
ist also hochstens k. Wegen der Verschiebungsinvarianz von T (p) muB p ein
exponentielles Polynom sein.

(11.6) SATZ. Es sei (V,) eine stetige, zyklische, unitdre m.-Darstellung der
kommutativen, lokalkompakten Gruppe G in II,. Dann gibt es Charaktere y,e I''
und m,-Rdume Il (y) < I, (i=1, ..., n) mit den folgenden Eigenschaften:

(@) I, =1()S... &I,

®) ki +...+k, =k

(c) I (y,) ist invariant beziglich (V.);

(d) die Einschrdnkung der Darstellung (V,) auf II(y), i=1,...,n, ist
zyklisch und besitzt nur die Eigencharaktere y; ' und y,.

Beweis. Bezeichne f die Funktion f (x) = (v, V., v), wobei v ein zyklischer
Vektor in I, ist. Nach Satz (8.2) ist f=f;+...+f,, mit f,e P°(y,, k) und
f,ePf,; (G). Um die Bezeichnungen zu vereinfachen betrachten wir nur den Fall
n=2undy,,y,el’ Im allgemeinen Fall der Beweis ganz analog durchgefiihrt.
Wir bemerken, daB die Existenz der Teilrdume IT (y;) mit y,eI', auch aus den
Ergebnissen von M. A. Naimark folgt (siche dazu (15.3)).
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Wegen (11.5) (a) sind die einzigen gemeinsamen nichtpositiven Eigenvek-
toren der Verschiebungsoperatoren U, in /TY = IT}; (f;) die Charaktere y,(i = 1,

2). Ist y, € [TV, so muB deshalb ¥, ein positiver Vektor sein und wir erhalten die
Zerlegung

(1) I = L{y,}®L{y,}"*

Hierbei bezeichnet L{y,} den durch y, erzeugten eindimensionalen (U )-in-
varianten Teilraum. Da L{y,)* ein (U,)-invarianter m,;(f;)-Raum ist erhalten

wir aus (1) die Zerlegung f, = p y,+f1 mit p > 0 und f e L{y,}*. Es ist leicht
zu sehen, daB die Bezichungen feP°(y,, k,), f1€Pi(G) und y, ¢IIi; (/1)

gelten. Wir setzen f% = f, + py,. Dann ist f = f* +f5 und y, ist nicht in IT}; (/1)

enthalten. Diese Uberlegungen konnen auch mit f% durchgefiihrt werden.
Somit haben wir die Moglichkeit einer Zerlegung f=f, +f, gezeigt, wobei
SiePu(G), fieP(y;, k) i=1,2, 9, ¢ 1 und y,¢ 1. Den Satz (11.6) werden

wir mit Hilfe dieser Zerlegung beweisen.
Bezeichne IT sas direkte Produkt der Raume IT') und IT®:

O =0%9xn?,
Dann ist IT ein my;,;;-Raum. Wir fithren die Bezeichnungen f= {fi.12}:

fi=1{f,,0} und f, ={0,f,} ein. Ist b,ed®, i=1, 2, und A= {h,, h,}, so
setzen wir

U.k=U_(h,,h}={U.hy, Uh,}, xeG
Die Abbildung x— U, ist eine unitire m,;.,;-Darstellung von G in IL

Weiterhin gilt die Beziehung

(2) f) =, 0.0.

Bezeichne [T die abgeschlossene lineare Hiille der Vektoren {U,f: xeG}.
Wir zeigen, daB das Skalarprodukt auf II'” nicht ausgeartet ist. Wire das
Skalarprodukt ausgeartet, so gibe es unter den isotropen Vektoren von IT'?,
die einen endlichdimensionalen (U, )-invarianten Teilraum bilden, einen gemein-
samen Eigenvektor § der Operatoren U,. Aus der Definition von U, folgt, daB
7 die Gestalt {y, y}, {y, 0} oder {0, y} mit yeI haben muB (bis auf skalare
Vielfache). Im Falle 7= {y, y} ist ye I'"" " II'® und da 7 cin Nullvektor ist,
muB y entweder in T oder in IT® ein nichtpositiver Vektor sein. Wire zum
Beispiel y nichtpositiv in IT™), so miiBte y = y, sein. Das ist aber wegen y, ¢ IT®
nicht moglich. Nehmen wir jetzt an, daB 7 = {y, 0} ist. Da T die Vektoren
{wxf,, wxf,}, we F(G) enthilt, folgt sofort aus 7 L [T die Beziehung y L TV,
Das ist aber nicht méglich weil IT'V keinen isotropen Vektor enthilt.

Im Falle 7= {0, y} kénnen wir die gleichen Uberlegungen ausfiihren.
Somit haben wir gezeigt, daB das Skalarprodukt auf I nicht ausgeartet ist.
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Da f'ein zyklischer Vektor fiir die unitire Darstellung x — U, in 11 ist,
folgt aus (2) und (11.2), daB die Darstellungen x — V, in IT, und x - U, in 1
dquivalent sind und daB IT'? ein n,-Raum ist. Deshalb geniigt es die Aussage
des Satzes fiir die Darstellung x— U, in I® zu beweisen.

Wegen der Aquivalenz sind die Eigencharaktere der Darstellung x— U,
die Charaktere 7, und 7,. Bezeichne 7, und 7, die zugehorigen nichtpositiven
Eigenvektoren Ganz analog wie oben zeigt man, da8 §, und §, nicht die Form

{y, ¥} mit yeI haben kénnen. Deshalb sind 7, = {y,, 0} und 7= {0, y,}-

Wir zeigen jetzt, daB H = JI" ein Hilbertraum ist. Wire H ein 7-Raum
(1= 1), so gibe es einen gemeinsamen nichtpositiven Eigenvektor § der
Operatoren U, Wie wir schon gezeigt haben, kann § nicht die Gestalt {y, v}
haben. Folglich miite § = {y,, 0} =7, oder = {0, y,} = §, gelten. Das ist
aber nicht moglich, da 7, und j, in IT'” enthalten sind. H ist also ein
Hilbertraum.

Wir betrachten die Zerlegung

(3) I=10°gH,

wobei I1'” und H (U,)-invariant sind. Bezeichne-P die orthogonale Projektion
auf I (beziiglich des indefiniten Skalerproduktes). Wir setzen
I#,) =PI %{0}). Da I® und MV x{0} (U)-invariant sind, ist auch
(7, (U)-invariant. Im Falle §,elT(f,) existieren Vektoren heH und
g €IV x {0} mit §, = J,+h Aus H LI erhalten wir (h, U, f) =0 und
somit gilt:
9.0 =@, OGN =G +h, 0.) =9, (x)

Folglich ist y, = g, € IT'"). Dieser Widerspruch zeigt, daB §, ¢ I1 (7,) gelten muB.
Wire das Skalarprodukt auf I7(7,) ausgeartet, so gibe es unter den isotropen
Vektoren von IT(j,) einen gemeinsamen Eigenvektor der Operatoren U.
Wegen 7,¢I1(7,) konnte dieser Eigenvektor nur §, sein. Aus §, LII(f,)
erhalten wir:

0=, P§,) =7, d)=0T1s 41 = 1> 91
fir alle §, = {g,, 0} [I'Y, woraus y, L II'V folgt. Dieser Widerspruch zeigt,
daB das Skalarprodukt auf IT(§,) nicht entartet. Wir setzen IT(f,) = IT(§,)*.
Dann ist

no = O(y,)®H(7,),

wobei 7, €1 (7,) und 7,¢ 1 (7,)

Sei f'=f, +/; die Zerlegung von f mit f; € IT (7,) und /3 € IT (7,). Es ist nicht
schwer zu sehen, daB f; ein zyklischer Vektor fiir die Darstellung (U) in I (y)) ist
(i = 1,2).Um den Beweis zu beenden geniigt es zu zeigen, daB j, € I1 (7,) ist. Der
Unterraum I7 (,) kann kein Hilbertraum sein, da sonst f eine Singularitdt nur
bei y, hétte. Deshalb besitzen die Operatoren U einen gemeinsamen nicht-
positiven Eigenvektor in I (,). Wegen 7, ¢ [T (yz) muB dieser Eigenvektor 7,
sein. =
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Im Satz (8.2) haben wir gezeigt, daB jede Funktion fe P§(G) eine Zerlegung
f=fi+...+f, mit fie P°(y;, ki), fie P;,(G) und f,e T(f) besitzt (i=1,...,n).
Aus dem vorhergehenden. Satz erhalten wir unmittelbar eine andere Zerlegung:

(11.7) FoLGERUNG. Jede Funktion fe P§(G) besitzt eine Zerlegung
f=f1 +... +f;,

mit den folgenden Eigenschaften:

(2) f;€ 5, (G) o

(b) f; besitzt eire Singularitdt nur bei y, und y; %

(© fiell (/)

@ fiLlfy i#J;

€ ki+...+k,=k.

Beweis. Sei IT,(f) = I (y,)®... ® I (y,) die Zerlegung des Raumes IT; (f)
wie im Satz (11.6), wobei wir (V) = (U,) setzen. Dann ist f=f, +...+ f, mit
Jie(y,). Es gilt:

i) =0 U) = U Ui+ UL = (i UA)-

Da fein zyklischer Vektor in IT,(f) ist, ist f; ein zyklischer Vektor in IT ().
Nach Satz (11.1) hat f; k; negative Quadrate. Die librigen Aussagen folgen nun
aus Satz (11.6). Im nédchsten Satz geben wir eine Charakterisierung der
Funktionen mit endlich vielen negativen Quadraten, die eine Singularitit ye I,
besitzen. m

(11.8) SaTz. Es seien G eine kommutative, lokalkompakte Gruppe, fe P§(G)
und die Funktion f besitze die Singularitdt yeI', Dann gilt:

1) Jx) = fo(x)+(p(x) y(x)+p(—x) y(—x)),
wobei f,€ Pg (G) ist und p ist ein Polynom mit der Eigenschaft, daf3 der lineqre

Raum T(p(x) y(x)+p(—x) y(—x)) (2k)-dimensional ist.
Hat eine Funktion f die Gastalt (1), so ist fe P{(G) und [ besitzt die
Singularitdt 7.

Beweis. Wir betrachten den =m,-Raum II;(f) un die Verschiebung-
soperatoren U, auf IT,(f). Es gilt:

I (f) = (N+N)®H.

Hierbei sind (N + N') der (2k)-dimensionale hyperbolische Teilraum von (U,)
und H ein invarianter Hilbertraum (Abschnitt 15). Es sei f=f,+ P mit fye H
und PeN4+ N’ Dann ist

Jox)=(fo, US) = (o Ufo+UP) = (Jo, Ucfo)

und ganz analog P (x) = (P, U_ P). Daraus und aus der Invarianz des Hilbert-
raumes H und des m,-Raumes (N 4 N’) folgt nun, daB f; positiv definit ist und
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P k negative Quadrate hat (Satz (11.1)). Da fein zyklischer Vektor ist, so ist
auch P ein zyklischer Vektor in N4 N’ Folglich gilt:

T(P)=N4N’
Da (N 4 N’) endlichdimensional ist, muf3 P ein exponentielles Polynom sein.
Der lineare Raum (N4 N’) enthdlt aber nur die Charaktere y und y~!

(Bemerkung (11.5) (b)). Daraus und aus der hermiteschen Symmetrie von
P folgt nun, daB

P(x) =p(x) y(x)+p(—x) y(—x)

ist, wobei p ein Polynom ist.

Nehmen wir jetzt an, dall f die Gestalt (1) besitzt. Wir zeigen, daB
[ k negative Quadrate hat. Dazu geniigt es zu beweisen, wie leicht zu sehen ist,
daB die Funktion P(x) = p(x) y(x)+p(—x) y(—x) k negative Quadrate hat.
Der (2k)-dimensionale Raum T (P), versehen mit dem Skalarprodukt ( , )p, ist
ein m-Raum. Die einzigen Charaktere in T(P) sind y und y_'—‘ Da sie
unbeschrinkt sind, miissen die Nullvektoren sein. Bezeichne N bzw. N’ die
zugehérigen Wurzellineale. Dann ist dimN = dim N’ und

T(P)=(N{+N)®II,

wobei IT ein invarianter 7,-Raum ist ((15.3)). Wire IT #0, so hitten die
Verschiebungsoperatoren in IT einen gemeinsamen Eigehvektor. Da jeder
gemeinsame Eigenvektor ein Charakter ist und T (P) nur die Charaktere y,
y"1e N3+ N’ enthilt, muB IT = 0 sein. Damit ist / = dim N = k. Folglich hat
P genau k negative Quadrate. m

~ (11..9) Dritter Beweis fiir die Charakterisierung der beschriinkten Funk-
tionen aus P{(G). Es sei fe P{(G) eine beschrinkte Funktion auf der kom-
mutativen, lokalkompakten Gruppe G. Nach Satz (8.2) ist

f=hH+...+/,

wobei f; k; negative Quadrate und nur eine Singularitit hat und die Form
f; = f»w; mit w,e F(G) besitzt (i = 1, ..., n). Deshalb sind auch die Funktionen
f; beschriankt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir also anneh-
men, daB f nur eine Singularitdt besitzt. Sei N ein k-dimensionaler, nicht-
positiver Unterraum in IT,(f) der beziiglich der Verschiebungsoperatoren
U, (x€G) invariant ist [34]. Da f beschrankt ist, besteht N aus beschrinkten
Funktlonen (Satz (9.2)). Nach einem Satz von L. Székelyhidi [55,Th.3] ist
N durch beschrinkte Charaktere aufgespannt. Da f nur eine Singularitit hat,
enthilt N nur einen Charakter yeI'. Somit ist k =dimN = 1.

Die Funktion jf ist deshalb bedingt positiv definit und beschrinkt. Nach
dem Satz von K. Harzallah ([16], siche auch [5]) haben wir 3f = p+m, wobei
p eine stetige positiv definite Funktion und me R sind. Aus diesen Uberlegun-
gen erhilt man nun sofort die Darstellung (1) in Satz (2.2).




Kapitel 1V
Die Lévy—Khinchin—Formel

12. Herleitung der Formel aus der Naimark’schen Spektraldarstellung fiir
unitire 7, -Darstellungen

In diesem Abschnitt bezeichnet G eine lokalkompakte, kommutative
Gruppe mit abzihlbarer Basis der Topologie. In [38] schrieb M. A. Naimark,
daB sich die Integraldarstellung fiir Funktionen aus P,(Z) und Pj(G) wahr-
scheinlich aus seiner Spektraldarstellung fiir unitire m,-Darstellungen herleiten
1a8t. Wir betrachten jetzt dieses Problem fiir k = 1. Es sei fe P (G). Dann ist
entweder fe P4 (y, 1) mit yeI', oder §fe P°(1, 1) mit ye I' (Satz (8.2), Bemerkung
(3-2) (¢)). Da wir den Fall yeI', schon untersucht haben (Satz (11.8)), brauchen
wir nur noch den Fall einer bedingt positiv definiten Funktion fe P°(1, 1) zu
betrachten. ’

Nehmen wir an, daB f nicht positiv definit ist. Dann hat f ein negaftives
Quadrat. Wir betrachten den n;-Raum IT} (f) und die Verschiebungsoperato-
ren U, (Satz (9.2)). Da G eine abzihlbare Basis besitzt, ist IT (f) separabel.
Bezeichne e den gemeinsamen nichtpositiven Eigenvektor der Operatoren U,
und sei N der durch e erzeugte lineare Raum. Ist e ein negativer Vektor, so ist
das Skalarprodukt auf N nicht entartet und wir erhalten die Zerlegung

() = NN,

wobei N* ein (U)-invarianter Hilbertraum ist.
Es sei f=v+w mit veN und we N' Dann ist

0=, Uf) = (w+w, U v+ U, w) = (v, 0)+(w, U w).

Da N*ein Hilbertraum ist, ist die Funktion p(x) = (w, U, w) positiv definit
und wir erhalten

f=p+m mit m=(v,v)eR.

Im Falle (e, e) < O ist also f beschrinkt. Wir betrachten jetzt den Fall (e, ¢) = 0.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB f(0) = 0 ist.
Dann gilt: (f, f) = f(0) = 0. Da IT| (f) ein =,-Raum ist, muB (e, ) # 0 sein. Wir
setzen &' = f. Fiir die Darstellung (U,) gelten dann die Formeln in (15.4) (iii).
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Wir fiihren die linearen Operatoren V,(x € G) in II (f) auf folgende Weise
ein;

Voih )} = U AN}
Velg) = U.(q)
Vie' = b(=x)+e +{(y(x)—1) w(»)} +q(—x),
wobei
(2) b(—x)=i(v(x)—1+il(x,v))(W(v),W(v))da(v)—é(q(—x),q(—X))

mit der Funktion /(x, y) aus Lemma (4.2). Die Existenz des Integrals in (2) folgt
aus (vi) in Lemma (4.2) und aus (15.4) (a).

Wir zeigen, daB x— V, eine unitdre n,-Darstellung von G ist. Um die
Beziehung V., = V.V, nachzuweisen, geniigt es wegen der Definition von V,
zu zeigen, dal V. ,e' = V,.(V,¢) ist. Aus (1) erhalten wir:

Viey€ =b(—x—yle+e +{(y(x+y)—1) w®} +q(—x-y),
VoV, &)=V, (b(—y)e+e+{y(»—1) w(h)} +q(—y)
=[b(=x)+b(=y+[y(x)—1) (y(1—1) (W), w»))do (y)
r

—(a(=y), a(=x)] et+e' +{{r()—-1)w(n}
+{7(x) () —1) wO)} +q(=x)+q(-y).
Wegen
g(=x~y)=q(=x)+q(-y),
{E)-1)wm+{r() (=) we)} = {r(x+2)—1) wi)}
brauchen wir nur noch die Gleichung
b(—=x—y)=b(—x)+b(—V)
+£(v(x)—1) (—1) (W), wy)do () —(q(—), q(—x)
zu liberpriifen. Diese folgt aber unmittelbar aus der Definition von b(~x) und
aus den Beziehungen
Hx+y,y) =10, N+10, ),
(a(=x=), g(=x~y) = ([@(=x), a(=x)+2(q (=), (=) +(q (=), g(= ).
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Um zu zeigen, daB die Operatoren V. unitir sind, brauchen wir nur die
Gleichung (V.e', V.¢') = (€', ¢) = 0 nachzuweisen. Es gilt:

(Vee', V&)= b(—x)+b(—x)+

HEE-1) GE—1) (w6, wi)} +(a(—x), 9(—x).

Aus der Definition von b(—x) folgt nun sofort, daB (V.e', V.e') =0 ist.

Wir haben also zwei unitire n,-Darstellungen der Gruppe G, die auf
N@H®H, ibereinstimmen. Nach [24, Lemma 3] sind (V) und (U,) dquiva-
lent, d.h,, U, = W' V_W, wobei W ein unitirer Operator in IT} (f) ist. (Wir
bemerken, daB in [24] Lorentz-Gruppen betrachtet wurden. Die Beweisgedan-
ken des von uns benétigten Lemmas sind aber auch in unserem Fall
durchfiihrbar.)

Somit erhalten wir:

[ =, U= (e, Ue)= (¢, W'V, W) = (W, V,(We)), xeG.

Wie aus dem Beweis vom Lemma 3 in [24] hervorgeht, 148t sich der Vektor
We' in der Form

We' = ce+¢', ceC,

darstellen. Unter Beachtung der Definition von V¥, kénnen wir nun die
Integraldarstellung fiir f herleiten:

fx)=(We', V. We) =(ce+e,V.(ce+€)) = (ce+e, ce+V,e)

=c+c4(e', V.e)=2Rec+b(—x)

= ¢'—3(q(—x), (= x)+

+£(y(x)—1+il(x, ) (W), w)) do (7).

Setzt man jetzt

do'(y) = (w(y), w(y)da (),
p(x) = 3(¢(—x), ¢(—x)),

so gilt:
f(1~Rey(x))do’'(y) < 0, xeG,

r

((15.4), (iii) (a)). Damit haben wir die gleiche Integraldastellung wie in [39]
erhalten.
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13. Herleitung der Formel mit Hilfe des Satzes von Krein—Milman—Choquet

In diesem Abschnitt betrachten wir stetige, bedingt positiv definite Funktionen
auf der Gruppe R. Wir setzen

K={feP(,1): f0)<0, ;'f(u)du = —1}.
0

Es ist leicht zu sehen, daB K ein konvexer Kegel ist.

Wie in [26] gezeigt wurde, gibt es fir jede nichtkonstante Funktion
feP(1, 1) reelle Zahlen a> 0, b, ¢, so daB die Funktion af(u)+ibu+c zu
K gehort. Um eine Integraldarstellung fiir bedingt positiv definite Funktionen
zu erhalten, geniigt es also, nur Funktionen aus K zu betrachten. Diese
Funktionen haben hdchstens ein quadratisches Wachstum, das heiBt, es
existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

Wl <c(1+u?), wueR,

[26]. Diese Tatsache ermdglicht es, in K eine Topologie so einzufiihren, daB
K kompakt wird, Kennt man nun die Extremalpunkte des kompakten,
konvexen Kegels K, so erhilt man mit Hilfe des Satzes von Krein—Mil-
man-Choquet [40] eine Integraldarstellung fir die Funktionen aus K. Es gilt
der folgende Satz:

(13.1) Satz ([26]). Die Extremalpunkte von K sind die Funktionen
D fow)=-1;

2) fo(u) = —3u?;

3) £, () = (¢**— 1 —iux2(1 —cosx)/x?)(1 —sinx/x) "', x # 0.

Der Johansen’sche Beweis dieses Satzes ist ziemlich rechenaufwendig, wir
geben hier einen einfacheren Beweis.

Beweis. Es sei f ein Extremalpunkt von K. Dann ist entweder
f=J,= —1 oder f geniigt der Funktionalgleichung

(1) A@Q) f(u) = flu+ )+ (u—)—f() —f(—1)—2iuB (1)

mit f(0) = 0 [26]. Hierbei sind 4 und B gewisse stetige, reelle Funktionen. Aus
(1) und [1,S.199] folgt, daB f beliebig oft differenzierbar ist. Nach zweimaligem
Ableiten beziiglich u der beiden Seiten von (1) erhalten wir die Gleichung

AR f"W)y=f"(u+e)+f"(u—1), u,teR.

Die hermiteschen Losungen dieser Gleichung sind [1,S.170]
(@ f"=0;
(b) f"(u) = ce™*,c,xeR;
(c) f"(u) = c(cosh(xu) +isinh(xu)), c,xeR;
(d) /") =c, +icu, ¢y,c,ER
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Durch zweimaliges Integrieren erhalten wir aus (a){b) die Funktion f. Da
[ héchstens quadratisches Wachstum haben kann, kommen nur (a), (b) und (d)
mit ¢, = 0 in Frage, d.h,

) = ¢y +icu+cau?,
oder
f) = ¢, +icutcse™, c¢;,cy,c5€R.

Unter Beriicksichtigung der Bedingungen f(0) = 0 und j'cl, f(u)du = —1 erhalten
wir sofort, daB entweder f=f, oder =71, ist fir 0 < x < o0.

Wir zeigen jetzt, daB die Funktionen f,(0 < x < c0) extremal sind. Im
Falle 0 < x < oo erhalten wir aus der Definition der Funktionen f,:

@ fe@) =1 (D) +f(u—1) = A[®) €™, teR,

wobei A eine stetige, nichtnegative Funktion ist. Nehmen wir an, daB
fo=(1+f5)/2 ist mit f,, f,e K., Wegen f,, f,€P° (1, 1) sind die Funktionen

L)Lt 0+,0—0), j=1,2,

fiir jedes t € R positiv definit. Da die positiv definite Funktion F, . (u) = A (t)e™*
fir alle t,xeR extremal ist und wegen (2) die Bezichung

AN (“)_%(fl u+t)+f, (u—1)+f, (“)"%(fz(“‘*‘t)‘i‘fz (u—t)) = 2A4(t)e™*

gilt, erhalten wir:

(3) fj(u)—%(fj(u+t)+fj(u—t)) = B;(t)e™*.

Aus (3) folgt wieder, daB f; und B, beliebig oft differenzierbar sind [1, S, 199].
Wir leiten die beiden Seiten von (3) nach t ab:

fyu+)—filu—1) = —Bj) e,

Die hermiteschen Losungen dieser Gleichung sind [1, S. 176]:

@ £ = ¢, tcy;

(b) fi(u) = c u*+icu+c,,
¢y, €5, c3€R. Unter Beachtung, daB f; hochstens ein quadratisches Wachstum
hat, und daB f;(0) = 0 und jo Ji(w)du = —1 sind (j = 1, 2), erhalten wir sofort,
daB f;=f, sein muB. Im Falle x = oo, ist

Jo@)—=1{(fo @+ +f, (u—1) =0
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Mit den gleichen Uberlegungen wie oben, erhalten wir daB die Funktionen N
und f, aus K mit f= (f; +/,)/2 die Gleichung

L@@+ Hu—)=0, j=1,2,
erftillen, Deshalb ist

Jfjw) =c,+icu, c¢,,c,€R,

[1, S. 170]. Aus f;e K folgt wieder, daB f,=f,, ist. Die Funktion f, ist also
extremal (0 < x < o), und damit ist der Beweis beendet. m

Durch die Anwendung des Satzes von Krein—Milman—-Choquet erhilt
man nun die folgende Integraldarstellung fiir eine Funktion fe P*(1, 1) ([26]):

Sy =c,—icyu+e, | (e“‘"— 1 —iux2(1 —x;:osx)) (1 _si:x)"‘ du (x).

R

Hierbei sind ¢, c,, ¢, reelle Zahlen, c; > 0 und x ein Wahrscheinlichkeitsma0
auf R.



Anhang

14. Polynome auf Gruppen

In diesem Abschnitt fassen wir einige Definitionen und Resultate iiber
Polynome auf Gruppen zusammen (siehe hierzu die Arbeiten [55]-[57], [2],
[7], [8]. Das Symbol G bezeichnet stets eine lokalkompakte, kommutative

Gruppe.

(14.1) Eine komplexwertige Funktion a auf G heit additiv, wenn
a(x+y) = a(x)+a(y) ist fir beliebige x,yeG. Ist p(x) = P(a, (x), ..., 4,(x)),
wobei g, eine stetige additive Funktion (i =1, ..., n) und P ein komeplexes
Polynom mit n Verdnderlichen sind, so heiBt p ein Polynom auf G.

Eine Funktion der Form y,p,+...+%,p, nennen wir exponentielles
Polynom, wenn p; ein Polynom und y,el"(i=1,...,m) sind. Ist p ein
exponentielles Polynom, so ist T(p) endlichdimensional. Es gilt auch die
Umkehrung: Jeder verschiebungsinvariante, endlichdimensionale lineare Raum
von stetigen Funktionen auf G besteht aus exponentiellen Polynomen.
Beschrikte exponentielle Polynome, haben die einfache Form ¢y, +... + ¢, Vn

mit ¢,eC und yel(i=1,...,m). Geniigt eine stetige Funktion p der
Gleichung
1 prxw, .. .xw,,, =0 fiir alle w,eF(G) mit w,(I)=0

(i=1,...,k+1), so heiBt sie ein verallgemeinertes Polynom hochstens k-ten
Grades.

Zum Beispiel ist das Polynom p(x) = P(a,(x), ..., a,(x)) ein verallgemei-
nertes Polynom hdéchstens k-ten Grades, wenn P ein Polynom hochstens k-ten
Grades ist. Jedes verallgemeinerte Polynom p hochstens k-ten Grades 148t sich
eindeutig in der Form

k
2 p(x)= Y A)(x,x,...,x), xeG,
Jj=0
darstellen. Hierbei ist die Funktion A4;(x,, ..., x)) symmetrisch (d.h,, invariant
beziiglich des Vertauschens der Variablen) und additiv beziiglich jeder Variable
(A, ist eine Konstante). An dieser Stelle mdchten wir bemerken, daB die hier
eingefiihrte Definition des verallgemeinerten Polynoms sich von der iiblichen
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Definition unterscheidet. Im Allgemeinen fordert man ndmlich (1) nur fiir die
MaBe w;=w,eF(G), i=1,...,k+1, mit W (1) =0 und suppw, = {0, x),
x€G. Es ist aber nicht schwer zu sehen, daB die beiden Definitionen dquivalent
sind. In der Tat, jedes verallgemeinerte Polynom p nach der iblichen
Definition, hat die Gestalt (2) [7]. Aus (2) folgt aber, wie man leicht sieht, die
Beziehung (1).

Wir bemerken noch, daB im Falle der Gruppen R" und Z" die Begriffe
»Polynom” und ,verallgemeinertes Polynom” zusammenfallen.

Es seien k; positive ganze Zahlen und y,eI” (i=1,..., n) paarweise
verschiedene Charaktere von G. Eine stetige Funktion p heiit verallgemeinertes
exponentielles Polynom, wenn die Gleichung

prw=0
fiir alle we F(G) der Form
(3) w=wls e wi e W@ e xwi@x oW xwl?

mit Wi (3)=0 (@(=1,...,n I=1,..., k) erfiillt ist.
Diese Definition und die folgenden Sitze sind wahrscheinlich neu.

(14.2) SATzZ. Eine stetige Funktion p auf G ist genau dann ein verallgemeiner-
tes exponentielles Polynom, wenn sie die Form

(1) P=p1Y1+t...+Dyn
hat, wobei p; ein verallgemeinertes Polynom ist.

Beweis. Nehmen wir an, daB p»w = 0 ist fiir alle we F(G) der Gestalt (3)
in (14.1). Wir zeigen erst, daB

(2) p=q1+...+q,,
ist, wobei
gi*wyx...xw, =0

gilt fir alle w,eF(G) mit w,(y)=0 (i=1,...,n I=1,..., k)
Im Falle n = 1 ist nichts zu beweisen. Im Falle n > 2 wihlen wir ein xe G
mit y, (x) # y,(x). Dann it y, (x) y,(—x) # 1. Wir setzen
— 1 .
1—9, (%) y2 (=)

€y

Cy. y=0,
wi) =< -7, y=x

0, const;
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l—cy, y=0,
w0 =g rix), y=x
0, const.

Dann gilt: w,(y,) =0, w,(y,) =0 und w,+w, = 1o Somit ist

f=frlg=frw +f*w,.

Die Funktion f* w, erfiillt die Gleichung (f*w,) *w = 0 fiir alle w der Form (3)
in (14.1), wobei k; durch (k,-1) ersetzt wird (i = 1, 2). Wiederholt man mehrere
Male diese Uberlegungen, so erhilt man die Zerlegung (2). Betrachten wir jetzt
die Funktion p, = y; ! q. Es ist leicht zu sehen, daB p,*w, *...xw,, = 0 ist fiir
allew,e F(G)mit w,(I)=0@(=1,...,n1=1,..., k) Die Funktion p, ist also
ein verallgemeinertes Polynom hochstens (k;—1)-ten Grades. Wegen (2) und
g; = y;p, erhalten wir die Darstellung (1).
Der Beweis der umgekehrten Aussage ist einfach. m

(14.3) SaTz. Eine stetige Funktion p erfiillt die Gleichung
(1) pxwxw=20

fir alle we F(G) der Gestalt (3) in (14.1) genau dann, wenn gilt:
p=Y @v+pvi )+ Y Py
yielu yjel

wobei p, p; und pj verallgemeinerte Polynome hochstens (k;,—1)-ten bzw.
(2k;—1)-ten Grades sind. Ist p hermitesch, so gilt:

pi(x) = p;(—x), pj(x)=pj(—x).

Beweis. Mit den gleichen Induktionsiiberlegungen wie im Beweis von
Lemma (4.5) zeigt, man daB aus (1) die Beziehung

pxw W, =0

fiir alle w,, w,e F(G) der Ges_ta_lt (3) in (14.1), folgt.

Da (W,)" (y) =0 zu w,(y~?) =0 dquivalent ist, erhalten wir die erste
Behauptung des Satzes (14.3) sofort aus Satz (14.2).

Fir den Beweis der zweiten Aussage zerlegen wir die hermitesche
Funktion p in eine Summe

p=q;+...4+q,
wobei g; eine hermitesche Funktion mit
gi*w*w=0 fiir alle weF(G)
der Gestalt

w=w . .*xw, mtw(()=0 ((=1,...,k)
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ist. Diese Zerlegung erfolgt ganz analog wie im Beweis von Satz (3.3). Deshalb
und wegen der ersten Aussage des Satzes (14.3) brauchen wir nur die Fille

p=py (yel) und p=py+p’'y"' (yel)

zu untersuchen. Nehmen wir an, daBl die Funktion p = p’y (yeI') hermitesch
ist. Es gilt:

p(—x) =p'(—x) y(=x) = p(x) = p'(x) y(x).

Wegen y(—x) = m_) mull p'(—x) = p’(x) sein.
Nehmen wir jetzt an, daB die Funktion p = p’y+p”y~! (yeI',) hermitesch

ist, wobei p’ und p” verallgemeinerte Polynome hochstens (k—1)-ten Grades
sind. Dann gilt:

P'(x) y(x)+p" (%) y(—x) = p'(—x) (—x)+p" (x) y(x)
und somit

(1) [y ()12 (p' () —p" (—x)) = (p' (—%)—p" ().
Wir setzen P(x) =p'(—x)—p"”(x) und zeigen, dal P =0 ist. Wegen (1) gilt:
Pxw¥ =0 fir alle w, e F(G) mit W, (1) =0,

P*W'zk =0 fir alle WZEF(G) mit Wz(h’lz) =0.

Seien w, und w, wie im Beweis von Satz (14.2) definiert, wobei wir y, = I und
7, = |y|® setzen (wegen yerl, ist [y|*> # I). Dann gilt:

2k
P =P*1(0) = P*(wl+w2)t(2k)= Z P*W?*W‘Z(Zk—j).
J=1

Da entweder j = k oder 2k—j > k erfiillt ist, muB P =0 sein.

15. n,-Riiume und 7,-Darstellungen

(15.1) Ein Skalarprodukt auf einem linearem Raum L ist eine komplexwer-
tige Funktion ( , ) auf Lx L mit den Eigenschaften

(cy vy 405, W) =cy(vy, W+, (vy, W),

(vl ’ Uz) = (02! vl)
fir alle v,, v,, weL und ¢y, ¢c,€C.

Wegen der hermiteschen Symmetrie von ( , ) ist (v, v)eR. Der Vektor
ve L heiBt positiver Vektor (negativer Vektor, Nullvektor), wenn (v, v) >0
(v, v) <0, (v, v) =0) ist. Ein Unterraum P = L wird positiv genannt, wenn
(v, v) > 0 ist fiir alle ve P mit v # 0. Negative, nichtnegative, nichtpositive
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Unterrdume und Nullriume werden analog definiert. Wenn (v, w) = O ist, dann
schreiben wir v L w und sagen, dal v und w orthogonal sind. Zwei Teilmengen
A, B c L heiBen orthogonal (geschrieben: A L B), wenn a L b ist fiir alle ae 4
und beB. Das orthogonale Komplement einer Menge A < L ist die Menge

A ={veL vlA4}.

Sei L ein Unterraum von L. Wenn fiir ein ve Ll mit v % 0 v L I ist, dann heiBt
ein isotroper Vektor von L. Enthilt I’ keinen isotropen Vektor, so sagen wir,
daB das Skalarprodukt auf L nicht ausgeartet ist.

Zwei Nullriume N,, N, c L(N,; #0, N, #0) heillen schiefverbunden,
wenn

(@) kein Vektor v # 0 aus N, ist zu N, orthogonal;

(b) kein Vektor w # 0 aus N, ist zu N, orthogonal;

Ist L die direkte Summe von paarweise orthogonalen Teilrdumen
L,,..., L, so schreiben wir

L=L,®...0L,

(15.2) Ein m,-Raum (k =1, 2, ...) ist am einfachsten zu de finieren als ein
Hilbertraum in dem auBer dem gewdhnlichen Skalarprodukt [ , ] noch ein
anderes Skalarprodukt ( , ) angegeben ist, das in einer beziiglich [ , ]
orthonormalen Basis {¢;} in der Form

k
(o, wy= =3 vw+ Y ow,
Jj=1 J>k
mit v;=[v, ¢;], w,=[w, ¢;] dargestellt werden kann.
Eine Aquivalente Definition eines m,-Raumes II, ist die folgende [23].
I. I, ist ein linearer Raum.
IL. In II, ist ein Skalarprodukt ( , ) gegeben.
III. 11, enthilt keinen isotropen Vektor.
IV. Der Raum II, enthilt mindestens einen k-dimensionalen negativen

Unterraum.
V. Die Matrix ((v;, v)))f;=, hat héchstens k negative Eigenwerte fiir
beliebige Vektoren v,, ..., v,ell,.
V1. Es gibt mindestens einen k-dimensionalen negativen Unterraum I7 _
mit
n,=0n_em-
wobei 11~ ein positiver und beziiglich der Norm {v| = ./(v, v) (ver) ein

vollstindiger Unterraum ist,
Sei v=v_+v, die der Beziehun% (1) entsprechende Zerlegung des
Vektors vell, mit v_ell_ und v, elI_. Die Norm

loll = /o5, 05)—(_, 9_)
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erzeugt eine Topologie auf IT, die nicht von der speziellen Wahl von IT_
abhingt. Unter Stetigkeit eines linearen Operators oder Funktionals auf I7,
verstehen wir Stetigkeit beziiglich dieser Topologie.

Ein linearer Operator U, dessen Definitions- und Wertebereich gleich I,
sind und fiir den die Beziehung

Uv, Uw)=(,w), v,well,

gilt, heiBt unitdr. Unitdre Operatoren sind stetig.
Jedem stetigen linearen Operator 4 in II, entspricht genau ein stetiger
linearer Operator A* in II, derart, daB

(Av, w) = (v, A*w) gilt fiir alle v, well,.
Der Operator A* hei8t der zu A adjungierte Operator.

(153) Es seien G eine beliebige Gruppe und II, ein n,-Raum. Die
Abbildung x— V, (xe G) heilit eine unitdre m,-Darstellung von G, wenn gilt:

(a) V, ist fiir jedes xe G ein unitdrer Operator in I1,;

() V=V, V, fir x, yeG.

() V, =1 (e: Einheitselement, I: Einheitsoperator).

Anstelle von x—V, werden wir einfach (V) schreiben. Im Falle einer
topologischen Gruppe heiBt die Darstellung (V) stetig, wenn die Funktion
x—- V. w fiir beliebiges well, stetig ist.

Ein Vektor veIl, ist zyklisch fiir die Darstellung (V,), wenn die abgeschlos-
sene lineare Hiille der Menge {V,v: xeG} gleich IT, ist. Die Darstellung (V)
heiBt zyklisch, wenn sie mindestens einen zyklischen Vektor besitzt.

Es seien (V,) und (V%) unitére ,-Darstellungen von G in II, bzw. IT,. Wenn
eine isometrische Abbildung W von II, auf IT; derart existiert, daB fiir jedes
xeG

WV, W™=V,

ist, dann heiBlen die Darstellungen (V) und (V7) dquivalent. Betrachten wir jetzt
eine stetige, zyklische unitére n,-Darstellung (V,) der kommutativen, lokalkom-
pakten Gruppe G. Da die Operatoren V_(xeG) vertauschbar sind, existiert
mindestens ein gemeinsamer, nichtpositiver Eigenvektor [34]. Es seien
€,..., ¢ (1 <1< 2k) alle gemeinsamen, nichtpositiven Eigenvektoren der
Operatoren V.. Die Funktionen y; mit

V.e,=v(x)e, x€G,

heiBen Eigencharaktere der Darstellung (V) (vgl. mit dem Begriff der Eigenfun-
ktionale in [35]).
Ganz analog wie im Beweis von Satz (8.2) siecht man, daB y,el”

G=1,...,0.
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Die Gesamtheit aller Vektoren v die der Bezichung
(Ve—7:;()IFo=0 fiir alle xeG

und fiir ein ganzes p = p (v) = 0 geniigen, heiBt das zu y, gehdrende Wiirzellineal
von (V) und wird durch W, bezeichnet. Es ist leicht zu sehen, daB die
Waurzellineale beziiglich (V,) invariant sind. Die nachstechenden Aussagen sind
einfache Folgerungen der Ergebnisse in [35] (siche auch [36], [37]).

1. Ist y ein Eigencharakter von (V}), so ist auch y~! ein Eigencharakter.
2. Es seien y, y;, und y, Eigencharaktere von (V)).
(i) Wenn y, #7v,, dann ist W, nW,, =0.

(i) Ist y; # 97 %, so gilt W, LW,
(i) Im Falle yel, ist W, ein Nullraum. Weiterhin gilt: dimW, =
dim W’,_—l < k und die Unterrdume W, und WFT sind schiefverbunden.

Es seien y,, y—f—l, o Y F alle unbeschrinkten Eigencharaktere von (¥,) mit
7, # y; fir i #j. Der (V,)-invariante Unterraum

{
i=1 i

heiBt der hyperbolische Teilraum von (V,). Die Dimension von Wy ist hdchstens
2k. Es gilt:

Hk = Wy@”n

wobei I, ein (V))-invarianter n,-Raum ist (0 <! < k) und die Einschrinkung
von (V,) auf II, besitzt keine unbeschrinkten Eigencharaktere.

(15.4) In den Arbeiten [36]-[38] gab M. A. Naimark eine Spektraldar-
stellung fiir unitire n,-Darstellungen von lokalkompakten Gruppen mit einer
abzihlbaren Basis der Topologie an. Im Abschnitt 12 wird der folgende
Spezialfall seiner Ergebnisse bendtigt.

Es seien G eine lokalkompakte kommutative Gruppe mit abzédhlbarer
Basis der Topologie und (U,) eine unitire m,-Darstellung von G in einem
separablen Raum II;,. Nehmen wir an, daB (U,) nur den Eigencharakter
1 besitzt, der zu einem Nullvektor eell, gehdrt. Bezeichne N den durch
e erzeugten eindimensionalen Nullraum und sei N’ ein beliebiger mit N schief-
verbundener, eindimensionaler Nullraum, der durch einen Vektor & ell,
erzeugt wird. Zu der Darstellung (U,) gehdrt dann eine Zerlegung

11, =(N+N)@H®H,

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) H und H, sind Hilbertriume;
(1)) H ist das direkte Integral von Hilbertriumen H (y), yeI', nach einem
MaB ceM™(IN):
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H = [H(y) do(y);
r

(iii) U,e=¢;
U {h()} = ; ()—1) (k). w @) do (y)+ {r (x) h ()}

fir h={h()}eH mit h(y)eH(@);
Uee =a(—x)e+e'+{(y(x)—1) w»)}+q(—x);
U.(@) =(4,9(x)e+q fiir geH,.

Hierbei sind:
(a) w eine g-meBbare, vektorwertige Funktion auf I' mit w(y)e H (y) und
{r()—1) w(y)} € H. (Aus der letzten Bezichung folgt, daB das Integral

[(1—=Rey(x)) (w®), w(r)do ()

r

endlich ist.)
(b) a(x) eine komplexwertige, stetige Funktion auf G;
(©) gq(x) eine vektorwertige, stetige Funktion auf G mit den Eigenschaften

q(x)eHop, q(x+y)=q(x)+4q(y) und

(@x), () =(a0), q(x)), x,yeG.
(Die beiden letzten Eigenschaften von g sind unmittelbare Folgerungen der
Beziehung U,.,e' = U,(U,e)=U,(U,¢))

(15.5) Es sei (V,) eine unitire n,-Darstellung der lokalkompakten Gruppe
G in einem Raum IT,. Die Darstellung (V,) heiBt schwach stetig, wenn die
Funktion

(1) x—(g, V.h), xeG,

fir alle g, hell, stetig ist. Betrachten wir jetzt die Operatoren V, als
beschriankte Operatoren in einem Hilbertraum H mit Skalarprodukt [ , ] wie
in (15.2).

Dann sind die Funktionen

2) x—[g, V.h], xeG,

fiir alle g, he H stetig. Nach [58,Th.2.8] folgt aus der Stetigkeit von (2) die
Stetigkeit der Funktionen
x—»V.h, xe€G,

fiir alle he H. Deshalb ist bei unitiren n,-Darstellungen die schwache Stetigkeit
mit der Stetigkeit dquivalent.
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R(D)

/* (N
L, (G)
mg

M(G)

M* (G)

P(G)

P(G)

PY(G)

POy kyseci v k)
Pc(}'l’ kl, T ?u’ k,')
PR(yyakyseis Vo k)
R

Rec

supp

T()

- > N

TR

Menge der komplexen Zahlen.

wobet I eine topologische Gruppe ist: die Menge der stetigen, beschrin-
kten, komplexwertigen Funktionen auf I'.

{feC(): f0) 2 0 fir yel}.

wobei G eine Gruppe ist: dic Menge aller komplexen Male auf G mit
endlichem Triger.

siche Seite 25.

siche Seite 25.

eine Gruppe.

G, versehen mit der diskreten Topologie.

die Charaktergruppe einer lokalkompakten, kommutativen Gruppe
G mit Ausnahme vom Abschnitt 1, wo mit I' eine beliebige kompakte
Gruppe bezeichnet wird.

die Menge der stetigen, unberschriinkten Charaktere einer lokalkom-
pakten, kommutativen Gruppe G.

rur,

der imagindre Teil einer komplexen Zahl c.

wobei I eine kompakte Gruppe ist: die Menge der Funktionen fe L, (I,
die eine absolut konvergente Fourier-Reihe besitzen ([18], (34.4)). Wir
bemerken, daB jede Funktion fe 8 (I') auch als eine Funktion aus C(I')
betrachtet werden kann ([18, (34.6)).

{fe&(): f) 20 fir yel).

die Menge der mg-integrierbaren komplexwertigen Funktionen auf G.
wobei G eine lokalkompakte Gruppe ist: das Haar'sche MaB auf G.
Wenn mg und m, zusammen auftreten, dann sind sie so normiert, dal
die Fourier-Umkehrformel ohne eine multiplikative Konstante gilt.
wobei G eine lokalkompakte Gruppe ist: die Menge der endlichen,
komplexen Borel-Male aul G.

{ueM(G): p = 0}.

siehe Seite 3.

{fe P.(G): [ ist stetig}.

{fe P, (G): [ ist mg-meBbar}.

siehe Seite 16.

sieche Seite 16.

siche Seite 16.

die Menge der reellen Zahlen.

der Realteil einer komplexen Zahl c.

der Tréger einer Funktion oder eines Mafes.

wobei f eine Funktion aul G ist: die Menge der Funktionen g der Form
g=/f+w mit weF(G).

die Gruppe der ganzen Zahlen.

die Fourier-Transformierte einer Funktion oder eines MaDBes.

die inverse Fourier-Transformierte einer Funktion oder eines MabBes.
Faltung

das konjugierte MaB von u: u(B) = u(B~?) fiir jede Borelmenge B = G.
uA(B) = u(B™") fir jede Borelmenge B = G.

pe...wpy — k-mal
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