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POWIERZCHNIE O WILGOTNOSCI SREDNIEJ

1. Wstep. Wyznaczenie powierzehni o wilgotnogci §redniej w prosto-
padlofciennej beli wiékna, tytoniu, czy innego materialu ma aspekt
Praktyczny. Znajomo§é przebiegu wymienionych powierzehni pozwala
ha wskazanie miejse, w ktérych nalezy pobieraé prébke dla okreglenia
wilgotnogei calej beli. W niniejszej pracy zostaly wyprowadzone réwna-
nia powierzchni o wilgotnosci fredniej dla stanu nieustalonego wilgot-
nosei oraz réwnania powierzchni asymptotycznych. '

W rozwazaniach przyjeto, ze wszystkie punkty powierzchni ogra-
niczajacej bele znajduja sie w jednakowych warunkach, tzn. ze wymiana
wilgotnogei z otoczeniem dla kazdego punktu powierzchni, jest okre§lona
Przez ten sam wspolezynnik h +# 0, stad symetria warunkéw wizgledem
Srodka symetrii obszaru prostopadlosciennego.

Przez powierzchnig asymptotyczng rozumiemy graniczng powierzchnie
0 wilgotnofei éredniej, gdy czas ¢ trwania beli w rodowisku o statych
barametrach dazy do nieskonezonosei (f > oo). Jezeli pobieranie prébki
odbywa sie po dluzszym okresie przebywania beli w okre§lonym Srodo-
wisku, to nalezy sadzié, ze frednia warto$é wilgotnodei bedzie w miejscach
beli polozonych bardzo blisko powierzchni asymptotycznej. W konicu
artykutu umieszezone sg praktyczne wskazania ¢o do pobierania prébek
Oraz poréwnanie uzyskanych w pracy danych z wynikami podanymi
przez J. Oderfelda w pracy [3].

2. Réwnania powierzchni o wilgotnoéci sredniej. W rozwazaniach
Przyjmujemy, ze material beli jest izotropowy 1 jednorodny, co w pew-
nych przypadkach moze w wiekszym lub mmniejszym stopniu odbiegaé
od rzeczywistogei.

Oznaczymy przez W(z,y, z,t) funkecje okre§lajaca nieustalone pole
wilgotnogei w prostopadloéciennej beli, tzn. dla —a < @ < a, —b <y < b,
—e<z<<cioczasu > 0;

1) W(w,'y,z,t) = w(x,Y, 2, t)+w,,

gdzie w(x,y,z,#) jest przyrostem wilgotnoSei wzgledem wilgotnosci
Srodowiska, a w, jest staly wilgotnodcia $rodowiska.
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Funkeja w(x,y, #,t) spelnia réwnanie rézniczkowe dyfuzji:

, 2w n 02w 02w 1 ow
(2) or® ' oy* Tt x

gdzie » jest wspoélezynnikiem charakteryzujacym material beli. Jak okaze
sig w dalszych rozwazaniach, znajomos§é wspélezynnika » nie jest ko-
nieczna do wyznaczenia réwnan powierzchni asymptotyeznyeh o wil-
gotnoéei $redniej. Przyjmujemy, ze w chwili { = 0 wilgotno§é calej beli
byla jednakowa i réwna pewnej wartosei w,. Stad mamy nastepujacy
warunek poczatkowy dla funkeji W(z, vy, 2, t):

(3) W(z,y,z,0) = wo+ws.

Ponadto przyjmujemy, Ze na powierzchni beli funkcja w(z, v, 2, t) spel-
nia warunki brzegowe drugiego rodzaju, tzn. ze skladowa normalna
gradientu wilgotnosci na powierzehni jest proporcjonalna do wilgotnosei
powierzchni, przy czym wspélezynnik proporcjonalnosei charakteryzuje
zdolno§é wymiany wilgotnosei z otoczeniem. Sg to nastepujace warunki
brzegowe:

ow dw
(%)h-a = hw(—a,y,z,1), (——&;-)ha = —hw(a,y,2,1),

(4) (aw) = hw(z, —b,2,1), ('a_w) = —hw(x, b, 2,1),
Yy=-b y=>b

By @
ow ow'
5z z____c:hw(wy?/’ —c, 1), E).hc: —hw(z, ¥, ¢, t),

gdzie b # 0 jest ilorazem wspélezynnika wymiany wilgotnodei charakte-
ryzujacego Srodowisko przez wspélezynnik charakteryzujacy zdolnogé
przewodzenia wilgotnosci przez material beli.

Stosujac metode rozdzielania zmiennych, tzn. szukajac rozwigzania
w klasie funkeji postaci w(z,y,2,1) = X(2)Y (y)Z(2)T(t), spelmiajacych
réwnanie rézniczkowe (2) i warunki brzegowe (4), otrzymujemy

(5) w(z,yY,2,1) =

o R
= A m nCOS <608~ § 608 - “zexp [— (? 4 . 4 — xt|,

kmn=0
gdzie yi, um, v, 83 kolejnymi dodatnimi pierwiastkami réwnarn

Yk Mm VY,
6 ctgy, = bty = tgy, — —.
(6) gy == otgu o e =
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Tablice pierwiastkéw réwnan (6) znajduja sie w dostepnych podreczni-
kach [1] 1 [2].

Wartoéei wspélezynnikéw A, Wwyznaczamy z warunku poczgb-
kowego (3):

a b ¢
wOJ ffcosﬁwcosﬂycos hzdwdydz
J 9 a b ¢

(63’) - Ak,’m,n = 2 b ¢ ’

fffcoszﬁwcoﬁu—;ycoszl”—zdmdydz
a ¢
o 0 90

skad po obliczeniu mamy

8w, 81n yg 810w,y Sin vy,
( 7 ) Ak,m,n = in? in?2 in?2 .
sin sin 8in 2v
Vi m Vn (1+ yk) (1+ ﬂm)(1+ n)
2k 2pm 2v,

Sredniay warto§¢ wilgotnodci w beli okres§la nastepujaca funkeja
czasnu:
a b ¢

1
(8) wg(t) = %5{ a{ {fw(w, Y, 2, t)dedyde =

2 2 "«’2
0 Ak,m,n,SiIl'}’kSianSin‘VneXp[— (%:, + __b”%_ +%) xt]

VEBmVn
kmn=0

Réwnanie powierzehni o wilgotnodei $redniej, w dowolnej chwili
Czasu ¢, ma nastepujaca ogdlng postad:

(9) w(Ly Y, 2, 1) —We(f) = 0.
W rozwazanym przypadku réwnanie (9) przyjmuje postaé
(e <] . . .
§in y, 8in p,, sin
(10) E {[cOs YE poos LM 9 COS Ty ERVETTHm P Vn ] X
e —o a b c Victhm Vn,
S M — { = 0.
% 8w, exp a? T b? + c? *

7 zaloienia h # 0 wynika, ze Ay #0, zatem przy przejsciu
do granicy dla ¢ — oo, otrzymujemy ze zwiazku (10) réwnanie powierzehni
ajymptotyecznej
(11) cos22 wcos £y cos ~L 2 — Sy SN,

a b ¢ Y111

W praktyce wygodnie jest operowaé zmiennymi bezwymiarowymi
§ =wla, n =y[b i { = z/e, ktére mozna wprowadzié do zaleznodci (5),
(10) i (11).
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Wyprowadzone wyzej zaleznosci dotycza przypadku jednakowych
warunkéw dla wszystkich sze§ciu Scianek beli (rys. 1a). Jezeli bele sg
ulozone jedna na drugiej, Scifle przylegajac do siebie, tworzac kolumne
(rys. 1b), to popelniamy minimalny blad, szczegélnie dla bel znajduja-
cych si¢ w frodkowej czeéei kolumny, prayjmujae, ze skladowa gradientu

b) | A2 grad, w=0

|
aj p T______. _
)z | ,
. l
i |
| /0 b5y A1 TA
LA - J /0 Y
’ ' ; a
X

IM—473

Rys. 1. a) Wszystkie &cianki beli znajduja sie w jenakowych warunkach. b) Bele
ulozone w kolumn¢. Wymiana wilgotnosci z otoczeniem zachodzi tylko bocznymi
fciankami kolumny

wilgotnofei w kierunku z (wzdluz kolumny) jest zero. W przypadku wy-

mienionego zalozenia mamy do czynienia z plaskim polem wilgotnosei,

okredlonym przez funkeje w(x,y,?) spelniajacg réwnanie rézniczkowe
0w w1 ow |

ox? + oy? T

(12)

warunek poczatkowy

(13) w(w,y,0) =wy, #0
oraz warunki brzegowe
ow ow
(5{;) = hw(—a,y,1), (%“) = —hw(a,y,1),
(14) z=—a =
— = hw(x, —b,1 — = —hw(x,b,1)
(a?l y=-—b (®; ) Y Ty (#:5,1),

gdzie h, jak poprzednio, jest wspdlezynnikiem wymiany wilgotnogci
z otoczeniem. Analogicznie jak w poprzednim przypadku, znajdujemy
funkcje w(x, y,t) spelniajagca réwnanie (12) oraz warunki (14):

[+.] 2 2
(18) w(x,y,1t) = ZA ncos’(;—’mcos—b—yexp[ (Z’:——f«%})_xt],

m,n=0

gdzie yn, 1 pn, 83 kdlejnymi dodatnimi pierwiastkami réwnan (6).
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- Wartoéé wspblezynnikéw A, wyznaczamy z warunku poczat-
‘kowego (13), wedlug wzoru analogicznego do wzoru (6a); po obliczeniu
otrzymamy : ' '

(16) A4 4, 8in ¥y, 8in p,,
. T §in 2 sin2u, \
Vinlin (1+ ym)(1+ £ )
2Ym 2y

Zmiany w czasie redniej wilgotnosei w beli dla rozpatrywanego
przypadku okrefla funkeja '

a b
(17) W (1) = ;:ll—)—f f w(w,y, t)dody —

2 2
o € g ; Y M
& Am,nsmymsmynexp[——(—ﬁ— + b—:) xt] |

M Ym Yn

Powierzehhi@ o-.ﬁlgbtnoéci §redniej w dowolnej chwili ¢ jest nasté-
Pujaca powierzchnia walcowas:

(18) w(Z, Y, 1) —we(t) =0,
skad mamy
3 m S. i n
ag N {(ms?_ms&y__w) ”
M,m=0 a’ VYm M
A Vin ui) ]}
: —l— 4+ —] xt 1 = 0.
X 1w, exp[ (a2 + B2 x

Z zalozenia h +# 0 wynika, ze A4,; # 0, wiec przy przejécin do gra-
nicy dla ¢ co, otrzymujemy ze zwigzku (18) réwnanie powierzchni
asymptotycznej Sredniej wilgotnosci dla rozwazanego pola wilgotnosei.
Jest to powierzehnia o réwnaniu

My siny, 8in u,

(20) cosll—cceosw——y — =0
‘ a b Vit

Tu réwniez, jak i w poprzednim przypadku mozna wprowadzié zmienne
bezwymiarowe & = z/a i 7 = y/b.

3. 0 granicznych polozeniach powierzchni asymptotycznej. Z ogél-
hych réwnan (9) i (18) powierzchni asymptotycznyeh réwnania (10)
1 (19) beda jednakowe mimo bardzo ogélnych warunkéw poezgtkowych
dla funkeji w(z, y, 2,1) czy w(x,y, ). Oznacza.to, ze zamiast warunku
Poczgtkowego (3) mozna podaé warunek w(z,y, 2, 0) = f(z, y, 2), jezeli

nyc
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f(®,y,2) jest funkejs parzysty wzgledem kazdej ze zmiennych. Zatem
wystarezy, aby dla poczatkowego pola wilgotnoéei punkt 0(0, 0, 0) byt
frodkiem symetrii. Uwaga analogiczna dotyczy warunku poczatko-
wego (13).

Z powyzszych uwag wynika, ze korzystne byloby rozpatrzenie gra-
nieznych polozen powierzehni asymptotycznych obejmujacych tak sze-
rokg klase przypadkéw, ze wzgledu na graniczne wartoSei wspétezyn-
nika wymiany wilgotno$ci z otoczeniem. Beda to przypadki & — 0 oraz
h — co. Graniezny przypadek dla % — 0 dla warunku poczgtkowego
w(z,y,2,0) = 0 jako trywialny nie byloby celu rozpatrywaé, natomiast
dla oméwionego wyzej ogolnego warunku w(x, y, 2, 0) = f(z, y, 2), ozna-
czatby wyréwnywanie si¢ wilgotnoSei w beli bez wymiany wilgotnosci
z otoczeniem.

Tak wige w przypadku h = 0, zamiast warunkéw (4), bedziemy mieli
do czynienia z nastgpujacymi warunkami brzegowymi:

ow aw) _ (Ow)
(21) (%)Hm =0, (—6;11 T 0, |- =0

Wowezas rownanie powierzchni asymptotyeznej jest postaci

e Y T2
(22) €08 — CO8 —— co8 — = 0.

a b e
Sciéle rzecz biorge, otrzymujemy réwnanie powierzchni ograniczajacej
obszar nastepujacej kostki:

a a b b ¢ e

Analogicznie, dla plaskiego pola wilgotnosci zamiast warunkéw (14)
mamy

ow ow
s Y T R,
( ) aw vz b ay e :Fb

Woéwezas réwnanie asymptotycznej powierzehni walcowej jest postaci

' e Y
4 —— 08 — = 0,
(24) €08 —— 005 —
W tym przypadku otrzymujemy powierzechnie ograniczajges nastepu-
jacy walec:
a b b
TESPSy TpS¥sy

ol s
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Drugi graniezny przypadek, h - oo, odpowiada w przyblizeniu
bardzo intensywnej wymianie wilgotno§ei z otoczeniem. Warunki brze-
gowe odpowiadajace temu przypadkowi s3 nastepujace:

(258) w(Fa,y,2,t1) =0, w(x, Fb,2,t) =0, w,y,Fe,t)=0.
W tym przypadku réwnanie powierzehni asymptotycznej ma postaé

T L T 3
(26) CO8 - BEOS - YOO8 —— 2 — — = 0.
Analogicznie, dla przypadku plaskiego pola wilgotnosei, zamiast warun-
kéw (14) mamy

(27) w(Fa,y,0) =0, w,Fb,t)=

Réwnanie powierzchni asymptotycznej w tym przypadku jest naste-
Pujace:
4
(28 = T2 0
) 008 —— @008 oy — —

4. Zakonczenie. Réwnania (10) i (19) powierzchni o wilgotnogei
Sredniej, a w szczegélnogei ré6wnania (11) i (20) powierzchni asymptotycz-
nych, pozwalaja na ustalenie miejse pobierania préby o wilgotnosci naj-
bardziej zblizonej do §redniej wartoci. Ksztalt powierzchni asymptotyez-
nych nie zalezy od warunku poczatkowego o ile pole wilgotnosei w chwili

' K
Rys. 2. Przekréj beli plaszezyzng z == 0. Rys. 3. Przekréj beli ptaszczyzna 2 = 0.
Obszar zakreskowany jest zawarty mie- Obszar zakreskowany jest zawarty mie-
dzy granicznymi powierzchniami asymp- dzy granicznymi powierzchniami asymp-
totycznymi (wzory (22) i (26)). Pray- totycznymi (wzory (24) i (28)). Przy-
Padek przestrzennego pola wilgotnoéei padek plaskiego pola wilgotnosei

poczatkowej ¢ = 0 mialo §rodek symetrii w punkcie z =0, y = 0, z = 0.
Stad wniosek, ze bez wzgledu na warto§é wilgotnogei srodowiska i nieza-
leznie od tego czy nastepuje proces nasilenia wilgotnofci, ezy osuszania,
réwnania powierzehni asymptotycznych wilgotnosei éredmeJ 33 jednakowe.
Stad mozliwodé dosé ogélnego stosowania tych réwnan. W przypadku
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nieznajomosei parametréw charakteryzujgeych material beli i $rodo-
wiska, mozna korzystaé z granicznych przypadkéw powierzchni asympto-
tyeznych, h = 0 lub h — oo. Biorge pod uwage graniczne polozenie po-
wierzchni asymptotycznych ofrzymujemy, ze najkorzystniej jest po-
bieraé¢ probe w odleglosci 8,5°/, < pr < 25°/, diugoei odeinka przebicia,
liczonej od powierzchni beli (patrz rys. 2) wzdluz dowolnej osi symetrii
beli. Zalecana przez J. Oderfelda w koncowych wnioskach pracy [3]
warto$é¢ p wynosi p =12,5°/,, a zatem miesci si¢ pomiedzy wyznaczo-
nymi w niniejszej pracy polozeniami granicznymi powierzchni asympto-
tyeznych.

Dla przypadku II dotyczacego plaskiego pola wilgotnosei otrzyma-
lismy 14°/, < p < 25°/, (patrz rys. 3).
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E. KOHIIKH u B. KPRICHIKH (Jlonss)

IIOBEPXHOCTH CPEJHEHW BJIAXHOCTH

PESIOME

B paGore BuBepeHo ypasuenus ((10), (19)) mosepxuHocTn cpeaHell BJIaMHOCTH
B MapajieJennmeTHON KUIe MIA Caydyasa NMPOCTPAHCTBEHHOTO M MIOCKOTO MOJA BIA-
HOCTH NpH yCIOBUM, YTO HAYAJBHOE IOJNe BIAMKHOCTU (mpu ¢ = 0) ommoponHo (3),
T.e. w(z,y,2,0) = w, # 0. Nanee, onpepmeneno ypasuenma ((11), (20)) acummnro-
THYECKUX NOBepXHOCTEN, MPUMEHUMEIe K BHAUHTENbHO GoNee IMPOKOMY Riaccy cJy-
4aes, TaK kak ypanHeuus (11), (20) He saBucAT OT HAYANBHHX YCJAOBUl €caM HAYATH-
HO€ II0Jle BIAMKHOCTH ABJIAETCA UEHTPANLHO CHMMETPHYECKHNM IOJEeM OTHOCHTEIBHO
touke O (0, 0, 0).

B ¢opmynax, BhBejeHHHX B pafoTe YUHTHBAITCA NAapAMETPH, XapPaKTepH-
BYIOLIME MATEPHANl KHIH A TaKMe HHTEHCHMBHOCTL 00MeHA BIAMHOCTH C OKPYKAIOMICH
cpepoii. YrasaHuHEe IMapaMeTpH He BCETJa M3BECTHH, M0ITOMY H0GABOYHO OIpe/eleHk
npefeliHLe INOJOMEeHHS AaCHMOTOTUYECKMX II0BEpXHOCTeli HE3ABHCAINMEe OT BTHUX
napamerpoB. Ilepsoe mpepmennHoe pacmoiomenue ((22), (24)) coorBeTcTByeT OTCYT-
CTBUI0 O0MEHA BNAKHOCTM C OKpY:Kalolle#l cpefot a JApyroe mnpemenbHoe pacmodo-
menpne ((26), (28)) acmmmroTMUecKoi#l MOBEPXHOCTH COOTBETCTBYET HEOTPAHHMYEHHO
UHTEHCUBHOMY OOMEHY BJIAKHOCTH C OKpyawiieid cpemoii. B koHume paborn JaHH
HEKOTOPHIE yHABaHHA OTHOCHTENBbHO BHOOpa TOYKU CHATHA mpol pna ompeneneHus
cpefHe# BAAMHOCTH KHNH (CM. 4epr. 2 u 3). :
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E. KACKI and W. KRYSICKI (£.6dz)

SURFACES OF MEAN HUMIDITY

SUMMARY

The authors introduce the equations ((10, (19)) of surfaces of mean humidity
in a rectangular parallelepiped bale for the cases of a spatial and a plane humidity
field under the assumption that the initial humidity field (for t = 0) is homogeneous (3),
1. e. w(x,y,z,0) =w, # 0. The equations ((11), (20)) of asymptotic surfaces are
then determined, comprising a much wider class of cases since they do not depend
on the initial conditions if the initial humidity field has its centre of symmetry at
peint 0(0, 0, 0).

The formulas derived in the paper contain parameters characterizing the mat-
erial of which the bale is composed and the intensity of humidity exchange with the
invironment. Those parameters are not always known, and that is why the authors
additionally determine the limit locations of the asymptotic surfaces, independent
of the parameters in question. The first limit location ((22), (24)) corresponds to the
Case where there is no humidity exchange with the environment, and the second
limit location ((26), (28)) of the asymptotic surface corresponds to the case where
the humidity exchange with the environment has an unlimited intensity. At the end
of their paper the authors make certain suggestions as to the place of taking the
sample for determining the mean humidity of the bale (see figs. 2 and 3).
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