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Sur Papproximation de la représentation conforme
par la méthode des points extrémaux de M. Leja

par W. KLEINER (Krakow)

1. Le probléme. Soit D un domaine plan simplement connexe
contenant le point & linfini, dont la frontiére I" ne se réduit pas & un
point. La méthode des points extrémaux [1], [2] permet une construction
de la représentation conforme du domaine D sur un cercle |w| > d = d(I")
comme la limite de la suite ()

(1) fn(z) = "ll“/(z“"inl)(z—"?nz)---(Z—ﬂm;) - f(z) (z € D)

ou les points extrémaux de Fekete-Leja (9,1, ..., 7ax) sont définis comme »
points sur I'" tels que le produit

Vo= [ [ 191mi— 71l
1#k
soit le plus grand possible (2); d(I") = HimVY"™ Y > 0 est dit diamétre
transfini de I". Les racines dans (1) sont & choisir de maniére que f,{oo) = 1.

Nous nous proposons d’examiner de plus prés la convergence de la
suite (1), ce qui nous conduira a ’étude de la convergence des systémes
(k) vers une distribution limite. A la fin du travail nous démontrons la
convergence d’une suite effectivement donnée (cf. [10],[11]) de polyndmes
(26) vers la représentation conforme, qui est uniforme dans le cercle fermé.
Autant que nous sachions, aucune pareille suite n’est connue.

Le probléme de la limitation des approximations, obtenues par la
méthode des points extrémaux, souvent mentionné aux séminaires de
M. Leja, a été posé de nouveau, en 1958, par M. Erdos. L’auteur a été
amené a étudier ces questions en étudiant la convergence de la suite (26),

probléme posé par M. Szybiak.
Nous employons les notations et les résultats de [3].

(1) Les fonctions f,(2) difféerent un peu de celles considérées par M. Leja.
() 8’1l existe pour un n plusieurs systémes de tels points, nous en choisissons
I'un quelconque.
10*
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2. Esquisse de résolution. Soit 7, une mesure discréte, portant
la masse 1/n en tout point #,; et s’annulant en dehors de ces points, et 7
la mesure d’équilibre sur I". On a % = limy,, [4], et on appelle parfois 7
mesure exirémale sur I'; donc logl/f(z) = limlogl/fn(z) = lim flog(z— &) dn,
= Jlog(z—¢)7'dn (2 D).

Par la méthode donneé dans [6] on démontre une inégalité de la forme

lo
(2) I —malt < & =52
de Vinégalité (33) de [3] on tire (3)

lo
3) [ —1n] < €~

Vn

et, de méme que (38) dans [3], on obtient

W auls) = [tog - log,”( | = | [ 108, 250 m0)

<In—mlV(2) < eV (s )1;”

. 1
ou V(z) = Yg‘logz_é, .

La présence du facteur V(z) est tout a fait naturelle: pour z-—4,,,
on a fq(2)—>0 et |f(2)]—1, et alors A,(z)— oo.

Ces considérations si simples présentent pourtant un défaut embaras-
sant. En effet, n —%, est d’énergie infinie; 'inégalité (2) ne devient vraie
que si l'on y remplace %, par une mesure continue approchée, par
exemple y,, ce qui rend impossible, & son tour, 'application immédiate
des théorémes 5 et 6 de [3].

Passons donc & un calcul détaillé.

3. Les mesures extrémales. Nous supposons que la frontiére
dD = I'" est une courbe de la classe C'H, c’est-a-dire qu’elle posséde en
tout point z ¢ I" une tangente, faisant avec ’axe réel Pangle ¢ = ¢(2), et
que ¢(2) satisfait & la condition de Hélder. Pour éviter des eomplications
inutiles, supposons de plus que sa longueur |I'| < 1. Soit n la mesure
& équilibre sur I', c’est-a-dire la mesure positive sur I" de masse totale 1,
pour laquelle ||7|| est minimum. On sait [5] que 275 (L) est égal & la mesure
angulaire de l'image de L sur la circonférence jw| = d par la représen-
tation conforme w = f(2), (1).

Désignons par 7 la mesure discréte positive de masse totale 1 telle
que 7n(7nx) = 1/n (kK =1, ...,0). Soit K,; = K(n;,1/n®) une circon-
férence de rayon 1/n® et de centre 7,;, et ¥, une mesure sur K, v ... v K,,
de densité constante n?/2m.

(®) Plus strictement, on le fait au moyen de I'inégalité [6)* < ¢,|jo|*log|o]~% qui
sobtient de la méme rnaniére que (33).
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Soit n=3 < r ([3], § 4), L un arc quelconque de I, a, b ses extrémités,
A, B des segments rectilignes de longueurs 2r, de centres a, b respecti-
vement, normals & I" aux points a, b. L’ensemble I"* =T"'U K, v ... u Ky,
est partagé par A v B en deux parties dont I’'une contient L; nous dé-

signons cette partie par L* (fig. 1). Posons, pour une mesure quelconque o
sur I'*,

(3) {o] = sup|o(L*)|
Lea

Fig. 1

(si o est portée par I', cette définition équivaut & celle de [3]). On a dé-
montre facilement (par (14), cf. 134-135) que

(6) I[7—ya] —{n—mna]l < constfn®.
Posons encore

(7) Og = % —%a .

Pour trouver une limitation de [0,], nous allons étudier — suivant
l’idée exposée dans [3] — D’énergie ||oa|2. Soit n* la mesure d’équilibre
sur I'*, Comme I"'C I'*, on a

(8) Wl = 1n" 1P = il —d 03

la derniére inégalité s’obtient de la méme fagon que dans [6]. D’autre
part U7 (2) = ||4*|® pour tout z e I'* ({7], th. III, 38), done (voir [3], (6))

(n*y n* —vn) =f U™ d(n* — yn) =flln*ll’d(n*—7n) =0

et nous avons 1’égalité de Pythagore, que nous écrirons

(9) lln* —vall® = liyall®—ln*|* .
Pareillement
(10) ln—n*F = 0l —ln*IF <d7'n7".

Nous avons, de méme que (4), (5), (6) dans [6],

(11) l7alf < 3n-'logn + In < 3n~'logn +(|7|
done, par (9), (8), (11),

(12) ln* —yal® < 3n logn ~d 'n"".
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De l'inégalité du triangle et des inégalités (10), (12) on tire

Noall =l —yall < llp—n*l+llo* = yall < Va0~ + V3n 7 logn +-d 72,
done

(13) loall < 21087

(0 > ny(I)) .

4. Limitation. Le théoréme 5 de [3] ne s’applique pas immédia-
tement & oa, car l’ensemble I'* dépend de n. Pour parer a cet inconvé-
nient nous allons répéter ici la démonstration de ce théoréme, en y intro-
duisant des modifications nécessaires.

On peut s’arranger, dans le lemme 4 du [3], de facon que les droites
l,l,,l, ne coupent aucun cercle Q,; = K(n.;,2/n?) pour n > n(I')—
sauf pour ! & l’intérieur de C,. Soit, en effet, E* I’ensemble des valeurs
de 0(z) pour z€Q,; —C,:

E*={0:0e<0,n/4>, 0=0(2), 2€Qu v ... v Quu, 3¢ Cp} .
On a, pour # suffisamment grands, |E*| <n-20n~2%r < z/4—|E| (n=ny(I),
et 0, peut étre choisi dans <0, n/4) —E— E*. La propriété (14) de [3] se
démontre sans aucune modification (en particulier, £ ?# et N restent
indépendants de =). Pour I, et I, on procéde d’une fagon analogue.

. TI'e C'H, donc, en vertu d’un théoréme de Kellog sur la représen-
tation conforme ([8], p. 468) 7 est de densité bornée:

(14) Gl Ll < (L) < gLl (LCT,0<gy<y < o0).
Soit L, un arc de I', d’extrémités a,, b,, pour lequel
Un(L;) = [Un] .

Nous pouvons supposer que ’on a |Ls| > 5/n* — car pour un 7 satisfai-
sant & on(Lp) < n(Ly) < g|Ly| < 5g/n? Dinégalité (3) est immédiate.
Soit L, resp. L, un arc partiel de L, de longueur 2/n? dont a, resp. b
est une des extrémités. Soit Ej la projection de Q. sur I'y c’est-a-dire le
plus petit arc de I' tel que Q. C Ef, et E' = FE, v ... v HE,.

LeMME. Pour n > n,(I'), L, et L, w'ont pas de points communs
avec E'.

Démonstration. Soit b’ le dernier point de E’ sur L,, a partir
de a,. Si I'arc U a,b’ C E’, alors

(n—yn) (v and’) < glv asd’| —n3(2x) U anb’| < 0

pour n > ni(I"). il existe, au contraire, un point sur U a,b’ qui n’appar-
’ Y
tient pas a E’, un @,; se projette tout entier sur u a,b’, donc

(1—yn) (v and’) < glLnl —1fn = 2g/n2—1/n < 0



Sur Uapprozimation de la représentation conforme 135

pour n > ny(I"). Par conséquent o,(L,) < on(L,—L;), ce qui est en con-
tradiction avec la définition de L,.

Les considérations qui suivent s’appuient sur la démonstration du
théoréme 5 de [3]; les chiffres 1°,2°, ... indiquent les parties correspondantes
de cette démonstration, ou ’on trouvera aussi les définitions de quel-
ques symboles utilisés ici.

1°. Partageons L, —L,—L; en p < 3N* arcs 4,, .., A,, chacun de
longueur < 7/3. Sur chaque a; il existe un point z; & distance > 1/n? de
K, ...K,,, pourvua que n > ngI'). Nous fixons encore deux points z’, 2"
qui partagent L, resp. L, en deux parties de longueur 1/n® An.nulon.s
le partage précédent et partageons L, au moyen des points 2', z,, 2, ..

.y %q, %" en ¢+2 <2N* ares A', A4, ..., 4,, A”. Nous pouvons sup-
poser que |on|(A™-+A"*) < 2g/n? < [a,.]/3N *; §i.la derniére inégalité
était fausse pour un n, nous aurions déja (3). Pour un A4;, que nous
noterons L, on a alors

(15) ou(L*) = [0a]/3N*,  |L| < 7.

Nous séparons L de I'-L par un quadrilatére de cotés 1,1, by, &,
construits conformément a la remarque faite au commencement de ce
paragraphe. Observons que pour 7 > ng(I') ces droites ne s’approchent
pas trop de K,; non seulement & l’extérieur de C,, mais aussi dans C,,
car le 7,; le plus proche se trouve & une distance > n—2sine de I resp. 1.
C’est pourquoi nous avons consacré tant de soin aux voisinages des extré-
mités de L.

2°. Soit @ la classe des mesures u sur I'* telles que
(16) I =0, [u]=u(@) = ouL)>[eal3N*, ul<v=n+yn,

et u, la mesure minimale dans @. Soit, par exemple, u(D,) << — }[u,o) et
soit I™” la partie de I'* séparée de L par I, et It =1*—_1"".
On a uy(I™7) < uo(Dy) < — 3 po). Soit T une mesure majorée par v = 5+ yy,
(™) = 0, (™) = uo(I™™) pour laquelle |z]| est la plus petite. Nous
avons

loall Zllzll,  =*(™) = [0a)[12N*, [z <v =17+ya,

>0 dans ™", <0 dans I™ .

(17

4°. Nous effectuons maintenant une symétrisation et nous obtenons
les mesures 1;. I’analogue du cas 5° g’étudie avec une légére modifi-
cation: on prend #—=n—2? au lieu de 4. Pour le cas 6° soit A* le support
de 4] . Pour zeK,; C A* on a imz> n*”sme—n—’ > in—2sine (n = ny(I))
(I a été choisie pour axe réel).
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Soit 8 la restriction de A, &4 4 - 4 (4 symétrique & 4), =1, 0. Par
la cosymétrie (0, 8) =0 et
(18) lloalf* = [I4[* =116 +- BI* > 11617 18I -
Deux cas sont a distinguer:

6%a. 6(A4) > 12,(4). Comme [0] <%, on a d’aprés [3], (28), (26)
1
;' (10(4))

ol w, est le module de continuité de » = 7). La densité de n sur 4 est < g,
done

(19) llanl® = 1I6F >

I161% = ¢6(A)*/log

1 1 2 , g .
3 (swE ) P ey
¢; et M* dépendent seulement de I

6°b. B(A*) > 14(A). B est concentrée sur quelques K,; dont les
centres € A. Nous partageons A* en parties 4,,..., 4, an moyen des
droites imz = ¥, ([3], (24)), p étant choisi de maniére que l'on ait

In—2sine < v, < in—2gine;
Yp )

nous prenons a cet effet

(20) P = [loi(sMJ ~1.

log(1 +sine)

Cela étant, aucun K,; n’est situé dans la bande -y, <imz < y,. Pour
z2,led, (x<Dp)

Iz _'EI 2%« 2:'/" 2yx
: > =
(21) |z—¢! = (Yumr—w)sin"le+20737 9,4+ 2077 .,

[\ IRV

)
puisque

(pour n > my(I')). Nous posons maintenant
B, = restriction de g &4 A, LA, (x=1,..,p)
et nous obtenons, de méme que I’inégalité (28) pour 1, dans [3],

22) 18 =P +;f”z

log g

(p est donné la formule (20)).



Sur Vapprozimation de la représentation conforme 137
7°. Moyennant des considérations analogues a celles de [3] nous
uniformisons les résultats et nous avons

loall > elonP ——— (0> nu(I))

log JM*[ Un] A
ol les constantes positives ¢;,, M* (autres que ¢, M de [3]) et n,, dépen-
dent de I' seulement. Par des calculs élémentaires nous en tirons

[on]® < OsllﬂanlOg" P (n = np(1)) (%) -

z2logz—2 est une fonction croissante pour z e (0, e¢~'2), done, en vertu
de (13),

[on]® < 8¢5

2
(Ioin) pour 7 > max(n, 20) .

Nous y ajoutons (6) et éliminons la restriction sur #» en augmentant la
constante 8¢;, ce qui nous donne le

THEOREME 1. Il existe ume constante positive ¢, ne dépendant que
de I' e C'H, telle que ()
1
(23) [ —m] < 62 .

Vn

Comme au théoréme 8 de [3] nous obtenons l'inégalite

togya(e) —log/ (4)| = | [ log ;5 dtn—=m) 0] < [n—maTV (2),

ol

(24) V(z) = Va,rlog——
Jer C
Il en résulte, par (23), une limitation de ’erreur relative de ’approxi-
mation de f par fa:
THEOREME 2.

|

In@)) < eV (z) logn (2
Vn

5. Approximation par des polynémes. Soit ¢(w) la fonction

inverse de f(z). Désignons par .. = d exp(2nik/n +vy) les points extré-
maux de la circonférence |w| = d, et par &, leurs images conformes sur /™

e D).

enk = @ (Wnx) -

(*) La position spécifique des centres des K., ne joue aucun réle dans la démon-
stration de cette inégalité; elle aura donc lieu pour toute mesure g,, concentrée sur I”
(ol |6,(E)| < g|E|) et sur n circonférences de rayons 1/n® et de centres arbitraires sur I”
(ol |o,(E)| < |E|n*2=), de masse nulle: ¢,(plan) = 0.

(®) La restriction |I'| < 1 se léve comme dans [3].
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Le nombre réel y soit choisi de sorte que ’on ait £,; = 7,;. Pour un arc
quelconque L C I" qui contient ¢ points e, on a (voir § 3)

(25) [n(L) —g/n] < 1/%

Introduisons, pour chaque », deux polynomes de degré n—1 de la
variable 1/w, P, et 8,, définis par les conditions

Pp(Wnr) = enk—Wnx
26 (k=1,2,..,n).
( ) Sn(w"k) — n"k_w“k , ? b b )

Les polynoémes P,, obtenus par linterpolation de ¢(w)—w, convergent
uniformément vers cette fonction [9]:

(27) Po(w)=g(w)~w (v >d).

Mais la définition de P, exige la connaissance de ¢(w), tandis que pour
celle de S, la connaissance des points extrémaux 7, suffit; celle du dia-
metre transfini d = d(I") n’est pas essentielle, comme nous le montrerons
dans la suite.

THEOREME 3. Pour I' « CAH g suite Sa(w) de polynémes en 1jw, définie
par la pseudo-interpolation (26), tend uniformément vers ¢(w)—w:

Sa(w)Se(w)—w  (jw] >d).
Démonstration. Introduisons les “polynémes de Lagrange”
-1 -1
Liw) = | | 2
" ,L,I Wt —Wa
on a Lz,(w,.k) = &, done
|8a(10) —Pa10)] = | T (10)| < max i — e 3 (L)
k=1 k=1

Li(1/t) sont les polyndmes de Lagrange habituels; nous profitons donc
d’une limitation connue de la somme de leurs valeurs absolues:

|82(t0) — Pn(w)] < maX |7 —enclcslogn (0] > d) .

Soit Hy 1'are v fpnu de I' (°), dont Dorientation est induite par celle
de I'y et Ej l'arc analogue U &;&,;. On a

[Mnie— x| < | Hie F Ey| .
[7(Eg)—kin| <1/n

Mais

et comme 7,(H;) = k/n,
_ |7 (EBx) — na(Hie)l < 1/n .

(*) Nous supposons que la numération des 7, correspond i V'orientation de I'.
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Par le théoréme 1

_ 1
[a(E) = ()| << [ = 71a] < 02
| &
et en s’appuyant sur (14), on a
(28) e — enel < | £ Bn F Hel < o' [n(Er) —n(Hp)|

< g0t (m ™ +en"logn) < cgn logn
et

[8a(w) — Pa(w)| < ¢;n~2(logn)*  (lw]| > 4d)

(ou ¢, dépend seulement de I'). En vertu de (27) le théoréme est ainsi
établi. _

Si I est une courbe analytique, | Pa(w) —@(w)+w| < MO " (0= C(I)>1,
M = M(I')) [9]. Dans ce cas on a |Sy(w)—p(w)+w| < cs(logn)*n—172.

La valeur exacte d n’est pas connue en général. Soit alors a, = d,/d,
dy = V™D (yoir p. 131), et w* = a,w, Wix = CnWniy Nik = Cnljnr. Soient
S%, S»* des polyndmes en 1/w du degré n—1, tels que

Sa(wWin) = Mae— Wk,  SuHWhE) = Nuk— Wi -
Or, Si(w*) = a,S,(w) et
| Si(w*) — Si*(w*)| = IZ (nx— 7ae) Li(w) | < B(a,—1)cilogn,

ou R = maxpz|. On a 0 < a,—1 const-n~!logn ([6], p. 173, ou une
erreur triviale est a corriger), done '

SaHw*)— Su(w) 20,  SiMw*)=g(w)—w  (jw| = d).

La position du point w* par rapport a la circonférence [w*| = d, est
la méme que celle de w par rapport & |w|=d. Quant & ¢ méme, on
a @(w) = lim8}(w*) + w* uniformément dans d < |w! < o, pour tout
e fini, et

SHw) +w*  g(w)

w 0w (d

W <5 00).

A

Moyennant une inversion, on obtient une méthode de construction
d’une suite de polynémes (proprement dits) pour ’approximation uni-
forme de la représentation conforme d’un cercle sur un domaine borné.

6. La condition I' ¢ C'H peut étre affaiblie. Supposons seulement que

(29) I' soit la réunion d’un nombre fini d’arcs I; e C'H qui se coupent
aux ‘‘sommets” z,..,2z, sous les angles vy, ...,ys, 0 <y, <y
< 27 —9p.

Supposons que I’ soit une courbe simple (sinon, il faut cemmencer
par des transformations 2z’ = y(2—a)/(z—b) (a,bel). Soit fi(z) =
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— (z—zf)“/""(z—zo)"""" (20¢ D w I'). La frontiére de D; = f;(D) est C'¥ auprés
de fi(z;). Pour la représentation conforme F; de D; sur |w| > d, il existe
F'(f{z)) # 0 ([8], p. 468). Mais f(z) = Fi(fi(2)), done [f(2) — f(z:))f
[(z—2)"" —>g; # 0 (2 >z, 2e Do) Il existe done g,, g > 0 tels que

gole’ —2" " < [f(2') — fl2")] < gle’ —=" "

et par le n°5
(30) GHLI™ < (L) < g* L% (0 < g8 < o0, 0 < g* < o0).

Avec ces conditions sur 7, on peut répéter nos considérations. Il est vrai.
il faut y changer quelques détails, les rayons des K,; et @,; par exemple,
et la limitation (28) devient beaucoup plus faible; néanmoins les théo-
rémes 1, 2 et 3 restent valables si 'on y admet la condition (29) au lieu
de I'e C'H,
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