POLSKA AKADEMIA NAUK, INSTYTUT MATEMATYCZNY

DISSERTATIONES
MATHEMATICAE

(ROZPRAWY MATEMATYCZNE)

KEOMITET REDAKCYJNY

KAROL BORSUK redaktor
ANDRZE] BIARYNICKI-BIRULA, BOGDAN BOJARSK],
ZBIGNIEW CIESIELSKI, JERZY LOS,
ZBIGNIEW SEMADENI, [WANDA SZMIELEW|

CXLIV

J-N. BELGY

Fonctions arithmétiques

Biblioteka Uniwersytecka

w Warszawie
1
WARSZAWA 1977

000822929
PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE




5.7133

PRINTED IN POLAND

Copyright ©
by PWN — Polish Scientifie Publishers,
‘Warszawa 1977

W ROCELEAWSIK A DRUKAIRNTIA N A UE O0OW A



TABLE DES MATIERES

Introduoction

Chapitre I. L’algdbre 4

§1.
§ 2.
§ 3.
§ 4.
§ 5.
§ 6.
§7.
§ 8.

Définition

Inversibles .
Représentations de A
Topologies sur A ;
Support et support premier
Logarithme et exponentielle
Fonetions particuliéres
Factorialité

Chapitre II. Les algdbres 4,

§1.
§ 2.

Introduaction
L’algdbre 4, . . ..

§ 3. Multiplicatives et factorisables « s e s

§ 4.
§ 5.

§ 6.
§ 7.
§ 8.
§90.

§ 10.
§11.
§12.
§ 13.
§14.
§ 15.
§ 16.
§17.
§ 18.

Endomorphisme déterminé par une factorisable
Norme speotrale

Idéaux maximaux

Spectre

L’espace de support de A,

La frontidre de Silov

Lo groupe G, des inversibles

Divigeurs de zéro topologiques

Inégalités

Multiplicatives

Fonetions factorisables

Exponentielle et logarithme

Fonctions additives et complétement add:ltwes
Zéros

Extension aux ldéaux

Chapitre III. Les algdbres 4,, § et E

§ 1. L'algdbre 4,
§ 2. L’algébre S des fonctlons convergentes
§ 3. Fonctions entridres

19
22
22
23
23
23
25
26
27
28
30
33
34
35
38
40
41
46

50
563
57



4 Fonctions arithmétiques

Chapitre IV, Fonotions analytiques
§ 1. Introduetion .
§ 2, Connexion sur un ensemble
§ 3. Fonctions analytiques
Appendice I. Autres bases de A,
Appendice II. Problémes

Notations et Index terminologique

Bibliographie

69
61
63
68
71
73

74



Introduction

L’origine de ce travail se trouve dans un cours fait & Clermont-Ferrand
par Monsieur Pierre Samuel qui n’a cessé de m’encourager et de me sou-
tenir dans des moments difficiles: qu’il trouve ici I'expression de mes
remerciements les plus sincéres.

Le but de ce travail est d’aborder 1’6tude des fonctions arithmé-
tiques dans la mesure ol celles-ci peuvent s’interpréter comme séries
formelles en une infinité dénombrable d’indéterminées: le premier chapitre
est consacré & des propriétés de caractére algébrique, le second étudie
damns le cadre de I’analyse fonctionnelle le comportement local d’une fonetion
d’une infinité de variables complexes, le troisiéme a frait & des questions
de caractére global, enfin, le quatriéme propose une définition de fonction
analytique d’une infinité de variables complexes.

De fagon plus précise:

Chapitre I: les fonctions arithmétiques, applications de N* dans
C, forment avec le produit de convolution, un anneau qui est isomorphe
& ’anneau C[[X,]], 1eN, des séries formelles. On énonce quelques pro-
priétés algébriques et topologiques de cet anneau. Une place particuliére
est faite aux fonctions multiplicatives et aux fonctions additives dont on
connait I’importance en théorie des nommbres. On termine sur des questions
de factorialité.

Chapitre II: si a est une fonction complétement multiplicative, 1’ensem-
ble des fonctions arithmétiques f (toujours muni du produit de convolution)
telles que Y'|f(z)a(#)] < + oo est une algébre de Banach 4,. On étudie
pour celle-ci les inversibles, I’espace de support, la frontiere de Silov, ce
qui permet de considérer les fonetions ﬁa) qui généralisent les séries
de Dirichlet. On apporte quelques précisions sur les diviseurs de zéro
topologiques ainsi que sur les fonections multiplicatives et les fonctions
additives.

La partie, sans doute la plus intéressante, concerne les zéros avec

I'agréable résultat que la nullité de f (a) sur un ouvert (et méme sur un
b-ouvert) entraine f 0. Les notions de zéro et de domaine d’inversibilité
s’étendent naturellement aux idéaux.

Ces fonctions vnt, en définitive, la plupart des bonmes propriétés
qu’on est en droit d’attendre de fonctions de variables complexes.
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Chapitre ITL: on caractérise d’abord les éléments de ﬁa complétée
de 1'algébre A, quand on munit cette derniére de la norme spectrale. On
énonce ensuite quelques résultats au sujet de ’algdbre limite inductive
des algébres A, qui est aussil’algdbre C{{X,}}, ¢, des séries convergentes.
(’est, en particulier, un anneau factoriel. On montre enfin que les
fonctions entidres d’une infinité de variables complexes ne sont en réalitié
fonctions que d'un nombre fini de variables, ce qui diminue ici leur intérét.

Chapitre IV: ce qui précéde ayant montré de bonnes propriétés locales
ot globales des fonctions arithmétiques, on propose une définition (parmi
d’autres peut-étre plus adaptées) de fonction analytique d’une infinité
de variables complexes, de facon & donner un sens au prolongement analy-
tique. I1 était naturel de prendre les polydisques de C¥ pour ensembles
d'unicité et il a fallu, dans ces conditions, affaiblir la notion de connexité
en celle de A-connexité.

Enfin de nombreux problémes se posent de facon naturelle et nous
en avons énoncé quelques-uns en appendice.

Beaucoup de résultats, surtout dans les chapitres I et IT sont bien
connus (les nombres entre crochets renvoient & la bibliographie) mais
souvent exprimés de diverses maniéres, avec diverses notations, en
divers endroits: leurs démonstrations, souvent trés simples, ont 66 récrites
en se placant de notre point de vue.

Olermont-Ferrand — Novembre 1964



Chapitre I

L’algébre A

§ 1. Définition. On appelle fonction arithmétigue un élément de I’ensem-
ble A des applications de N* (entiers > 0) dans C (corps des complexes)
muni de l'addition définie par (f+g¢) (@) = f(x)+g(x) pour tout entier
>0 et f et ged, du produit externe défini par (af)(2) = af(a) pour
aecC, feA, zeN* et du produit de convolution défini par (f#g) ()
= ) f(d)g(z/d) ol d parcourt les diviseurs > 0 de l'entier ». Ce produit
s'écrit aussi }'f(d)g(d) somme étendue & tous les couples (@, &) d’entiers
positifs tels que dé =z ([3]).

PROPOSITION 1. A est une algébre sur C, commutative, & élément unité
et sans diviseur de zéro.

L’unité est la fonction « définie par #(z) =1l siz =1 et u(z) =0
si > 1.

Si feA on appellera ordre de f noté «(f) le plus petit entier > 0
tel que f(2) # 0 si f n’est pas la fonction nulle 0 et on pose w(0) = +oco.
On a les propriétés suivantes ([4]):

w(af) = o(f) si le complexe a est non nul,

w(f49) = Min{w(f), w(9)},
w(fxg) = w(flw(g).

Les deux premiéres propriétés sont immédiates. Pour vérifier la troisidéme,
posons 7 = w(f)w(g). On a

(F*g) (n) =Flo(D)glw(g) +Zf(@)g(8) = fla(f)g{w(9)

puisque chaque terme de la somme est tel que I’'un an moins des diviseurs
d ou ¢ est inférieur & ’ordre de la fonction correspondante et donc est
nul. Le fait que ¢ est intdgre, entraine que f(w(f))g(w(g)) est non nul
si f et g sont non nulles et donc que A est sans diviseur de zéro.

Remarque. ¢ s’injecte canoniquement dans 4 par l’application
a—a-u et le produit af peut s’écrire aw *f.
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§ 2. Inversibles.

PROPOSITION 2 ([4]). Pour que feA soit inversible il faut et il suffit
que som ,,terme constant” f(1) soit # 0. L'ensemble des élémenis non inversibles
est un idéal m et A|m est isomorphe a C.

En effet, s’il existe ged tel que fxg =4 on a f(1)g(1l) =1 donec
Ff(1) # 0. Réciproquement, en supposant f(1) =1 ce qui est possible, on
peut déterminer g tel que f*g = «. On calcule les valeurs g() de proche
en proche: on a g(1) =1 et si @>1 de I’égalité 0 = } f(d)g(6) on tire
fl)g(x) = g(@) = —) f(d)g(8) ol d6 = et <@ ce qui permet de
calouler g(z) connaissant g(y) o ¥ < ». La fonction g = f*71 ainsi définie
est unique. Le fait que 4 soit un anneau local de corps des restes isomorphe
4 (O est immédiat.

ExempLE. Soit z la fonction de Mobius définie par u(1) = 1, u(2) = 0
si2 a un facteur carré et u(z) = L1 suivant que 2 est produit d’un nombre
pair ou d’un nombre impair de facteurs premiers distincts. Alors u est
inversible et son inverse est la fonction e définie par ¢(z) = 1 pour tout
@: on a uxe = u. De 1’égalité I' = exf on tire u+F = f: c’est la formule
d’inversion de Mobius (démontrée par Mertens [11]).

Remarque 1. Si B est ’anneau des fonctions arithmétiques & valeurs
non plus dans ¢ mais dans Z les idéaux maximaux m, de B sont formés
des f telles que f(1)e(p) idéal premier de Z et Pon a Bjm, =Z/(p).

En effet m, est de facon triviale un idéal. Il est maximal car si
m > m, et en est distinct, il existe fem telle que f(1) ne soit pas multiple
de p. La fonction pu appartient & m, et d’aprés Bezout il existe deux
entiers a et b tels que (a-pu+b-f) (1) =1 et la fonction ap-u-+b-f qui
est dans m est inversible (¢(1) = +1 est la condifion nécessaire pour
que geB soit inversible). Done m = B et m, est maximal.

Les idéaux m, sont les seuls idéaux maximaux: si m est maximal
80it f = a-u-+¢ ol w(g) > 1 un élément de m ol a entier > 0 est choisi
le plus petit possible: il existe sinon m serait contenu dans tout mi, donc
non maximal. Alors si f' ==a’-#4+¢’em on a ¢ multiple de a: s’il n’en
était pas ainsi on pourrait trouver un entier & convenable tel que 0 < a’ —
—ka < a et tel que (¢’ —Fka):-w+¢'' appartienne & m (ou ici w(g’’) > 1)
ce qui est contradictoire. Bnfin I'isomorphisme de B jm, avec Z/(p)
est immédiat.

Remarque 2. Ni 4, ni B ne sont noetheriens.

§ 3. Représentations de A ([4]).

ProrostTIoN 3. Llalgébre A est isomorphe

1° & Dalgébre large sur C du demi-groupe N*;

2° & Valgébre sur C des séries formelles en une infinité dénombrable
d’indétermindes;
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3° & une sous-algébre sur C de Valgébre sur C des matrices & une infi-
nité de lignes et colonnes.

Démonstration. 1° L’algébre large est l’ensemble des expressions
Y a,T" ot neN * et a,eC ou le produit est défini par T"T™ = T™_ Soit
u,e A définie par u,(n) =1 eb u,(x) =0 8i £ = n. On a 4, =u et fed
§’écrit

D fn)uy(2).
a=l1
Si ’on remarque ensuite que u,*u%,, = U, il suffit d’écrire I™ aun liewn
de u, pour constater 1’isomorphisme indiqusé.
2° L’anneau des séries formelles en une infinité dénombrable d’in-
déterminées X; est ’ensemble des expressions

Dlag Xt X, ayel, mel,
@)

somme infinie de mondémes ne comprenant eux-mémes qu’un nombre
fini d’indéterminées. On associe & ’indéterminée X, la fonction wu, , ol
p; est le nombre premier de rang ¢ (p, = 2, p, = 3, etc.) et au mondéme
X;!... X;* la fonction u, od ¢ = p;! ... p;". Enfin, & ag, on associe ¢-u.
Le fait que Z soit factoriel entraine que cet homomorphisme est bijectif.
Il n’est bien entendu pas unique et dépend, en particulier, de 1’ordre dans
lequel ont été indexées les indéterminées X; (qu’on indexera souvent:
par l’ensemble des nombres premiers plutét que par N).

3° On considére les matrices M = (M) ou 7 (ligne) =1,2,... et
j (colonne) = 1, 2, ... A la fonction fe A on associe la matrice M = (M)
ou My = f(1/j) quand j divise ¢ et M,;; = 0 quand ¢/j, n’est pas un entier.
On obtient ainsi des matrices triangnlaires, & la somme de deux fonctions
la somme des deux maftrices associées et au produit fxg de deux fonctions
le produit habitnel (ligne par colonne) des deux matrices associées.

§ 4. Topologies sur A. Il existe un certain nombre de topologies
naturelles intéressantes sur A.

(a) m-topologie: en posant p(f) = 1/w(f) on voit que ¢ est une valeur
absolue valuative qui fait de A un espace ultramétrique. C’est la topologie
linbaire engendrée par les idéaux w, = {f| w(f) = n},n =1,2,..., 4 ainsi
topologisé est un espace métrique complet: si f,, est une suite de Cauchy
dans A, pour tout ¢ = 1/j on a w(f,—f,) > j pourvu que p et g soient
> jo ce qui revient & dire que fy(2) = f,(z) pour # < j, et par conséquent
fn tend vers une fonction limite f définie par f(x) = limf,(2);

n
(b) t-topologie: Soit t(x) la fonction de ’entier x > 0 définie par
t(z) =t(p;* ... p°) = e+ +a, 1(0) =0.
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On a t(zy) = t(x)+1(y) quels que soient x et y. Si fed, on définit i(f)
comme le plus petit ¢(z) tel f(z) % 0 et £(0) = + oo. Si f considérée comme
série formelle s’écrit f = fo+ /1 + +fa-+ ... o0 f, est la partie homogeéne
de degré » de f, alors t(f) est le plus petit entier % > 0 tel que f; 7 0. La
fonction #(f) est une valuation et 4 muni de la distance associée est un
espace métrique complet. Cette topologie est aussi définie par les idéaux
t, = {flt(fy=n},» =0,1, ... Pour tout n onat, c w, mais i, ne contient
ancun o, si #>1 ce qui montre que la -topologie est strictement plus
fine que la w-topologie;

(c) Ces topologies sont des cas particuliers de topologies définies de la
fagon suivante: Soit a(z) une fonction positive de l'entier # > 1 telle que
si d divise # alors a(d) < a(z). Pour tout feA définit ¢(f) = Infi(z) ol
ztel quef(z) # 0. Onposet(0) = +oo.8oit a, = {fla(f) = n},n = 0,1, ...
(’est un sous-groupe additif de A car a(f+g) > Min{a(f), a(g)}. D’autre
part, sifea, et ged, on a a(fg) = n sinon il existerait « tel que fxg(x) # 0
et a(2) < m. Or fxg(z) = Y f(d)g(x/d) montre qu’il existerait d divisant
z et tel que f(d) #% 0 et comme a(d) < a(x) <n, on aurait a(f) < n, ce
qui est contradictoire. Ainsi a, est un idéal. On a a, > a,,; et les idéaux
a, définigsent une topologie lindaire sur A, séparée et qui est discréte
si a(z) est bornée. Exemples: Si a = ¢ la e-topologie est la topologie dis-
créte. Si a(x) = ¢ la a-topologie est la w-topologie. Si a = N (o0 N ()
=nombre de diviseurs de z) alors la N-topologie est identique & la ¢-topologie
en vertu de linégalité i(z) < N(z) < 2“®. 8i ¢ est la fonction d’Euler
la ¢-topologie est la w-topologie;

(@) m-topologie: ¢’est 1a topologie m-adique engendrée par les puissances
de Pidéal maximal m. Elle est plus fine que la -topologie donc plus fine
que la w-topologie;

(e) u-topologie: engendrée par les idéaux principaux (,) qui forment
une base de filtre car (u,)N(u,) 2 (4,) (Up) = (U,,); elle est strictement
plus fine que la w-topologie.

Conségquences. Les propriétés topologiques suivantes sont des propriétés
w-topologiques. Le groupe & des inversibles de A4 est ouvert et ferme
dans 4 et la topologie de A est compatible avec la structure de groupe
de G qui est ainsi un groupe métrique complet.

Si feA est inversible f peut s’écrire a(uw—g) oll aeC et w(g) > 1 d'on
une expression de linverse f*~! sous la forme

ffl=aut+g+g"+... +¢""+..)

L] s s .
avec g ' = gxg% ... #g, n fois, la série étant convergente. On peut encore
écrire

Fle=a utg)* ... s(utg")= ...
produit infini convergent.
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Autre conséquence: On peut munir le groupe G des inversibles de
A d’une structure d’espace vectoriel sur E en -posant, si f =u-+ged
et geR

(

ffe=utog+—F— b g+ . (w(g)>1)

et sif = af ot f'(1) = 1 en posant f*e = a®f™. Le produit de convolution
joue alors le role -de 1’addition.

.§ 5. Support et support premier.

DErFINITION 1. Si fe.A on appelle support de f et on note s(f) ’ensemble
des @ tels que f(w) # 0. On a §(0) = @.

DEPINITION 2. Si feA on appelle support premier de f et on note
8,(f) Vensemble des nombres premiers diviseurs d'un élément au moins
de s(f). Le support premier de f en tant que série formelle s’identifie
4 I’ensemble des indéterminées par rapport auxquelles f est non constante.

Propriétés. On a s(f+g) < [s(f)vs(9)], s(af) = s(f) si a est une cons-
tante non nulle, mais on n’a pas d’inclusion semblable pour le produit:
on peut avoir s(fxg)N[s(f)us(g)] =@ (exemple: f = u,, g = u,, avec
m>n>1). On a 8 (f) = @ si et seulement si f = a4 ol a<C. Ensuite
$1(f*g) = 8,(f)ns (g)etil y a égalitésif s~ 0 ousig = Oetsis,(f)s;(g) =9
(on considére par exemple pes;(g9) et # = w(f)y ol y est le plus petit
multiple de p tel que g(y) # 0). On a encore s,(f*™) = s,(f) si neN* et
si 8,(f*1) = 8,(f) si f est inversible.

Ces derniéres propriétés montrent que l'ensemble des fonctions &
support premier fini, soit @,, est une sous-algébre locale de A qui vérifie
Pimplication suivante: si 0 # fe®, et si g¢®P,, alors, fxg¢®,. En effet,
si pes,(g) et p¢s,(f) et si p est le plus petit multiple de p contenu dans
8(g) on a fxg(w(f)pa) f(w (f))g(px) # 0. Toutefois, f»ge®P, n'implique
pas f ou ge®, (ex.: g = f*7).

PRrOPOSITION 4. @, ést algébriquement fermé dans A.

En effet, soit fed vérifiant 1’équation suivante ou les g;eD,; g,
et g, #0

.’Jn*f*n'f‘gn—l*f*n_l"k oo Hg1%xf+go = 0.
On peut supposer que le degré n ne peut pas étre abaissé. Soit alors X la
partie de ’ensemble des nombres premiers réunion des s,(g;) et soit Ax
I’annean des séries formelles en les indéterminées X, ol keXK. Pour tout
i la trace de g; sur Az est g; et la trace de f est fre®;. On obtient done
1’équation
Iu*fE+ ... +0¥fe+go=0

d’ou par soustraction

(f = f=) % (@u#f " T groy 4™ 2 .o +gixf+g0) = 0.
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Les fonctions g, polyndémes en les g; et fx sont & support premier fini
done f ne saurait satisfaire &4 I’équation obtenue sans étre égale & fr qui
est & support premier fini ou vérifier une équation de degré n—1 qui
est <, ce dernier cas étant impossible par hypotheése.

COROLLAIRE. St les g; sont des constantes complexes, K est vide et f est
aussi de la forme a-u avec aeC.

Remarque 1. On pourrait espérer que toute fonction f est le produit
d'une inversible par une fonction de @,: il n’en est rien comme le montre
Pexemple de la fonction f = uy+us+ + tty, + ou p; est le nombre
premier de rang <.

Remarque 2. Les fonctions & support fini — ou fonctions finies
plus simplement — forment un sous-anneau @ de @; qui s’identifie au
soug-anneau des ,,polynémes’ de l’algébre large de N*. Les seules inver-
sibles de @ sont les constantes, & n’est pas algébriquement fermé dans
A et @ est dense dans 4 (w-topologie).

§ 6. Logarithme et exponentielle ([9], [10]). Si fe@ et si f=u+g
olt w(g)>1 on définit L(f) par

*2

g
2

g*n

L(f) = g— 5=+ o (=)Mo 4
série convergente dans A. Si f = af' olt aeC est non nul et f'(1) = 1 on
pose L(f) = Log(a)-u+L(f) ou Log(a) est la détermination principale
du logarithme de a. La fonction L définit ainsi une application du groupe
multiplicatif G dans 4. Elle est injective. Restreinte au sous-groupe G,
des f telles que f(1) = 1 la fonction L est un isomorphisme algébrique et
topologique de @, sur l'idéal m en tant que groupe additif.

EXEMPLE. L(u)} (v = fonction de Mdbius) est définie par L(u) (1) = 0,
L{p)(x) =0 si o n’est pas une puissance d’un nombre premier et

L(u)(p") = —1/n pour tout nombre premier p et tout entier % > 0.
Fonction emponentielle: si fed on pose, quand w(f)>1
il

exp(f) = u+F+ ... v T

et quand f = a-u-+g¢ on pose exp(f) = e*-exp(g). On a ainsi un homo-
morphisme de 4 sur @, non injectif, surjectif car exp(L(f)) =f et
continu ecar

v (exp (f) —exp(g)) > @ (f—g).
COROLLATRE. Si f est la conjuguée de f (f(x) =]-°(_w)) alors les solutions
de f+f =u sont f = exp(ig) ot g réelle.
Remarque. On pourrait aussi définir les fonctions cos(f), sin(f), ete.
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§ 7. Fonctions particuliéres.

DEérFINITION 1. Une fonction fed est dite muliiplicative si f(zy)
=f(®)f(y) quand (#,y) =1 et si f(1) = 1.

ExXEMPLES. Les fonctions ¢ d’Buler, (—1)* de Liouville, » de Mébius,
", e, u+u, sont multiplicatives.

Si fy et f, sont multiplicatives f,fs, |f;| sont multiplicatives, on a le
résultat bien connu suivant:

PROPOSITION 5. L’ensemble M des multiplicatives est un sous-groupe
de G dans lequel il est fermé.

PROPOSITION 6. 8i me M alors m se décompose de fagon unique en un
produit (fint ou infini) convergent (pour la topologie m-adique o m est
Didéal maximal de A) de multiplicatives m,, & support premier ne comportant
auw plus qu'un élément p ([6]).

On définit mye M ol p est premier par m,(p™) = m(p") et my(x) =0
si # n'est pas une puissance de p. Le produit infini mysxmgs ... xmyx...
est convergent car w(my* ... kM, —mex  *m,, ) > p et tend vers m car
m(z) = (Mg# ... %my) () si & <p. Ainsi m séerit ] (L+m(p) X, + ...
..+ m(p™) X3+ ...) (p premier). »

EXEMPLE.

e=[]@+Z+ ... +X5+..) et w=][01-X,),
l ?

o= []A+0X,+ .. +9" Tt ) = [ [ (1—pX,)™
»

2
De méme si ¢ est la fonction d’Euler

p=osp=[[1+@-1NX+ +@"—p"E+...).
b

COROLLAIRE 1. 8¢ me M on a L(m) = L(my)+ ... +L(my)+ ... La
fonction L(m) est nulle pour © =1 et pour tout ¢ qui n’est pas une puissance
d’un nombre premiér. Réciproquement, une telle fonction peut §'écrive sous
la forme 3 L(m,) o sy(m,) = {p} et d'est le logarithme d'une multipli-
cative. P

ExEMPLE. La fonetion w(z) =1 si & est premier, 0 si 2 n’est pas
premier est le logarithme de Q(z) telle que

I a l 1
Q) = 2(m' ... ps°) =—7 o et Q1) =1.
"

!
a,!

COROLLAIRE 2. 3i me M et si yeR alors, f*"e M.

Remarque. &i m, m; et m, sont trois multiplicatives telles que
8, (my) N8y (Mmy) = @, alors, m(Mmokm,) = mmyrmmy. (mf(2) = m(z)f(2))-
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DEFINITION 2. Une fonction aed est dite factorisable si a(zy)
=a(®@)a(y) quels que soient @ et ¥, et si a(1)=1. Une factorisable est multi-
plicative. Elle est complétement déterminée par les valeurs qu’elle prend
pour z = p premier. e §’écrit en tant que série formelle

[[@+e@) Xt . +atprZp+ "H(l——imfr;)'

»

Les fonctions e, z, (—1) = [[(1—-X,+X3—X,...) sont factorisables.
P
Le produit de deux factorisables n’est pas en général une factorisable:

exe — N(2) nombre de diviseurs de .
THEOREME 1. Pour que a soit factorisable, il faut et il suffit que Vappli-
cation f—af soit un endomorphisme de A ([1]).

On vérifie trivialement que a(f*g) = af xag si f et geA. Réciproque-
ment, 8i ¢ est un endomorphisme, alors a(u,, *4,) = au, *au,, donc a(nm)
=a(n) a(m). Une factorisable a est dite jamais nulle si a(x) = 0 pour tout z,

OOROLLAIRE 1. Pour que la factorisable a soit jamais nulle, il faut et
il suffit que Vapplication f— af soit un automorphisme de A.

COROLLATRE 2. 8% a est factorisable, 'inverse o* ! de « est pa (u fonction
de Mobius).

En effet, d’aprés le théoreme a*ua = a(exu) = au = u.

ExEMPLE. L’inverse de (—1)° est ( —1)'u = |u| c’est-a-dive (—1)|u]
=, ce qui est trivial si Pon éerit [[(1—X,+X;—...) [[1+X,) =1

P

(4 noter |u| = p%2% ol t,(z) est le noglbre de diviseurs premiers distincts
de z car 1+X = (1—X) (142X 4-2X24 ...)).

COROLLATRE 3. Pour que a soit factorisable, il faut et il suffil que a soit
multiplicative et que a*' = pa.

Si ae M et axuya = u, alors pour tout p premier et n entier > 0
on & 0 = a(p™) —a(p"")a(p) d’olt a(p") = a(p)".

COROLLATRE 4. feA est inversible si et seulement si af est imversible
quelle que soit a factorisable. En outre (af)*™! = of "1,

COROLLAIRE 5. L(af) = aL(f) quand L(f) existe et exp(af) = aexp(f).

Remarque 1. On sait que si fe4, on peut I'écrire comme matrice
& une infinité de lignes et colonnes. Si a est une factorisable jamais nulle,
Pautomorphisme f—af peut s’écrire matriciellement M—PMP~! ol M est
la matrice associde & f et P est la matrice diagonale d’éléments P;; = a(1).

PropoSITION 7. Le sous-groupe F* engendré dans G par Vensemble
F des factorisables est dense dans M.

Soit m, e I, sl(mp) = {p}. Alors, on peut déterminer des factorisables
o i =1, 2 . g, telles que leur produit f, vérifie w (m,—f,) > g. Autre-
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ment dit, il existe des complexes z; tels que pour n =1,2,... on ait
My (P") = (4 —@y%p) * ... *(u—x,u,) (p"). En développant, on obtient les
fonctions symétriques élémentaires des variables ;. Il suffit alors de
prendre pour z; les racines de l’équation

A—am (1) =0 ou a; =my(p).

Ceci étant fait pour tout p premier < ¢, on a ’inégalité si m = My kMg ...
cokmgxm’ avee ¢ < ¢:

W olnm[157) ~ofn- [T 5em s [T 55e0 o)
>
M_Ina)(mp— ) >q.

DEFINITION 3. Une fonction aeA est dite additive si a(zy) = a(z)+
+a(y) quand (2, y) = 1 et complétement additive (en abrégé c.a.) si a(zy)
=a(o)+a(y) quels que soient = et ¥.

Une fonction c.a. est additive. Les fonctions additives forment um
sous-espace vectoriel de m contenant lui-méme, comme sous-espace ’ensem-
ble des complétement additives.

ExeMrLES. Les fonctions #(2), log(z) sont c.a.

PROPOSITION 8. Pour que aed soit complétement additive, il faut et
il suffit que Uapplication f—af soit une dérivation de Valgébre A [1].

C'est immédiat: a(m) (f*g)(®) = a(x) 2 f(d)g(d) = a(d)+
+a(0) 3 f(d)g(d) Z‘f )9(8)+a(8) X f(d)g(d) Za(d)f(d)y(6)+
+ 3 f(d)a(d)g(d) (af*g) +(f*ag) (x) avec chaque fois dd = a.

Réciproquement, si a,—mf est une dérivation, on a en particulier
@ (Uy *Uy) = AU, U, + Uy, * AU, d’O0 a(nm) = a(n)+a(m).

COROLLAIRE. On a les formules: a»p — —exaup, au = —u'+a,
ut = —ixp*t a-a* = 2axa, si f est inversible af = —f“xaf*!, ele.

N.B. L’expression [f, g] = af *g —f*ag vérifie 'identité de Jacobi si
a(p) = £1.

PROPOSITION 9. Pour a soit additive, il faut et il suffit que a = ex L(m)
ow m est multiplicative. De plus, on a a = exa-L(e).

Soit y = p"x aveec # > 0 et x> 1. Il suffit de montrer que pxa(y) = 0
ce qui prouvera que u*a est nulle si ¥ n’est pas une puissance d’un nombre
premier et est, par conséquent, la logarithme d’une multiplicative. On
a a*u(p"z) = —exap(p™x) = —) au(d) —) au(pd) —) ap(p®*d)— ... en
groupant les diviseurs de ¥ suivant la puissance de p qui les divise, d parcou-
rant les diviseurs de z (non multiple de p). Les sommes sont nulles & partic
du troisiéme )’ et il reste — ) au(d)— Y a(pd)u(pd) = — 3 a(d)u(d)—

— Y a(d)u(pd)—a(p) ) w(pd). Le premier et le troisidme }’ sont de signes
opposés et le second est nul, si ’on remarque que u(pd) = — u(d). Réci-
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proquement, si g(2) = 0 pour tout z non puissance d’un nombre premier
et si g(1) = 0, alors exg est additive. On voit que L(m) (p") = a(p) de
sorte que L(m) 8’écrit a-g ol g(p") = 1/n et g(z) = 0 si z # p",

En tant que série formelle g s’écrit

1 1
E (xp+§-X§,+ +;X3+...)
P

* _Z—Logl X,) —Lognl X,)= L(e)

{puisque ¢ 6tant définie par e(z) = 1 Vo §%6erit [[ (14X, +... + X5+ ...)).
»

Remarque. A une fonction c.a. ne correspond pas nécessairement
une factorisable.

ExemMrLES. a = exL(e¢) est définie par a(p™) =1+4+1/24... +1/n.
Si ¢ =1, la multiplicative associée est exp (up*(u-—up)*'l). Si a = Logz,
on a Logz = exAd (ol A(p™) =1 et A(x) = 0 812 # p™). La multiplicative

associbe est
exp{ } IfY( —logp) XX
I1 P

(o Z{™ = polynéme de Laguerre) (donc exp(A)(p™) = LY (—logp))
qui s’écrit encore [en faisant X—>X/(2X —1)]

”2% " (Logp) ( )

p k=0

COROLLATRE 1. Pour que a soit c.a., il faui et suffit que uwa(p™
= u*a(p), p premier, n entier > 0 et uxa(x) =0 si © # p".
COROLLAIRE 2. Une fonction c.a. s’éerit sous la forme

a = 6*2 a(p)uy*(u—uy,)* "t = 2 a(p)exuyxe,

r »

[ 3525
ot 1— X, ~ 1-X,
ol &, est la factorisable qui vaut 1 pour x = p® et 0 ailleusrs.

Remarque. Considérons fed comme série formelle et écrivons
df[9p; au lieu de 9f/0X; et plus généralement

a‘(ﬂ)f a¢1+...+as(f)
: — pl ag
in an lieu de 0X)" . (0X)% avec m=p,"...p.°%

oU encore
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Si a, est la fonction c.a. définie par a,(p") = = et 0 ailleurs, et si a est c.a.

d
alors, af = D) a(p)a,,,up*é.

ExemMpLE. La fonection 2 définie précédemment (p. 13) est une
fonction multiplicative qui s’éerit en fant que série formelle

H(l—l—Xp—}— -I-%XE-I— ) =nexp.

» D

8i a et B sont deux factorisables, on a QaxQf = Qv o1 y est la factorisable
définie par ¥ (p) = a(p)-+pF(p) pour tout premier p. En particulier, 'inverse
de 0 est 2(—1)! (ol ¢(x) est le nombre total de diviseurs premiers de ).
De plus, 81 on définit un nouveaun produit de convolution par

(f*'g) ( Q(2|d) g (z/d)

le:

alors, le produit de deux factorisables est factorisable.

Pour toute fonction a complétement additive, on a 1'égalité: af
= Q*aw.

A la fonction £ on associe la fonction € de deux variables entiéres
définie par

Q(z) 2(y)
C(x =C =
(#,y) (4, %) 2 (ay)

Elle est multiplicative par rapport & @ pour tout y fixé et C(x,y) =1
si(z,y) =1.

La fonction C vérifie les identités suivantes:

D, Cla,y) =2

LY =3

pour tout n, > (—1)@C(n,)C(nz,y) = u(s) et, en particulier,

D (—1Y9C(a, y) = u(s).

TY=8

§ 8. Factorialité. Il a 6t6 démontré, le théoréme suivant ([4], [5])

TrkorEME. Soit B un anneau tel que pour lout n entier > 0 Vanneaw
B, = B[[X,..., X,]] soit factoriel, By =B. Alors Uanneau B,
= B[[X,, ..., Xn, ...]] en ume infinité dénombrable dindélerminées est,
lur aussi, factoriel.

Indiquons le principe de la démonstration. On munit B, de la w-topo-
logie et on appelle e, la factorisable définie ¢,(p;) = 1, si p; est le nombre
premier de rang ¢ < n et e,(p;) = 0 81 j,>—4z,_\0n établit le lemme:

2 — Dissertaliones Mathematicae 144 i J
¢!
v /
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LEMME. Si f non nulle eB,, est 1rréductible, alors il existe N > 0 tel
que fe, soit irréductible dans B, pour m > N.

Si n est grand, fe, = 0. On suppose qu’il existe une infinité de = tels
que fe,, = gn,*h,, 00 ¢ =1,2,... et n;<n; si 1 <j avec g, premier
dans B, et h, non inversible. D’ou w(gy,) > 1 et w(hy,)> 1. On peut
supposer g,, et A, dans B, . Le nombre w(n;) d’éléments irréductibles
dans la décomposition de f, est une fonction décroissante de ¢ qui atteint
son minimum > 2 si#n; est grand et on peut alors supposer que Ing = Ingprn;
et hy, = h,, e, . Dans ces conditions, les suites g,, et h,, tendent vers
g et heB,, et l’on a f = g+h. Maintenant, si on considére deux décompo-
sitions de f en éléments irréductibles f; et f; (en nombre fini, comme on
peut le voir en considérant w(f)), alors il existe une infinité de n tels
que, par exemple, f,e, soit associé & fie, d'oit f; associé & f;.

Remarque. La réciproque du lemme est vraie.

CorROLLAIRE 1. A est factoriel.

COROLLAIRE 2. Le sous-anneau D, des fonctions & support premier fini
est factoriel.

Soit fe®P; et soit K = s;(f). Dans I’anneau Ax des séries formelles
en X, (keK) qui est factoriel, f se décompose en produit d’éléments irré-
ductibles dans Ag (f # 0). Ces éléments sont encore premiers dans A4:
Si f; est un tel élément = g;*h; ol g; et A, ne sont pas inversibles, alors,
la trace de f; sur Ax (obtenue en remplagant les indéterminées X, j¢ K
par 0) qui est f; est le produit des traces de g; et h, et aucun de ces derniers
éléments n’est inversible, ce qui n’est pas possible si f; est premier. Done,
8ion a deux décompositions de f en facteurs premiers, ceux-ci sont asssociés
dans 4. Ils le sont aussi dans @, car si, par exemple, f, = g, *h;, alors
f1nesanrait appartenir & @, si b, ¢D;.



Chapitre II

Les algébres A,

On étudie, du point de vue de l’analyse fonctionnelle en particulier,
certaines sous-algeébres de A. i
Rappelons que le produit de Dirichlet de deux séries & termes com-

o o0 o0 o]
plexes > a, et > b, est la série Y ¢, ol ¢, =ME azbs;. En notation fone-
n=1 n=1 ne=1 =5

tionnelle a, = f(n), b, = g(n) et ¢, = (f*g) (n) pour tout n =1,2,...
Si les deux séries convergent absolument, la série produit de Dirichlet
converge absolument et sa somme est le produit des sommes:

D (fxg)@) = D) f@) ) g(a).

Rappelons aussi le théoréme de Mertens pour le produit de Dirichlet:
si ) f converge absolument et si D'y converge, alors > fxg converge et
sa somme est le produit des sommes. Toutefois, si D f et D' g convergent,
non absolument, alors > f*g peut diverger.

§ 1. Introduction.
DEFINITION. a étant une factorisable réelle et positive (a(@2) >0

00

pour tout x), on dira que feA est a-convergente, si la série > |f(x) (%)
To=]

est convergente. On notera 4, I’ensemble des fonctions a-convergentes.

THEOREME 2. A, est une algébre de Banach pour la norme |fl,

= S If(@)la@) ((8)).

=1
C’est une algébre normée en vertu de l'inégalité ||f*gll.< |Ifl,lgll, caxr

pour tout @ on a [fxg(z)| < (Ifl*|g])(z).

Elle est compléte, car elle est isomorphe en tant qu’espace vectoriel
a Despace ;.

COROLLATRE. 8i 4, , ..., A, sont n algeébres de Banach correspondant
aux factorisables ay, ..., a,, alors, A, N ... NA, est aussi une algebre de
Banach pour la norme ||f| = Sl}p Ifla, 0% pour || fll = ;llfllai équivalente. On

1
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remarque que celte algébre contient Dalgébre A, ok a est définie par a(p)
= Sup a;(p) (p premier) et est contenue dans Valgébre A .. avec o (p) = Infa,(p).
1 i

Remarque 1. La topologie induite sur 4, par celle de 4 (w-topologie)
n’est évidemment pas comparable & la topologie de la norme.

Remarque 2. On vérifie trivialement 1'équivalence suivante
fed, < Bup|fa|xe(®) < +o0
et dans ces conditions: ’
Il = Supfal xe(s) = lim|fe| xe(a)

par exemple.

De fagon générale, si Pe A, ¥(x) > 0 quel que soit , alors, I’ensemble
des f telles que [f|*¥(x)<< k¥ (%) quel que soit # pour une constante
k convenable est une algébre normée par ||flly = Sup{|f|*¥(2)}/¥(z) et

T

Yensemble des f telles que |f*¥(x)| < k¥ (2) est un module sur cette
algébre.

N.B.: Si @ tel que ©> 0, D(zy) < D(w)D(y), alors {f| 3 |fl (=)D (=)
< + oo} est une algébre (pour le produit * de convolution).

PROPOSITION 9. Deux algébres A, et A, sont isomorphes et isométriques.

En effet, si fed, on lui fait correspondre B(f) = % f ol % est la
factorisable définie pax s (p) = a(p).

p Ap)
car —;—f(a;)

B{x) = D laf(»)| qui converge et B est un isomorphisme
surjectif de A4, sur 4,. Enfin, I'isométrie est évidente car

. Cela définit bien un élément de 4,

B~ Bl = D[z f-50@-= D if—glal@) = If =gl

Remarque. Elles sont aussi isométriques pour la w-topologie induite
car o (B(f)—B(g)) = o(f—g).

ProrosITION 10. Pour que A, < Ay il faut et il suffit que a = B.

On écrit a> p pour ao(z) > f(w) pour tout o (< a(p)=> f(p) pour
tout premier p).

La suffisance est triviale. Pour la nécessité, supposons que a ne soit
pas = f. Alors, il existe p premier tel que a(p) < B(p). Soit f égale &
0 si ¢ # p™ et égale & f(p)™" si z = p™. Elle appartient &4 A, puisque
2 |fal est une série géométrique de raison < 1 et n’appartient pas & 4,

puisque le terme général de D'|fA| ne tend pas vers 0 et ceci contredit
I'hypothése 4, < A4,.
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COROLLATRE. A, = A; i et seulement st ¢ = B. Il y a ainsi correspon-
dance biunivogue enire les algébres A, et les factorisables positives ( > 0).

PROPOSITION 11. Soit A, < A, alors:

(1) A, n’est pas owvert dans A, et y est partout dense.

(2) Sur A, la topologie induite par celle de A, est strictement moins
fine que la topologie de la morme | |,.

A, est dense puisque l’ensemble @ des fonctions finies est dense.
A, n’est pas ouvert dans A4, car tout voisinage de zéro rencontre le complé-
mentaire de 4, dans A,. Soit ¥V un voisinage de 0, il contient la boule
Ve={fl Iflp<e}. Soit a=a(p)/f(p)>1 et f définie par f(p")=
s(p*—1)/B(p™)p*" pourn = 1,2, ... avec k > 0 tel que p* < aet f(z) = 0 si
2% p". On a feV, car ||fll, = ¢ et f¢A, de facon évidente.

On démontre de méme la partie 2.

Remarque. A, étant donnée, par exemple 4, (¢(z) =1 Va), on
peut se demander si l'intersection des algébres A, qui contiennent stric-
tement 4, est égale & 4,. La réponse est négative: Considérons la fonction
égale & 1 sur son support et dont celui-ci est 'ensemble p,, pip,, pipip:, ..

ey PIPY .. DR DL,y ... (p; DOmbre premier de rang ¢). Cette fonctmn

n’appartient pas & 4,, bien entendu, mais appartient & tout 4, qui contient
A, car alors, il existe un premier p tel que [o(p)| <1 et la série )|fa]
est majorée & partir d’un certain rang par une série géométrique de
raison < 1.

Cet exemple montre aussi en prenant f avec le méme support mais
égale & 1/n® par exemple, que la réunion des algébres 4, contenues stric-
tement dans 4, n’est pas égale & A4,.

On peut prémser la. mature d’un élément de ﬂA —4, ou les 4,
contiennent strictement 4..

Un tel élément a son support premier égal a Uensemble de tous les nombres
premiers: 8%l n’en était pas ainsi, il existerait p¢s,(f) et puisque D |faol
converge avec a, = 1 partout sauf en p, on aurait D'|fe| convergente.

Deuxiéme propriété: Quel que soit x, il existe un multiple de.x dans le
support de f.

Soit # = pTt... pys la décomposition de 2z en facteurs premiers. La
fonction f peut s’écrire f =fo+u, *fi+  +uptixf, avee fo, ..., fum
de supports premiers ne contenant pas p,. Ces n fonctions appartiennent

& (M4, puisque chague D}|fial< D'|fa| done & A, puisque s,(f;) #P
agf A
ensemble des premiers, ¢ = 1, ..., 7 —1. Les u,, 0l ¢ = p¥isont aussi dans

A, done f,¢A,. Cette function f,, n’est donc pas nulle et on peut la décom-
poser & son tour suivant les puiscances de u,, et ainsi de suite jusqu’a
Uy - En regroupant alors les différents termes obtenus, on voit que I se
décompose sous la forme f = f'+u, +f"" avec f' 5 0, ce qui prouve notre
assertion.
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§ 2. L’algébre A,. Clest 1, en tant qu’espace vectoriel et [|f]l, qu’on
notera [f|| est égale & Sup |fl®e( hm |fl*e(z!). Elle est normée aussi

par |f]l. ou |a| < e mais n ‘est pas complete si |a| # e (complétée = A —
Chap. III).
Remarque 1. Elle n’est pas normée par sup |f(z)|: pour tout & > 0

T
il existe f et ge 4, telles que Sup [f(z)|-Sup |g(x)|/Sup |f*+g(2)| < &, il suffit
de prendre f =g =4 +uy+ ... +%,. Dans ces conditions, Sup |f(a)|
=Sup|g(x)| =1 et Sup |f*g(2)|>Sup N (z) pour # < » quantité non bornée
quand n croit.
Remarque 2. fed, s’écrit comme somme de la série normalement

convergente D, f(n)u,(z), les u, constituant une base de Schauder de 4,.

n=1
§ 3. Multiplicatives et factorisables. On a le résultat suivant bien
connu:

PROPOSITION 12. Pour que m, multipliaatiwe, appartienne & A, il faub

et il suffit que la série double 3, 3 m(p™) converge. De plus, dans ces condmons,
» n>1

Dm(s) = (1+mp Y+ +m(p™ )+...), le produit infini étant con-

vergent ([7?).

Puisque m est multiplicative > m(z) = [T(1L+m(p)+ ...+ m(p™) +
+ ), il suffit de développer et la convergence de ce produit est équiva-
lente & celle de la série double > ' m(p™). Le produit infini est alors conver-
gent et égal 4 dm(w) car * "

n «©
\Zm(a:)—” (14+m(p;) + )l <2 2 |m(z)] < e

i=1 1+p,
si n est grand. Notons que 1’égalité du produit et de la somme n’est que
la conséquence du fait qu'une multiplicative se décompose en produib
de multiplicatives & support premier ne comportant qu’un élément.
CoROLLAIRE. Pour que o factorisable appartienne & A,, il faut et il
suffit que Zla )| < 400 et que |o(p)|l < 1 pour tout p premier. En outre,

8 ced, elle y est inversible ([2]).

Nécossité évidente. Réciproquement, si les conditions sont vérifides,
a101 s la série 2 lo(p (1 1) converge et ceci équivaut & la convergence
de > D' |o(p™)| clest-a- du‘e a celle de )'|o()| puisque ¢ est multiplicative.

o axl
Enfin, puisque l'inverse de o est uo, on a 3 |uo] < 3 lo| < + oco. Notons

alors que

Za(m) =]](1__i@.)_) et Z,uo’:”(l—a(p)).
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PROPOSITION 13. fe A, si et seulement si Sup ) |fo| < + oo 0% les o sont
des factorisables de A, & support premier fini.

k
On a |fll = Sup|lfo|. Soit & = Sup{ifo| et supposons que >'|f(z) > a
¢ 1

pour un k assez grand. Soit {, = Maxt(z), * =1,2,..., k. Si I'on prend

alors ¢ définie par o(p) = 0sip > keto(p) =1 —esquandp <k, 0<e<1,

on a pour tout # =1, ..., %, l'inégalité o(z) > (1 —e)o>1—st, et par
k

suite, D |fo(w)l > (1 —ely) D) If(z)] > a si & est- assez petit. La fonction
1

o appartient bien & 4,, donc [|f| < Sup||fell et comme I’on a trivialement
I'inézalité confraire, on en déduit ||f]| = Sup/|foll.

COROLLAIRE. La méme démonsiration prouve que si [ appartient 4
Dintersectiony des algébres A, qui contiennent A4, et si t(xz) est fini quand
xes(f), alors feA,, mais c’est aussi une conséquence du fait qu'il existe un
multiple de zes(f) qui est aussi dans s(f) st fe( 4. — A,. Cela montre aussi
que 81 fe(A,—A4,, alors Sup|f|l, = - co.

§ 4. Endomorphisme déterminé par une factorisable. L’application
f—fo de A, dans 4, est un endomorphisme si et seulement si |o| < e
(lo{z)] < e(x) =1 pour tout x), c’est un auntomorphisme si et seulement
81 |o] = e. Trivialement |foll <|Ifll si [o] < e et |[foll = [Ifll si o] =e. Si
a est un idéal, sa est un idéal si |o] = e.

§ 5. Norme spectrale. 4, étant une algébre de Banach, la limite de
If*** quand n augmente indéfiniment existe: c’est le rayon spectral ou
norme spectrale »(f). On a »(f) = Inf|f*|"*, 0 < »(f) <Ifll, »(f*™) = »(f)*,

n

n =0,1,... Ici, »(f) est une norme: »(f) =0 < f =0. En efiet, |f|l
>If(a)| si a= o (f) et par suite [|f**|>|f(a)|® d’0l, & la limite, »(f) = |f(a)|.
On a aussi

»(f) = InfSup[|f*"xe(z)]"".

De plus »(f,) < »(f), si f, est la partie homogéne de d°n de f.

§ 6. Idéaux maximaux.
ProPOSITION 14. Les idéaux maximaux de A, sont les idéauz de la

forme m, = {f| X fa(z) = 0} avec a factorisable telle que |a| < e. Si a# fi
=1

alors m, #mg ([12]).

Un idéal maximal m étant fermé et A,/ m étant isomorphe a C, il
est le noyau d’un homomorphisme continu de 4, dans C. Soit ¢ cet homo-
morphisme. On a @(#) = 1 puisque ¢ n’est pas identiquement nul. Posons
@(u,) = a(n). Comme @(u,*Uy) = @(Uyy), 00 2 a(nm) = a(n)a(m) quels
que soient m et n > 1, autrement dit a est factorisable. On a |a| < e: 8'il
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existe ¢ tel que |a(g)| > 1 on a, en posant la(g)] = ¢, f = Zuqn/c"eAe d’ol
n=0
n—1

o(f) = g,,(nz—:'luan/c’*)-;-q:(g’uqn/c”) =g (2) +‘P(“¢N/0N)‘P(f) = N+o(f)

ce qui n'est pas possible. Alors si f == ' f(@)ug, on a ¢(f) = D f(2)p(u,)
= Y f(z)a(w) puisque ¢ est continue. Donc, le noyau m, est idéal maximal.
Si a B, il existe p tel que a(p) # B(p) et la fonction f = a(p)u —u,
appartient & m, et non & my,.

11 y a ainsi correspondance bijective entre les maximaux et les factori-
sables a telles que |o| < e.

Remarque 1. A la factorisable % correspond l’idéal m, des f telles
que f(1) = 0 qui est l'intersection avec 4, de l'idéal maximal m de A.

1 —
Remarque 2. Si |a| =e¢, [on peut écrire m, = —m, = am, o
a
a(z) = a(x).
Remarque 3. I’homomorphisme f— 3 fa est uniformément continu
et surjectif, ce qui prouve encore que le noyau est idéal maximal.

Remarque 4. Soient n +1 factorisables distinctes ay, a4, ..., a,. Alors,
elles constituent un systéme libre, c’est-a-dire qu’on ne peut avoir a,
= Mo+ ap+...+ 4,0, avec les 1,eC.

On peut supposer |¢| <e Vj=0,1,...,n Deplus Vj =1,...,nil
existe un premier p, tel que a(p;) # a;(p,;) et sil'on considére f = (al(pl)'u—
—-uﬁl)*...*(an(pn)u-—upn), ona Y fo(z) =0 Vj=1,...,nmais, ) fa(2)
= [] (a(py) —a(py)) # 0, ce qui serait contradictoire (autrement dit, on
a,ulfa,ilt 161 My, =1M,, ce qui n'est pas).

COROLLAIRE 1. Sifed,, si f(1) s 0 et si f*" est telle que D,/ " a con-
verge guel que soit a telle que |a| < e, alors, f*'ed,.

En effet, d’aprés le théordme de Meitens X (f+f*')a qui converge
est 6gal & 3 fa 3 f*'a = 1 puisque D fa converge. Donc ) fa # 0 quel
que s0it e et f n’appartenant & aucun idéal maximal est inversible.

COROLLATRE 2. A, est semi-simple ([8]).

Le fait que l'intersection des idéaux maximaux est nulle est la con-
séquence du fait que » est une norme. On peut I’établir aussi de la fagon
suivante: si f # 0, soit & = o(f). On considére les factorisables o telles
que o(p) = 0 si p ne divise pas a et les séries de Dirichlet D fo sont des
séries entieres en un nombre fini (égal au nombre de diviseurs premiers
de a) de variables complexes #;, ..., 2, convergentes dans le polydisque
unité et nulles pour toutes valenrs des z; dans le polydisque, ce qui est
contradictoire.
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Cela montre aussi que l’intersection des maximaux réels (m, oi
a réelle) est nulle ainsi que celle des maximaux & support premier fini
(m, ot a & support premier fini).

Remarque. Les idéaux maximaux qui sont des ensembles fermés.
sont rares.

COROLLAIRE 3. Les tdéaur maximauxr de A, (B factorisable > 0) sont
les m, ok |o| < B et ceum de A’ = () A, sont les my, = A’ (\m,,. Ce sont
les seuls, car si f est inversible dans chaque A, elle est inversible dans A’.
De méme A’ est semi-simple.

§ 7. Spectre. A, étant une algébre de Banach & élément unité, le.
spectre Sp(f) de feA, est l'ensemble des D) fo(z) ol |o] <e. O'est aussi

=1
’ensemble des complexes A tels que Au—f soit non inversible. Si I'on.

considére f comme fonction de variables complexes, ¢’est ’ensemble des.
valeurs f(2y, ..., 2,,...) o [ <1. (Voir [13]).

Sp(f) est un ensemble non vide (il contient D fu = f(1)) compact
contenu dans le disque centré & l’origine de rayon ||f|. En fait Sup IZ fa'l

= »(f) = im ||f*"'" et cette valeur est atteinte. Le spectre de f est rédnit

n
3 un point £ si et seulement si f = éw et tout point de O est spectre:
d’une fonection. Si f # &u le spectre de f contient plus d'un point et
plus précisément a un indériewr non vide: en fixant toutes les valeurs
d’une factorisable sauf une o(p) on a, en posant o(p) =2, une série
entiére de la variable complexe z non constante si » est convenablement.
choisi.

ExevMpLE. Sp(u,) est le disque de rayon 1.

De fagon évidente Sp (Af) = ASp(f) si A¢C, Sp(f+9) < Sp(f)+Sp(g)
et Sp(f*g) = Sp(f)Sp(g). De plus, quelle que soit la factorisable a, on
a Sp(af) c Sp(f) et il y a égalité si |a| = e. On n’a pas toutefois Sp(f)

USp (fa) ol |a| # e, exemple: f = Zaiu (p; premier de rang ) avec

a, 1ée1 positif et D'a; < +oo. En palmcuher Sp(f) # U Sp(fe,), mais
de fagon immédiate Sp(f) = UBp (fe,) (N.B. N Sp(af) = {f(1)})-
Inégalité de Cauchy: Sup If?w)l < 2(f). ’
Soit a tel que Sup |f(;)| = |f(a)|. En prenant o telle que o(p) =0

z
si p ne divise pas @ et en posant o(p,;) = 2; si p; divise a, on obtient, une.
série entiere de n variables complexes z,, ..., 2, convergente sur le polydis-
que unité et sur sa frontiére ol le maximum atteint est < »(f) en module,
ce qui enfraine |f(a)] < »(f).
Par suite, pour tout o, Sup|fo(z)| < »(fo). On a SupSup [f**(2)™
n x

T
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< »(f) en appliquant I'inégalité & f**. Rappelons enfin que Sp (f*~") =1/Sp(f)
si f est inversible et qu'alors 1/»(f*?) < A < »(f) pour tout AeSp(f).
ProroSITION 15. 8% feA,, alors Sp(f) est connexe par arcs.

En supposant f # & soient a et beSp(f) correspondant respecti-
vement 3 o et f: ) fa =a et D ff = b. Soit alors o, définie par o,(p)
— (1—a)a(p) +zp(p) avec 0 < # < 1. On a |o,(p)| < (1—)|a(p)| +2|(p)]
<1 done |o,] < e. De plus Y fo, = a et > fa, =b. Les ) fo, sont des
points du spectre et il suffit de montrer que la fonction F(x) ainsi définie
est continue en tout point z: on a

n-1 0o
P (@) —F(ao)| =] Y (0= 05) | <| D Flou—00) | +| ) Tor—0)|
<|ﬂ2_1f(az_da:0) +25:'f'-
1 7

Si n est grand 2) |f| < /2 et le D) restant est < £/2 si 2 est proche de z,.
Remarque 1. On verra que Sp(f) peut ne pas étre simplement con-
nexe.
Remarque 2. On peut définir un spectre local de la fagon suivante:
Etant donnée une partie E de l’ensemble P des nombres premiers de
complémentaire F, tout fed s'écrit Y f,T° o ieF et f; contenue dans

2
I’algdbre large sur ¢ du demi-groupe engendré par ¥ dans N* multipli-
catif. Soit ¢ une factorisable, |o| < e et O, l'opératenr de A, défini par

Ca(f) = Zfia(f:), 1¢E.

C’est un endomorphisme continu de A,: (|C,(f—@I<If—gl. A toute
fonction feAd, on fait correspondre ’ensemble des C,(f) ol |o| < e: spectre
Spz(f) de f relatif & E. En particulier Spx(f) = Sp(f).

Spg(f) est une partie compacte connexe de C contenue dans la boule
de rayon [|f|l. Si 4,  désigne la sous-algébre de 4, (fermée) des fonctions
f & support premier dans ¥, on voit que A, peut s’identifier & une sous-
algébre de I’algébre des fonctions continues sur la partie compacte My de
Pensemble 9t des factorisables a, || < ¢ (topologie produit) & valeurs
dans A, p (voir ci-dessous).

§ 8. L’espace de support de 4,. I’ensemble M, — ou plus simplement

P — des idéaux maximaux de 4, (ou des factorisables a, |¢| <€) muni

de la topologie la moins fine pour laquelle les fonctions ) fa sont continues

est Pespace de support de A,. Sa topologie peut étre définie par les voisi-

nages V,(ag, f1s+..,fa) de a, formés des a telles que | 3'fi(a—ag)| < g
z

% =1,...,n Les fonctions u et u, (p premier) constituant nn systéme
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de générateurs de 4, (la plus petite sous-algébre fermée les contenant est
A,), cette topologie est définie par la distance

d(a,B) = D [a(x)—B(2)]/2°< 1.

z=]

L’espace M est alors un espace compact isomorphe au produit K o K
est le disque unité de C.

A, s’identifie alors & une sous-algébre de 1'algébre ¢ () des fonctions
continues sur Wi & valeurs complexes, normée par »(¥F) = Sup|F(a)| si
FeCQ(M). a

Algébriquement, Pt est muni d’une structure de demi-groupe par
(a, B)—af définie par af(z) = o(z)f(z) V2 commutatif 4 élément unité
(la factorisable e) et élément zéro (la factorisable u).

Le groupe M' des éléments inversibles est formé des a telles que
la| = e, c’est une partie compacte de IN.

On notera M* le sous-demi-groupe des factorisables jamais nulles
(c’est-a-dire telles que a(x) # 0 quel que soit x): il est partout dense dans
M, il n’y est pas ouvert.

Remarque. Dans M, les factorisables a, |a| < o, ne forment pas
un demi-groupe pour 'opération (a, f)—af si ¢ n'est pas < e. Il Pest pour
I’opération (e, §)—af/o.

§9. La fronti¢re de Silov. 4, étant [de Banach, il existe un plus
petit sous-ensemble fermé de M, soit W', tel que Sup| Y fa| = Sup| 3 fa
aeT e’

la frontiére de Silov.

PROPOSITION 16. La frontiére de Silov de M est M ensemble des factori-
sables a telles que |a| = e ([13], [8]).

En effet, la frontidre contient M': il suffit de considérer les fed, de
la forme

f=ut0e®uy, +.. 40,60, +...

avec g; réel > 0, p; nombre premier de rang <. Le maximum de IE fa|
est atteint pour 'unique o telle que ¢(p,) = ¢~ '%n.

De plus, sl existait a¢D telle que pour tout oeM' on ait | Y fo|
< | X fa|, on aurait encore si n grand |3 fe,o| < | fo,a| ce qui n'est
pas possible.

COROLLAIRE 1. Llintersection des idéaur mazimauz m,, aeI', est
nulle car si fem,, aeM, alors »(f) = 0 donc f = 0.

Remarque 1. L’intersection des maximaux réels de I est non
nulle: elle contient f = (Y 27%) — 3 27%u," (p premier).

P P
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Remarque 2. La frontié¢re de Sp(f) qui est contenue dans ’ensemble
des > fo, o, lui est en général différente: on peut méme avoir Sp(f)
= ensemble des 3 fo ob oI (exemple: f = 2, +u,, (M, n) = 1).

COROLLAIRE 2. Les propositions suivantes sont équivalentes.

Loo(f) = IAN
9. f =c¢-go o ceC, ged, réelle positive, oM.
3. If*™ = I pour tout entier m > 0.

4. |f**(x)| = |fI*(x) pour tout n et tout m.

1 = 2. Il existe aei' telle que | 3 fa| = 31f]. Soit @ = w(f). On peut
poser f = ¢f de fagon que f'(a)a(a) soit réel > 0 (on suppose f non nulle)
et on a toujours »(f’) = [If'Il 0301 1n1p11quc que pour tout 2> a

If'(@)a(a)+f (w)a(z)l = |f'(a)e(a I+If’(09 )a(z)

donc f*(z)a(z) est réel > 0 et on peut écrire f'(x)a(z) = g(z) ol ged,
est > 0. Par sultef = gd = go et f = c-go.

2 =3 Si f=cgo alors " =" ¢g*"eg dod f™(z) = "¢*"(z)0o(x)
= (ego)*"(2).

3 = 4 évident.

4 =1 d’apreés la définition de »(f).

Remarque. L’ensemble des f telles que »(f) = ||f| est fermé dans A4,.
Si »(f) = lifll, alors pour tout a,»(fa) = ||fall, si § est une partie de N*
et si fg est la restriction de f & § (fy(x) = 0 si x¢8), alors »(fg) = |Ifsll-
On remarque encore que le spectre d’une fonction vérifiant les conditions
du corollaire est symétrique par rapport & une droite passant par 1’origine,

ExBMPLE. uz~°(avec Re(s) > 1) car u = |u|( —1)f vérifie les conditions
du corollaire.

§ 10. Le groupe @, des inversibles. Le groupe @, — ou plus simplement

G — des inversibles de 4, est ouvert dams A4,, linverse de f = Au—g
ol w(g)>1 et A # 0 est défini par f*'(v) = } ¢*(0)/A" somme finie
puisque ¢**(2) =0 si »> partie entiére de ILog(wz)/Log (w(g) Si
N(u—f)<1l on méme si »(u—f)<1, alors f est inversible. En consé-
quence, si f est inversible et si |lg —f| < 1/If*7"]l, alors g est inversible et
lg*= =< W "I lg —fiI/Y od ¥ = 1—{f* g —fI. Chacune des ap-
plications f—>f*"! et f—>fa, aeM' est isomorphisme algébrique et topologique
de G sur lui-méme ([13]).

Pour que f soit inversible dans 4, il faut et il suffit que fa soit inversible
VY aecIN'. Cependant, il ne suffit pas, par exemple, que fa soit inversible
pour tout a & support premier fini pour que f soit inversible: f = Up, [27
(p, = premier de rang #,p, = 1).

La topologie induite sur G par celle de 4, est compatible avec la
structure de groupe de ¢ qui, muni de ses structures uniformesy est un
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groupe complet. La topologie de & étant séparée et I'unité possédant un
systéme dénombrable de voisinages, G est mélrisable. Plus précisément,
silon remarque que G est isomorphe au produit U x G* ot @* est ’ensemble
des fe@ telles que f(1) > 0 et U le groupe des complexes de module 1,
alors si f = e+ avec geGt, en posant

n(f) = Min{[Loglglll, |Logllg™ "I} +Inf|6 -+ 2kn|

on a les propriétés suivantes pour la fonction 7(f):

n(f)Z0 et n(f) =0 < f =u, n(fxg)<n(f)n(g), n(f*) =n(f).

En définissant la distance de f et ge@ par d(f, g) = n(f+¢*") on a une
structure uniforme sur @ identique & la structure uniforme droite ou
gauche de @.

L’adhérence @ de G dans A4, (qui n'est pas 4,: %,¢@) est multipli-
cativement stable: si f et f'e@ il existe g et g'«G telles que [g—fll<
g3If'l et llg'—f'Il < &/3|lfl pour tout s> 0. Alors g+g’ est inversible
ot Ton a lgxg'—ff'll = g —F)*(g'—F)V+F*(g' =)+ *(g—HI<
llg —Fillg’ —F N1+ 1A g" —F I+ 1f g —FIl < e2/9 NIfif N 23 + /3 < & dés que
e < 3|IfIfll, ce qui prouve que fxf'eG.

Rappelons qu’une condition suffisante d’appartenance & @ est 1’ap-
partenance de 0 & la frontiére du spectre de la fonction considérée.

PROPOSITION 17. Le groupe G des inversibles est connexe.

On va montrer qu’il est connexe par ares.

Soient f et ge@, on peut passer de facon continue de f & g en restant
dans @ de la manidre suivante. On passe d’abord de fa f,= f(1)"'f et
de g & g, = ¢g(1)"'g en restant dans @, de facon continue c’est évident.
On passe ensuite de f; & f, en considérant F, (s réel > 0 par exemple)
définie par I’y = 27°f,. On a F, = f; et puisque ~° est factorisable F, est
inversible. On définit de méme G,. On prend alors s assez grand > s,
pour que [[F, —ull <1 et |Gy —ull <1. Ceci est possible car ’on a par
exemple | I',—u| < ||fll/2%. Ces applications sont continues en vertu de
Pinégalité:

lZm‘sh— Zw-“"h’ < ls—¢'|a)l  pour tout A.

Ceci fait, on définit H, par H, = (1—)fa+ g, o fo = F, et g2 =G,y ¥
parcourant le segment [0, 1]. La fonction H, est une fonction continue
de y et est inversible car H (1) =1et [H,—u[|< (1 —)fa—ull +yllge—ull
< (1—9)+yp <1 ce qui achéve la démonstration. .

COROLLAIRE 1. Soit G, le sous-groupe fermé des fe@ telles que f(1) = 1.
Le groupe & est isomorphe au produit des deux groupes G, et 0% des complexes
non nuls et puisque A, est intégre G, est sans torsion. Ceci dit, la méme dé-
monstration prouve que @, est, lui aussi, conneze.
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COROLLATRE 2. G et G, soni engendrés par chacun des voisinages de
Délément neutre. Ainsi, i geGy, g =u—¢', ¢'(1) =0 6t st ¢ > 0 il ewiste
1 =U—G1y -y §u = U—g,, telles que |gil < ¢ €t g = gy*...%g,.

8t Von prend ¢ < 1, alors, Vinverse de g; est la somme de la série absolu-
ment convergente D, g et par swite Vinverse de g 8 éorit

00

2 2 gk xgn = S‘Fa
g=0

g=0 r1+...+1p=q

série normalement convergente. Si f¢G, on éerit f = f(1) f; o fieG.
Remarque. Soit fe@q, oW alors foe@, et les sous-groupes oG,
= {f| f = 091, g, ¢G4} forment une base de filtre puisque aGy N fG, > afG,
et définissent une topologie d’espace séparé sur G,.
ExXEMPLE. Soit f = u+a,%+...+a,u, avec D'a] < 1. Dans ces
conditions f est inversible et I'inverse f*~! est définie par

—

(@4 ...+ a)!

a ! ag!

f*—l(p;':lll s p::) — ( ___l)a] +...Fag av;l . a:s

ou encore f*~!(z) = (1) Q(x) (1(2))! o(z) avec a(p) = a,. Si a, = p;%,
Re(s) > 1 on a

; = 3 1= -2
1+ 31/p° z;:( 1)@z~ (x)! 2(x)  (cf.T §7).

§ 11. Diviseurs de zéro topologiques (cf. [13]). Soient r et o les
deux applications de A, dans R, définies par

I *gl v (f*g)
= Inf =TI .
") =M= e elf) = It

Elles posseédent les propriétés suivantes:
L Ir(f)—r(g)l < If —gl.
2. r(Nr(g) < r(F*g) < r(f) ligll
3. r(N<»(H < Il
4 le(f)—e(@I<»(f—9)
5. e(fle(m) < e(f*g) < o(f)v(g).
6 o(f) < o(f).
7. o(f) = In.lefa] ou oM.
Remarque. o(f) =0 si et seulement si il existe aeMN' telle que

2, fa = 0 puisque M! est compact et r(f) = 0 si et seulement si I’idéal
principal (f) n’est pas fermé.
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On a en outre les propriétés suivantes:

PROPRIETE A. o(f) = 7(f). En effet V ged, et n entier > 0, on a »(f)
L (F*9)™ "™ lg*™~" qu'on obtient en écrivant #(f) < [If*4™I/llg""ll, puis
r(f) < if=(Fg*"™N/IIfxg*ll, etc. et en multipliant ces expressions. En
passant & la limite #(f) < »(f+g)/r(g) et enfin »(f) < o(f).

DEFINITIONS. fed, est dite diviseur de zéro topologique fort — en
abrégé; dzt fort — si r(f) = 0. La fonction ge A, est dite diviseur de zéro
topologique faible — en abrégé dzt faible — si o(g) = 0.

PROPRIETE B. Soient @ et @ les adhérences de G dans la topologie forte
et la topologie faible respectivement et soient Z et Z, les dzt forts el faibles
respectivement. Alors G—G c @ -G < Z,c Z.

Les premiére et troisiéme inclusions sont triviales. Si »(f) < 1, alors
% — f est inversible, en particulier si g est inversible et si»(f—g) < 1/»(g*™),
alors f est inversible. Si une suite {f,} d’inversibles tend faiblement vers
fetsiv(fi~!) est borné, alors, sinestgrand»(f—f,) < 1/Ksi K = Sup»(fi!

n

donc f est inversible. Soit feG;—@: il existe une suite {f,} d’inversibles
qui converge faiblement vers f et d’aprés ce qui précede »(f;~') tend vers
0 donc o(f) = 0.

PROPRIBTE C. Soit fed,, f # 0, alors il emiste ae M* telle quelo(fa) > 0.

Si f(1) # 0, c’est évident puisque fa est inversible, si a est assez
petite dans MM*. Supposons done f(1) = 0.

(a) fed, considérée comme série formelle est homogeéne de degré d.
En vertu de l'inégalité |»(F)—7(G) < |F—@Q|| VF et Ged,, on aurait,
si fa était dzt fort pour tout aeM* l’inégalité »(@) < |fe— G| VG A,.
Isolons alors une indéterminée du support premier de f qui peut donc
s’écrire

f=X" s fy+ X s+ X xfaat

ou s> 0, f; homogéne de degré 7 et f, # 0 (¢ < d) en conservant la mo-
tation . .

Soit a telle que a(X) =1 et a(X;) =1e]0,1] pour X; # X et
G = X**xg. On a donc pour tout o

(X4 xg) =r(g) < [(o(2)? X% xf,0)t° — X xg|+
+ ) (Ko (X)) P #fopn0 4 X #f5)o ]+ ol

En faisant ¢ =t°g’ et o(X) = 1 et en faisant tendre ¢ vers 0, on a 7(g’)
< |Ifs6—¢'ll quels que soient o et g'. Si f, est constante (i.e. § = 0) non
nulle par hypothése, on a une contradiction quand g est cette constante.
Si f, n’est pas une constante, comme s est < d, on est ramené au probleme
précédent avec un degré d’homogénéité moindre, de sorte qu’on tombera
sur une constante — au plus tard quand le degré sera 1 — et on aura
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une contradiction. Si f est homogeéne, il existe donc « telle que fa ne soit
pas dzt fort.

(b) Cas général: f peut s'écrire f = f,+f' o f, est la partie homogéne
.de degré ¢ minimum de f, d’olt af = aof,+of avec 7(af,) = a, > 0. Soit
alors o telle que o(p) = te]0,1]Vp. On a caf = t?af,+1+'f"". De D’iné-
galité

Ir(oaf ) —r(Pafy)| < [FHFI| < 4TI f
on déduirait, si ff était dzt fort, I'inégalité
1 (af,) < Pfll dolt 0 < @y < tHfIl V>0,

ce qui est contradictoire. Il existe donc feIN* tel que f5 ne soit pas dzt
fort.

COoROLLAIRE. La propriété A monire qu'il existe a telle que o(fa) > 0,
aeJt*,

En conséquence, si f(1) = 0, le spectre de f contient 0 ainsi que
Sp(fa) et comme Inf| Y fo|> 0, ceW' le spectre de fa (donc celui de
f qui le contient) contient le disque de centre 0 de rayon »(fa). Si f(1)
#0,f =f(1)u-+f et Sp(f) contient un disque de centre f(1) de rayon
7(f'a) > 0 pour un «<M* convenable.

PrOPRIETE D. 8i fed,, non inversible et f(1) # 0, il existe aeIM*
telle que fa soit dzt faible.

Supposons f(1) =1 pour simplifier. La fonction f' déduite de f en
remplagant u, par & #0 et assez petit quand 4> 4, est proche de f et
donc non dzt si f ne ’est pas. On peut supposer en outre que f/(1) # 0 (f(1)
a 666 modifié par I'apport d’e). La fonction f’ est série entiére des variables
Upy oo vy Up, €6 51 0 est telle que a(p;)) =esiiz iy ona ) fa = D} fa
11 s’agit; done de trouver aeIN* telle que D' f'a = 0.

Prenons ceZ(f') = {a| 3 f'a =0} telle que X®o(x) ne soit pas
dans Z(f’) si |1 < 1. Cela est possible car Z(f') est fermé et o # u si
d(u, 0) = d(u, Z(f')). Soit ¢’ telle que o’ (p) = o(p) quand o(p) # 0 et
d'(p) =1 ailleurs.

La fonction of’ & un terme constant non nul et n’est pas inversible
puisqu’elle a un zéro de la forme (1,1,...,1,0,0,0,...). La fonction
F obtenue & partir de of’ en remplagant 1, par t quand o(p) # 0 et u, par
6 quand o(p) = 0 est une fonction des deux variables t et 6: F(t, 6)
& terme constant non nul s’annulant pour ¢t = 1, 6 = 0. Si elle n’est pas
dzt faible, alors, F'(at, 6) oit |a| < 1 est proche de F, 3 terme constant 5= 0
et non inversible car 'ensemble des ¢ non inversibles et non dzt faibles
est ouvert. Elle a donc un zére F(at,, ,) ot 6, = 0, sinon, ¢’® o serait
dans Z(f') contrairement & I'hypothése. Done f a un zéroeIM™.
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Remarque. L’hypothése f(1) # 0 est essentielle: f = u,.

N
EXEMPLE DE dzt. Soit fy =) %, = fy+ 3 4, (p premier). Il existe
aeM' tel que ! »>Nj2

N N
| Sve@|<{ i@} < ¥ (et §12).
1 1

D’autre part, quand B¢, I'image de ' u,8 est un disque de rayon
w(N)—n(N/2) > N (ou =(N) est le nombre de premiers < N). On peut
done choisir un tel # pour que l'on ait D' fya+D fu, = 0, c'est-a-dire
D fyo = 0 en prenant ¢(p) = a(p) quand 1;< N/2 et o(p) = f(p) quand

p>N/2 De la méme facon, 2# *,,, Z‘ lu(n)|u, sont dzt ainsi que
Z,‘n ol Re(s) > 1 et pas trop grand et N assez grand (l’ensemble des

va[leurs de 2 2~ B(p) ol BeM! est une couronne circulaire qui rencontre
p>N/[2

I’ensemble des valeurs de > n~°fya quand aeIM', d’ol1, puisque ’ensemble

des ¢"°f@ est dense dans V', Inf| Zm—aeﬂlog(:c)l —0 si ¥ grand ob
Re(s) > 1 et pas trop grand). ‘*® 1

§ 12, Inégalités. Pour keN soit |uyl —H u+t...+uygled, multi-

plicative par définition. On a [u,| = |y|. Soit Ip.k]A = {flul] feA} C’est
un sous-espace vectoriel fermé de A, et puisque |yl |uxl = |yl on a

lld, < gl AS = ... = |l 4, ...

A la fonction fed, on associe sa projection 7, (f) = flu,l sur |u,l4,. La
suite :;zk( f) converge vers f. Soit v, 'application de |u,|4, dans 4, = {f
= Ya,2"| a,e0, }la,| < + oo} = A,e,, définie par v,(u, ) = U1 gt

Vp(Uzy) = Vp(Ug)Vp(wy). Si felupld,, on a v (f) =F, = Zf(’"' 2 e A,

noal
L’application v, est un isomorphisme algébrique et topologique de |u,|A4,

sur A,: il est en effet surjectif.

De plus, ‘v’z tel que [2| <1, Fy(2) = 3 fa pour aeM convenable:
a(p,) = 2*"" et le spectre de F,,( ) est contenu dans le spectre de f.-
Pour tout fed,, appelons spectre frontiére de f 1'ensemble des ' fa o
aeW' noté Sp,(f). C'est une partie compacte d’intérieur non vide, en
général, de Sp(f). Soit, de méme Sp,(F,) 'ensemble des Fy(e™®), ¢ réel.

ProrosITION 18. 8% fed,, 4 tout voisinage V de O dans C, correspond
une fonction F, de A, telle que

Sp,(f) = Spu(Fp)+V et 8py(Fp) = Spy(f)+ V.

8 — Dissertationes Mathematicae 144
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Le voisinage V contient un disque centré & l'origine de rayon s > 0
N
et 8i N est grand, on a [|f —fyll<&/2 8i fy = 3 f(n)u,. Soit g, le plus
1

petit entier g tel que =, (fy) = fy. Alors [, (fx)] = v(fx). 8i aeDW,
a(p) = €™*°p, 6, réel et il suffit de montrer qu’il existe z = ™=, 2 réel
tel que Vp < ¥ on ait |6**®p — ¥ asgez petit afin que IZfNa F(2)|
< &/2. Autrement dit il s’agit de trouver z tel que Vi =1,2,...,n (ol

Pa <N et Py > N) on ait {0,—¢' 2} (partie ﬁ-a.ctmnna.xre) assez petite.
Or 6, s’écrit
6" 4
9‘=..__.+ +_q_’- avec 0 < 6 < g et 6 entier.

11 suffit alors de prendre pour j*° composante g-adique de z, 6{" pour
que Yon ait {6;— ¢!z} < 2/q; 8i g est grand, on aura V'inégalité annoncée.
L'autre inclusion est évidente.
Autrement dit, le spectre frontiére de f qui est un ,,morceau de plan”
a tous ses points & une distance mondre que & d*une ligne qui est le spectre
frontidre d’une fonction A4 une variable.

COROLLAIRE. De légalité et des inégalités

. 1 ir
Int Pl <[ D) e = 5= [ iP@nrdp < Sup e
[

isi=1

on déduit o(f) <[ If(n)P]* < »(f) en passant & la limite.

Remarques. (a) Il existe une infinité d’autres représentations
obtenues en prenant d’sutres fonctions que les u,.

(b) 8i f, est la partie homogéne de degré n de fec4,, alors, »(f,) < »(f),
en particulier, }'|f(p)| < »(f) ot p premier.

Soit oMM, ’Z'f,a = a;, On a
lZfaz‘g’I = [y +a;8+...+a,2"+...| < »(f)

donc, |a,| < »(f), c’est-d-dire, Vo« IR, lz(f,a)l »(f) ou encore»(f,) < »(f).
De plus, comme »(f,} = llfll, on a 3 [f(p)] < »(f).

(c) On en déduit l'inégalité de Schwarz »(fA'*®) < |A*»(f), 8i n est
le plas petit ¢ tel que f; = 0 (f; = partie homogéne de degré 1).

§ 13. Fonctions multiplicatives. Rappelons qu’une multiplicative m se
décompose en un produit de convolution de multiplicatives m; & support
premier ne comportant qu’un élément au plus: p;. Puisque pour tout
i+ on a Elm‘(z)l = Zlm‘(p:)l < Y Im(z)| les m; sont dans A, si med,.

De plus, 81 m; = u+m,, le produit infini []|lm,l = [](1+ llm,l]) est con-
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vergent et lon a |lm|l = []im,|| (plus généralement si f et ged, sont telles
s

que §;(f) N s:1(9) = B, aloxs, |f*gll = |Iflllgl) et le produit [] m; converge
vers m dans 4,. Ceci implique |m;] < 1 d& que 4 est assez grand et donc
qu’il existe g multiplicative et inversible telle que m*g soit & support
premier fini.

Pour gedM on a Ymo = [[(14 D mo) = ]:[(1'+m(p)o(p)+...) et,

en particulier, »(m) = []»(m;).

Soit M, — ou simplement M — l’ensemble des multiplicatives de 4,.
C’est un sous-ensemble fermé. Soit M; = M NG = M N @, le sous-groupe
fermé de G, des multiplicatives inversibles.

Pour que me M, soit inversible, il fant et il suffit que me;, soit
inversible, Vi et a avec e, factorisable définie par e, ,(p,) =@, |a|<1
et g ,(p;) =0 sij #1.

Le groupe @, étant connexe, m;e M,, $,(m;) = {p;} et m; se décompose
en un produit fini d’inversibles (% +m{?) ... * (u +m{®) telles que [mi| < ¢
ot ¢> 0 donné et ¢,(mP) = {p,}. Ceci permet A’établir le fait suivant,

ProrosiTION 19. Le groupe M, des mulliplicatives imversibles est
oonnexe.

Soit fe M, et []f; sa décomposition en multiplicatives f;. Dés que
1 est assez grand f; = u-+f; ol [If;] < 1. Les autres f;, se décomposent
en produits finis de fonctions % de support premier < {p,} et vérifiant
If% —u| <1 et on peut écrire f sous la forme

N 4n oo
F=T] [Tw+ [] ).

=1 M=l N+1

Si g est une autre fonction de M,, on peut la décomposer de la méme
fagon et s’arranger pour que les deux produits finis aient le méme nombre
de termes. Avec une autre notation, f s'écrit [J(w-+f,) avec s,(f,) ne
comportant qu’un élément et |f,] < 1; plusieurs f, pouvant avoir le
méme support premier. Soit alors h,, = u-+h, ,= (1—9)f,+ g, = u+
+(1—9)fn+vgn. La fonction h,, dont le support premier a un seul
élément est multiplicative et inversible puisque |k, ,—ull < 1. Consi-

dérons alors le produit []h,,,: il est absolument convergent car > ||y, |
n=I1 n
< DA =y Ifali+7lgnll < + o0, donc convergent et définit h,e M, puisque
n

chaque h,, est inversible et continue par rapport & y. Enfin hy = f et
h, = g, ce qui achéve la démonstration.

§ 14. Fonctions factorisables. Rappelons que ced, si ¢t seulement
si Y o(p)| < + oo et |¢(p)] <1, Vp premier et qu’alors elle est inversible
d’inverse uo. Notons que uoced,s»o0ed, sauf si uoe@,.
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Bi ced, elle s'%erit [T (u—o(p,)u,) ™" = (uo)* .

On a 6M"™ o] = »(0). De plus p(o) =[] (1+Ie(P)l)~ = 1/ljuc}
=1/v(uo) et e F PN 0(0) <1/14 Ylo(p). *

Propriétés immédiates des parties réelles ot imaginaires:

Soit 0¢c4,, 0o =v+iw ol vet weAd,, sont réelles, (1) = 1 et w(1) = 0.
La factorisabilité se traduit par les égalités
) 2(2)v(y) —w(2)w(y) = v(2y) Yo,y > 0.

v(z)w(y)+o(y)w(z) = w(zy)

Réciproquement, 2 fonctions réelles v et w telles que »(1) # 0 et
vérifiant les égalités (1) sont les parties réelles et imaginaires d'une facto-
risable. On a encore, en écrivant que ceuc = 4

(2) o*ud = U+ wWrpw,
(3 Deuw = —weuv,
(4) v = pox(v" +w"),
(6) w = —pwe(o*+ "),

(2) ot (3) impliquent que v est factorisable si et seulement si w = 0 et
alors o est réelle. D'aprés (3) et (4) puisque 2" +w* = g+ est inversible,
on a l’équivalence: v est inversible <> uv est inversible. De plus, v multi-
plicative < #,(c) 2 un seul élément. La suffisance est évidente. La néces-
gité vient de ce que, d'aprés (1) si (z,y) = 1, alors, w(z)w(y) = 0, done
8(f) ne peut contenir que des puissances d’un méme nombre premier p.
De (2) il vient s,(v) = s,(w) d’od 8,(c)e{p}. Dans ces conditions, v est
inversible car uv =u—(a+4-bi)u, et fa+bij<1l donc [a] <1 et up
= ¥ —at, est inversible.
Remarquons enfin que 8i a est réelle, on a

|Z/ma"2wal <1/2 et Imea"Zva'él/&

Spectre dune factorisable:
O’est 1'ensemble des [](1—o(p)a(p))~ olt aci. En posant a(p) =z,

»
ol zy¢le disque unité de 0, on voit que I'image (1 —o(p)2,) ™" est le disque
D, de centre

R v_ _lo@)i

w, = [1—|o(p)I*] de rayon EJ = 1 o)
et 8p(o) qui est symétrique par rapport A 1’axe réel est le produit de ces
disques. Ceux-ci forment un faisceau de cercles 3 points limites 0 et 1
d’axe radical 2 = 1/2 distinets si o(p) # o(q) et intérieurs I'un & 'autre.
Quand p tend vers l'infini, D, a son centre qui tend vers 1 et son rayon
vers 0. L’argument maximum entre 0 et 2x des points de D, est P
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= Aresin|o(p)| et le module au point {, d’argument ¢, est [1— |a(p)[2]~12
de sorte que l’argument maximum de Sp(c) est @ = D Arcsin|o(p)|
< wf2 D|e(p)]. Il y a alors un point dans Sp (o) d’argument ¢ de module

n [1—|o(p)|2]"¥2 = v( Y2y (#0,)1/2> 1.

Il s’ensuit que si ¢ > = le spectre de ¢ n’est pas simplement connexe et
prend en particulier une valeur négative de module > 1.

PrOPOSITION 20. Soit I le demi-groupe engendré par les factorisables
ved, et FX le demi-groupe des inverses de F7, alors, F et F* sont denses
dans M,.

Montrons d’abord que ’ensemble des uo (inversibles ou non)e A, est
dense dans M. Soit fe M, f = n fi ot 8, (f;) = {»;}. Si # > n, convenable,

on a ||f— n fill < &/2. 11 existe qi factorisables of,j =1, ..., g, telles que

pour tout z on ait

(a) sy(af) = {?z} Vi, ;

(b) fu(@?) = (uay...*paff)(p}) Vn < g

(c) (uai*---*pa%‘)(p?) =0sin>q
(voir chap. I, § 7). Si ¢, est assez grand, on aura ||f;— paj*...*pafl]l<
&[2n4llf]l. Par suite,

Hﬁfc*ffﬂa%*- cvpaff| = ”]_]f1 ” 5| < eH [2n 1]

ol

= [Ife*... *fn0||+ 61%fa% ... *fn0||+ oot liOgk. . % 6n0—2*fn0" +l16y% .. % 0l
I1 s’ensuit eH 2n,]|fl] < 5o llflle/2n,If| = €/2. On en déduit

“f_ﬁ.ua}*...*,uagt

Mamtenant si f est inversible et si e est assez petit, puisque @ est ouvert

” pal*...xua¥ est inversible, ce qui montre que F* est dense dans M,.

De plus, [] &, étant inversible, ceci implique, puisque uaf = u— a,upi que
lal] < 1, done que a! est inversible.
Finalement, si fe M,, alors f*'e M, et il existe des &; tels que
n,

0
If*—J]6: <& et en vertu de linégalité
1
If =gl < A7 = g™ = AN =g M)

7]0

on a avec 6; = &; ' inégalité || f—[]o,|| < ¢, d&s que & < e/l |Ifll+ IFIFI.
1



38 Fonetions arithmétiques

§ 15. Exponentielle et logarithme.
1. On définit exp(f) par la série absolument convergente dans 4, si
fed, (voir [13])

exp(f) = u+f+ o7 f*2+ T f*"+

Pour f et ged, on a exp(f+g) = exp(f)+exp(g) et comme exp(0) = u,
la fonction exp est une application de 4, dans G,. Ce dernier étant con-
nexe, exp est surjective et définit un homomorphisme de 4, sur @.
Elle est simplement périodique en ce sens que exp(f) = eXp(g) =
= f—g = 2ikx-u (k entier). En effet, en écrivant f = auw+-f' et g = bu ¢’

avec o(f)>1 et w(g)>1 on a exp(au—bu) =exp(f'—g’), ce qui
§’écrit

;, (f =g +...
dott w(f'—g') =0 etalors f' =g et a—b = 2ikr-u
La fonetion exp restreinte & m, est un homomorphisme surjectif du
groupe additif m, sur @, car si fe@, il existe ge 4, telle que exp(g) = f, d’ou
g(l) =2ikn et ¢ = g—2ikr-uem, et vérifie exp(g’') =f. Il est aussi
injectif et définit un isomorphisme de m, sur G.

PROPRIETES.

(a) exp est continue et exp(fo) = exp(f)a;
(b) Y exp(f)o = 2’

( ¥ exp f) — eSupRe(Efc) Q(BXP ( f)) IntRe(Efu)
ExeMpLE. Soit f = 27% Re(s)> 1; on a

ey = w4 (f —9¢')

oo

1 n—1)!
exp (o)) = o > TP s )

7! e nl{n—1)!
et plus généralement

(n—+r,—1)! ... (n+47r,—1)!
nl{n—L1)"r ! ... 7y!

exp(e) (B .. 7) = )

n=1
d’olt I’expression de exp(z~*) en vertu de (a).

2. La fonction logarithme est définie comme solution L(f) de I’équation
exp(g) = f. Il est nécessaire pour cela que g soit inversible et comme
exp est surjective, cette condition est aussi suffisante; cette correspon-
dance entre G et A, n’est pas univoque: exp(g-+2ikn-u) = exp(g). Si

v(f—u) < 1, une solution est donnée par la série absolument convergente
e ( __1)71-[-1 N
L(f) = 2 (f—w)*,
(f) E o (f-w

n=1



II. Les algdbres 4, 39

Restreinte & Gy, la fonetion I posséde une valeur et une seule dans m,, et
définit ainsi un isomorphisme de @, sur m, ([13]).

ProrriETEs DE L.

(a) @ étamt connexe, il est engendré par chacun des voisinages de w et
8i fe@q, f =u+f o w(f’) > 1 et il existe fy, ..., f, Aordres > 1 telles que
(u+f) =(u+f)*... x(u +f,) d'owr une expression de L(J)

£ = — M (g ag,

n=1

(b) Par suite, comme il y a encore convergence, L(of) = oL(f).

(¢) 3 L(f)o = Log (3 fo) (détermination principale) ef, en général,
égalité modulo 2ikm.

(@) LN = Loglifil o f(1) = 1.

ProrositIioN 21. La fonction L: Gy—m, est un homéomorphisme de @y
sur m,

il quf.flt de montrer quelle est continue: Si J et ge@G, et si llg—fil
< e/If* (L +¢), alors, en écrivant g = f+(g»f*"), on a

lg»f*—ull < If* g —fll < ef(148) <1,
donc,

1 .
IL() < IL(AIl = IL(g=f*"I < Wg*f* " —w) [1+—2—I!g*f ’—un+...]
lgf*t~ull W Ng £
1—llgef*—ull = 1—1f*"lllg —fI

CororLLATRE 1. Le fait que les fonctions finies de m, sont denses dans
m, se traduit par Vexistence, pour tout fe@, et tout ¢ > 0, d’un nombre fini
ny de complexes a,, tels quo

f— u-{-a u + 1 af' w4 . L w4 Ll <e
Qe a7y ,nt q‘l q?.

d'od
Vo, IZfU—eE“G"(q")’ < e.

COROLLAIRE 2. Dans le sous-groupe de m, des f telles que f(z) =0
st & n'est pas une puissance d’un nombre premier (log des multiplicatives),
le sous-groupe engendré par les fonctions de la forme

1 1 ]
a up—{- —aduy + +—n—agu;"+ w. (p premier)

est partout dense.
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Remarque. Pour fe@ et y<0, on définit f** = exp (yL(f)) fonction
non uniforme en général restreinte & @;; c’est une bijection de @, sur
lui-méme. Si m est multiplicative, alors, m** l'est aussi. Cette fonction
est continue ainsi que sa fonetion inverse f*” si y # 0 et définit un
homéomorphisme de @; sur lui-méme. Pour tout oI, on a (of)*” = of ™.

l
Eofin, si f = w+f on a f* = u+yf' + (y—1)f*2+ ... série absolu-

ment convergente et

I

1) < 1+ Iy]

§ 16. Fonctions additives et complétement additives. Une fonction
additive n’appartient pas, en général, & A, et une fonction c.a. appartient
& 4, si et seulement si elle est nulle. Rappelons que si a est additive,
alors, a = exb olt b(w) =0 si & n’est pas une puissance d'un nombre
premier, b(1) = 0 et b(p™) = a(p™ —a(p™'). 8i elle est c.a., alors, b(p)
= a(p). Donc, si par exemple oed, et si ) |a(p)e(p)| converge ol a est
c.a., alors gaed, et l'on a

S22 2125 = [a—ewr Y5255,
z € ?

Aingi, si Re(s) > 1, on a avee o = 2~ I’égalité D a(x)o™ = {(s) 2 ;(p?l

d’ou les formules bien connues

. Loe
(1) —L'(s) = Z;{;—*?Log(w) = {(8) ; pfﬁgls ’
(2) Zw-st(w) = {(s) ; p"’l—l (p premier).

Sif, ged, et si D|a(z)o(x)| < +o0, la formule a(fxg) = afxg+fxag
entraine si ceM

Dla@)(f*g)(@)o(@) = Yafo(@) Y go(@)+ ) age() ) fo(a)

KXEMPLE. o(z) =2 (Re(s)>1)f =27, g = u(z)z™* (Re(s’) > 1)
on obtient 0 = D& @ a(z)+ Ya E g(z)u(z)l(s+5')? avec a(x)
= Log(z) on a Zw"(‘“"Log(w) —r: +s’)22m"(’+s" (.fn)Log( ) et en

posant s+s" =%k on a 2 = —{(k 2” Log
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§ 17. Zéros. L'espace M est un métrique compact, donc complet,

muni de la distance d(a,f) = Ela z)—fB(x))2™* compatible avec sa
structure uniforme. Tl
LevME. La distance d est équivalente & la distance & définie par

d(a, f) = Zla p)|27%  (p premier).

Trivialement 6 < d. Réciproquement, soit = = p1...pys la décom-
position de # en facteurs premiers. On a

a(x)—f(x)

=[a(p))" =B (p)"]a(p2? ... Z.‘f)+[a p22) — B (P B (1) (P50 ... p7%) +
eo Hla(Dy)" — ()18 (212 .. - P57

d’ou, puisque |a(z)| et |B(x)| <1

la(2) —B(@)] < la(p)™ — B (p)™+ ... +|a(ps)™— B(2,)™|
<M le(@) —B(@)l+ ... +1gla(D,)—B(2))l-

Soit alors la fonction c.a. définie par a(p) = |a(p)— f(p)| pour tout pre-
mier p. On. a montré que |a(z) —pf(z)| < a(z) pour tout . Il vient alors
la(@)—p(#)27°< D a(2)27*< Y a(x)/o(x) od o est la factorisable
définie par o(p) = 2%. En effet, la dernidre inégalité vient de ce que pour
tout n;> 0 et p, premier, on a

NP1+ - + N0, < P

Si I'on remarque, alors, que 1/cecA, et que )} |a(p)/o(p)| converge, on
peut écrire:

l a(p) la(p)—B(p)|
Za(m)/a(m) - Zl/cr(m 2 e e S

DEFINITION 1. Si fed,, on dit que o€t est un zéro de fsi D fo = 0.
On note Z(f) ’ensemble des zéros de f. Si ’on considére f comme fonction
de variables complexes, un zéro de f est une suite (23, ..., 2>, ...) de com-
plexes 2} tels que f(23,...,20,...) = 0 (avec |29 < 1).

ExXEMPLE. Z(u—u,) est ensemble de toutes les factorisables de M
telles que a(p) = 1.

On vérifie aisément les propriétés suivantes:

(z1) Z(f) = O=fed,

(z5) Z(f) =MZ(f) > M<ef =0,

(z5) Z(fxg) =Z(f)VZ(g),
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(zs) Z(af+bg) > Z(f)nZ{g) o a, beC,

(z5) Z(yf) =Z(f) 81 yeC,p #0,

(z) VaeM, on a aZ(af) c Z(f) et égalité si aeM,

(7)) Z(f)nZ(g) = B=(f)+(9) = (u) = 4,,

(zs) Z(f)ou<f(1) =0,

(z0)] Z(f) = Z(9)=Z(of} = Z(ag) 00 Z(f) = Z(g)=Z(of) = Z(ayg).
De plus, Z(f) < Z(of)<=Z(f) c Z(of) € Z(®f) = ... Z(a"f)
avec a” = a-a-...-a et méme équivalence en renversant les
signes d’inclusion,

(z0) Z(f) =Z(f)

Topologiquement, Z(f) qui est un compact de I a son intérieur vide
sif#0:

PROPOSITION 22. Soit feA,. 8i D) fo est nulle sur un owvert non vide
Q cM, alors, ) fo est identiquement nulle, c'est-a-dire f = 0.
Supposons que Z(f) confienne un ouvert : Il existe a, telle que
D) fa, = 0 et une boule ouverte B(a,, 7,) de centre o, de rayon r, contenue
dans . L’ensemble M* des factorisables jamais nulles étant partout
dense, on peut supposer a,eM*. Si on pose fa, = f,, on se rameéne au
cas d’une fonction f telle que Y fe = }'f = 0. D’aprés (z,) qui s’écrit
encore Z(af) = ¢Z(f) quand oM’ on voit que B(o, r) = oB(e, r) = Z(f5).
Quand o parcourt M, les boules B(c, r) recouvrent M' qui est compact.
Il existe don¢ un nombre fini de ces boules qui.recouvrent M': On
n 7
a M c {UB(cri,r) d'olt M ¢ UZ(fo;) = Z(foy* ... xfo,) et daprés la
=1 i=]
propriété (z,) on a foy* ... xfo, = 0, donc, il existe j tel que fo; = 0, done,
f =0 puisque o;eM". Bn revenant & la fonction initiale, on a fa, =0
et comme ageMM*, on a f = 0.

COROLLAIRE. Si f est constante sur un ouvert, alors, f = a-u, aeC.

Remarque. On a vu (§10) que si f(1) # 0, alors, Z(f)nM* £ @
si f non inversible.

DEFINITION 2. Si fed,, on appelle domaine dinversibilité de f et on
note I(f) ’ensemble des factorisables o<Wt telles que fo soit inversible.

ExeMpLE. I(u—2u,) = {a|la(p)] < 1/2}.

On vérifie aisément les propriétés suivantes:

(i) I(f) =9=+f(1) =0,

(L)  I(f) =M<I(f)nM = G<feq,
(la) I(fxg) =I(f)nI(g),

() I(yf) =1I(f)siy #0, yeC,

1

1,
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(i) al(af) € I(f) = I(af)VaeM et égalité si aeD' dou I(f)=
ﬂI (af) = UaI af),

(1) (f) = I(f),
(i) Z(f) = Z(g)=I(f) = I(g)et, en particulier, Z(f) = Z(g) =I(f) = I(g).

Pour (i;) remarquons que si ceMMNI(f), alors, ocI(g), sinon go ne
serait pas inversible et il existerait g telle que )’ gof = 0, done, ofeZ(g)
done €Z(f) et ) fof serait nul, ce qui n’est pas possible puisque fo est
inversible.

ProPOSITION 26. Soit fed,. Alors:
(a) I(f) est ouvert,

I(f) est le plus grand des idéaux du demi-groupe M qui ne rencontrent

pas Z(f),
(e) I(f) = MCZ(af),

(@) I(f) = {#IVYaeZ(f) Ip tel que 18(p)| < la(p)i}.
(a) Si ael(f), alors, fae@ qui est ouvert et si |l|g—fa|l < ¢ ot ¢ = ¢(fa)
est constante, g est inversible. Ceq g comprennent les f8 ol B est assez

proche de a car si N est tel que 2 Z‘ If(z)| < e/2, il suffit de prendre § telle
N-1

que d(f,a) < 0/222’°lf (2)].

(b) I(f) est idéal de M puisque feG =fae@ VaeM, Si un idéal J ne
rencontre pas I(f) soit aed, a¢Z(f). 8i a¢I(f), fa n’étant pas inversible,
il existe  avec ) faf = 0 donc afeZ(f). Mais afeJ puisque J est idéal,
ce qui contredit JNZ(f) = @.

(c) Si BeI(f), alors fAe<G et Va, facG donc B¢Z(af), c’est-d-dire,
Va on a B<CZ(af). Réciproquement, si fe CUZ af), alors, ) ffaz0Va,
c’est-a-dire feI(f).

(d) 8i BeI(f), soit aeZ(f). Si on avait |8(p)|= |a(p)| Vp, alors,
a = fy ot yeM, @0t 3 fa = ) ffy # 0, ce qui est contradictoire.

Réciproquement, si f>a, VaecZ(f) (w¢Z(f)) alors, feI(f) sinon
Y fhy =0 pour un y convenable et on aurait |y(p)| > 1, impossible.

COROLLATRE. Bn général I(_f) # I(f) puisque IM est connexe, c'est
dautre part un idéal qui contient I(f), il rencontre done Z(f): Il existe a tel
que 3 fa = 0 et tel que dans tout voisinage de a il existe B avee fff inversible.
De plus, pour que I(f) = Dt il faut et i suffit que Z(f) = M~

Remarque 1. Pour tout Ae0 soit Z,(f) = Z(Au —f). 8i A 7% ', alors
Z(f)nZ, (f') = @ et quand A parcourt le spectre de f, les Z;(f) forment
une partition de M qui induit une relation d’équivalence § avec M/S
isomorphe & Sp(f).
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Remar que 2. Soit B, , I'ensemble des g telles que |f(p)| < |a(p)| Vo

premier, alors, I(f) = ()} UZE,
aeZ(f) p

DEFINITION 3. Sifed,, on appe’le annulateur de f, noté A(f), 'ensem-
ble des aeIN tels que fa = 0. Ainsi, si f = u,, A(f) = {ala(p) = 0}.

Propriétés évidentes:

(a) 4(f) = Z(f),

(a)) A(f) =0« f(1) =0et A(f) =M=f =0,

(25) A(f*g) = A(f)V A(g),

(a,) A(f+9) > A(finA(g) et égalité si s(f)ns(g) = @. Ainsi,
A Y f(n)u,) = QA(%n) (nes(f)),

(a5) A(f) = A(fe) et égalité si aeM™,

‘) A(F) = A(f) = A(f).

PRrOPOSITION 26. Soit fem,. Alors

1. A(f) est fermé,

2. A(f) =D st f#0 el A(f) =M sz f =0,
3. A(f) est le plus grand idéal du demi-groupe MM qui est contenu dans

Z(f),
4. A(f) = N Z(of) = N Z(af) 0% aeD,

5. A(f) = NI(Mu+f) ot AeC*.
A

La vérification est immédiate. Remarquons que A(f) = @ équivaut
4 Dexistence d'un nombre fini # de factorisables ay, ..., a,eM' telles que
aGzZ(fin...na,zZ(f) =0.

ProrosiTION 27. Soit f non nulle e A4,. Les propositions sutvantes sont
équivalentes:

1. Z(f) est un idéal du demi-groupe M,

Z(f) = A(f)

f=u,+*j o j est inversible dans A,

Vo Vidéal principal (f) contient fo,

Didéal principal (fa) est faiblement fermé pour tout a,
Vidéal principal (fa) est fortement fermé pour tout a.

F’?‘P?"E\’

On va démontrer 1 =>2=3=4=1 et 3=5=6=2.

1=2: c’est une conséquence de la proposition précédente.

2=3: remarquons d’abord que f n’a pas de zéro dans IM* et que
pour tout aon a: A (af) = Z(af): en effet, si feZ(af), alors, faeZ(f) = A(f)
donc BeA(fa).
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(a).f esti & support premier fini. Soit s le nombre d’6léments de s, (f).
Si s = 0, f est inversible et les propositions sont équivalentes. Si s = 1,
f s%crit en tant que série formelle X"(ag+a,X-+...) ol a, #0 et
a,+ @, X +... inversible, sinon on aurait un zéro x, s 0, donc un zéro
dans M* qui n’appartiendrait pas & 4 (f).

Supposons s> 2: f s’écrit: f = X ... X2sf (X, ..., X,) en mettant
en facteurs le plus de JX; possible.

On suppose f’ non inversible. Alors f’ est sans terme constant, sinon
il existerait un zéro dans M*. Considérons un zéro de f': z = (04, ..., 0,,
Tgy1y -1 @) Ol les #; 7 0 et qui a le plus petit nombre possible de valeurs
nulles, soit g. On a changé éventuellement ’ordre d’indéxation des indé-
terminées pour simplifier 1’écriture. On a ¢> 1, sinon « serait un zéro
de f dans M*. On peut écrire:

= Go(ZXgpry ey Ta)+ D 0 (Xgpsy ooy Xg) X ... Xia

Si g =s, le terme a, est nul. Si ¢ <s, de '6galité Z(f) = Z(af)VaeM?,
on déduit que a, est identiquement nul et f’ est réduit au termez’a(,)( a1y

, X)X ... X2, On ne peut avoir ¢ = 1, sinon X, serait en facteur,
ce qu1 est exclu par hypothése.

Considérons @ = (0, ..., Tyy ...y By Tyyyy -+-y &): € N’est pas un zéro
de f' si %, # 0, sinon ¢ ne serait pas le plus petit possible. On en déduit
que pour tout ¥ =1, ..., g, il existe un mon6éme X3k, n,, > 0 & coefficient
@ n(Xgy1y -+ -y X,) non identiquement nul et méme tel que ay, (%, ...

@) #0. Boit g =f(X,,..., X, 2,,,,...,8;). Clest une série en
X,,..., X, avec des termes en X3k pour tout ¥k =1, ..., ¢, non invergible
puisque s’annulant pour X; = = X, = 0. Faisons ensuite X,,..., X,
égaux A 0sig>3 avec X; = X et X, Y on a une série F'(Y) non inver-
sible s’annulant pour X = ¥ =0 qui sem et sous la forme Fy(¥Y) =
bo(X)+b,(X)Y + ... +B,(X)Y" ou'un des b; est une constante non nulle
et ou b, contient un terme en X™ Pour X =2 # 0 et z <1 la fonction
F_(X) ne s’annulant pas est inversible et #,(Y) est limite non pulle d’'une
suite d’inversibles, done, diviseur de zéro topologique en vertu de la
propriété B du § 10 et a donc un zéro en ¥ de module 1, ce qui n’est pas
possible: on aurait diminué ¢. Done f' est inversible et f = u, *J.

(b) Cas général: Pour tout 7 la fonction fe; est & support premier fini
et Z(fe,) = A(fe;) donce fe; = t,;*+j; ou j; inversible. On a n(i) = w(fe;)
= w(f) =n(t) =n si ¢ est grand, d’ol, fe; = u,+j; et les inversibles
j; tendent vers une fenction j telle que j(1) = f(n) # 0. Elle est inversible,
sinon il existerait ae ™ telle que fa soit dzt et f aurait un zéro dans MY,
ce qui n’est pas pcessible.

3=>4: (Up,*j)o = o(n)U,*jo = c(n)uxu, xjoe(u, *j) = (U,).
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4=1: Soit aeZ(f) et feM, on a fa = fxg, pour un gzeA, convenable,
dong, fBa = faxgsa et puisque ) fa = 0, on a > faf =0, d’oll, faeZ(f)
eZ(f) et Z(f) est un idéal.

3 =b: Soit gel’adhérence faible de 1'idéal (u,): g est limite faible de
gieA, avec g; = u, *xh;, h;ed,. La suite k; est de Cauchy car v(g;—g;)
= v(h;—ny) et tend vers % dans le complété de 4, (voir chapitre III).
On a

N o N

D tugrh(@)] = 3 hiy) = D)If(a)l < +oo
1

1 1

donc hed, et g = u,*h appartient & (u,). Ensuite, pour tout a on a (au,)
= (4,) ou (0), donc (fa) est faiblement fermé.

5 =6: Trivial.

6=>2: On a »(fa) > 0 quand fa = 0 puisque (fa) est fermé, done,
e(fa) > 0 quand fa # 0 puisque g>>r. Soit alors aeZ(f), agA(f): On
a g(fa) > 0 puisque a¢.A (f) et d’autre part o(fa) = Inf|Y fao| = | fae|=0
puisque aeZ(f) ce qui est contradictoire, done, Z(f) = A (f).

COrROLLAIRE. Supposons qu'’il existe f telle que Z(f) = {u}. Alors
Z(f)y =A(f) et f = u,xj aveec n > 1 et jeG. Mais Z(f) = Z(u,) n’est pas
réduit & {u}, ce qui est contradictoire. Autrement dit m, = | Jm, ol o # u.
En particulier, si Z(f) n’a qu’un élément, alors, f(1) # 0 et cet élément
a appartient & IMM' c’est-a-dire f est dzt. Notons d’abord que s,(f) est
I’ensemble de tous les premiers et aedM* car Z(f) rencontre M*. Si f n’est
pas dzt faible et si le premier p, est grand, la fonction f' = of ou |o(p,)]
< |la(pe)| et o(p) = 1 81 p # p, n’est pas inversible puisque proche de f,
elle a donc un zéro g, d’olt o’ = fo est un zéro de f différent de a, ce qui
n'est pas possible puisque f n’en a qu'un. Donc f est diviseur de zéro
topologique.

Remarque. Une fonction n’ayant qu’un zéro dans It peut exister:
f =u=2 a,u, ol les a, sont par exemple des réels > 0 vérifiant }'a, = 1.

§ 18. Extension aux idéaux.
DEFINITION 1. 8i a est un idéal de 4, on note Z(a) ’ensemble () Z(f)

ol f parcourt a. Ainsi Z(m,) = {e}. On a les propriétés suivantes
(Z,) Z(a) =O<=a=A4, et Z(a) =M<a = (0),
(Zy,) Z(a) est fermé et d’intérienr vide si a = (0),
(Zg) a = b=Z(b) < Z(a),
(Z,) Z(a'b) = Z(anb) = Z(a)UZ(b) et si a, est une famille quelcon-
que d’idéaux Z(Q a;) > LAJZ(a‘)’
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(Zs): Z(a+b) = Z(a)NnZ(b) et, plua généralement Z(Ya) = (’]Z(aa),
(Zg) si a = (f) principal, alors, Z Z(f),

(%y) Z(a)nZ(b) = B<a+Db _A,.

DEFINITION 2. Soit a un idéal de 4,, Z(aa) olt aeMt 'ensemble (N Z (af)

I
ol fea. On appelle domaine d’inversibilité de a, noté I(a), I’ensemble
MNCZ(aa) = M | UCZ(af). Notons que I(a) = F<>a =m, et I(a) =M<
a e J
«<a=A4,.
ProrosIiTioN 28. Soit a un idéal de A, non contenu dans m,. Alors,
‘1. I(a) estle plus grand idéal du demi-groupe M qui ne renconire pas Z (a),

2. I(a) = {oV|aeZ(a) Ip premier tel que |a(p)| < |a(p)l},

3. I(a) est ouverl et connexe,

4. I(a) = H I(f) = %} O CZ(af).

1. I(a) est unidéal: Si f¢I(a), alors, Vail existe fea telle que 3 faf+ 0.
Soit eI et considérons fy: Si on prend les a de la forme a'y, il existe
pour tout o’ un f’'ea tel que ) f'fa’y # 0, done, quelle que soit o' il existe
f' telle que D' (By)af’ # 0 d’out fyel(a).

Ensuite, I(a)nZ(a) = @ car I(a) =« CZ(a). Soit I’ un idéal de M qui
ne rencontre pas Z(a) et soit ael’. Pour tout f on a afel’ et af¢Z(a):
Il existe done fzea tel que D> affs # 0, c'est-i-dire, aeI(a) ou encore
I' « I(a).

2. L’ensemble J = {o| VaeZ(a) Ip tel que |o(p)| < |a(p)|} est de
facon évidente un idéal qui ne rencontre pas Z(a). D’autre part, si oeZ(a)
alors ceJ, sinon il existerait aeZ(a) tel que |o(p)| = |a(p)] pour tout
p, done, il existerait g telle que « = foel(a), ce qui n’est pas possible.

3. I(a) est ouvert: Soit del(a); il existe p, tel que [§(p,)] < la(p)l,
autrement dit a(a) = Sup{27?|a(p)|—|3(p)|} > 0. La fonction définie

)

sur Z (a) & valeurs réelles positives qui & a fait correspondre a(e) est continue:
on a

a(a)—a(@) < d(a,a’) avee d(a,d) = Y2 ?la(p)—a'(p)].
Tout d’abord,
Sup2~7[la’ (p)] — 1(p)I] = Sup2~?[la’ —a+a —|3]]
<S;lpn?"’la'—al+[la(Pa)l—|6(pa)l]2"p“
oll p, réalise le maximum de a(a). Donc,
Sup2~*[|a’ (p)| 18(p)I1—[la(pa)l— 18(pa127™"
< Sup2 ¥l (p)| ~le(p)I] < d(a, a’)
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ou encore a(a’) —a(a) < d(a, a'). Ensuite,
ala) —a(a’) = 27" [la(p.) — lé(p..)I]—S;IPT”[Ia’(p)l —18(p)I]

<277 la(pa)l — 16(P)1+2 7 [18(p,) — lo’ (B)]]
<277 la(p,) — o' (p,) 1 < d(a, o)

-t finalement a(a)—a(a’) < d(a, a’).

La fonetion a(a) atteint donc son minimum a, = a(a,) > 0 pour
ay(p,) puisque Z(a) compact. Si on prend alors ¢’ tel que d(d, &') < ay/2,
on a Sup2‘“’[la( ) — 18 (p)|] > a0/2, donc, il existe p tel que |a(p)|— |8 (p)]

>0 01‘.1 p dépend de a et ', ce qui montre que I(a) est ouvert
N.B.: 8Si E,,={ceM| |o(p)l < |a(p)l}, on a I(a ﬂ U

aeZ(a) et p parcourt I’ensemble des premiers; la démonstratlon prouve,
de plus, que si deI(a), alors, il existe un ensemble fini ¥ de premiers tel

que de( ) Uy,

a _'peF'
4. I(a) = {o] Jay, ..., a,ea tel que (oa)+ ... +(oa,) = ()} autre-
ment dit 1’1déa1 engendré par le sous-groupe ca est A,.
Si ceI{a) et acq, les Z(oa) n’ont pas de zéro commun a, sinon D aac
= 0 Yaea, donc caeZ(a), or cael(a) qui est un idéal. Done, ﬂ Z(ca) =@

ce qui implique l'existence d’un nombre fini d’éléments a,, ..., a, tels que

F]Z(aia) =@ done (oay)+ ... +(oa,) = (u) = A4,.

d=1
Réciproquement, 1’ensemble des ¢ qui vérifient la propriété est un
idéal qui ne rencontle pas Z(a), donc, qui est contenu dans I(a). Montrons
maintenant que I(a) = (JI(f) = UM Z(af).
/ a

Dans un sens, c'est trivial. Soit oel(a)NIM* qui est = @ puisque
I(a) est ouvert et M* partout dense. Il existe a,, ..., a,ea et fi, ..., foed,
tels que oa, *f; +... + oa,*f, = u. Si ¢ n’était pas dans () I(f), fea, alors,

7

en particulier, o(a,*g,+ +a,%*g,) serait non inversible quels que
soient les g, dans A,. Soit alors
vo = v(0a xfi+ 0 xfr—oaxog +  Foa,x0q,) =1
car v(u—F) <1=FeQ.,.
Or v, < Supv(oa;)- D v(f;—og;). Prenons alors og;(z) = fi() pour z=1,..
.y N et’og,(#) = 0%si 2 > N ol N jest assez grand pour que ..-‘3-1‘ N%jl |fi()]

< e/Supwv(oa;) (ce qui est possible car ceM*). On aurait alors », <1,
ce qui est contradictoire. Maintenant si o n'est pas dans M*, il existe
un voisinage V(o) de o, V(o) = I(a) et aeV(o)nIM", plus précisément
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a > o. Alors, il existe hea tel que ah soit inversible, ce qui implique oh
inversible. Autres propriétés de I(a):

(I,) Z(a) = Z(b)=I(b) = I(a) en particulier a = b=I(b) = I(a).
) I{a+0)> I(a)VI(b) l'inclusion pouvant &tre stricte (m,4m,).
(Is) I{anb) = I(a)NI(bH) et en général I(ﬂal) = ﬂI(a;)
) I(a-B) = I(a)nI(D).
) Sia est un idéal et si oe! alors ca est un idéal tel que I (oa)

=I(a). On a aussi I(a) = I(a) ol @ = {f] fea}.

() I(a) =CZ(a)ea =4, ou a=(0).

Remarque. On peut définir aussi’annulateur A (a) d'un idéal a comme
P’ensemble ﬂ ﬂZ (af) = ﬂA( f) ou f parcourt a. On a alors

(A,) A( ) iUtéa—(O) et 4(a) = B<«acm,.
(A,) A(a) = Z(a); il est fermé et d’intérieur vide si a # (0).

(A;) A(a) est un idéal de M et le plus grand de ceux qui ne sont
pas contenus dans Z(a).

(A,) ac b=>4(b) = A(a) et méme Z(a) = Z(b) =4 (a) = A(D).
(A;) A(a'b)= A(anb)= A(a)UA(b) et en général A(ﬂaj) = UA(aA).

(Ag) Si a; est une famille queleconque d'idéaux A(Z‘a,) = ﬂA(a;).
(A;) Sia = (f) alors A(a) = A(f).

(A)) A(a) = NI(Au+f), 1 #0.
Jea

N.B. — On peut avoir A (a) = {u} contrairement aux A(f) (exemple:
a = m,).
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Chapitre III

Les algébres 4,, S et E

§ 1. Lalgebre A,. On a vu que 4, était normée par »(f)
= Sup|}fa|. Munie de cette norme A, n'est pas compléte. On désigne

sa complétée par 4,: c’est une sous-algdbre fermée de P’algebre C (M) des
fonctions continues & valeurs complexes définies sur le compact . Les

éléments de 215 sont caractérisés de la facon suivante:

TaEorEME. Soit M, 'ensemble des factorisables de M qui sont dans A,.

1. St f sﬁe, il existe une suite de coefficients complexes f(x), x = 1,2, ...
tels que pour ceM, on ait f(a) = Yf(®)o(z) et pour aeM on ait f(a)
= lim D>'f(2)o(2) quand o tend vers a en restant dans M.

2. 8i fe(} ) et 8l existe des coeffi‘cz‘ents f(z) tels que YoMy, on ait

flo) = 3 f(x)o (@), alors, fed,.

3. st feAe, alors, Y |f(z)* < »(f)* = Sup|f(a)l? et par suite fed,
telles que aeA,.

4. A, est la fermeture uniforme des fonctions finies.

(1) On considére de fagon habituelle 'ensemble des suites de Cauchy
pour la topologie faible f = (f;, ..., fp, ...) A’6léments f;eA,; deux suites

étant équivalentes si v(f, —g,) tend vers 0. Soit f une classe: comine
»(h) > Sup |h(x)| VieA,, on a Sup|f,(z)—g,(2)] <e si n est grand. Ii
T

Zz
existe donc f(z) limite uniforme des fn(m): on a, Sup|f(@)—f.(@)| < e
dés que n est grand.
f est indépendante des représentants choisis dans la classe f: si f et
f' sont deux suites équivalentes, on a »(f, —f,) < & si n > N (&). Il s’ensuit

alors: Suplf (z) —f(@ I<Suplf —fulz I+Sup!fn(w) fn(w|+Sup|f,.(~v)

—f()] < e d&s que n est a.s.\u grand, & ét'mt> 0 donné. On a, done
Sup|f' (x} —f(z)| = 0.
7

Les fonctions f, sont équicontinues considérées comme applications
de M dans C: il faut montrer que D |f,a—f,Bl < ¢ quel que soit g si
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d(a, f) < n(e). Soit &> 0 et p et g assez grands > N (s) pour que »(fo—1,)
< gf4. Soit d(a, f) assez petit pour que

Max {| 3fs(@—B)s | Dhula=8), -, | Sfala—pf} < o2

ce qui est possible puisque les 2 f:o sont uniformément continues. Consi-

dérons alors }'f,(a—B). Si g < N () alors 1D fla—B)) < &[2 et sig> N{s),
on peut écrire:
| 2ata—p)

< D Fa=F)a—B)|+] Dfvta—p)|
<D Fe=tx)d+| 3= 156]+ | D ta—p)

2(fo—fud+ | Dsta—pl <24+ =

N

L’ensemble M, =MW N4, est dense dans M. Soit aeM et V,(a) le
voisinage de a formé des o telles que d(s, a) = Y 2% |o(p) —a(p)| < e.

Si p > p, alors } 277 < ¢/2. Soit maintenant, pour tout P, le nombre
D=1y

a(p) = 0,6 ol g, = |a(p)l. Considérons o(p)=0 si p>p, et
o(p) = (e,—8)€"? quand p <p, avee s, réel positit et << Min {o,/2,
e/2)'277}. Dans ces conditions |o(p)| < 1et Y |o(p)| converge et d(c, a)

<J27r o (S 4 <o
Sif =limf, alors Y f(z)o(2) converge VoeDMi,: on a,
D =T ol < Suplf(@) — fo(@)l Xlot < v(F—1,) Yol

done f—f, est o-convergente et puisque f, 'est aussi, alors, f est o-con-
vergente.
D) fo est uniformément continue sur M,: si « et fI, on a,

| DHa=8)|<| DG —Fod+| 3128 +| s —To a|+] D Fate— )|

et puisque les f, sont équicontinues, si d(a, f) < n(e) on a |}'f,(a—B)|

< &[4 indépendamment de ¢. Ii suffit de prendre alors p > N, (¢) et > N (e)

pour que |3 (f—fn)al < Sup|f(z) —Fp(2)| Y lal soit < e/d et |} (f,—f,)a]
x

<v(f,—f,) soit<e/4 et de prendre g de la méme fagon, ce qui
entrainera |Y f(a—p)| <e D’apréds le théoréme de prolongement des
fonctions continues, la fonction définie pour tout ¢ convergente par
Y f(z)o(z), 6tant uniformément continue, elle se prolonge de fagon unique

en une fonction f de 'espace C(M). On a done f(a) = lim }'fo quand o tend
vers a en restant dans My = lim D'f,a quand ¢ augmente indéfiniment.
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(2) Soit feO M) et {f(z)} la suite associée telle que Voed, on ait

f = > f(#)o(2). On a donc Y fo uniformément continue sur Mt,. Soit
a, une suite d’éléments de M, tendant vers ¢ et soit f,, = fa,. Les fonctions
fasont dans A, car f(x) est borné: si K = (f), on a 'inégalité | 3 f(z)e,(2) 2™
< K pour tout g et tout s complexe de partie réelle > 0, ce qui entraine
2f(@)e, () < K* et par suite |f(#)| < K. Ensuite, on a:

Wa—Tats) = 8D |3 (for—fanis) 0| = 8UD| 3 F (000~ anip0)
= Sup lf(aﬂo--—anﬂ,a)l <e

si n est grand quel que soit p, en vertu de la continuité uniforme de f si
I'on remarque que (0,0 0,490) < d(ay, @) Lvsuite f, définit done une

fonction f ed, qui coincide avec f sur IM,, d’olr f f

(3) On a vu en (2) que D |f(z)|*e, () \v(f) quel que soit g, done
3 1a limite 3 |f(@)* < » ()%

N.B. On peut aussi passer 3 la limite dans les inégalités Y |f, ()}
<o f)il puisque I, est complet.

Remarque. On a v(f) gSupv(fn).

(4) I1 faut montrer que les polyndmes en un nombre fini d’indéter-
minées sont denses dans A,.

Soit fe.A,: on a par exemple f = limf,, ol f,(z) = f(as)en(a;) z~in,
Si e > 0 et si n est grand, on a Vo, |f(o) — Yafe, x| =1f(e) —fle 20|
N

< &/2. Maintenant, si gy = Y f(#)e,(x)2 " u,, il vient |2fenm”“a —on (o))
n=1

< 2¢f2 = ¢ dés que N est grand. Les fonctions ¢, tendent alors vers f.
Remarques (a) La fonction f définie par fed, est unique, autre-
ment dit, f = g:»f =g. De plus, f+g, f*g, yf correspondent respecti-

vement 2 f+g, f*g et yf
(b) Si ced, elle permet de définir un homomorphisme de A,, un

automorphisme si oe: si f est représentée par f, alors, fa est représentée
par fo. Ces homomorphismes sont continus puisque » fcr) »( f).
X (¢) I’espace des maximaux de A, est M: d’abord ’ensemble des
fe.:ie telles que f (a) = 0 est un idéal maximal 1{1‘1. Ensuite, si f(o) # 0Vo,
alors, D' fa # 0Vaed,nM, done fa est inversible dans A4,. Il s’ensuit
que Vaed nim, ona Sf*a = (3fa)™ = (f(a))! qui est continue dans
C(M) done f*'ed,. Ceci montre en particulier que la fonction associde
4 f*% est f*! quand elle existe.
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(d) Les inégalités démontrées dans le § 12 montrent que 8i f, est la
pa:rtle homogeéne de f définissant fed,, alors, f, définit f,,eA De plus,
si fed,, alors, Z‘]f )] < +oo (p premier).

Factor zsables de A,: L'’ensemble P des fonctions de la forme f = cgo
ol ceC, g réelle> 0 et oeIN est fermé dans 4,. On a plus:

PROPOBITION 29. P est fermé dans A,.

Notons qu’il est fermé dans A, pour la topologie induite (faible).
D’aprés le lemme suivant: si f, est une suite de Cauchy faible d’éléments

de A, et si l|(f,)l est borné, alors, limf, = f = fe 4,

N N N N oo
(D 1r@1< Jif =@+ Y fa@ < DI ~f @1+ Y ifa (@)l
1 1 1 1 1

<e+8up ) |f,(a))

81 foeP, v(f,) = |If,ll est borné et la fonction limite appartient & P < 4,.
COROLLATRE. Une limite faible de factorisables est une factorisable de A,.
Réciproquement, si la fonction f associée i f €A, est de la forme

¢go, alors, f = fed,. En effet,

n

> D If (=)l

1

-3

Sup flo

ce qui montre que )’ |f(x)] est convelgente En particulier, si on appelle
factorisable de 4, une fonction f dont ’associée f est factorisable dans 4,
le corollaire montre qu’elle est dans 4,: il n’y a pas d’autres factorlba,bles
que celles de A4,.

§ 2. L’algébre S des fonctions comvergentes.

DEFINITION 1. Si fed, on dit que f est convergente s’il existe a (jamais
nulle) telle -que f soit a-convergente i.e. fed,. On note S I’ensemble des
fonctions convergentes. § est donc la réunion des algébres 4, (et aussi
des A_) et aussi la limite inductive des 4, pour le systéme des injections
canoniques de 4, dans 4, quand 4, = 4;. On note aussi § = C{{x;}};y-

C’est une algébre locale d’idéal maximal mnNAS: si f(1) £ 0 et si
a est assez petite, alors, dans 4, on a |f—f(1)ul, <1 et f est inversible
dans A, On a les propriétes suivantes pour la plupart immédiates.

feS<=3e telle que ) 'fo converge (¢ jamais nulle).

feS<il exist: une constante ¢> 0 et une factorisable ¢ > 0
telles que |f(2)] < ¢a(x) pour tout z.

) fe8<il exiite une constante ¢> 0 et une factorisable ¢ > 0
tel]es que Ifxo(z) < o)V
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(S,) si pour tout z on a |f(z)] < |g(2)] et si ge8, alors, feS.

(Sg) feS<foeSVa, feS<|f|eS, ffeS<fe8l.

(8;) SifeS et sila série ) a,2" a un rayon de convergence B # 0,
si |f(1)| < R, alors, Da,f*™eS.

(8;) Soit m = [[m,; une multiplicative décomposée canoniquement,
alors, feS si et seulement si chaque m;eS.

On utilise (8,;): on a: |m;| < o; (1a constante pouvant é&tre prise égale
a 1) et on considére ¢ telle que o(p;) = o0,(p;) (p; nombre premier n° 7).
En particulier toute factorisable appartient a S.

(S;) Une fonction complétement additive est convergente: on
définit ¢ par o(p) = Max{2, |a(p)|} d’ol, pour tout z> 0:
la(z)| < lo(z)].

(Sy) Si fed considérée comme série formelle est un polyndéme par
rapport & chaque indéterminée X; (les degrés d; pouvant
augmenter indéfiniment), alors, f est convergente.

La comndition équivaut & dire que pour tout premier p, il existe un
entier n(p) =0 tel que pour tout x on ait f(p™z) =0 si »n > n(p). On
utilise (S;) en supposant (ce qui ne change pas 1’appartenance & S) que
f(1) =0, ce qui permettra de prendre la constante ¢ = 1. On détermine
les valeurs o(p) de proche en proche: il existe d’abord o(2) > 0 tel que
a(2™) = |f(2™)] quel que soit ». On considére ensuite les valeurs f(273™)
o n >0 et m > 0, elles sont en nombre fini < n(3) [L+xn(2)] et on peut
choisir o(3) > Max [|f(2"3™)|/o(2)"]*™ et > 0. On procéde de méme avec

n,m
les valeurs f(2"3™5% et ainsi de suite.

En particulier: une fonction homogéne est convergente.

(84y) Soit fed et f, sa partie homogéne de degré «: on a alors f e§ <«il
existe ¢ > 0 telle que lim||f, )" < + oco.

Nécessité triviale.

Suffisance: si 0 < R < lim™||f, ¥, alors, la série Y |f,l.R" est con-
vergente et ce n’est autre que: Z Ifalle = IIfll; ot o est 1a factorisable définie
par o(x) = R'@qa(x). n

(S;;) ume fonction & support premier fini n'appartient pas nécessaire-
ment & 8, de fagon triviale. Pour que f & support premier fini soit conver-
gente, il faut et il suffit qu’il existe 2 constantes a et b > 0 telles que pour
tout @ on ait, |f(z)] < a-b*@ (on rappelle que t(p;' ... po%) = a;+...+ap).
En effet, si ac majore |f| on prend b = Maxa(p,) ot p;es,(f).

(812) sife,e8 quel que soit n, on n’a pas nécessairement feS: exemple:
on prend f telle que f(2"p;) = p; et 0 ailleurs. Dans ces conditions, on
devrait avoir pour vérifier (8,) I'inégalité o(2) > p, Vi ce qui est impossible.
On a toutefois I’équivalence suivante:
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[ est convergente si et seulement si il exisie @ > 0 telle que fenc A, pour
tout n.

Supposons f(1) = 0, ce qui ne change rien. On a

for = 6 X, + 0, X4 ... +a, X3+
et

Wfedla = D) lacla(@)’ = laja(2).

On peut alors choisir une valeur o(2) > 0 telle que Y a,a(2) ¢(2)" soit
< 1. Considérons fe, = fe; +fiX,+  +f, X5+ ... Ona [[fe)ll, = I|fe,]l, +
+ Ylifil.a(3):. On peut choisir une valeur o(3) > 0 telle que |ife,ll, soit
<|Ife,ll, +%- Alors, on aura fe,o de norme < 1+4. De la méme facon, on dé-
termine o(5) et ainsi de suite et finalement on aura |fe,|l,< 144434+ ...
=2, d’ou foed, et f est convergente.

La proposition suivante (triviale dans le cas d'une indéterminée)
montre qu’en quelque sorte les éléments de 4 — 8 sont infiniment grands
par rapport &4 ceux de S.

ProposITION 30. S0it fed convergente et non nulle, alors,

fxgeS = ge8.

Autrement dit, Uintersection du corps des fractions de S avec A est S.

(1) Remarquons que la preuve est triviale si f(1) # 0 caralors f*~'e§
done f*'sfxg = geS. On suppose donc que f(1) = 0 et pour simplifier
que g(1)=1, 'appartenance & S de f+g et g étant équivalente & celle de
f*x(lu—+g) et Au+g. Il existe deux factorisables a et f > 0 tfelles que
faeA, et (fxg)fed,, donc en prenant o définie par o(p) = Min[a(p),
B(p)], on a foed, et (f*g)oed,: d'aprés (S;) il revient au méme de sup-
poser pour simplifier que f et f*ged,. Ceci dit, on écrira ||f]| au lieu de |f],.

(2) Considérés comme séries formelles f et g peuvent s’écrire: f = f,+
+fpat -y § = U+ g1+ g2+ ... avec f; et g; parties homogeénes de degré
1 de f et g respectivement et ¢ > 0, comme on I’a supposé. La partie homo-

géne (f*g)n de f*g est ég&le a _Z‘fi*Qn-i' On a fie-A-e.et ”f" = ; "f{"' On

i=g
peut ensuite supposer |fll < 1/2 et [|f+g]l<1/2 en multipliant au besoin
f par une constante convenable, Pappartenance & 4, n’étant pas changée.
Légalité fg = fo+ (ferr +So*g) + ... +(f+g),+  montre que fyxg,¢4,
(chaque terme entre parenthéses est dans A,). De méme, en considérant
(f%)g42, OD Voit que f3*g,c A, et enfin, pour tout 2 > 0, on a f"xg, 4,.
(3) On a [|fy"*g, )| < Ifi*™* si > 1. Récurrence:
Sin = 1,

1,1 .
Woxgall S IF*Pgaall+ Mgl < UfrglHIfl< 5+ 5- =1 = P = ar=.

[ )
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On suppose 1’inégalité vraie pour 1 < n—1 et on congidére f, *g,. On a

Ifg" gall < Nfg" " % f*y)q+nll+l|2 o i Gl

{ml

< 17" *9) q+nll+2 12 Fard 172"~ % Gl

n—1

<A UF % gMIF A+ ) g I A2 1 * F sl

S AP 2 Ul + (gl 4 -+ Il S IAPT

(4) Les fonctions ¢, appartiennent &4 A,: on peut d’abord supposer
(en vertu de (S,) que f, n’est pas dzt fort: on sait qu’il existe a telle que
r(fa) > 0 et acIM*. L'ensemble des dzt forts étant fermé dans 4., on
voit que si % est grand alors, ||f,—fzexll < & et f e, n’est pas dzt Il en est;
alors de méme de f et f;” ¢,. De plus, linégalité lr( "ex) —7(f7™)
< [|f e,—f2™ montre que si k, est assez grand, alors, k> k,, on a

r{feter) =1 > 0.

Consulérons maintenant g,e,, c’est une fonction finie car c’est un
polyméme homogéne en % indéterminédes, au plus, donc appartient & 4..
Il s'ensuit que [f;"e,*gnerll/lgnerll = 7(fi" ) =1, dés que k est assez
grand pour que k> k, et g,e, # 0. On a donc pour un tel &:

llgy exll < -—u(f"”*gn Yerll < —nf;”*gnu.
n

Ceci montre que {lgnll< + co et donc que g,eA.. Ensuite,

-1 il ]”
llgall < (f Ilf * Gl < —Fmr (f"‘“ W= < Al [r(fq)

(5) Soit alors aeMt telle que a(p) = te]0, 1] Vp premier et olr ¢ vérifie
Pinégalité )Ifll <r(f)). On a llagll = } lagall = 3 t"lgall < + oo, done,
aged, et d’aprés (S,) g est convergente.

Remarque 1. Il n'en est plus de méme si’on remplace S par 4, dans
la proposition: en faif, ’ensemble des f telles qu’il existe geA, vérifiant
f*geA, (g # 0) est une sous-algébre locale de S contenant 4,.

Remarque 2. Soit S I’ensemble des f telles que Vn on ait fe,e8
ou, ce qui revient an méme, pour toute partie finie P de 'ensemble des
premiers, on ait fepeS avec une notation évidente. L’algébre S qui est
la limite projective des algébres C{{X,}}, 1eP (fonctions convergentes
habituelles) est une sous-algébre locale de 4 contenant 8. L’algébre S est
encore 'adhérence dans A de S pour la topologie définie & partir des
ensembles B, = {f|fe, = 0} qui forment une base de filtre d’idéaux de 4.
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Cette topologie est strictement plus fine que la w-topologie, strictement.
moins fine que la ¢;-topologie et incomparable & la t-topologie (§ 4) et.
munit 4 d'une structure d’espace complet. S est factorielle: si geS est
irréductible dans §, alors, il *existe un entier n(g) tel que ge, soit irré-
ductible dans C{{X,,..., X;}} dés que > n(g) car si pour une infinité
de n on avait ge, = he,*fe, ol he, irréductible dans O {{X,,..., X,}} et.
fe, non inversible, on aurait g§ = h+f dans S. Maintenant, si on a deux.
décompositions d’un élément f

f=fmexfll = glris . egtt
on prend n = Max [n(f;), n(g;)] et les f;e, et ge, sont irréductibles dans.

C{{X,, ..., X,}}. La fonction g,e, est associée par exemple & f,e, pour
une infinité de » et finalement, f; = g,»j; avec j, inversible dans S.

CoROLLAIRE. L’anneaw S est factoriel.

D’abord tout f # 0 de S et non inversible est produit fini d’irréductibles.
pour la méme raison qu’il I’est dans A.

11 s’agit de montrer ensuite que si f divise un produit, il divise 1'un.
des facteurs. Or, si f divise g%k dans 8, alors, f divise g*/ dans 4 qui
est factoriel done f divise ¢ par exemple et on peut écrire g = fxg’ et
d’aprés la proposition g’ est dans S donc f divise ¢ dans 8.

§ 3. Fonctions entiéres.

DErmNITION. Une fonction fed est dite entiére si f est a-convergente-
pour tout a > 0. On note I I’ensemble des fonctions entiéres. C'est donc
Pintersection des algébres A, et aussi leur limite projective. ('est une-
algébre sur C qui n’est pas locale, elle contient les fonctions finies. On a les.
propriétés suivantes:

(E,) feH<) fo converge Vo;

(B,) feB<«Vo>0 il existe une constante ¢ > 0 telle que |f(2)}
< co(z) pour tout z;

(B;) feEB<Vo> 0 il existe ¢> 0 telle que |f*o(2)| < co(2)Va;

(B,) feE<|fleH;

(B) si|f(2) < lg(x)|Va et si g est entiére, alors f est entiére;

(Eq) feE<VYo, foel,;

(E,) sifeE et si Da,2" est une fonction entiére de la variable com--
plexe 2, alors ) a,f*™ est entitre. En particulier, si feE, alors exp(f)eF;.
(Eg) 8i f et geB, alors fgeB. X

ProposITION 31. Si f est entidre, alors, le support premier de f est fini.

En effet, si f n’est pas 4 support premier fini, on peut trouver une:
suite infinie f* extraite de f dont le support est formé d’entiers z;es(f)
possédant la propriété suivante: dans la décomposition en facteurs premiers.
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de =z, apparait un nombre premier p(n) qui ne divise aucun des z; ol
i < n. On peut alors déterminer une factorisable o telle que f(#;)a(®;) = 1,
par exemple, en procédant de proche en proche. Il s’ensuit que f'¢E

donc que f¢E.
Autrement dit, une série entiére d’'un nombre infini d’indéterminées

qui est une fonction entiére ne dépend en fait que d’un nombre fini
d’indéterminées.

(E,) soit m = [[m; une multiplicative décomposée canoniquement.
Alors, m est entidre si et seulement si m; = « sauf pour un nombre fini
de © et 8i m; # u, alors m,;eE. En particulier, la seule factorisable entiére
est u.

(Ey) la seule fonction entidre complétement additive est 0;

(E,,) soit f & support premier fini et f; sa partie homogéne de degré i.
On a feE <lm|f, /" = 0.

En effet, si feF eb si a = /@, alors Y |fa| = } a*||f,ll, qui converge
quel que soit a > 0.

Réciproquement, si Lim|f,[l/" =0 et si o> 0 est factorisable, il
existe a> 0 tel que ¢(z) < a'® pour tout wes(f): il suffit de prendre
a = Maxo(p) ol pes,(f). Puisque Y a*@|fll. converge alors ||fo,

= D' llfyzlls converge.
On en déduit l'équivalence suivante: si s;(f) est fini:

feB < lim||f(z)|"® = 0.

La nécessité vient de ce qui précéde puisque |f()| < l|fyyll.. Réeipro-
quement, soit ¢ > 0 et a = Info(p), pes,(f). Pour tout zes(f) on a a'®
< o(z). Comme il n’existe qu’un nombre fini de # tels que |f(x)| > a*®,
il n’en existe qu'un nombre fini > o(z). Il existe donc une constante
¢ telle que |f(z)| < co(x) pour tout @ et f est entiére. Si X = Maxp; ol
P.€8:(f) on a t(x)Log2 < Loga < t(#)LogXK, done,

feE < limf(x)"™8* =0 si |f(z)| <1 pour z assez grand.
Remarque. On n’a pas pour E Yanalogue de la proposition 30:

I n’est pas locale.
(Ey,) sifeE, alors afeE si a est c.a.: s0it ¢ > 0, puisque a8 il existe
a> 0 telle que |a] < o et il existe ke R tel que |f| < ko/a d’ol |af] < ko.
De méme, Jf[0p <l si feH car si fed,, alors 0f [0ped, ol o' (p) < a(p)
et a’ < a ailleurs. De fagon générale,

at('n)
el Vn entier > 0.

felE >



Chapitre IV

Fonctions analytiques

§ 1. Introduction. On se propose de donner une définition de fonction
analytique d’une infinité de variables. Ce sont des fonctions définies sur
I’ensemble CV des suites de nombres complexes (2) = (2;), 4 = 1,2,...
On notera aussi ces suites conformément aux anciennes notations
a = (a(pl), covy a(P;), ...] ou encore (a;, ..., a; ...) associant cette suite
4 la factorisable a. .

Dire qu’une fonetion f est analytique en un point w«C¥ par exemple
0 =(0,0,...,0,...), c’est dire au moins qu’elle admet un développe-
ment en série absolument convergente dans un ,,voisinage” de 0 (dévelop-
pement taylorien):

fla) = Y 'f(@)a(a)

Tl

ol f(x) est une suite de coefficients complexes. Rappelons que si 2 est
décomposé en facteurs premiers

n g

g =p; .0 alors  a(@) =a(py)" ... a()" =420,
En général, cette série est convergente absolument pour a telle que
la(p)] < o(p) pour tout p ol o(p)> 0 quel que soit p. Si 'on veut — ce
qui est naturel — utiliser (pour f) toutes les fonctions de § et uniquement
celles-ci, il est nécessaire de supposer que le polydisque {(z)| |2;] < 7,
= o(p;) Vi} est un voisinage de 0 dans CV. On prendra done sur C¥ la
»box-topology” ou b-topologie plus simplement, ol un systéme fonda-
mental de voisinages (ouverts) de 0 est constitué par l’ensemble des
polydisques I'(o, o) = {a| |a(p)| < o(p) Vp} correspondant & toutes les
suites de réels > 0, ¢ = (0;). Muni de cette topologie CV est un espace
séparé et un groupe topologique (mais pas evt, les voisinages de 0 n’étant
pas absorbants).

Si ’on désigne par I, 1’ensemble des a telles que Sup |a(p)|/o(p) < + o0

P

ol o(p) > 0 Vp, qui est un espace de Banach isomorphe & I* (=1, ol



60 TFonctions arithmétiques

e(p) =1 Vp), comme (J I, = OV, on voit que la topologie de C¥ est
définie par la famille des normes généralisées |lall, = Supla(p)|/o(p) (et sa

p
structure uniforme par les écarts correspondants). Bien entendu, la to-
pologie limite inductive des topologies sur I, est moins fine que la b-to-
pologie. i A

Dans ces conditions, la fonction f définie par f(a) = 2 f(m)ya(z) dans
un polydisque ou il y a convergence absolue est une fonction continue
de a dans ce polydisque.

Remarquons que si ’on considérait sur ¢V la topologie produit
habituelle, une suite f(#) ne définirait une fonction continue £ a)
= Y f(z)a(x) dans un voisinage de zéro que si f était & support premier
fini i.e. que si f n’était une fonction que d’un nombre fini de variables
(Chap. II Prop. 31), ce qui est trop restrictif.

Remarquons aussi que si ’on imposait seulement & f de définir une
fonction analytique, au sens habituel, d’'un nombre fini de variables quel
que soit le choix de ce nombre fini de variables (i.e. en remplacant les
autres par 0) on pourrait ne pas avoir de développement > f(x)a(z)
absolument convergent dans un voisinage de zéro (b-topologie): on a vu
(Chap. I1I, § 2, (S;;)) un exemple de fonction f telle que fe, S Va mais
f¢S8. Ce qui n’est pas assez restrictif.

Le probléme principal est la définition d'une fonction analytique
gur un ouvert 2 de OV de fagon & conserver un certain sens 4 la notion
de prolongement analytique.

Dire que f est analytique sur £, si elle est analytique en chaque point
w e 2, c'est-a-dire si sa valeur f (w+ o) dans un voisinage de w est donnée
par une série ) 'f,(z)o(2) absolument convergente si o est assez proche
de O,Aest insuffisant pour éviter des anomalies de ce genre: on définit
fpa.r f(a) = 0 si |a(p)| tend vers 0 et f(a) = 135i |a(p)| ne tend pas vers 0.
Alors f est analytique dans CV quand p->oo et la notion de prolongement
analytique n’a pas de sens (en réalité le développement n’est pas valable
dans tout polydisque intérieur).

La raison essentielle de ce fait est 1’absence d’ouverts connexes dans
C¥: la composante connexe de 0 est 1’ensemble des suites finies i.e. des
suites (z;) telles que 2, = 0 si n est grand et ainsi le polydisque {(2;)] |2
<1 Vi} n'est pas connexe. La notion de prolongement analytique reposant
sur les deux notions ,d'analycité sur un ouvert 2 et de ,,connexité de 2”
n’a plus de sens ici. Il y a cependant des notions plus faibles que celles
de connexité — disons de sous-connexité — que l’on peut imposer & un
ouvert de C¥, de sorte que si I’on renforce la notion pd’analycité sur un
ouvert”, pour rétablir ’équilibre, alors la notion de prolongement analyti-
que aura un sens.
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En gros, les polydisques ouverts seront sous-connexes et une fonction
fdéﬁnie dans un tel polydisque (par exemple de centre 0) sera entidérement
déterminée par la donnée d’une fonction f, absolument convergente dans
ce polydisque (par f(a) = Y fo(z)a(z)). Autrement dit, les polydisques
seront des ensembles d’unicité. On peut donc poser la définition suivante:

DEFINITION. Une fonction f définie sur un ouvert 2 de OV est dite

analytique dans Q, si on a dans tout polydisque ouvert, de centre we 2 (1)
et contenu dans Q

f(0) = Dful(@)(0—w)(2)

ou f,(x) est une suite de coefficients complexes independante du polydisque
et ol la série est absolument convergente pour ¢ — « dans un tel polydisque.
Il revient au méme d’écrire en posant c —w = a

flo+a) = Yfu(z)a(x).

En vue d’étudier le prolongement analytique, on introduit la notion sui-
vante:

§ 2. Connexion sur un ensemble.

DEFINITION. Soit X un ensemble (non vide). Une famille non vide
€ de parties de X est une connexion si

Aiig et! m.A.,‘ ?‘: g enﬁl‘aﬁne UA{ﬁ%
i i

{réunion quelconque). Un élément de ¥ est appelé une ,chatne® ou un
wensemble chainé“.

ExEMPLES. ¥ = 2 (X) ensemble des parties de X, ¥ = ensemble des
parties de X qui contiennent (resp. sont contenues dans, rencontrent)
un ensemble C, donné, € = ensemble réduit & un élément Cye P (X) ete.

On a les propriétés et délinitions suivantes:

(Cy) Si 4,¢% pour n =1,2,... et si 4,n4,,, # 9, alors (J4,¢¥.
n

(C,) € est un ensemble ordonné inductif (pour linclusion) (¥ peut
avoir ou non des éléments minimaux pour la ,déclusion”).

(C,) L’image f(¥) d’une connexion sur X par 'application f: X—>¥
n’est pas, en général, une connexion si f n’est pas injective.

(C,) I’image réciproque par f: X—Y d’une connexion sur ¥ est une
connexion sur X.

(C;) Toute intersection de connexions est une connexion (si elle est
non vide). La réunion de deux connexions n’est pas en général une con-

() w est une fr3torisable et non pas la fonction caractéristique de I'ensemble
des nombres premiers.
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nexion, de méme l’ensemble des AUA’ (ou ANA’') ol 4%’ et A'e¥’
ne forme pas une connexion en général.

(Cs) On appelle domaine de définition d'une connexion 'ensemble (A4,

ol A;e% et A; # X. (On peut toujours rajouter X & une connexion sur

X et obtenir ainsi une nouvelle connexion.) Par exemple ¥ = {{z}| <X}
est une connexion minimale parmi celles dont le domaine est X,

(C,) Conmexion engendrée par une famille de parties 4, de X: c'est
la plus petite connexion sur X qui contient les A; ou encore intersection
des connexions qui contiennent les A; (elle existe car #(X) en est tne).
On peut ainsi définir I'image d’une connexion par une application, la
connexion produit, etc.;.

(Cq) Connexion induite sur une partie B < X: c'est la connexion (si
elle existe) dont les éléments sont les ensembles A;e% tels que 4, c E.
LElle est contenue dans la connexion formée des ensembles A;NE ot 4,¢%
qui est 'image réciproque par l'injection canonique de £ dans X de la
connexion sur X;

(Cy) Composante chainée: élément maximal de %. Les composantes
chainées forment une partition de X (si le domaine de ¥ est X).

(C,,) Soit X un espace topologique qui posséde une base B d’ouverts
connexes, ¢ la connexion engendrée par les éléments de cette base. Alors
% est 'ensemble des ouverts connexes de X. En effet, si 2 est un ouvert
connexe de X, il contient un élément de B et, par suite, un élément maximal
' e%¥(Zorn) qui est ouvert. Ensuite, 2" = 2 — ' est aussi ouvert sinon
on pourrait agrandir Q' par un voisinage ouvert = 2 d’un point frontiére
de 2'. L’ensemble Q" est donc vide et Qe¢%. Réciproquement, un élément
de % est un ouvert connexe.

DrriNITION. Soient X un espace topologique, 4 une famille non vide
de parties de X. Un ouvert 4 = X est dit A-connewxe s’il vérifie I'une des
deux conditions suivantes:

1° il est connexe dans X,

2° quelle que soit la partition de A en deux ouverts non vides, il existe
un ensemble (non vide) de A qui rencontre les deux parties et qui est
contenu dans A.

ExeMPLE. Si 4 est la famille des ouverts, ou encore #(X), les A-con-
nexes sont les ouverts, si A est la famille des ouverts connexes ou encore
{{#}| veX} les ouverts s-connexes sont les ouverts connexes.

Si la famille des ouverts A-conneres est non vide, elle forme une con-
nexion. En particulier, si A est A-connewxe, st B est A-connexe et st ANB #
alors AUB est A-connexe.

Soient A; des ouverts /A-connexes tels que (Y 4; # 0 et A= J4,.

i i

Si A est réunion disjointe de deux ouverts non yides £’ et 2/, alors I’'un
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au moins de 4; rencontre Q' et 2. On a alors 4; = (4;NRYV(4A NQ")
et il existe un ensemble de A contenu dans A4, donc dans 4 et qui ren-
contre 2’ et Q.

Ainsi, la connexion des ouverts A-comnexes contient la connexion des
ouverts connexes et est contenue dans la conmemion des ouverts.

N.B. 8i les ensembles de A sont ouverts, on peut remplacer A par la
connexion engendrée par .

§ 3. Fonctions analytiques. Dans C¥ on considérera la famille A4 formée
des (poly)disques ouverts quelconques I'(w, d) = {(&)] |&;— w;| < o, Vi}
de (poly)centre w et de (poly)rayon o> 0 de sorte qu'un ouvert sera
A-connexe si, quelle que soit la partition en deux ouverts disjoints non
vides, il existe un disque qui les rencontre et qui est contenu dans I’ouvert.

On remarque que la connexion des A-connexes contient la connexion
engendrée par les disques ouverts car un disque ouvert est trivialement
A-connexe (on pourrait plus généralement considérer la connexion plus
grande des B; tels que A; ¢ B, c 4; ot 4; est A-connexe). En fait, dans
C¥ les A-connexes coincident avec la connexion engendrée par les disques.
Soient Q@ un 4-connexe ouvert et ¢’ un ensemble chainé maximal parmi
ceux qui sont contenus dans Q. Si ¢ = 2 —C' est non vide, il n’est pas
ouvert, sinon £2 = C'UC” et (' ne serait pas maximal. En tout point
w''eC" il existe un disque de centre '’ et contenu dans Q. Puisque ¢
n’est pas ouvert, I'un de ces disques D n’est pas dans (', comme il est
dans £ il rencontre C’' et C'UD n’est pas maximal, done C" est vide
et les chaines coincident avec les A-connexes.

On remarque aussi que dans O%, en vertu de (C,,), les ouverts A-con-
nexes engendrés par les disques coincident avec les ouverts connexes.

EXEMPLE DE 4-CONNEXE. Soit a # (0) un idéal de 4,, Z(a) 'ensemble
des zéros de a. C’est un ensemble fermé d’intérieur vide dans la topologie
de I, (espace compact) et dans la b-topologie. Soit F = disque unité
b-ouvert —Z(a) = {e¢¢Z(a)| Vp |e(p)| < 1}. Alors F est A-connexe. Sup-
posons que F soit réunion de deux ouverts non vides disjoints 2 et 2
et soient wefd et w'e«Q’ Dans M, il existe un voisinage de w: Vg (w)
qui ne rencontre pas Z(a). Ce voisinage contient le disque {o| |o(p;) —
—w(p;) <7y Vj<n < + oo} donc, il contient le disque b-ouvert formé
des o telles que

lo(p)—w(ppl<r Vi<an et |o(p)l<1 Vji>n.

Si ce disque rencontre ', c'est terminé, sinon, il ne rencontre pas £
et en particulier w, = (w (P1)y -y @(Py), 0,...,0, ...)e.Q et ¢ 2'. De méme,
il existe w,, = (&' (Py), ...y ' (Pp)y 0,...,0,...) qui ne rencontre pas 2 et
on peut supposer que m = #. Donc on a w,c2, V(w,)= {o] lo(p;) — w(py)l
< 7; Yj < n} contenu dans 2 et V'(m,) = Q' et ne rencontrant pas Z(a)-
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Par suite, il existe gea tel que g(w,) = D go,(®) # 0 et il existe ¢'eca
tel que ¢'(w,) # 0. On peut supposer g = ¢’ (on prend ag+a'g’ oi a et
.a' sont deux constantes convenables). En faisant varier les # composantes
les unes aprés les autres (wn(pj)—>(1 — &) w, (p;) + zw;(pj)»w;(p,-)) on passe
de w, & o, par un chemin ne rencontrant pas Z(a) et qui est un compact.
11 existe alors une famille finie de disques D, = CZ(a) centrés sur ce chemin
et tels que D;ND;,, # @ ol g ne s’annule pas. Il s’ensuit que l'un des
disques rencontre Q2 et Q' et F est A-connexe.

ProrosiTioN 32. Soit f défim‘e sur le disque ouvert I' = {(2;)] [2;— ¢l
< r;} par f(a) = D'f(x)(a—c)(x) o la série est absolument convergente
pour tout ael.

Alors,

1° f est analytique sur I,

® 8t f est nulle sur un ouvert 2 < I' alors f est identiquement nulle
dans I

1° On peut se ramener — temporairement — au cas ol le disque

-est de centre 0 de rayon (1,1,1,...). On a, si wel' et a petit,

flo+a) = Zf J(w+a)(@) = D fu(@)a(x)

=1

et il g’agit de calculer f, et de montrer que sa série est absolument con-
vergente dans tout polydisque contenu dans I. En développant chaque
terme sous la forme

(@+a)(pg! ... p9) = [o(p;) +a(p )™ ... [0(py)+a(p;)]™

on a le coefficient de a(z) = a(p,)™ ... a(p,)" sous la forme
fal@) = D f(@y)0(y)C(a,y)  (cf. chapitre I§7).
y=1

L’expression f,(z) est bien définie si wel” car si e > 0 est assez petit,
il existe une constante X telle que

lo(p1? ... 252y ) O(@, )| < K|[w(py) +e]l™ ... [0(ps) +e]ew(y)] = Klo(y)]
avec o(p;) = o(p;)+e¢e En prenant £ assez petit, on aura |o(y) < 1 Yy,
d’on

2 @@ @, yi< D if@y) o).

Y
Or, on a Y [f(n)y(n) < +oosi Vo on a Iy(w )| < 1(<=ly(p)| < 1Vp) done

ZIf (zy) v ( wu)l< +oo o Jy(@)] ) |f(@y)y(y)l < +oo et D (f(xy)y(y)l
< 400 Vy tel que |y(p) <1Vp. Ceci montle, en prenant y = o, que
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fo(x) est défini par une série absolument convergente. Montrons alors
que ) |f.(®)o(x)| converge pour tout o tel que |o(p)| < 1—|w(p)l-

D) Iful@) (@)
< Dloe Zf(wy)w(y)o 2, 9)| = Zlf (ay)o(2) 0 (9) O (=, 9)]
z n=1 ry=n
= Z,‘lf(n)l D lo(@o@)Cle, )| = D If(m)llol+lwll(n) < +oo

par hypothése, si pour tout p on a |o(p)|+ |o(p)] < 1.
2° Supposons que f(a) soit nulle pour ae¢ U ouvert dans I’. Alors

U contient un disque I', de centre « de rayon 7 et f est nulle dans ce
disque, antrement dit, avec a = ¢+ on a D, f,(z)o(2) nulle pour tout
o dans un disque ouvert qui est voisinage de zéro, donc, dans un disque
fermé {o| lo| < y,y > 0} contenu dans ce disque ouvert et sur lequel
X' fo(w)o(x) est absolument convergente. Autrement dit, f,eA4, et nulle
sur M, et on a vu (Proposition 22) qu’alors f, = 0 ie. f,(@) = 0 Va.
Considérons un élément § tel que |F(p)] > lw(p)| Vp et feI'. La fonction
f est définie par la fonction f qui appartient &4 A4, et on peut supposer
en faisant éventuellement une homothétie de centre 0 de rayon (b,, ...
ciybyy...) que Ay = A, et f est une fonction continue sur M, muni de
la topologie produit (qui en fait un espace compact, chap. II).
L’ensemble F' des w e, tels que f, = 0 est un b-ouvert — non vide,
on vient de le voir — (ouvert dans la ,box-topology”) car f,,.()
= D'fo(2y)e(y)C(z,y) = D0 =0 Vo si eeC. D’antre part, F est fermé
dans I, pour la topologie produit car si f, = 0 pour » =1,2,... ie.
2 f(wy)a,(y)C(z,y) =0 Vo et Vn et si q, ‘tend vers « dans iUt,, on a
Df(zy)a(y)C(z,y) =0 Vo en vertu de la convergence absolue de

2 f(zy)C(z, y) (provient de ce que }'|f(z)y ()l < +oo ol |y(p)| > 1 Vp).
On écrit, en effet, que

D 1f(ay)a O(w, Y|
< 2 f(2y)C(@, ) lan(¥) —a(®)| +2 D |f(ay)C(z, y)I.

N+1

L’ensemble F' est donc un compact de M, et la fonction continue sur
F % valeurs dans R, qui & a fait correspondre }'|a(p)|/2” atteint son
minimum m pour un ay¢F. Or, F' étant b-ouvert, si ¢, 7% 0 on peut trouver
un a, dans un b-voisinage de a, tel que |a,(p)| < |ao(p)| pour tout p avee
inégalité stricte pour au moins un p et m ne serait pas le minimum. Done

0cF ie. f(z) =0 Vz ou encore f = 0.

§ — Dissertationes Mathematicae 144
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N.B. 1. Pour que f définie sur I soit identiquement nulle, il faut et
il suffit qu’il existe w tel que f, = 0.

N.B. 2. L’ensemble précédemment défini Z(f) n’est pas b-ouvert
dans M, si f # 0.

THEOREME. {Principe du pwolongement analytique). Soit f analy _/tf&que

sur un ouvert A-connexe Q. 8¢ f est nulle sur un ouvert U < £, alors f est
identiqguement nulle sur Q.

En effet, si f est nulle sur U, il existe weU tel que f(cu-{-a)
= Y'f,(2)o(z) = 0 pour tout ¢ assez petit. Donc fa, = 0. Soit 2’ I’ensemble
des o' e tels que f,r = 0. I1 est ouvert car f,.,,(%) = D fo(zy)e(y)C(z, y)
=0 5i £eC” est assez petit. L’ensemble 2" = .Q Q' est aussi ouvert
car 8'il est non vide et cont1ent w' # 0 ie. fa,., ) # 0 pour un & conve-
nable, on en déduit f,.(% 2 forrpa(®Y)e )0 (z,y) ou le coefficient
constant f,.(x) # 0 donc f,,, vpa(@) 7 0 81 £eCV est assez petit. I1 existe
donc un disque I' ouvert de centre ¢ (e ou £") contenu dans £ et
qui rencontre 2’ et Q. Dans I" on af (¢+a) = Y. (@)a(z) et f est nulle
sur I'n Q’', done f, = 0, d’ou f est identiquement nulle sur T, ce qui con-

tredit le fait que I' rencontre 2", donc £ est vide et f est identiquement
nulle sur £.

Propriétés des fonctions analytiques:

(A,) Si f. est analytique sur Q, elle est analytique sur Q' < £.

(A,) Soit 4 (Q) 'ensemble des fonctions analytiques sur 2 (4-connexe).
Alors A (£2) est une algébre commutative, o lément unité et intégre. En effet,

81 fﬁ = 0, alors dans un voisinage de we 2 on a D' f, (@) o (%) X go(2)o(®) = 0,
ie. E(fw*g,,, @)o(2) = 0, done, f,*g, = 0, donc fa, =0 ou g, =0.

A,) 8 f ) # 0 sur 2, alors 1] f est analytique dans Q2: on a en tout
point wef2: Y f,(@)o(x)+ 0 dans tout disque I',, ouvert, contenu dans .
Done, dans tout disque fermé contenu dans I', on a [Df.(®)o(®)]”
= D'fo~1(x)o(x) ol la série est abslument convergente. Comme la réunion
des polydisques fermés contenus dans I', est I, alors D fa~!(®)o() est
absolument convergente dans tout I', et'les éléments fi! déﬁmssent

#7! analytique sur Q.

(A;) Une fonction analytique f vérifie la principe du mamimum car
elle est représentée localement par des f, tels que )'f,o vérifient eux-
mémes le principe du maximum.

(A;) Soit feA(.Q) ol £ est A-connexe. Si pour un ae2 on a 8,(f,)
= I = P (ensemble des premiers) alors, pour tout « on a s,(f,) c I.

Autrement dit: si au voisinage de a la fonction f ne dépend que des
variables #z;, alors, au voisinage de tout point de 2 elle ne dépend que






























