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Einleitung

In einem Gebiet des R, sei eine elliptische Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Y Upthemt ) ajuytau=f
k=1 i=1
gegeben.

In dieser Arbeit werden wir uns mit Fragen nach der Existenz von
klassischen Losungen dieser Differentialgleichung, d.h. von L&sungen, welche
im Gebiet G zweimal stetig differenzierbar sind, beschiftigen.

Wir betrachten die obige Differentialgleichung in kompakten Gebieten des
R, und suchen dort solche Losungen der Differentialgleichung, welche auf
dem Rand der Gebiete vorgegebene Werte annehmen. Die Ergebnisse der § 1
bis § 9 sind nicht neu. Bis auf Teile des § 9 waren diese Ergebnisse schon
J. Schauder bekannt und sind in seiner Arbeit [56] aus dem Jahre 1934
enthalten. Trotzdem halten wir es, fast ein halbes Jahrhundert nach dem
Erscheinen dieser Arbeit, fiir nétig, diese Ergebnisse hier darzustellen. Dies
hat folgende Griinde:

(1) Bis zum Erscheinen des Buches Elliptic Partial Differential Equations
of Second Order von D. Gilbarg und N. S. Trudinger im Jahre 1977 war
keine befriedigende Darstellung dieser Ergebnisse in Lehrbiichern zu finden.
In diesem Buch wird der von J. Schauder stammende Beweis zum erstenmal
vollkommen und daher verstindlich in einem Lehrbuch dargestellt.

(2) Die in dieser Arbeit gegebene Darstellung betrachtet die Probleme
aus einem etwas anderen Blickwinkel, indem sie die Frage nach der Existenz
einer Lésung ue C,,(G) des Dirichletproblems flir den Laplaceoperator als
die zentrale Frage in dem gesamten Problemkreis aufzeigt.

(3) Die in dieser Arbeit gegebene Darstellung verkiirzt ingesamt den
Beweis. Wihrend der von J. Schauder gegebene Beweis nur in einer einse-
mestrigen Spezialvorlesung behandelt werden kann, ist es mit der in dieser
Arbeit gegebenen Darstellung méglich, in einer viel kiirzeren Zeitspanne die
Schaudersche Theorie im Rahmen einer Spezialvorlesung vorzutragen. Die
dadurch gewonnene Zeit kann z.B. dazu benutzt werden, die Studenten mit
Ergebnissen der nichtlinearen Theorie vertraut zu machen und damit die
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Kluft zwischen den in einer Vorlesung behandelbaren Fragen und Fragen der
neueren Forschung zu verkleinern.

Daf} gerade das letzte Argument sehr wichtig ist, zeigt die im The
Mathematical Intelligencer in Volume 1, Number 1, 2 und 3 (1978) zu
findende Besprechung des Buches Mathematics and the Dilemma of University
Education von M. Kline. Obwohl M. Kline, P. J. Hilten und H. Hochstadt
sehr verschiedene Ansichten vertreten, so sind sie sich jedoch in einer Frage
einig: Die Ergebnisse der Forschung diirfen nicht nur als isolierte Einzel-
ergebnisse den Spezialisten zuginglich sein, sondern es muBl nach Vereinfa-
chungen der Beweise gesucht werden, um sie einem gr&fBeren Kreis von
Mathematikern zuginglich zu machen. Diese Forderung ist sehr alt. In
seinem Vortrag auf dem Internationalen Mathematikerkongrel3 in Paris im
Jahre 1900 zitierte D. Hilbert den Ausspruch eines alten franzdsischen
Mathematikers: , Eine mathematische Theorie ist nicht eher als vollkommen
anzusehen, als bis du sie so klar gemacht hast, daB3 du sie dem ersten Manne
erkldren konntest, den du auf der Stralle triffst”.

Nun, wir sind mit der Vereinfachung der Schauderschen Theorie von der
Erfiillung dieser Forderung noch sehr weit entfernt, jedoch hoffen wir, mit
dieser Arbeit dazu beizutragen, diese Ergebnisse einem gréfBeren Kreis von
Mathematikern zuginglich zu machen.

In die Darstellung der Ergebnisse sind Bemerkungen eingeschoben,
welche die Einordnung dieser Ergebnisse in einen gréfleren Zusammenhang
vornehmen. Anstatt dies in dieser Einleitung zu tun, glauben wir, daf} diese
Kommentare an den relevanten Stellen fiir den Leser leichter zu verstehen
sind. Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr Andrzej Granas fiir das
besondere Interesse danken, daB3 er dieser Arbeit entgegenbrachte.

Prialiminarien

Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen Zahlen, R die Menge
der reellen Zahlen und C die Menge der komplexen Zahlen.

Ist G ein Gebiet im n-dimensionalen euklidischen Raum R,, so bezeich-
nén wir den Rand von G mit 4G.

%o,0(GuT), wobei I' c 0G ist, bezeichnet die Menge aller auf GuTI
stetigen Funktionen.

%.0(GuUT), keN, bezeichnet die Menge aller in G k-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung k sich auf GuT
stetig fortsetzen lassen.

we(GUT), keN und 0<a<1, ist die Menge aller Funktionen

Ue €, o0(G w ), fir die zu jedem Kompaktum K =« GuT eine Konstante
existiert, mit
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ID? u(x)—D* u(y)

x,yek lx_yla

gceonst <oo, |f=

wobei = (8, ..., BJEN,, |fl = z B, und DF- = d#1./axt .. oxin st

t[f], 0<ax], bezelchnet den Holderkoeffizienten der Funktion f
im Gebiet G, falls

up L0

x,yeG IX—)’I“

clf]=
ist.

Mit C;,(G) bezeichnen wir den Banachraum, welcher dadurch definiert
ist, da} wir zun#ichst %, ,(G) zu einem linearen Raum machen und diesen
dann unter der Norm

lWllhac = suplu(x)l+ ...+ ¥ {sup|D?u(x)+ Hg [D’ u]}

xeG 1Bl=k xeG

abschlieflen.
lully,0,c Wird die Héldernorm von C,,(G) genannt.

Wir sagen: 0G gehort zur Klasse %, ,, wenn zu jedem Punkt xe 0G eine
Umgebung U(x) und eine eineindeutige Abbildung B,: U(x)— K, (0)
= {x| xeR,, |x] <1} existiert mit B,e%,(U(x)) und B;'e%,,(K,(0)
so daB:

B.(x)=0 wund B, (Ux)nG)=H, ={x| xeR,,|x <1, x, =0}
gilt.
Wir sagen: 0GeC,,, wenn es eine Konstante K gibt, zu der fiir alle

xe 6G Umgebungen U (x) und Abbildungen B, so gefunden werden k&nnen,
daf fiir alle xe 0G:

Bxe Ck,a (U ()C)),
”BxHO.a.U(x) < K»

B;'eC,.(K,(0)
und
1B lkaky 00 < K

gilt.



8 Zur Existenz klassischer L8sungen einer elliptischen Differentialgleichung

§ 1. Die Problemstellung

In einem beschrinkten Gebiet G des R,, n = 2, betrachten wir die
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

n n

(1.0) Lu= .;lajk(x)uxjxk(x)+ '21 a; (%) () +a(x)u(x) = f(x).
k= j=
Um das Dirichletproblem formulieren zu k&nnen, machen wir folgende
Voraussetzungen: (1)

(1.1)  Die Koeffizienten ay, a;, a und die Funktion f seien in G stetige
Funktionen.

(1.2)  Der Differentialoperator L sei in G gleichm#Big elliptisch, d.h. es gibt
ein m >0, so daB fiir alle veR, und alle xe G die Ungleichung

n

Y ap(x)v;0 = mefuf?
jke=1
gilt.

(1.3)  Auf dem Rand 0G des Gebietes G sei eine stetige Funktion g
gegeben.

(14)  Das Dirichletproblem. LBt sich in jedem beschridnkten Gebiet G des
R, zu jeder beliebig vorgegebenen rechten Seite f der Differentialglei-
chung (1.0) und zu beliebig vorgegebenen Randwerten g eine in G
stetige Funktion u finden, welche im Gebiet G zweimal stetig dilfe-
renzierbar ist, der Differentialgleichung Lu = f geniigt und aul dem
Rand 0G mit g iibereinstimmt?

Zunichst wollen wir einige Figenschaften der L&sung u der Differen-
tialgleichung (1.0) bereitstellen. Aus diesen Eigenschaften werden wir dann
ersechen, daB zu einer positiven Beantwortung des obigen Problems eine
Verschérfung der Voraussetzungen (1.1) und (1.3) notwendig ist.

(1.5  Das Maximum-Minimum-Prinzip. (a) Ist a{x) <0 und f(x) <0 fir
alle xe G, so nimmt jede nichtkonstante Losung u der Differential-
gleichung (1.0) ihr negatives Minimum, falls ein solches vorhanden
ist, auf dG und nicht in G an.

(b) Ist a(x) <0 und f(x) = 0 fiir alle xe G, so nimmt jede nichtkon-
stante Losung u der Differentialgleichung (1.0) ihr positives
Maximum, falls ein solches vorhanden ist, auf /G und nicht in G an.

(') Mit diesen Voraussetzungen k&nnen wir die Problemstellung [ormulieren. Zum Beweis

der Existenz einer L8sung des Problems werden wir diese Voraussetzungen weiter verschéirfen
missen.
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Ist u(x)<O0 fiir alle xeG, so folgt aus dem Maximum-Minimum-
Prinzip: Das Randwertproblem Lu = f, u, =g besitzt h&chstens eine
Losung.

Das Maximum-Minimum-Prinzip wurde von E. Hopf in [18] gegeben.
Einen Beweis von (a) und (b) findet man in [16].

Um die Eindeutigkeit der L&sung des Randwertproblems Lu = f,
uac =g zu gewihrleisten, werden wir nur solche Differentialoperatoren L
betrachten mit a(x) €0 flir alle xeG.

H. Petrini hat in [50] ein Beispiel einer stetigen Funktion f gegeben, fiir

welche die Differentialgleichung ) Ugys; = / keine zweimal stetig differen-
j=1
zierbare L&sung besitzt.

H. Niemeyer zeigte in [48] die Existenz einer stetigen Funktion k, so
daB die Gleichung Y uxjxj(x)+k(x)u(x) =0 keine von Null verschiedene
=1

L&sung u(x) zuldBt, welche zweimal differenzierbar ist.

E. Hopf zeigte in [17], daB die Losung u der Differentialgleichung
Lu = f zweimal hdlderstetig differenzierbar ist, falls die Koelfizienten
ay, a;, a des Differentialoperators L und die rechte Seite f der Differential-
gleichung hdélderstetige Funktionen sind.

Wir werden daher eine positive Antwort auf das Problem (1.4) nur dann
erwarten k&nnen, wenn wir die Voraussetzung (1.1) verschirfen. Daher
werden wir die Bedingung (1.1) flir unsere weiteren Betrachtungen durch die
nachfolgende Bedingung (1.6) ersetzen.

(1.6)  Die Koeflizienten ay, g;, a und die Funktion f in der Differential-
gleichung

Y Qi Ut 2 Gty tau=f
Jk=1 ji=1
seien Funktionen aus Cy,(G) mit 0 <« < 1. Ferner gelte fiir alle
xeG: a(x) <0.

Weiter wollen wir aus Griinden, welche erst im § 2 verstindlich werden,
eine Verschirfung der Voraussetzung (1.3) an den Rand 0G der betrachteten
Gebiete G und an die auf JG definierten Randwerte g vornehmen. Wir
ersetzen (1.3) durch:

(1.7)  Die Gebiete G des R,, in welchen wir die Differentialgleichung (1.0)
betrachten, seien beschriinkt. Die dazugehtrigen Rénder dG gehdren
zur Klasse 7, , (0 <o < 1),

und
(18) Die auf dG definierten Randwerte g seien aus C,,(0G).

Wir k&nnen nun andererseits mit den schirferen Voraussetzungen (1.6),
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(1.7), (1.8) bessere Eigenschaften der Ldsung u des Dirichletproblems erwar-
ten, als wir in (1.4) formulierten. Unser Ziel ist, den nachfolgenden Satz zu
beweisen.

Satz 1. Vor.: (a) Es sei 0 <a < 1. (b) G sei ein beschrinktes Gebiet des R,

mit Rand 0G aus €,,. (c) Es sei Lu = Y ay Uy, T 21 ajthy,+au ein beliebi-
jk=1 j=
ger Differentialoperator, dessen befﬁzienten (1.2) und (1.6) erfiillen.
Beh.: Zu jedem (f, g)e Co.(G) x C4,(0G) existiert genau eine Ldsung
ueC,,(G) des Randwertproblems Lu = f, u = g.
Satz 1 wird im § 6 bewiesen. In § 2 bis § 5 werden die dazu notwendigen
Hilfsmittel bereitgestellt.

Erste Bemerkung zu Satz 1. Wie wir den Paragraphen 9 und 10
noch n#her darlegen werden, spielt dieser Satz im Beweis der Existenz einer
Losung v des nichtlinearen Randwertproblems

3 (5, (39, 5 (9) vy (9 = £ (x, (), 0:(9)  (xe0),

ik
v(x) =g(x) (xedG)

eine Schliisselrolle. Diese Anwendung des Satzes rechtfertigt den beweistech-
nisch hohen Aufwand, der nétig ist, um die Reguliritit der Losung u am
Rande des Gebietes G zu beweisen. Hier wird nicht Kunst der Kunst wegen
gemacht! Ist man jedoch nur an der Existenz einer Losung u des Problems
Lu = f, u, = g interessiert, welche zur Klasse Co4(G) N %,,(G) gehort, so
kann der Existenzbeweis der L&sung mit der Perronschen Methode wesen-
tlich einfacher gefiihrt werden. Auch lassen sich dabei die Voraussetzungen
an den Rand des Gebietes G und an die Randwerte g stark abschwichen.
Eine Darstellung dieses Beweises findet man in [12], weshalb wir hier auf
diesen Beweis nicht eingehen.

§ 2. Die Aquivalenz der Randwertprobleme Lu = f, U =9
und Au = f, U6 =¢

In diesem Paragraphen beweisen wir den folgenden Satz.

Satrz 2. Die folgenden Aussagen (1) und (11) sind dquivalent.
(I) Fiir jedes beschrinkte Gebiet G des R, mit 0Ge€,,, 0 <o <1 gilt:

n

Ist Lu= kz oty + Y aju,+au ein beliebiger Differentialoperator,
hk=1 ji=1

dessen Koeffizienten (1.2) und (1.6) erfilllen und ist (f, g)€ Co(G) x C,,4(8G)

beliebig, so existiert ein ueC,,(G), welches das Randwertproblem Lu = f,
Uog = ¢ lost.
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(I1) Fiir jedes bes_(_:hrc'inkte Gebiet G des R, mit 0Ge 1,4, 0 < < 1 gilt:
Ist (f, g) = Co,4(G) x C,,(9G) beliebig, so existiert ein ue C,,(G), welches
das Randwertproblem

n
z uxjxj =f.9 ul@G =4d
j=1

ldst.

Bemerkung. Die Aussage (IT) wird in der Literatur auch als ,,Satz von
Kellogg” bezeichnet.

Beweis. Wihrend die eine Richtung des Beweises, nimlich der Schluf}
von (I) auf (II), trivial ist, benttigen wir zum SchluB von (II) auf (I) die
nachfolgende Ungleichung (2.1). Dazu seien G ein Gebiet und L ein Differen-
tialoperator, welche die Voraussetzungen von Aussage (I) erftillen. Es sei

U= j;l uxjxj.
Wir wihlen G und L beliebig, aber fiir die nachfolgenden Betrachtungen
fest.
Wir zeigen: Gilt (IT), so existiert eine Konstante k > 0, so daB fiir alle ¢
mit 0<r<1 und fir alle ue C,,(G) die Ungleichung

21 Nullzac < k{I00=1) du+Lullo a6+ 11l 20,56}
gilt.
Zum Beweis von (2.1) benstigen wir noch den Hilfssatz (2.2).
-
(2.2) HirssaTz. Vor.: Es gelte Aussage (1) und Ly« = Z by 3 sei
ik x; 0%,

ein Differentialoperator in G, dessen Koeffizienten by, konstant smd und (L.2)
erfiillen.

Beh.: Fiir alle (f, g)e Co4(G) xCy4(0G) besitzt das Randwertproblem
Lou=f, ulsg =g genau eine Lisung ueC,.(G). Es gilt die Abschitzung
1ull2.06 < k{llfllo,ac+gll2,0,06}- Die Konstante k hiingt von G und den Koeffi-
zienten by, aber nicht von (f, g) ab.

Beweis von Hilfssatz (2.2). Da der Operator L, elliptisch ist,
existiert eine nichtsingulére lineare Abbildung Y: R, —+R,, Y(G) = Q, so daB
sich das Randwertproblem

(23)  Lou(x)=f(x) (xeG) und u(x)=g(x) (xedG)
in das Randwertproblem

24 M) =f(x) (xeQ) und v(x)=g(x) (xe Q)

transformiert. Da aber Q wieder ein beschrinktes Gebiet mit dQ %, ist,
existiert nach Voraussetzung und dem Maximum-Minimum-Prinzip genau
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eine Losung veC,,(Q) des Problems (24). Damit existiert genau eine
Losung ue C,,(G) des Problems (2.3). Durch (f, g) —u wird ein linearer
Operator

T: Coa(G) X C2,4(0G) — C,,4(G)
definiert. T ist bijektiv. Der zu T inverse Operator
T 1: CZ.a (G) - CO,z (G) X Cl.a (aG)’

definiert durch u — (Lgu, uls), ist stetig. Nach dem Satz von Banach ist dann
T stetig. Da T linear ist, existiert eine Konstante k von der in der-Behaup-
tung angegebenen Art.

Nun konnen wir zum Beweis von (2.1) kommen. Es sei L der oben
genannte elliptische Operator mit den Koeffizienten ay, a;, a. Fiir 0 <t <1
und ye@G ist durch

n 2,

L, = (1=t 0p+tray(y))——

Wy j,k§;1 1 Jk Jk } axj axk

eine Schar elliptischer Operatoren mit konstanten Koeffizienten definiert.
Somit existiert zu jedem (x°, to)e G x1I, I =[0, 1], eine Konstante k(x°, t,)
(Hilfssatz (2.2)), so daB fiir alle ve C,,(G) die Abschitzung

10l 20,6 < k(x°, to) {l|Leg,x0 Ullo,a,6 + 1]l 2,0,06 )

gilt. Es sei

P(x°, to) = Max {k(xo: to)'(”’*‘ Z “ajk“0,a,G)a 1}

Jk=1
und

0(x°, to) = {(x, O] (x, De Ry 1, lt—1o] <(16-P(x°, ) ' und
Ix—x%% < (16 P(x°, to))” ')

Die Mengen {O(x, )}(x,ye6 x; bilden ein offenes Uberdeckungssystem von
G xI. Da G xI eine kompakte Teilmenge des R, ist, wird G xI von einem
endlichen Teilsystem {O(x’, t)};-, . » iberdeckt. Es sei nun z;e C(R,)
G=1,..., M) mit z;(x) =0 fir |x—x* > (4-P(x/, ))”" und z;(x)y =1 fiir
Ix—x|* < (8- P(x/, 1))

Mit

Llj,xj(zj u) = (t;—t)- Z (ajk (xj)—éjk)'(zj “)xjx,‘
k=1

Tt ) kz= . (aﬂ‘ (xj) — (X)) ) (ZJ u)xjxk + Lt,x (zj u)
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haben wir die Abschétzung

n
izl 2,06 S k(X ) {le—t)|-(n+ Y lapllowc) llz;ull 24,6
k=1

_1 n
+(4‘P(xj, tj)) : Z Hajk”o.a,a'||Zju||z.a.o

Sk=1

1Ly 5 (25 Wl 00,6 + 125 Ul 30,00 + 2 Z lanllo,e,c * llz; “”2,0.6}-
jk=1

Mit der Ungleichung (siehe [31], Seite 117)
(2.5) Wik o.6 <& WlhkagtCeo W00  (WE Cra(G), &> 0)

und der aus dem Maximum-Minimum-Prinzip folgenden Abschitzung

(26)  llzjullo,0,6 < const (| L, (z;4)llo,0,6 +12; llo,0,06)
erhalten wir daraus fiir |t—1;| < (16 P(x’, tj))—l'

lz;ull 2,06 < K (x, t) (1L x(zy wllo,a6 + 112 Ul 2,0, 56)

mit einer geeigneten Konstanten K (x/, t), die sich noch durch K

= Max K, t;) majorisieren 14ft. Es sei v beliebig aus I gewdhlt.
Jj=1.

Ist A= ‘}.] Aell, ..., M}, =1 <(16-P(x/, 1))} }, dann st
(0(x*, t)}eq4 ein Uberdeckungssystem von G x lt‘ Umsomehr ist
G JUY mit U= I|x| xeG, |x—x* <(8-P(x*, ;) } Zu xeG

Aed - =
existiert leA, mit |x—x** < (16-P(x*, t,)) g Damit gilt fir jedes yeG
und beliebiges f unter Beachtung von z,(x) =1 fiir xe U (x%:

S)=f O _ IS (X) 2, () =S () 2, O

|x—yf* Ix—yI*
> llz; flloas falls ye U(x*),
jed
=Y liz; fllo.oe falls y¢ U(x*),
Jje i
wobei r= Min (16-P(x, 1)) ist
J= 1M

Damit erhalten wir weiter:

ll2ee <A +r~Y Y 122 ull206
e A4

und

[Wllzae < (L4~ K- Y {I1Lex(2a Wllo,a6 + 122 tll2,,56}
AeA

< (1 +r” 1) ‘K- ‘{”Lr.quO,a,G ’ Z “21”0'“'64-
Aed
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n
+2: Z ”ajk“O,a.G' Z llzally a6 N1ulli .06

j-k=1 Py |
+ulloae’ 2 e zallo,ec+ 2" 1ull2,006 Y 1zl 2,006}

AeA ey

Da A c {1, ..., M} ist, erhalten wir daraus

ll2,06 < (L4771 K- {ILeculloae” Z lizillo,ac

+2: Z lladlo,ac Z iz}l 12,6 * lull1,0,6
Jk=1

+||ullo,a,c° Z (”AZJHO,a.G+|| ;1 i '(Zj)xjx,,Ho.a.o)
=1 =

M
+2 [ullzm06° 2, 1Z)ll2,0,06}-
=1

Es existiert also eine Konstante K, welche nicht von ¢ abhiingt, so daB die
Abschitzung
] 3,0,6 < K {”Lx. Ullo,e,6 + 1l 20,06}

gilt. Daraus folgt fiir ein beliebiges tel:
llull2,0,6 < {”1 -17) A“+TL“||0aG+“ Z a; Uy +au“0a

+1[ull2,2,06 }-

Mit der Ungleichung (2.5) und dem Maximum-Minimum-Prinzip folgt da-
raus die Behauptung (2.1).

Zum Beweis, daf3 aus der Aussage (II) die Aussage (I) folgt, ist zu zeigen:
Zu jedem (7, g)€ Co,.(G) x C, . (6G) existiert eine Funktion ue C,,(G) mit Lu
= f und u|,; =g. Dieser Nachweis wird mittels der Kontinuitdtsmethode
geflihrt. Dazu bend&tigen wir die Abschitzung (2.1).

(2.7) Kontinuititsmethode. Es sei nun (f, g)e Co,(G) x C,,(8G) beliebig,
aber fest gewidhlt. Fiir te [0, 1] definieren wir uns folgende Schar gleichmiBig
elliptischer Differentialoperatoren

Ly=t-L+(1-t)- 4
Es sei

A={t] te[0, 1] und flir alle (f; §)e Co.(G)x C;.(9G) besitzt das
Problem L,u = f, ul,; = § eine Ldsung u(-; f)e C;.(G)).

Die' Menge A ist nicht leer, denn nach Voraussetzung ist t = 0 aus A.
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Es sei toed, k die Konstante aus hergeleiteten Abschitzung,
e= [k 00+ 3] Max (laloac: laflonc, lalloscl Alle te[0, 1] mit

n

[t—to| <& gehbren zu A4, denn: Fiir te[0,1] und [t—to] <& und fiir
jedes ueC,,(G) ist

S ) =(t~t0) {du—Lu} +e Cy ,(G).

Das Problem L, v = £, 1), vjse = § hat genau eine Losung ve C“(G_) da t,
zu A gehort. Durch u — v wird damit eine Abblldung T;: Cy.(G)— C,.(G)
definiert. Fiir beliebiges Uy und u, aus C,,(G) ist T,u, — T,u, Losung des
Randwertproblems:

L, (Tiuy — Tiug) = (t—to)- {A (g —ug) ~ L(u; —uy)},
(Tiuy — Tiuz)|ag = 0.
Daher gilt mit (2.1) fir T;u, — T,u, die Ungleichung
T uy— Tista|l 06 < k[t —tol - {14 (4 —ua)llo,a,6 + 1 L(4y — 430,06}
27! “Jluy _uzllz.a.c,
d.h. die Abbildung T, ist kontrahierend. Somit existiert nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz eine Losung ueC,,(G) der Gleichung Tu=u, dh. ¢
gehort zu A. Da ¢ nicht von t, abhingt, folgt damit auch: 1 gehsrt zu A.

Somit existiert filr alle (f, g)e Co(G) X C,4(8G) eine Lésung ue C,,(G) des
Problems Lu = f, u|lc = g.

§ 3. Zusammenstellung von Existenzaussagen einer Lisung u

des Randwertproblems du = f, u|;; = g in beliebigen Gebieten G
des R,

Im §2 hatten wir gesehen, zum Beweis von Satz 1 geniigt es, die
Aussage (II) zu beweisen. Es geniigt also Satz 1 nur fiir den speziellen
Operator L = 4 und nicht flir einen allgemeinen elliptischen Operator L mit
variablen Koeffizienten zu beweisen. Die Aussage (II) wird daher als das
»einfachere” Problem angesehen. Die nachfolgende Aufstellung soll und kann
keine vollstindige Darstellung alle bekannten Ergebnisse sein. Sie stellt nur
die flir uns wesentlichen Ergebnisse aus der Literatur ohne Beweis bereit.

(3.1) Satz. Fiir jedes beschrinkte Gebiet G = R, mit Rand 8Ge%,,
existiert zu jedem (f, g)€ Co4(G) X C1,,(0G) eine Lisung ue Cq o(G) N %50 (G)
des Randwertproblems Au = f, ul,; = g.

Beachtet man, daB fiir 6Ge %, , und ge C,,(0G) zu jedem Punkt x, des
Randes dG eine ,barrier”-Funktion existiert, so 140¢ sich Satz (3.1) mit den



16 Zur Existenz klassischer Losungen einer elliptischen Dilferentialgleichung

von O. Perron [51] stammenden Methoden beweisen. Einen Beweis findet
man in [12].

(3.2) Satz (J. Schauder). Ist G ein beschrinktes Gebiet des R, mit Rand
8G aus 6, 4, so existiert zu jedem (f, g)€ Co4(G) x C;,,(0G) genau eine Lasung
ue Cl.ﬂ(G) N #,0(G), 0 < f <1, des Randwertproblems Au = f, ul;c = g.

Zum Beweis siehe [55].

(3.3) Satz (N. M. Glinther). Fiir jedes beschrdnkte Gebiet G = R, mit
Rand 6Ge 63,4, 0 <a <1, und fiir jedes (f, 9)eCoa(G) xC,,(0G) existiert
genau eine Losung ue C,,(G) mit 0 < f <a des Randwertproblems Au = f,
o = 4.

Zum Beweis siehe [15].

(3.4) Sarz (O. D. Kellogg). Ist § = 0G mit Se €, ,, gls€ C1,.(S) und f
=0, so gzlt in einer Umgebung U (S) fiir die Losung u des Randwertproblems
Au(x) =0 (x€G) und u(x) =g (x) (x& 8G): ulg s € Caa(GNU(S)).

Dieser Satz ist in [22] enthalten.

(3.5) Satz (E. Hopf). Sind im Gebiete G die m-ten partiellen Ableitungen
der Funktionen ay, a;, a, f vorhanden und holderstetig mit dem Exponenten a,
so ist jede in G zweimal stetig differenzierbare Lisung von

n n

3 @3t (T, (3, () +a () ) = 1 ()
k= j=
daselbst (m+ 2)-mal holderstetig — mit gleichem Exponenten a — differenzier-
bar.

Zum Beweis siehe [17].

Zum Beweis der Aussage (II) ist somit nur noch das Verhalten der
Losung u des Randwertproblems du = f, u|o,¢ =g am Rande des Gebietes G
zu untersuchen. Der Beweis von Satz 1 hat sich damit auf diese Frage
reduziert. Auligehend von den Sitzen von O. Perron bzw. von J. Schauder
werden wir im § 5 die Regularitit der Lésung 4 am Rande des Gebietes G
untersuchen. Zuvor untersuchen wir in § 4 fiir dic Spezialfille G = Kugel und
G = Halbkugel das Verhalten der L&sung u des Problems du = f, ul;o =g
am Rande des Gebietes G.

§4. Die Regularitit der Losung u des Problems du = f, u|,;g = ¢
am Rande 0G, falls G eine Kugel oder eine Halbkugel ist

Wir beginnen mit dem Spezialfall, daBl das Gebiet G eine Halbkugel ist,
also

G=K{ ={x| xeR,, |x <1, x, > 0}.
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Zun#chst einige Bezeichnungen:
Es sei r > 0 und

K, = {x| xeR,, |x] <r},
K} ={x xeR, |x| <r, x,>0},
H - %xl xeR,, x, =0},
H, = {x| xeR,, x,=0, |x| <r}.
C§.(K') sei der Banachraum, fiir dessen Elemente v suppv = K3, 5 gilt.

C3.(H,) sei der Banachraum, flir dessen Elemente v suppv = H,,, gilt.
Nun k&nnen wir den folgenden Satz beweisen.

(4.1) Satz. Ist (f, 9)e C§, (K7) xC%,(H,), so existiert genau eine Lisung
ue C,,(K}) des Randwertproblems

du(x) = f(x), xeKf,
42 u(x)=g(x), xeH,,
u(x) =0, xedK{\H,.

Zum Beweis dieses Satzes benétigen wir noch drei Hilfssitze, welche wir
zunfichst bereitstellen wollen.

Aber zundchst noch einige Bezeichnungen:

Ist x=(x4,..., X,)eR,, so wird mit X der an der Hyperebene H
gespiegelte Vektor (xy, ..., x,~y, —X,) bezeichnet.

Fiir x # y ist

G(x, y) = ((n—2)wn)_1 . {|x_y|2—n_[1 —2(x, y)+|x|2.|y|2](2—n)/2}

die Greensche Funktion fiir die Kugel K,. Durch Spiegelung an der Hyper-
ebene H erhalten wir daraus die Greensche Funktion I'(x, y) = G(x, y)
—G(X, y), x #y, fir die Halbkugel K{.

(4.3) HiLrssatz. h sei aus Coo(K{), dann ist u(x) = — [ I'(x, y)-h(y)dy

+

aus Co o(K{) N %4, (K{ UH,) und Lssung des Problems “
(44) du(x)=h(x) (xeK{) und u(x)=0 (xedKy).

Beweis. ueCoo(K{) N %,,(K7) und Losung des Randwertproblems
(4.4) ist klar und kann hier ilbergangen werden. Es wird nur noch bewiesen,
daB ue%,,(K{ nH,) ist.

Es sei u =v+w mit

2 — Disserlationes Math. 237
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und
W) = =(n=2)e0,) " [ {[1=2( p)+IE e
K
—[1-2(x, y)+lxlz'|ylz](21‘"”2}'h(y) dy.
w ist in K, harmonisch.
Vi, ) = (1= @) {x—y2 =gy x#y.
Zuntichst ist ve Cy o(K{) (vgl. [16], Satz 2, Seite 186). Da flir j=1, ..., n—1

0
== [V, )dy= [ ¥ x, y)dy = — [ ,,(x, »)dy
axfx*’ k+ K+ J
1 1 1
== [ ¥lxy)vydo
oK [ \H{
gilt, ist Vs, in K{ U H, einmal holderstetig differenzierbar und es gilt fir &
=1,...,n und xeK;{ U H, die Darstellung

vxjxk(x) = - J. .//xj-xk(x: y)[h(y)—h(X)] dy
Ky

0
—h(x)=— | Vs (x, y)dy
0x;, X}
(vgl. [16], Satz 3, Seite 187).
Zum Beweis der Hélderstetigkeit von Vs sei x'eK{ uH, beliebig

aber fest gewihlt, x> sei aus K UH; und d/2=|x'—x?, Q = {x| [x—x!|
<d}.
Zu zeigen ist:
| § [h(Y)—h(xl)]‘ijxk(xl, »dy— | [h(Y)—h(xz)]",//xjxk(xz, y)dy|
Ky ki
< const - |x! —x?*,

Zun#chst gilt:

[ DA =h(N] Y 8 )y = [ [ROY=h(x*)] e, (52, y)dy

ke ki
= — | [hG)=h()] Yo, (x*, Y)dy
ko
+ [h()))—h(xz)]'[lﬁxjack(xl,y)—wxjxk(xz, yldy,
x{\e

Ii= [ [h(A)=h(N] Ve, (x1, y)dy,

ke
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Fir xeQ,j=1,....,n—=1, k=1, ..., nist

0 0
XX ( ) dy = — x > dy = —— i\ d

xfj\aw“ x, y)dy X, "IJ\le ;(x, y)dy o, Krj\glﬁyj(x y)dy
) X 0

S Vv vdot— | y(x, y)v,0)do

x, . :
Kokl Ok ax o

= - j ka(xa _)') '\'j(J’)d0+ [ ka(x’ y)‘Vj(J’)dO-

oK \H aK e\
Also gilt:

| | l'b"y‘lz(xl’y)dy|<| I s (xY ¥) v () do)

KI"\Q ok hH

T Yelxt 1)) do|

AK T ~Q\H
<const-(1+ | |x'—y'""do) < const.

ly-x1)=d
Mit [h(x')—h(x?)| < const-|x' —x¥* folgt damit
I1,| < const |x! —x?*,
IL= | [hO)=h(xH] [ijx,‘(xl, M) =¥ (X2, y)1dy.
SV
Es sei P=|//,,J.xk(x1, y)—lpxjxk(xz, y) fiir ye K{\Q und x!, xeQ definiert.
n
Mit dem Mittelwertsatz 148t sich P zu P = ) (x}—x,-z)-lp,,‘xj,k(x, y) mit £
i=1
—Ax'+(1-2)x? 0 <A< 1, umformen. Ferner ist |y—x!| =d =2-|x'—x?,
ly—% 2 [y=x'|=|x' =% = [y—x!|=|x' =% 2 4ly—-x'|,  |y=x <ly—x|
+Ixt =x? < 3ly—~x!|.
|P| 146t sich daher durch

le_le |x1—xz] le_x2l
|P| < const-ly—_x—zw < const m < const '—|y_xz|n+1

abschitzen. Damit gilt:

¥l x2
)< const-]y—le"'—’ 2n+|1dy
K1+\Q Iy_x |

< const - [x! —x? - {|x* —x?*~! +const} < const * |x* —x?*.
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Zum Beweis. der Behauptung sind noch die beiden nachfolgenden Integrale
abzuschitzen:

Iy = [[RO) =R O] Vg, (61 ¥) Ay,
0

ly—x!®
ly—x'|"

I} < [ const: dy < const-d® < const - [x! —x?J?,

1x1-y|<d

Iy = [[h(G)=h ()] Ve (%%, V)Y,
0

ly—x2*

)< const-ly_len

|x1-y/sd

< const * |xt —x?*.

dy <const: [ |y—x?*""dy
Iy—x2|<2d

Damit ist vy, fir j=1,..., n—1, k=1,...,n aus %,,(K{ v H,) gezeigt.

In K{ gilt 4v=h. Damit hat man in K; die Darstellung v, , =
n—1

h— U,.. Da die rechte Seite aus %5, K{ UH)) ist, ist damit Hilfssatz
XjXi ' .
i=1

(4.3) bewiesen.

(4.5) HiLrssatz. Es sei B(y,r) = {x| xeR,, [x—y| <r},0<r <1 und
ye R, beliebig mit |y|* = (1+7r?). Die Abbildung T: R,\{0} — R, sei durch x
— x/|x|* definiert.

Dann gilt: T: B(y,r)— B(y,r) und T: dB(y,r)— 0B(y, r).

Beweis. Es sei xe B(y, ) beliebig, d.h |x—y® = [x|*=2(x, y)+|y)> <r?
oder —2(x, y) < rt~|y|?—|x%. Damit gilt fir xe B(y, r):

X
Tx—y|? = -
I Y »—lez y

2

1 2
=W—W'(xa y+Iy?

1 2=y =[x 1 r=pP-|x?
<—t+——— W S +———F—+1+r=r%
)t TSt T
Fiur xe dB(y, r):
1 r2—|y2—|x?
| Tx—y* =—3 M+l+r2=r2.

ER el
(4.6) Hirrssatz. Ist he C§,(KY), so ist die Losung u des Randwertprob-
lems (4.4) aus C,,(K{).
Beweis. Mit Hilfssatz (4.3) ist ue %, ,(K{ U H,).
(a) Da dK{\H < 0K {, uli,,(;r =0 und zu jedem ze dK;\H eine Umge-
bung U (z) existiert mit Au][,(,),,,(;r = 0, 4Bt sich v mittels des Schwarzschen
Spiegelungsverfahrens auf K 1\H harmonisch fortsetzen.
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(b) Es sei ze KT n 8H, beliebig, r = 1/6 und y = (1+7%)-z. Ferner sei
B(y,r) = \x| xeR,, |x—y| <r}, §: 8B(y, r)nK; — R definiert durch

. § ux, xeK{ndB(y,n),
Sty = {—u()‘c‘), sonst,

und s: éB(y, r)— R definiert durch

S(x)={ §(x), xeR, n8B(y, r),
—5(x/1x|*)|x|>~",  sonst.

Da ulyy t gy = 0 ist, ist s auf 8B(y, r) stetig. v sei Losung des Randwert-
problems )

@4.7)  4v(x)=0 (xeB(y,r)) und v(x)=s(x) (xedB(y,r).

Es gilt dann:

(a) v(x) =0 fir xeHNB(y,r), denn die Funktion w(x) = —v(X) ist
ebenfalls Losung des Problems (4.7),

(b) v(x) =0 fir xedK,NnB(y,r), denn die Funktion z(x)=
—v(x/|x|?)-|x|"~2 ist ebenfalls Losung des Problems (4.7).

Damit ist v|g1+ B = ulg;»nmy,,), d.h. u 148t sich auf B(y, r) harmonisch
fortsetzen.

Mit dem Hilfssatz (4.6) 14Bt sich nun Satz (4.1) beweisen,

Beweis von Satz (4.1). Es sei pe CF(R,) mit ¢(x) =1 fiir |x] <1/2
und ¢(x) =0 fir |x| =2/3. Da geC%,(H,) ist, ist o: K{ — R, definiert
durch o(xy, ..., X) = @(Xg, o0y X G(X1s ey X1, 0), aus C,(K{) und
Aoe C¥,(K{). Ferner ist o]y, =g und U|ax;r\ul = 0. Das Randwertproblem
(4.2) besitzt fiir h = f— 4o (he C¥,(K{)) eine Losung ve C,,(K{) (Hilfssatz
(4.6)). Die Funktion u = v+o0 ist aus C,,(K{) und L&sung des Randwert-
problems (4.2).

Als nichstes betrachten wir das spezielle Gebiet G = Kugel, d.h. G
=K,(0)={x| xeR,, |x <1}.

(4.8) Satz. Ist (f, g)€ Coo (K1) X C54(3K,), so existiert genau eine Lisung
ueC,,(K,) des Randwertproblems

@49) du(x)=f(x) (xeK;) und g, =g.
Zum Beweis von Satz (4.8) bendtigen wir den nachfolgenden Hilfssatz.

(4.10) Hirssatz. Ist feCou(K,), so existiert genau eine Lisung
ue C,,(K,) des Randwertproblems

@4.11)  du(x) = f(x) (xeK;) und uls, =0.
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Beweis. Es sei G die Greensche Funktion fiir die Kugel K. Dann ist die
durch u(x) = — | G(x, ) f(y)dy definierte Funktion die Losung des Rand-

wertproblems (4’.(111). Um die durch die Definition der Greenschen Funktion
bedingten Fallunterscheidungen zu vermeiden, setzen wir n > 2 voraus. Der
Fall n =2 140t sich analog behandeln. Aus der Darstellung der Greenschen
Funktion fiir die Kugel K,:

G(x, ) = (=2 @) " {lx— 3> "=[1=2(x, y) +Ix|>-|y*]?> "2}
fiir x # y, erhalten wir mit geeigneten Konstanten die Ungleichungen:
(1) IG (x, y)| < const-|x—y[*™",

2 |G, (x, y)l < const- x=y' =" j=1,...,n,
3) Iij,,k(x Yl <const-|x—y|~", jk=1,...,n

Somit wissen wir mit [16], Satz 2, Seite 186: ue C, o(K,). Ferner gilt fiir
jedes beliebige xe K; die Darstellung:

uxjxk (X) = - [ ijxk (x y (f(y) —f(X))

K1
2
- f— G dy.
f(x axJ axk KJ‘I (x’ y) y
Betrachten wir nun die Funktion v(x) = — j G(x, y)dy. Da G Greensche

Funktion in K, ist, ist v Losung des Randwcrtproblems dv(x) =1 (xeKy)
und v(x) = 0 (xe K,). Andererseits ist aber w(x) = (2n)~ ! +(|x|*—1) ebenfalls
L&sung dieses Problems, somit gilt v(x) = w(x) (xe K,). Damit ist aber Vs 3
h&lderstetig in K,. Wir rechnen somit nach, daB ue C,,(K,) ist.

Beweis von Satz (4.8). Ist ge C,,(0K,), so wird durch x — g(x/|x|)
eine Funktion §Je C“(Ifl\Kl,s (0)) definiert. Es sei nun @eCg(R,) mit
supp @ = R,\K,,(0) und ¢ (x) = 1 fiir x| > 3/4. Somit ist § = ¢ e C,,(K)).
Mit Hilfssatz (4.10) besitzt das Randwertproblem

dv(x) = f(x)—4g(x) (xeK;) und v, =0

eine Ldsung ve C,,(K,). Damit ist die Funktion u = v+4 aus C,,(K;) und
Losung des Problems (4.9).

Bemerkung. Satz (4.8) wurde zurest von Ch. Miintz [47] bewiesen.
Verbesserte Beweise stammen von P. S. Simoda [57] und N. Boboc und P.
Mustati [9]. N. Boboc und P. Mustatd benétigen jedoch die volle Schau-
dersche Beweistechnik zur Herleitung dieses Satzes, d.h. die a priori
Abschitzungen, die Kontinuitdtsmethode und die Existenz einer L&sung u
aus C,,(G) des Randwertproblems du = f, ul,; = g flir das spezielle Gebiet
G = Halbebene.
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§ 5. Die Regularitit der Losung u des Randwertproblems
Au(x) = f(x) (xe G) und u(x) = g(x) (xe 4G) am Rande
des Gebietes G

(5.1) Sartz. Es sei G ein beschriinktes Gebiet des R, mit Rand G aus €,
und (f, g) sei aus Co4(G) x C;,,(0G). Ist ue Cq 0(G) N 6,4 (G) eine Lisung von

du(x) = f(x) (xeG) wund u(x)=g(x) (xeéG),
so ist ueCy 5(G) N 6,,(G) mit 0<f <1.

Zum Beweis von Satz (5.1) benétigen wir noch fiinf Hilfssdtze, welche
wir zunichst bereitstellen.

(5.2) Hirssatz. E sei ein Banachraum. T: E — C,,(G) sei eine lineare
Abbildung und I. Cy,(G) — Co o(G) sei die Einbettung. Ist IoT: E — Co o(G)
stetig, so ist T stetig.

Beweis. Ist {u};., eine Folge in E mit lim uj—u und lim Tu; = y,

j-ow
dann ist Iy = lim IoTu; = IoTu, da I stetig ist. Wegen der Injektivitdt von I
j=w
ist Tu =y. Also ist T: E — C, ,(G) abgeschlossen und daher nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen stetig.

(5.3) Hivrssatz. Es sei (f, g9)e C§,(KT)xC%,(H,). Es existiert eine Kon-
stante c, welche nicht von (f, g) abhiingt, so daf fiir die Losung u des
Randwertproblems (4.2) die Abschiitzung ||u||2a,(+ <c ”_f”o'a’xil-+||g”2_a,ﬂl}
gilt.

Beweis. Es sei T: C%,(K{)xC%,(H;)— C,.(K{) definiert durch
(f, g)—u, wobei u die Losung des Randwertproblems (4.2) ist. T ist
linear. Aus dem Maximum-Minimum-Prinzip folgt die Abschitzung
IT(S, ook < const | llo,0,ct +Ilglloe,m,} Damit ist ToT: C3.(K{)x
x C% ,(H,) = Cqo(K{) stetig, also ist T nach Hilfssatz (5.2) stetig, woraus die
Behauptung folgt.

Der nachfolgende Hilfssatz (5.4) gestattet es, sich ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit beim Beweis des Satzes (5.1) auf den Fall gl,; =0 zu
beschrinken.

(5.4) HiLrssatz. Vor.: Es sei G ein beschriinktes Gebiet des R, mit Rand
Geb,,.

Beh.: (1) Zu jeder Funktion ge C, ,(0G) existiert eine Funktion veC,,4(6)
mit v, = g.

(2) Mit einer Konstanten k, welche nicht von g abhingt, gilt die
Abschiitzung ([o]2,06 < k- 1lgll2.0,06-

Beweis. Da G ein beschriinktes Gebiet mit Rand 0G € %, ist, existieren
endlich viele Punkte z;e ¢G (j =1, ..., M) mit den [olgenden Eigenschaften:
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(1) Zu jedem z, gibt es eine Umgebung U(z;) und eine eineindeutige, in
beiden Richtungen zweimal gleichmiBig hélderstetig mit Exponent « differen-
zierbare Abbildung s;: U(z)) — K (0), so daB s;(z) =0, 5;(0G nU(z)) = H,
und 5;(GNU(z)) cK{ gilt.

M

(2) G < J s;'(Hy2) Es existieren ferner Funktionen qJeC‘”(R)
=1
G=1, o M), so daB supp g, < 57 * (K2 (0)) und fiir alle x gelte 0 < g;(x) <
und Z gj(x) =1 (Zerlegung der Eins). Damit sind die Funktionen §;:

J=
Hl—oR definiert durch g;(x) = q;(s; ' (%)) g(s; ' (x)) aus C%,(H,). Mit
Hilfssatz (4.1) existiert eine Ldsung 7; eCz,a(K{r ) des Randwertproblems
45,(x) =0 (xeKY), 7;(x)=g;(x) (XGH1) und 7(x) =0 (xedK{\H,).
Die Ungleichung ||17J-||2,‘,,,K;r <c'|lgllzen, folgt aus Hilfssatz (5.3).
Somit ist die Funktion & =7;05,6C,,(U(z)nG) und es ist Bla6 nee))
=4g"4;

Es sei nun ¢;eC§(R,) mit suppp; = 55! (Ky4(0)) und @)(x) =1 fiir
xes; ' (Ky,(0). Somit ist v; = ¢, 9; aus C,,(G) und vj,s = g;'g. Ferner
folgt aus der Konstruktion von v; und der aus Hilfssatz (5.3) folgenden

Uhgleichung die Existenz einer Konstanten ¢ > 0, so dal} [[v/ll3,0.6 < ¢|lgll2,0.56
M

gilt. Die Funktion v= Y, v, hat die behaupteten Eigenschaften.
j=1
(5.5) HiLrssatz. Vor.: Es sei r>0 und p=@n+1)Y?r-2n+1)7",
H,=1{x| xeR,_y,|x| <p}, w: H,— R sei definiert durch w(x)=
(r*—Ix)*?—r, q: H,— R sei sterig mit |q(x)| < —w(x) fir alle xeH,,
S=1{(x,0 xeH,, q(x) <t <r-(2n+1)7'}, v: §— R sei definiert durch
v(x, ) = —t>+rt- o+ 1) +(r == |xHV3)(r-2n+ 1)~ —2).

n—1

Beh.: Fiir alle (x, ) 8 gilt v(x, ty> 0 und Y Do (6, 1) 40 (3, 8) < =
j=1

Beweis. v(x, t) > 0 fiir alle (x, f)e§ folgt sofort aus der Darstellung
v(x, £) = (t=(?—|x[)"*+71)-(r-(2n+1)~* —~1). Differenzieren wir v, so erhal-
ten wir

n—1

2 Vg (6, )40, (%, 1)

j=1
= =24 =[xH)"2 (n—1+|x|? (=137 (r (2n+ 1) "1 =),

woraus fur (x, )eS weiter folgt:

Z xjx (X t +Un(x [)

1
< —24+(2n+1)-2m) 7 - (n—1+(4n+1)-(4n?)~ 1) 2r-(2n+ 1)
< ~1.

[
]
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(5.6) HiLrssatz, Vor.: (1) Es sei 0 <a <1 und G ein beschrinktes Gebiet
des R, mit Rand dGe @2 Filr ye G sei v(y) die duflere Normale an 0G.

(2) Es sei f€Coq(G) und ue Coo(G) N %3,(G) sei Losung des Randwert-
problems Au(x) = f(x) (xeG) und u(x) =0 (xe aG).

Beh.: Es existieren Konstanten a > 0 und ¢ > 0, welche nur von n und 0G
abhiingen, so daf} fiir alle ye 0G und alle t mit 0 <t < a die Abschiitzung
lu(y—tV(y))I < ¢ Iflloogt gilt.

Beweis. Da der Rand dGe %, ist, existiert zu jedem ze G eine Kugel
mit Radius r(z) > 0, welche 0G nur im Punkte z beriihrt. Da ferner 0G
kompakt ist, existiert ein r > 0, so dall r(z) > r fir alle ze dG gilt.

Es sei nun ye dG beliebig aber fest gewdhit. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei y =0 und v(y) =(0, ..., 0, —1). Diese spezielle Lage von y
und AG 1aBt sich durch eine lineare Abbildung Y: R,— R, erreichen.
Aus der geforderten Glattheit des Randes folgt ferner fiir alle xeH,,
p=(4n+1)"*-r-(2n+1)"!, die Existenz einer zweimal holderstetig differen-
zierbaren Funktion g, so daB {(x, f)] xe H,, t =¢q(x)} < 0G ist.

Es sei S ={(x, )| xeH,, qg(x)<t<r(2n+1)"'} und v: S— R die in
Hilfssatz (5.5) definierte Funktion. Wir betrachten nun folgende Funktionen
aus S: u(x, t)+w(x, t) und —u(x, t)+w(x,t) mit

wix, 1) = {2n+1)%-(4n+1)-r2)" " |x?

+@2n+ 1) (e r = =12} ulo,06
+{n—1)-Qn+1)?((@n+1)13) " +@n+ 12271
%2 |ullg,0,6 ‘v (%, )+ fllo,0,6 "0 (X, 1).

Wie man sofort nachrechnet gilt mit Hilfssatz (5.5):

u(x, H+w(x,) =20 und —u(x, )+w(x,t)=0 fur (x,t)edS
und

n—1

,->=:1 (e, )+, B +(ulx, +w(x, D <0,

Y (0%, 04wk, D)+~ FWlx, D)o <O
j=1

fir alle (x, t)eS. Damit folgt mit dem Maximum-Minimum-Prinzip u(x, )
+w(x, )20 und ~u(x, )+w(x, ) >0 fir (x, t)eS, woraus durch Einset-
zen des Argumentes (0,t), 0<t<a= r-(2n+1)"! mit einer geeigneten
Konstanten ¢, welche nur von n und 4G abhingt, die Behauptung folgt.

Beweis von Satz (5.1). Es sei v die zu geC,,(9G) gehdrende Funk-
tion aus Hilfssatz (5.4). Ist nun ue CO,O(G) N %,,.(G) eine Losung des Prob-
lems Adu(x) = f(x) (xe G) und u(x) = g(x) (x€ 8G), so gilt fiir die Funktion w
=y-—v:
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Adw =Au—Av = f—Av=FeCp,(G) und W = ulsg—0|s =0.

Da ve C,,(G) ist, besitzt u das gleiche Verhalten am Rande G wie w. Zum
Beweis des Satzes ist damit nur der Spezialfall g =0 zu untersuchen. Wir
nehmen nun an, daB ueCg,(G) N €,,(G) Losung des Randwertproblems
du(x) = f(x) (xeG) und u(x)=0 (xedG) ist. Wir zeigen ueC,,(G)n
N%1,(G), 0y <1,

Es sei nun ze &G beliebig aber fest. Durch eine lineare Abbildung Y: R,
— R, 4Bt sich erreichen, daBl z=0 und v=v(0)=(0, ..., 0, —1) gilt. Da
0Ge €, ist, existiert ein r > 0, so daB die Kugel K,(—rv) den Rand dG nur
im Punkte y = 0 bertihrt.

Um die durch die Definition der Greenschen Funktion bedingte Fallun-
terscheidung zu vermeiden, setzen wir im weiteren Verlauf des Beweises n > 2
voraus. Der Fall n =2 ldBt sich analog behandeln.

Mit der Greenschen Funktion fiir die Kugel K,(—rv):

G(x, y) = (=2 w,) " x=y> "= [r2=2(x+rv, y+1v)
17|y P

erhalten wir fiir u in K,(—rv) die Darstellung:

w)=—= [ Gx ) fWdy+r?=Ix+mr?) (ro,) !

K (~rv)

x [ u(y)lx—y"do.

[y+rvij=r

Wie wir anhand der Definition von G (x, y) sofort nachrechnen, gilt
(a) |G (x, y)| < const|x—y]>~" x # y,
b) |Gy (x, y)l Scomst:|x—y|' ™", x £y, j=1,...,n,
() IGW x, y)l Scomst-|x—y|7", x #y, J,k—l
Somit ist
[ GG,y f)dyeC, (K (=), 0<y<l.

K (=rv)
Die lineare Abbildung T: Co,(K,(—1v))— C,,(K,(—rv)), definiert durch
Slki-rm—= | G(, y) f(y)dy, ist stetig (Hilfssatz (5.2)), da

K.(-rv)
” f G(x, )1 d)’“o.o,x,(—rv) < ConSt'”.”lo,o.x,(—rv)

K (—rv)

gilt. Somit existiert eine Konstante k, so daB

I G L OV ykimrn < kN fTl0s

Ku(=rv)
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ist. Es sei a die Konstante aus Hilfssatz (5.5 und b = Min{a, r}.
S = {x| xe @K, (—rv), dist(x, 0G) < 2+|x,| < b}. Die Funktion

o (x) = (rw,)” (2 —lx+rvf?) [ u()-|x—yl""do
K (—rv\S

ist in einer Umgebung U (0) beliebig oft differenzierbar. Indem wir die lineare
Abbildung, definiert durch ulax,(—rv)\s—’v(l)|u(0) betrachten, erhalten wir mit

Hilfssatz (5.2) die Abschiitzung ||v'V||,0,yc0) < const |[ullo,0,g- Wir betrachten
nun die Funktion

1 (x) = (ro,) ! -(rz—lx+rv|2)£u(y)-Ix—yl‘"do.

In K,(—rv) ist v'? harmonisch. Es ist
v (x) = —("wn)_l'2'(xj—r'5jn)‘f“(}’)'lx—yr"do
—n-(rew,) " (2 —|x+rv?) ju ) (x;— ;) lx—yl =" *do.

Da fiir alle yeS der Abstand dist(y, 8G) € 2-y, < a ist, erhalten wir mit

Hilfssatz (5.6) die Abschétzung |u(y)| < c¢-||flo,0,6 2" V.- Da ferner fiir alle
n—1

yeS die Ungleichung Y y; =(Q2r—y,) yn > (2r—r)-y. =7y, gilt, ist somit

i=1
n—1

lu ()| < const || fllo,0,6 Z )’J

i=

Fiir x = —tv, 0 <t <r, ist damit
||v‘2’(—tv)|| const - {|| fllo,0,6 "2 6 (L+7)- j'ly-i—tvl2 "do
+(r2—(r=1%) ﬂy-l—tvl1 "do || fNlo,0.6} < const || fllo,0,6-
Weiter gilt fir k=1, ..., n—1:
v, = (ra,) ™! '—2'5ju'£u(3’)'|x—.\’|_"d0
+2n(x,~—r'5Jn)'iu(y)'(xk—yk)'lx—yl‘Z'"do
+2n-xk-_[u(y)-(x,—yj)-]x—yl'z'"do

(r?=|x+rv|?)- j'u Sy |x—y 72 "do

+n(n+2) (2 —=|x+rv?) ju (x;— ) (xc—y) - Ix—~)~*""do}.
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Fir x = —tv, 0 <t <r, erhalten wir daraus mit der obigen Abschitzung fiir
u(y):

IU%L,‘(—W)I < const || fllo,0,6° {fltv-i-ylz'”do
5

+j'|tv+y|1"‘do+(rw,,)'1-(rz—(r-—t)z)-j]tv+y|‘"do}
5 5
< const " || fllo.0.6> fir j, ke{l,...,n—1},

= const || fllo,0,c *log(r), fur j=n und ke{l, ..., n—1}.

Da v'® der Differentialgleichung 4v'® = 0 geniigt, erhalten wir zusitzlich
@, (—tv)| < const || fllo,0,6-

Somit sind in einer Umgebung des Randes 6G die Funktionen u, Uy,
und u,,, *log (dist(x, 8Q)) (j, k =1, ..., n) beschriinkt, d.h. aber ueC, ,(G)
N,.(G), 0y <L

(5.7) Satz. Es sei G ein beschriinktes Gebiet_des R, mit Rand 6Ge %,,
und (f, g) sei aus Cy,(G) % C,,(0G). Ist ue C1,4(G) " €,,,(G) eine Losung des
"Problems Au = f und ulsz =g, so ist ue C,,(G).

Zum Beweis von Satz (5.7) bendtigen wir einen weiteren Hilfssatz,

welchen wir zunichst bereitstellen wollen.
n 2

(5.8) HiLFssatz. Vor.: (a) Der Operator L-= ) a,(x)

+ mit
= 0x; 0x,

a,€ Coo(KT) sei in K{ elliptisch.
(b) Es sei peCg(R,) mit o(x)=1 fiir |x| <1/3 und ¢(x) =0 fiir |x|
223, 0<p(x)<1

(c) Es gelte: ).
e

I

Hilfssatz (5.3) ist.

(d) Es sei Lo =4+ ¢(x)-{L-—4-}.
Beh.: Das Randwertproblem

Lou(x)=f(x), xeKf{,
u(x) =g(x), xeH,,
u(x)=0, xedK\H,,

o (a— j,‘)llolm,,(;r < (20)71, wobei ¢ die Konstante aus
1

besitzt fiir alle (f, g)e C§,(K})x C3,(H,) genau eine Losung ueC,, (K?).

Beweis. Fir jedes veC,,(K{) ist dv(x)—Lov(x)+f(x) =0 fir alle
xeK{\K3;. Daher hat das Randwertproblem

Aw(x) = dv(x)—Lov(x)+[(x), xeK],
(59) wx)=g(x), xeH,,
w(x)=0, xedK{\H,,
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wegen Satz (4.1) genau eine Ldsung weC,,(K{). Durch v—w ist eine
Abbildung T: C,,(K{)~ C,4(K}) definiert und es gentigt zu zeigen, daB T
genau einen Fixpunkt besitzt. Fiur die Differenz zweier Losungen wy = Tv,
und w,=Tv, gilt 4w —wy) =4, —vy)—Lo(v;—v,) (xeK]) und
(wl—wz)la,(;u =0 und daher nach Hilfssatz (5.3) die Abschitzung:

llwy —Wzllz.a.l(i*‘ < c'|[(4-—Lo*) (vy ‘*vz)Ho,a.Kl+

<c ||U1—Uz||2ax+ Z lle(a k_éjk)HO.a.Ki"
Qk=1

<—. ;
S35 llv "112”2.«.1(;L .
Damit ist die Abbildung T kontrahierend. Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz existiert genau eine LOsung der Gleichung Tu = u.

Wir haben jetzt die Hilfsmittel bereitgestellt, um Satz (5.7) beweisen zu
konnen. )

Beweis von Satz (5.7). Es sei nun ueC,,,(G) N %,,(G) eine Losung
des Randwertproblems Au(x) = f(x) (xeG) und u(x) =g(x) (xedG). Zu
zeigen: ue C,.(G).

Es sei x, ein beliebiger Punkt aus 0G. Da der Rand zur Klasse %,,
gehorl, existiert zu x, eine Umgebung U (x,) und eine eineindeutige, zweimal
gleichmidBig mit Exponent « holderstetig differenzierbare Abbildung
V,: U(xg) — R,, welche

(@) U(xg) "G in den Halbraum R,

(b) U(xg) "8G in die Hyperebene H,

(¢) xo in den Nullpunkt
abbildet. Durch V; wird der Ausdruck Au(x) in den Ausdruck

n

j,kzl Jk(z) wzjzk(z)+ Z Z) sz(Z)
transformiert. Durch eine weitere Abbildung V,: R, — R,, welche linear und
nicht singulér ist, 1408t sich zusétzlich noch

Y E(@) By @ Y Gx() Py, ()
Jk=1 Jk=1
mit d,(0) = J;, erreichen.
¢ sei die in Hilfssatz (5.8) definierte Funktion. Da 4, aus
C1.0(V,0V; U(xy)) ist, existiert ein r mit 0 <r <1/3, so daB fir die Halbku-
gel K die Abschitzung

(5.10)  |lell,, 0K}’ Z ||ajk_51k||0ax+ <(20)71

k=1
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gilt. Filr j, k=1, ..., n sel nunBﬂt: K3$ — R durch
N [i (y)s .VGK:,
bjk(y) = { Jk

(T yeKI\K}
W\’ )
definiert.

Die Koeffizienten by, sind aus Co,(K;) und mit (5.10) erfiillen sie die
Voraussetzung (c) von Hilfssatz (5.8). @ sei aus Cg (R,) mit supp® < K,,;3(0)
und #(y) =1 fir yeK,,,(0). Weiter sei F: Ky — R definiert durch

FO =20 T0+2" ¥ a() 8,,0) W, ()

Jk=1

n

() @y, ()= P () 'JZI a;(y) Wy, ().
1 =

+w(y):

ek
R

J:
F ist aus C§,(K
Randwertproblem

-4

), denn W ist aus C,,(K.") und supp® = K, = K;;,. Das

Y ba0) v, 0 =F0), yekKf,

jk=1

(5.11) v(y»)=PW)W(), yeHy,
v(y) =0, yedK{\H,,

mit bjk=_5]k+qo-(51k—5;k), besitzt nach Hilfssatz (5.8) genau eine L&sung
veCy4(KT). Da supp® = K5 (0) ist, ist & % ebenfalls eine L&sung des
Problems (5.11), denn: &-w geniigt in K} der Differentialgleichung
Z 5jk()’)'(d§()’)'w()’))yjyk=F()’)- Fir yeK, ist 5}h=bjk- In K;'\K:
jk=1

verschwindet @-w und F identisch. Al_so ist v=¢-W in K7 und mit &(y)
=1 fir yeK,}, erhdlt man weC,,(K,,). Damit existiert eine Umgebung
U'(xo), so daB ueC,,(U’'(xo) N G) ist.

§ 6. Beweis von Satz 1 und Bemerkungen zu Satz 1

Beweis von Satz 1. Zunichst beweisen wir die Aussage (II) aus Satz
2. Ist G ein beschriinktes Gebiet des R, mit Rand 0G € %, ,, s0 wissen wir mit
Satz (3.1) (O. Perron) und dem Maximum-Minimum-Prinzip, da} das Rand-
wertproblem

du(x) = f(x) (xeG) und u(x)=g(x) (xedG)

fiir alle (f, g)e Co4(G) xC,,(3G) genau eine Losung ue Cg o (G) x %3,0(G)
besitzt. Mit Satz (3.5) (E. Hopf) folgt weiter: ue Cy (G) x %,,(G). Somit folgt
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mit Satz (5.1) zunéchst ueC, ,(G)N%,,(G) (0 <y < 1), woraus schlieBlich
mit Satz (5.7) ue C,,(G) folgt. Damit ist Aussage (II) aus Satz 2 bewiesen.
Satz 1 folgt aus Satz 2.

Zweite Bemerkung zu Satz 1. Satz 1 wurde zuerst von J. Schauder
in [56] bewiesen. Diese Arbeit ist sehr schwer zu verstehen. R. B. Barrar gab
in [3] zum Verstindnis der Schauderschen Arbeit hilfreiche Erginzungen.
Einen Uberblick tiber den von J. Schauder stammenden Beweis geben wir in
§ 8. In diesem Beweis spielt die folgende Abschitzung, welche in der Litera-
tur als ,Schaudersche a priori Abschiitzung” bekannt ist, eine zentrale Rolle.

(6.1)  Schaudersche a priori Abs_ch(‘itzung. Es existiert eine Konstante ¢ > 0,
so dal flir alle ue C,,(G) die Ungleichung

4l 20,6 < €[ Lullo,g,6 + l1ullo,0,6+ 14l 2,0, 00}
gilt.

In dem von uns gegebenen Beweis des Satzes 1 konnten wir auf die
Herleitung der Abschitzung (6.1) verzichten. Wir benstigten nur die wesen-
tlich einfacher zu gewinnende Abschitzung (2.1).

Andererseits bemerkte J. Schauder in [56] bereits, dafl man (6.1) leichter
mit dem Satz von Banach bekommen kann, falls man Satz 1 bereits bewiesen
bat.

Die Abschatzung (6.1) und Satz 1 haben, wie wir in § 9 und § 10 sehen
werden, eine fundamentale Bedeutung beim Nachweis der Existenz einer
Losung u der quasilinearen Differentialgleichung

Z ajk (x: u(x), ux(x)) uxjxk(x) = f(x= u(x), ux(x))'
Jhk=1

Da wir dartiberhinaus die Abschidtzung (6.1) in Kapitel 2 fiir den Fall
bendtigen, dafl das zugrundeliegende Gebiet G ein unbeschrinktes Gebiet des
R, ist, so wollen wir im § 7 einen weiteren Beweis der Schauderschen a priori
Abschiitzungen (6.1) geben, welcher unabhingig vom Beweis des Satzes 1 ist
und der dariiberhinaus die Giiltigkeit der Abschatzung (6.1) auch fiir nicht-
kompakte Gebiete G des R, zeigt.

§ 7. Die Schauderschen a priori Abschiitzungen

Wir geben in diesem Paragraphen einen weiteren Beweis der Unglei-
chung (6.1), welcher nicht die bei der Herleitung von (2.1) gebrauchten, sehr
starken Voraussetzungen iiber die Losbarkeit des Randwertproblems du =
u|s; = g, bendtigt. Ferner werden wir nicht die Kompaktheit von G voraus-
setzen. Wir beweisen folgenden Satz:
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(7.0) Satz. Vor.: Es sei
(a 0<ax<l,
(b) G ein Gebzet des R, mit 0Ge C“

2, n

© L= 3 ozt L g +at)

Jk=1
mit aj, a;, @ aus Cqo(G). Ferner gebe es ein m > 0, so daf fiir alle xe G und

alle ve R, die Ungleichung Y. au(x)v,v, = mv? gilt.
Jik=1 -
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle ue C,,(G) die
Ungleichung

ull2.0.6 < ¢ {lILutllo,a,c +1ullo,0,6 +1ull2,0,06}
gilt.

Im Verlauf des Beweises bendtigen wir einen weiteren Hilfssatz, welchen
wir zunéchst bereitstellen wollen.

(7.1) HiLrssatz. Es existiert eine Konstante A(K,), welche nicht von
(f, 9)€Co(K;) X Cy,(0K ) abhiingt, so daf sich die die Lisung ue C,,(K,)
des Randwertproblems (4.9) durch

Nullz,0k, < AK)) {||f||o,az,x1 + “9”2.1,01(1}

abschitzen ldft.

Beweis. Es sei T: Cqo(K;)xCyq(0K()— C,,(K,) definiert durch
(f, 9)— u, wobei u die Losung des Randwertproblems (4.9) ist. T ist linear.
Aus dem Maximum-Minimum-Prinzip folgt die Abschitzung

NT(f, g)”o,o.x1 < const || fllo,0,k, +”9Ho,o.axl}-

Damit ist JoT: Co,(K;) x C,,(0K,) — Co 0 (K,) stetig, also ist T nach Hilfs-
satz (5.2) stetig, woraus die Behauptung folgt.

Beweis des Satzes (7.0). (I) Es sei yedG. Es gibt daher zu y eine
Umgebung U(y) und ecine ecineindeutige, in beiden Richtungen zweimal
gleichm#Big mit Exponent a« h&lderstetig differenzierbare Abbnldung B, (y),
welche

(8 U(y)nG in den Halbraum R; = {x| xeR,, x, > O},

(6) U(y) n 0G in die Hyperebene H = {x| xeR,, x, = 0},

(©) y auf den Nullpunkt
abbildet. Ferner wird durch diese Abbildung der Ausdruck

n

T ap ()t (x)+j=il 013 4 () +a () (),

Jk=1
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xeU(y)nG, in den Ausdruck

Y, @ik 2+ Y &), (2)+a) ()
Jk=1 j=1

transformiert. Durch eine weitere Abbildung B,: R, — R,, welche linear und

nichtsingulér ist, 1406t sich zusﬁtzlich noch

j'kzl _}k (0 zlzk (z) Z uzjzj
erreichen. Es sei nun B, = BloB1 (y) u_nd K(y, r) sei eine Kugel mit Mittel-
punkt y. Da 8GeC,, und a; e C,y,(G) ist, kann der Radius r unabhingig
von y so gewidhlt werden, daB folgendes gilt:

@) K(y, 1) = UQ). .

(b) Die Abbildung B, bildet K(y, /) nG in die Halbkugel K},(0) und
K(y,nndéG in Hl,z ab.

€ AK{)- Z 16,6~ ullo,0,8, kv < 1/2, wobei A(KY) die in Hilfssatz
j.k=1
(5.3) definierte Konstante ist.

Ist w: K(y, r) — R, so bezeichnen wir mit w die transformierte Funktion
w(z) = w(B, x).

Ftir s > 0 sei {,e CP(R,) mit supp{, = K;(0) und {,(x) =1 fiir |x| < is.

Es sei ferner v(x) = u(x) {,(x—y) und

F) = G e—3) Lu()+ Y (0 {2014 (0) )y (=)
k=1

1 () ((ajm (X =)} —a(x) u(x)-{ (x—p) = 3 ay(x) 1, () E (x~ ).

j=1
Da supp? € B, (K(y, ") nG) und supp F € B, (K (y, 1) m_G) ist, 148t sich © und
F auf Kf durch Null fortsetzen. Damit ist 5eC,,(K;) und Lsung des
Randwertproblems

n

4i(z) = Z (5jk—5ﬂc(z))'5zjz,,(z)+ﬁ(z) (ze K,),

k=1
5(Z)=0 (ze 0K 1\H),),
(z) = gCr) (zeH,).

Da suppi = Kj;; und suppl‘?c:K}L,2 ist, gilt mit Hilfssatz (5.3) die
Abschiitzung

n
19120k, < AK DY Nop—audlo,ok, 1Pll2.2.k,

Jk=1

+const - ”5“2,0"(1 +“F“0,a.l(1 +“ﬁ”2,a,H1 }

3 - Dissertationes Math. 237
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Mit (€) folgt' daraus
||i5||z.¢.x;° < 24(K{) {const “6”2,0,Ki" +“F“0.a,Ki" +”5”2.a.H1/2}‘

Durch Rﬁcktransformati.on und mit suppv < K(y,7)nG erhalten wir
schlieBlich

10]|2,e,6 ~U(y < cONSt {”U”z,o,onu(y) + [ Fllo,e.6 nvey + ”0“2.1,66}'
Beachten wir die Definition von F, so bekommen wir:

0ll2.0,6 ~uey < const {|[Lullo,q,c + ltdll2,0,6 + l[tdll 2.0,06} -

Beriicksichtigen wir ferner: {,(x—y) = 1 fiir xe K (y, $r), so folgt v(x) = u(x)
fiir alle xeK(y, 4r) und

(7.2)  lull2,0,6 nk,pptn < CODSE {1 L]l o,6,6 + el 2,0,6 + Il 2,0,06} -

(I) y sei ein Punkt aus G mit dist(y, dG) > %r.
Da aj, a;, a aus Co,(G) sind und fiir alle (v, x)eR,xG ein m>0

e)ustlert so daB z ay (X)v; v = m|v|? gilt, so gibt es zu jedem y eine

hneare, nlchtsmgulare Abbildung B,(y): R,— R, mit den Eigenschaften:

(a) y—0.

(b) Z aﬂt(y) uxlx,‘( ) Zaz‘izi(z)'

Jk=1 ji=1

Da a;eCo,(G) ist, kann der Radius s der Kugel K(y, s) unabhingig
von y so gewihlt werden, daf} folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a*) Die Abbildung B, (y) bildet die Kugel K(y, s) in die Kugel K,,,(0)
ab.

n 1
*) AKy) Y lldn—3ullo,08,m w9 S35
Jk=1

Dabei ist 4A(K,) die in Hilfssatz (7.1) definierte Konstante.
(c*) 0 <s <ir
Mit v(x) = u(x)-{;(x—y) und

k=1

F(x) Cs(x .V) Lu(x)'l'JZ Jk(x) {uxj(x) (Cs)xk(x _V) 2

+0) Wl (6=} = T 050975 (9-L(x =)
=1

—a(x) u(x){(x—y)

erhalten wir:
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Die Funktionen # und F besitzen einen kompakten Triger in
B,(WK(y, SA)' Sie la_s_sen sich daher durch Null zweimal holderstetig auf K,
fortsetzen. e C,,(K,) ist damit L&sung des Randwertproblems:

Ai(z) = jkz_ 1 (65— an (2)) By (@)+F(@) (zeK,),

b(z2)=0 (zedK,).
Mit Hilfssatz (7.1) gilt daher die Abschitzung:

Iwuﬁn<Awo%§(%—%mﬂmugwmwﬁ}
k=1
Da suppd € B, () K(y, s) = K,,;(0) ist, erhalten wir

n
”5”2,41,1(1/2 < A(Kl) { "Z Hajk—aij0.0,Bz(y)K(y,s) ”5"2.1.1(1/2
Jk=1

+const ||dllz, 0.k, + ”ﬁ”O.a.Kl}-
Mit (b*) folgt daraus:

181120,k /5 < 24 (K ) {const [18l]2,0,k, +l1Fllo,ax, }-
Durch Riicktransformation unter Beriicksichtigung von suppv < K (y, s) er-
halten wir schlieBlich:

101l 2,0, k¢5,9 S cONSt {|[4]l3,0,k0y,9 + I Ltllo0,06}

und
(7.3) “u”2,a,l((y,%s) < const {“““2,0,0"‘ “L“Ho,a.a}-

Als nichstes schitzen wir filr beliebiges j, ke {l,...,n} den Holder-
koeffizienten H lu,j,kl ab. Dazu machen wir die folgende Fallunterscheidung:
Fall 1: dist(p, 8G) < }r.
Zu p existiert ein ye 4G, so daB |p—y| <4r. Damit erhalten wir flir
beliebiges xe G:

'uxjxk (p)—uxjxk (X)l < {”uIIZ.a.GnK%r()’)’ 'X—pl < %T,
= -
lp—x[* 8- r *Mullz,06 |x—pl =23

Fall 2: dist(p, 3G) = 1r.
Filr beliebiges xeG gilt:

Iu,,j,k (X) ——uxj,k (p)l ”uuz.a.GnK(p,%s), lx— Pl < %_g,
[x—pl* T2 sl 1X—pl > s
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Somit erhalten wir mit (7.2) und (7.3) und der obigen Fallunterscheidung:

& [x] < const {[|Lullo,a,6 +11ull2,0,6 +I1ull 20,06}

woraus sofort die Ungleichung

([l 20,6 < const {{|Lullo o6+ llull2,0,6 + 14l 20,56 }

folgt. Aus dieser Ungleichung erhalten wir aber mit der Ungleichung (2.5)
durch geeignete Wahl von & > 0 die Behauptung.

Bemerkungen. (1) Ist der Rand 0G étne kompakte Teilmenge des R,
und ist AGe¥,,, so ist 0GeC,,.

(2) Verfolgen wir den obigen Beweis von Satz (7.0), so sehen wir, daf3
wir eine Konstante ¢ >0 finden konnen, welche nur von m, |layllg.g,
llafloggs llalloae und 6G abhingt, mit der fir alle ueC,,(G) die Unglei-
chung

1ull2.6,6 < ¢ {1 Ltilloa,6 + 4o, 0,6 + 114l 20,06 }

gilt.

§ 8. Ubersicht iiber den von J. Schauder stammenden
Beweis des Satzes 1

In diesem Paragraphen geben wir einen Uberblick iiber den von J.
Schauder in [56] gelieferten Beweis des Satzes 1. Wir geben diesen Uberblick,
da viele Lehrblicher in ihren Darstellungen des Schauderschen Beweises
wesentliche Beweisschritte nicht darlegen. Dadurch hat sich bei vielen Mathe-
matikern die Ansicht gefestigt, nur die a priori Abschitzungen und die
Kontinuitdtsmethode waren Gegenstand der Arbeit [56] von J. Schauder. Es
wird dabei Uibersehen, daf3 J. Schauder in dieser Arbeit auch einen Beweis der
Aussage (II) (siehe § 2) lieferte. Aus den vorhergehenden Betrachtungen haben
wir gesehen, dal3 gerade der Beweis der Aussage (II) der wesentliche Schritt in
dem gesamten Beweis des Satzes 1 ist.

Bei unserer Darstellung des Beweisgedankens werden wir den gesamten
Beweis in zehn Einzelschritte zerlegen, um ihn dadurch insgesamt iiber-
sichtlicher zu machen.

In diesem Paragraphen sei 0 <a < 1; G kompakt im R, und 0Ge%,,;

n 62_ n O-

L= @y (x) + ), a;(x )—+a « ein in G gleichmiBig ellip-

tischer Differentialoperator mit Koeffizienten ay, a;, a aus Co,(G). Ferner
sel a(x) <0 flir alle xeG.
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1. Schritr. Die Schauderschen a priori Abschitzungen bis zum Rand des
Gebietes. (%)

Satz. Es existiert eine Konstante ¢ >0, so daf fiir alle ue C,.(G) die
Ungleichung

[l 20,6 < € {{[Lullo,0,6 + It 2.0,56 )
gilt. .
Beweis. Mit den Maximum-Minimum-Prinzip folgt dieser Satz aus
Satz (7.0).

2. Schrirt. Die Kontinuitdtsmethode.
Satz. Fiir 0<t <1 sei L,» =tA-+(1—1) L. Existiert ein t, aus [0, 1], so
daff das Randwertproblem L, u=f, ul,s=g fiir alle (f, g)e Co.(G) x

x C;,4(0G) eine Losung ueC,,(G) besitzt, so ist dieses Randwert problem fiir
alle t mit 0<1t <1 in Co,(G) loshar.

Beweis. Siche (2.7).

3. Schritt. Losung des Dirichletproblems fiir die Poissongleichung du = f
in G mittels der Perronschen Methode.

Satz. Fiir alle (f, g)e Co,(G) x Co (0G) existiert eine Lisung ue Cy (G
N %1.0(G) des Randwertproblems du = f, ulsg = g.

Beweis. Siehe [51].

4. Schritt. Die Holderstetigkeit der L&sung u des 3. Schrittes im Inneren
des Gebietes G.

Satz. Die Losung u aus Schritt 3 ist aus Cgo(G) N % q(G).

Beweis. Siehe [17].

5. Schritt. Losung des Dirichletproblems fiir die Poissongleichung du = f
in der Kugel.
Sa1z. Ist G = Kugel, so besitzt das Randwertproblem du =f, ulsq = g fiir
e (f,g) aus Coo(G) x C,4(8G) genau eine Losung ueC,,(G).
Beweis. Siehe Satz (4.8) oder [47], [57], [9].

6. Schritt. LOsung des Dirichletproblems fiir einen allgemeinen
gleichmiBig elliptischen Differentialoperator L in der Kugel.

Satz. Ist G = Kugel, so besitzt das Randwertproblem Lu = f, ulag = g fiir
alle (f,g) aus Cqo(G) x C,,(0G) genau eine Losung ue C,,(G).

Beweis. Der Satz folgt aus den Schritten 1, 2 und 5.

(}) ZweckmtiBigerweise wird man Schritt 1 und den noch folgenden Schritt 7 zusammen
beweisen.
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7. Schritt. Herleitung der ,inneren Schauderschen a priori Abschi-
tzungen” fir das Gebiet G = Kugel.

Fiir den Beweis gentigt es, sich diese Abschidtzungen nur flir das spezielle
Gebiet G = Kugel herzuleiten. Aber bevor wir die inneren Schauderschen a
priori Abschitzungen formulieren konnen, bendtigen wir noch eine Defini-
tion.

(8.7.0) Derivirion. (a) Fiir xeK,(y) = {x| xeR,, [x| <r} sei d(x)=
r—|x—yl.
(b) Fir ue %,.(K,(y)), ke N und ceR, sei

l1ull o0k, = S9P (d(0)" | (x)]
xeK,(y)

+ Y {sup (d®)" - IDPux)+A,,[Dul},

18l sk xeK.()
mit

H,.[D’u]

— sup (Min {d(0, dg)tore PLuI=DluG)

x,zeKg(y) lx _zla

(©) Mit Dy ,,(K,(y) bezeichnen wir den Banachraum, welchen wir
durch Abschlul von %, (K,(y)) in der ||‘||§ ... k,)-Norm erhalten.

Mit dieser Definition lassen sich nun die inneren Schauderschen a priori
Abschiitzungen formulieren.

(8.7.1) Satz. Vor.: Es gelte filr die Koeffizienten des Differentialoperators
L: aye D0, (Kr(J’)), ajED(O.l,a)(Kr(y))a ae D ;4 (Kr()’))-
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ >0, so daf fiir ue D 0.4 (K, () die
Ungleichung
(14}, 0,0 k,00 S € 1L1l[,2,6,,0n T+ HuH0.0,K,.(y)}
gilt.
Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig. Einen Beweis findet man in
[12].
(§.7.2) Satz. Vor.: Wie in Satz (8.7.1). Zusitzlich sei U ein Gebiet des R,
und S « Un 0K, (y); G ein Gebiet des R, mit G =S UK, (y).
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dap fiir alle ue D, o4 (K,(»))
mit |y noxon € Caa(U N K, (y) die Ungleichung
1l 2.0,6 < € LUl 2,0.k,0m + 11l 0,0,k + 14]] 2.0, 5}
gilt.
Einen Beweis dieses Satzes findet man in [12].
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. 8. Schritt. Ltist'mg des Dirichletproblems fiir einen allg. elliptischen
Differentialoperator in der Kugel, wenn die vorgegebenen Randwerte g nur
stetige Funktionen sind.

(8.8.1) Satz. Fiir alle (f, g)e Coq(K, () x Co,0(8K,(y)) besitzt das Rand-
wertproblem  Lu = f, Ulak,;) =9 genau eine Lisung ue CO'O(IZ,(y))

N0 (K. ().

Man beweist diesen Satz mit Hilfe des 6. und 7. Beweisschrittes, indem
man zunéchst die Randwerte g durch Funktionen g, aus Cz,u(ﬁK,(jz)) appro-
ximiert. Zu jedem g; existiert eine Losung u; des Randwertproblems Lv = f,
vlok,p = g;- Mit Satz (8.7.1) zeigt man dann, daB die Folge {u;},., gegen die
gewiinschte LoOsung u konvergiert.

(8.8.2) SaTz. Vor.: Wie in Satz (8.7.2).

Beh.: Fiir alle (f, g)e Co4 (K, () x(Co,0 (8K, () N €24 (0K, () A U)) be-
sitzt das Randwertproblem Lu = f, ulak,) =9 genau eine Lisung ue CO,O(G)
NE4(GuS).

Den Beweis flihrt man analog zum Beweis von Satz (8.8.1). Aus Satz
(8.7.2) erhdlt man zusitzlich: Die im Beweis von Satz (8.8.1) verwendete
Folge {u;};~o konvergiert gegen ueCqo(G) N %,.(GuUS).

9. Schritt. Existenz der Losung ueC,,(G) des Randwertproblems Au
= f, u|sg =g fur beliebige Gebiete G.

Sarz. Das Randwertproblem Av = f, vlss =g besitzt fiir alle (f, g)e
Co,.(G) xC;,(0G) genau eine Losung ue C,,(G).

Beweis. Mit dem vierten Schritt und dem Maximum-Minimum-Prinzip
wissen wir: Es existiert genau eine Losung ue Cy o(G) N %,,(G) des obigen
Randwertproblems. Zum Beweis des Satzes verbleibt die Regularitdt der
Losung am Rande des Gebietes zu zeigen.

Sei nun y ein beliebiger Punkt des Randes dG. Da der Rand zur Klasse
%,. gehort, existiert eine Umgebung U (y) und eine eineindeutige, in beiden
Richtungen zweimal hé&lderstetig differenzierbare Abbildung B mit den Ei-
genschaften:

(a) B(U(G) N G) =K, (0)

(b) B(U(y) 8G) = S = K, (0).
Durch diese Abbildung wird die Differentialgleichung Auw(x) = f(x) in die
elliptische Differentialgleichung

n

Li(z) = Y, Ap (@)l (2)+ ) 428, (2)
hk=1 j=1

transformiert. Da ueCgo(G) ist, ist g und damit § stetig. Da ferner
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9o iy € C2. (G N U () ist, ist glse Cy4(S). Somit ist mit Satz (8.8.2) die
Funktion e Cqo(K,(0)N%,,.(K,(0)uS), woraus durch Rucktransfor-
mation ue Co,0(G) N6,,(Gu(cG N U(y)) folgt. )

Da yedG beliebig war, gilt dies fiir alle ye dG, d.h. ue6,,(G) und
damit ue C,,(G).

10. Schritt. Existenz der Losung ueC,,(G) des Randwertproblems
Lu = f, ul; = g fiir beliebige Gebiete G.

Satz. Das Randwertproblem Lv = f, vle =g besitzt fiir alle (f, g)e
Co.4(G) X C,,(0G) genau eine Lisung ue C,(G).

Die Behauptung dieses Satzes folgt mittels der Kontinuitdtsmethode
(2. Schritt) aus dem vorangegangenen Satz (9. Schritt).

§ 9. Anwendung der Schauderschen a priori Abschiitzung und
des Satzes 1 auf den Nachweis der Existenz einer
Lisung u des ersten Randwertproblems einer quasilinearen
elliptischen Differentialgleichung

In einem beschrinkten Gebiet G = R, mit Rand dGe%,,, 0 <a <1,
wird das folgende Randwertproblem betrachtet:

n

Z . Qi (xv u(X), ux(x))ux,'xk (X) = f(x’ M(X), ux(x))’ X€ Ga
k=1 ’

(9.0)
u(xy=g(x), xedq.

Von den Randwerten g setzen wir voraus, daB sie zu C,,(0G) gehdren.

~ Problemstellung. Welche Bedingungen miissen die Funktionen g und f
erfiillen, damit eine L&sung ue C,,(G) des Problems (9.0) existiert?

In diesem Paragraphen zeigen wir auf, wie sich Satz 1 und Satz (7.0)
* anwenden lassen, um einen Weg zur Beantwortung der obigen Frage zu
finden. Wir werden jedoch nur die Methode, welche eine Behandlung der
Fragestellung gestattet, aufzeigen. Ferner werden wir die sich daraus ergeben-
den Probleme formulieren.

Die Herleitung hinreichender Bedingungen an die Funktionen ay und f,
so dal} eine Losung u des Problems (9.0) existiert, wiirde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen. Den interessierten Leser veweisen wir auf [31].

Mit den vorangegangenen Betrachtungen liegt es nahe, folgende Forde-
rungen an die Koeffizienten a, und an f zu stellen:

(9.1) Voraussetzungen an die Koeffizienten g, und an f.
(a) Flir 0 <a <1 sei ay und f aus Cy,(G xR xR,).
(b) Es existiert ein m > 0, so daB fiir alle (x, p, g)e G xR, xR, und fiir

alle ve R, die Ungleichung Y a(x, p, q) v;v, = m-[v]? gilt.
k=1
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Ist nun ve C; 4(G) mit 0 < B < 1, so ist mit (9. 1 a) ay (x, v(x), ve(x)) und
f(x, v(x), v.(x)) aus Cy,4(G). Somit besitzt mit Satz 1 das Randwertproblem

n

Z 2 (xa U(X), Ux(x)) ux,-xk (x) = f(xa U(X), UJ:(X)) (XEG)

ik=1
und

u(x) =g(x) (xeiG)

fiir jedes veCy,(G) genau eine Losung ue Cy44(G). Damit k&nnen wir
durch v —+ u eine Abbildung

T: Cl.p(G) = Crayp (G) < C1,p(G_)

definieren.

Aus der Konstruktion von T ersehen wir sofort, daB ein Fixpunkt von
T in C,,4(G), d.h. eine Losung der Gleichung Tu = u, eine L&sung unseres
urspriinglichen Problems (9.0) ist.

Damit stellt sich eine weitere Frage: Welche Fixpunktstitze lassen sich
zum Nachweis eines Fixpunktes der Abbildung T heranziehen?

Es hat sich gezeigt, daB} sich folgende Fixpunktsitze erfolgreich zur
Losung unseres Problems anwenden lassen:

(9.2) FixPUNKTSATZ VON SCHAUDER. Es sei S eine kompakte konvexe
Teilmenge des Banachraumes B und T sei eine stetige Abbildung in S. Dann
besitzt T einen Fixpunkt in S.

Fiir die Anwendung ist das folgende Korollar sehr niitzlich:

(9.3) KoroLLAR zu Satz (9.2). Es sei S eine abgeschlossene konvexe
Teilmenge des Banachraumes B. T sei eine volistetige Abbildung in B, welche S
in sich abbildet. Dann hat T einen Fixpunkt in S.

(94) Satrz. Es sei B ein Banachraum und T: B— B eine vollstetige
Abbildung. Existiert eine Konstante c, so daff fiir alle (x, s)e B x[0, 17} mit x
=s-Tx die Ungleichung ||x|js < c gilt, so hat T einen Fixpunkt.

(9.5) FixpuNKTSATZ VON LERAY-SCHAUDER. Es sei B ein Banachraum und
T: B x[0, 1] — B eine vollstetige Abbildung, so dafi T (x, 0) =0 flir alle xe B.
Ferner existiere eine Konstante ¢, so daf fiir alle (x, tye Bx[0, 1] welche
T(x, t) = x erfiillen die Ungleichung ||x||z < ¢ gilt. Dann besitzt die Abbildung
T, = T(*, 1): B— B einen Fixpunkt in B.

Bemerkung. Satz (9.4) ist ein Spezialfall von Satz (9.5).

Alle der hier aufgefiihrten Fixpunktsitze haben eines gemeinsam: Um
sie zur Losung des Problems (9.0) anwenden zu konnen, ist es notig, die
Vollstetigkeit der oben definierten Abbildung T: C,;(G)— C,4(G) zu zei-
gen. Dies erfolgt im folgenden Satz.
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(9.6) SaTz. Die oben definierte Abbildung T ist vollstetig.

Beweis. Die Abbildung T ist stetig, denn sei ve C, ;(G) beliebig aber
fest gewdhlt und weC,,(G) beliebig mit |[v—wll; 56 <1, s0 ist To—Tw
Lssung des Randwertproblems

n

> an(x, v(x); 000) (To—= TW)y (%)

k=1

8

. (alk (x’ w (X), Wy (X)) - Qi (x, v (X), Dy (x))) (Tw)xixk

+/ (x, v(x), v.(x)=f (x, w(x), we(x)) (x€G)

M=

und
(Tv—=Tw) (x) =0 (xedG).

Mit Satz (7.0) (a priori Abschétzungen von Schauder) und den Voraussetzun-
gen (9.1) erhalten wir:

|To—Twll20p,6 < cllvlli,p6) Iw=2ll1 4,6

woraus die Stetigkeit von T folgt.

Aus der letzten Abschitzung ersehen wir ferner, dal T beschrinkte
Mengen aus C, (G) in beschrinkte Mengen aus C, ,;(G) abbildet. Somit ist
mit dem Satz von Arzeld die Abbildung T prikompakt in C; ;(G). Damit
ist die Vollstetigkeit von T bewiesen.

Kann man nun zeigen, daB fiir alle se[0, 1] die Losungen u(-, s) der

Randwertprobleme

z i (%, 1(0), 4y () g, () = o (3, 4(3), (%)) (xEG)

und
u(x)=s-g(x) (xedG)

in der C, ;(G)-Norm durch eine gemeinsame Konstante beschrénkt sind, so
folgt mit Satz (54) die Existenz eines Fixpunktes der Abbildung T. Da
se[0, 1] ist, genligt es dazu zu zeigen, daf} die Losungen des Randwertprob-
lems (9.0) in der C, 4(G)-Norm durch eine gemeinsame Konstante beschrinkt
sind. Somit hat sich unsere urspriingliche Problemstellung auf die folgende
Frage reduziert:

Welche Bedingungen miissen die Funktionen a;, und f erfiillen, damit die
G, (G)-Normen der Losungen des Problems (9.0) durch eine gemeinsame
Konstante a priori beschrinkt sind?

Es hat sich nun gezeigt, dal diese Frage im Allgemeinen zu schwierig ist,
um geschlossen beantwortet zu werden. Es hat sich daher als niitzlich
erwiesen, diese Frage in die folgenden vier Teilprobleme zu zerlegen.
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Unter welchen Bedingungen an gy, und f lassen sich fiir die Lésungen
des Problems (9.0) gemeinsame Konstanten finden, so daB3
(1) llullo,0,6 < C; = const,

(2 ”uxj”0.0,ﬂG < Cao(lulloog) j=1,...,n
(3) ”uxjH0,0,G < Ci(llullo, 0,65 g llo.0,06) Jo k=1, ..., n,
(4) H3[u,] <
gilt?
Zum SchluB wollen wir noch einige Bemerkungen zu den Teilproblemen
(1) bis (4) machen.

Das Teilproblem (1) 14Bt sich in einigen Fillen mit Hilfe des Maximum-
Minimum-Prinzipes behandeln. Zum Beispiel:

Cy (”7—‘“0,0.6, ”uka0,0.G)a ihk=1,..,n

(9.7} Satz. Es sei ueC,o(G) Losung des Randwertproblems (9.0) mit
o (x,1,8)/0t >b>0und Y ay(x,t,s) vuv, 20 alle (x,1,5)eGxR xR,

k=1
und alle ve R,. Dann gilt |[ullo,0,c < Max {ligllo,o,06, 5~ *“If (-, 0, O)llo,0,¢)}-
Beweis. Wir ktnnen die Differentialgleichung aus Problem (9.0) folgen-
dermaBen umformen:

Z ay (xa u (X), Uy (X)) ux,-xk (X)

k=1

S (%, tru(x), t-u(x))de+f(x, 0, 0),

[
O ey,
B n

oder

"Z Qg (x’ u (X), Uy (x)) ux;xk (x)
Jk=1

Laf(x, tu(x), tuy (%))

B i=1 {b[ {; dt} e )

_{ljaf (x. ), ""‘(x))dt}'u(x) =1 (x0,0.

0

Sehen wir nun diese Differentialgleichung als eine lineare Differentialglei-
chung mit variablen Koeffizienten fur u an, so folgt die Behauptung aus dem
Maximum-Minimum-Prinzip.

(9.8) Satz. ueC,,(G) sei Losung des Randwertproblems (9.0) und fiir

n
ve R, sei Z ay (x, u, uy) v v, = 0. Existieren zwei positive Konstanten c,
k=1
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und c,, so daff |f(x, q,v)| <c; Z lvil lai; (x, u, q) fiir alle q und v mit |q] > ¢,

i=1

und |v] > ¢, gilt. Dann ist |jullo0c < ¢ +2° (Z supexp(czlx]|))
i=1 xeG

Beweis. Wir betrachten die Funktion v = —c5- ), exp(—c; x;) mit ¢,
i=1
= Max exp(cs X;).
e

Angenommen w(x) = u(x)—v(x) nimmt in x,€ G sein Maximum an, also
w(xo) = w(x) fiir alle xeG. Dann ist u, (xo) = vy, (xo) fUr alle i und

Z gy (xo, (xo), Ux (xo)) Uzixy (%)
ik=1

<
1,

Da aber

1=

Ay (Xo, (o), Uy (xo))'vx,-xk(xo)~
1

S i (o (xo), 15 (X0)) tsge, (X0)
k=1
= f(xo, u(xo), ux(XO)) = f(x0> u(xo), Ux(xo))

und mit der obigen Ungleichung somit

f(xo= u(xo), ) Z ik (xo, u(xo), Ux(xo))'vx,-xk (x)

k=1
n

= —c3 €3 Z T (xo, u(xo), vy (xo))'exP(—Cz x;)
i=1

n

= —Cy" Z Ay (xo, u(xo), Ux(xo))'vx, (xo)
i=1

gilt, erhalten wir die Ungleichung

_Z xOs xO) vx(XO)) va‘ (xO)' ,f(xo, u(XO)a_vx(XO))Ia

welche im Falle |u] > ¢, der Voraussetzung widersprechen wiirde. Daher ist
u(x)—v(x) < ¢y —v(xp), woraus wir eine obere Schranke fiir #(x) berechnen
kdnnen. Um eine untere Schranke [ilr u zu finden, betrachten wir ¢ = u+v.
Analoge Betrachtungen liefern uns dann die Behauptung.

(9.9) Sarz. Ist ueC,o(G) Losung des Randwertproblems (9.0) und ist
signt- f(x, t, 0> 0 fir alle t > |igllo,0.06, dann gilt ||ullo,0.6 < lgllo,0,56-



§ 9. Anwendung der Schauderschen a propri Abschitzung 45

Beweis. (a) u habe in x,eG ein positives Maximum, dann gilt in x,:
n

02 Y ap(xo, (o), 0) sy, (xo) = f (xo, u(xo), 0),

ik=1

also  u(xo) f (xo, U(xo), 0) < 0. Damit ist nach Voraussetzung |u(xo)

< |lgllo,0,56- _
(b) u habe in x,eG ein negatives Minimum, dann gilt in x4:

n

0< > ay (o, u(xq), 0) Uy, (Xo0) = f (%0, 1 (xo0), 0),

k=1

also u(xo)* f(xo, u(xo), 0) < 0. Damit ist mach Voraussetzung —ligllo,o0, 26
< u(xg).
Aus (a) und (b) folgt die Behauptung.

Bemerkung zum Teilproblem (2). Es gilt der folgende Satz
(9.10) Satz. Es sei ueC,(G) eine Losung des Problems (9.0). Dann

n
existiert eine Konstante C >0, so dafi ), |lusllo,0,06 < C gilt.
=1

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [31], Seite 351. Die Beweisidee
geht auf S. Bernstein [4] und [5] zuriick. Obwohl S. Bernstein nur den Fall
n =2 behandelte, 14t sich seine Beweismethode auch auf den Fall n>2
Ubertragen.

Das Problem (3) ist wesentlich schwieriger zu behandeln. Methoden von

C. B. Morrey, welche fiir den Fall n = 2 eine Abschitzung von Y’ [luxlo,0,
i=1
liefern, lassen sich nicht auf den Fall n > 2 iibertragen. Ferner sind Metho-

den, die auf dem Maximum-Minimum-Prinzip beruhen, nicht fiir n > 2 zur

Abschitzung von Z [lux,llo,0,¢ Beeignet, denn der folgende Satz gilt nur fiir
i=1

n=2

(9.11) Satz. G sei ein beschrinktes Gebiet mit Rand 0Ge 4,,. Es sei
2

ay, € Coo(G) und fiir alle (x,v)eG xR, gelte Y au(x)-vv,=m-|v|* mit
k=1

. 2
m > 0. Ist ue Cy,0(G) eine Losung des Randwertproblems Y (%) Uy, (X)
k=1

=0 und ulsg =g, so nimmt w(x)= Y u,f'. (x) sein Maximum auf 0G an.
i=1
Finen Beweis dieses Satzes findet man in [53].
Das nachfolgende Beispiel zeit nun, daB fiir » > 2 und nichtkonstante

Koeffizienten a; der Satz (9.10) nicht mehr gilt.
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(9.12) BeispieL. Es sei n =3 und G = {x| xeR;, |x| <107 '}. Die Koeffi-
zienten a;, seien folgendermaflen definiert:

a;y =0a3; =daz3 =1,

Ay = a3 =ay3=a3 =0,

Qy3 = A3; = X (3x3+3x3+2x7-5).
u: G — R sei durch

u(x) = (xy = %) (1=x3—x3) =%z x3

definiert.
Der Operator L ist in G gleichméBig elliptisch, denn flir alle ve R, gilt
3
Y ag (%) v = vi+vi+0v3
k=1
Jof?

+2- % (3x3+3x3+2x2—5) vy 03 2 >

Die Funktion u ist Lsung der Differentialgleichung Lu = 0, denn es ist

uxlxl +u +ux3x3+2‘a23 'ux2x3

xzxz
= —6"x;,"(1=x3—x3)—4-(x, —xj)
2% x}+3-x2+2-x2-5)=0.

g, (x) = (1=3-x})*(1 —x3 —xj) nimmt sein Maximum im Punkte x, = 0 und

nicht auf dem Rande des Gebietes G an. Wie man sofort nachrechnet, besitzt
3

die Funktion v(x) = Z u,z,i (x) ebenfalls im Punkte xq = 0 ein relatives Maxi-
i=1
mum.

Den an den Teilproblemen (3) und (4) interessierten Leser verweisen wir
auf [31], da eine Behandlung dieser Probleme den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirde. Als Abschlufl unserer Betrachtungen des ersten Randwert-
problems einer quasilinearen elliptischen Differentialgleichung wollen wir im
§ 10 ein spezielles nichtlineares Randwertproblem 15sen, welches eine Anwen-
dung in der Physik besitzt.

§ 10. Das Maximalfichenproblem

Physikalischer Hintergrund des Problems. Es sei M eine raumartige
Hyperfliche mit Codimension 1 in einer Lorentz-Mannigfaltigkeit L"*!,
welche durch den Graphen der Funktion x,,; = u(x) (xe G) gegeben sei.



§ 10. Das Maximalfiichenproblem 47
AM) = [(1= ¥ uf (x)dx
G i=1

sei das Minkowski-n-Mall von M.
Ist G ein beschrinktes Gebiet und ist ue C, o(G), so ist 4 (M) < co.
Wir betrachten nun alle raumartigen Hyperfiichen M, welche auf 8G die
gleichen Randwerte besitzen. Gibt es eine derartige Hyperfliche M,, fiir die
A(M) maximal wird, so heifit M, Maximalfiiche.

Die Frage nach der Existenz solcher Maximalfltichen ist von groflem
physikalischen Interesse.

Das Maximalfidchenproblem als Randwertproblem einer quasilinearen Dif-
ferentialgleichung. In [12] hat F. J. Flaherty gezeigt, daB die Frage nach der
Existenz einer solchen Maximalfiiche #quivalent zu der Frage nach der

h
Existenz einer Losung ueC,,(G) mit sup() u,%j(x))”2 <1 des Randwert-
xeG j=1
problems !

(100) (1= (D) AuC+ .ty (9) 11, ()t (D) = 0 (x),
jk=1

u(x) =g(x) (xe dG)
ist.
Setzen wir nun

e (x, u, p) =(1—1p|>) 65 +p; Pr

so sehen wir, dal das Problem (10.0) ein Spezialfall des Problems (9.0) ist.
Jedoch besteht zwischen dem Problem (10.0) und den in §9 betrachteten
Problemen ein wesentlicher Unterschied. Die Differentialgleichung aus Pro-
blem (10.0) erfiillt nicht die Voraussetzung (9.1), denn die Ungleichung

n n

Y au(x, u, p) v = Y (1=1p1?) S+ pip) 010 =0

Lk=1 k=1
~gilt nur filr [p| < 1. Daher 14ft sich die in § 9 definierte Abbildung T nicht
auf ganz C; ,4(G), sondern nur auf der konvexen Teilmenge

(10.1) Dy = {ul ueCy,4(G), sup(Y uZ,(x)"* <1—-m}
xeG j=1
mit m > 0 definieren.
Dies hat zur Folge, daB die in § 9 aufgefuhrten Fixpunktsitze sich nicht
auf das Problem (10.0) anwenden lassen. Jedoch 148t sich mit einer Arbeit
von A. Granas [14] die folgende Verallgemeinerung des Satzes (9.4) beweisen.
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(10.2) Satz. Vor.: (a) Es sei B ein Banachraum und X < B eine konvexe
offene Teilmenge von B mit Oe X.

(b) T: X — B sei eine vollstetige Abbildung.

(c) Es existiere eine Konstante c, so daf fiir alle (x, s)e X x[0, 1] mit x
=5 Tx die Ungleichung ||x||z <c gilt.

(d) Fiir alle (x, s)e X x[0, 1] mit x =5 Tx gilt: x¢ 0X.

Beh.: T besitzt einen Fixpunkt in X.

Wir betrachten, um Satz (10.2) anwenden zu k&nnen, fiir alle se[0, 1]
die folgenden Probleme:

(1= lux (07)- Au(a)+ Y e, (X)thg (X iy (X) =0 (x€G),
Jk=1
(10.3) A
u(x)=sgx (xecG).
Definieren wir fiir m > 0 die Abbildung T: D,,— C, ;(G) durch v - u, und u
L5sung des Randwertproblems

(10.4)  (1=]vx (%) Au(x)+ Y 0y ()0 () thepr, () =0 (x€G),

Jk=1
ulx) =g(x) (xedG),

so wissen wir mit den Uberlegungen aus § 9, daB T vollstetig ist. Ferner sind
fur alle se[0, 17 die Losungen der Gleichung x = s- Tx auch Losungen von
(10.3). Fiir m > 0 erftillen somit D,, und T die Voraussetzungen (a) und (b)
von Satz (10.2). Um die Voraussetzungen (c) und (d) nachweisen zu k&nnen,
miissen wir iiber das Gebiet G und die auf 0G definierten Randwerte g
Voraussetzungen machen.

(10.3) G sei ein beschrinktes konvexes Gebiet des R, mit Rand dGe %,,,
O<a <l

(10.6) DeriniTION. @, m > 0, sei die Menge aller Funktionen ge C, ,(0G)
(G erfiille (10.5)), welche die folgenden Eigenschaften haben: Fiir alle x,¢e 0G
gilt: Ist t(x,) die Tangente an g im Punkte (xo, g(xo)), so gibt es zwei
Ebenen x,,, =E;(x;xp) und x,.; = E,(x; xo), welche sich in ¢(xg)
schneiden, |gradE,(x; xo)| = |grad E;(x; xo)l = 1—2m ist und E, (x; Xo)
< g(x) < E;(x; xp) fiir alle xe /G gilt.

(10.7) Satz. Es gelte (10.5). Ist g€ Q,, mit m > 0, so existiert eine Lisung
ueC,,(G) des Randwertproblems (10.0).

Beweis. Es se1 se[0, 1] und u erfiille ¥ = 5- Tu. Dann gilt:
(1) u ist Losung des Problems (10.3). Aus dem Maximum-Minimum-
Prinzip folgt:

[u(x)] < Maxslg(y)l < ligllo,o.s6-
yedG
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(2) Es sei j aus {1, ..., n} und xoe 4G beliebig. Da die Funktion g aus
O, ist, gibt es zu x, zwei Ebenen x,,, = E, (x;x,) und x,,, = E, (x; x,) mit
E,(x; xo) € g(x) € E;(x; xo) [Ur alle xe G. Aus dem Maximum-Minimum-
Prinzip folgt nun E,(x; xo) S u(x) < E,(x; xo) fir alle xeG. Daher ist
'uxj(xo)l <1-2m.

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir nun zeigen, daB

n

sup( Y. u,fj(x))”2 <1-2m

xeG j=1
gilt.
Durch Differentiation erhalten wir, daB uxj(x) in G der Differentialglei-
chung ’

2y, - . .
(1 - qul ) A (uxj)+ ‘.‘kz=l uxi uxh (uXJ)IiIk

n

- Z (2'Au'uxk)'(uxj)xk+ Z (Z 2'uxk'uxkx,-)'(uxj)xi =0

k=1 i=1 k=1
geniigt. Daher nimmt Uy, sein Maximum oder sein Minimum auf 8G an. Somit
gilt |uy, (x)] < Maxu, (x)] < 1=2m fur alle xeG.
xedG

Wir rechnen ferner mach, dafl die Differentialgleichung des Problems
(10.0) invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen ist.

Es sei nun yeG ein Punkt, in dem v(x) = |u,(x)|?> sein Maximum
annimmt. Durch eine orthogonale Transformation P: R, — R, k&nnen wir

mit w(z) =u(Pz) und y =Pz erreichen, daB w7 (z) = ;1 w (o)
> Y wi(z) filr alle ze P(G) gilt,
i=1

Daher ist mit den vorangegangenen Uberlegungen
h
(k; w2 (2)? <1-2m fir alle ze P(G),

also auch
) u,fk(x))“2 <1-2m fiir alle xeG.
k=1

Somit wissen wir, daB kein Fixpunkt von s-T auf dem Rand 8Q,, liegt, d.h.
wir haben gezeigt, daB die Voraussetzung (d) des Satzes (10.2) erfiillt ist.

n

Weiter folgt: sup( ), u, (x))”2 < 1-2m < const.

xeG k=1
(3) Mit Satz (1.1) aus [31], Seite 339, wissen wir nun, daf} filir j
=1,...,nmit 0 <a <1 gilt: H [u,,j] < const. Zusammen mit (1), (2) und

4 — Dissertationes Math. 237
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den Schauderschen a priori Abschitzungen (7.0) erhalten wir: |ju]l,,¢
< ||ully,0,6 < const, d.h. wir haben gezeigt, dafl die Voraussetzung (c) des Satzes
(10.2) erfillt ist.

Das die Voraussetzungen (a) und (b) gelten, hatten wir bereits oben

bemerkt.
Somit existiert mit Satz (10.2) ein Fixpunkt der Abbildung 7, welcher

Lasung von (10.0) ist.
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Auvhang

A. Die ) des Beweises der Schauderschen a priori Absch

BezeicHNUNGEN. Es sei G ein beschriinktes Gebiat des R.,
d, =dislix, ) uod d,,=Min(d, d). Fur ue%.(G) (keN,
0 € 2 < 1) definicten wir:
(a) [ulfoc = sup di-ID u(x); k =0,1,2,...
a6
wies

f
®) lliZoe = ¥ (u]foc.
)

.ID‘ulli LT NP

(©) [l = sup £23*
st

@) llullfec = IluilE o6 +(ultas-

(@) il c = supd}-(x}+ sup d’.;'-ﬂ
b g 1

LEMMA 1. Vor.: Es seien K,(x) und K, (x) r >0, zwei konzen-
trische Kugein im R,, f aus Co,(K5(x) ©<a<I) und wi(y)
=—(-2w)" | ly-d (.

£5m

Beh: Es ist w aus €, (K,(x)) und es gilt die Ungleichung
110? Wllo.o.gm+ 7" Hi (o [D? W]

< Moo+ Hayum (D).
wobei die Konstante ¢ rur von r, n, a abhiingt.”

y

LeMMa 2. Vor.: Es sei G ein Gebiet des R,, f aus ,,(G) und die
Funkion u sei qus %, 0(G) und erfiitle die Differentialgleichung Au = f
in G.

Beh: Es ist u aus %;,(G). Sind K, = K,(x) und K, = K,,(x),
r >0, zwei konzentrische Kugein mit K, € G. so gilt

o0, < € (llullo,o,x, + 1S lox, )

wobei die Konstante ¢ nur von n und a abhiings.

v

LeMma 4. Vor:: Es sei G eine offene Menge des R..
Beh.: Zu jedem ¢ > O gibt es ein c(c). so daf fir alle u aus %,,(G)
die Ungleichungen

[4)}s.c < i) flullo,o' +6-[ulfac
und

Mullfyc € cle)-Mullo.o.g+e- [W]fag
gelten ((=0,1,2,052 <1 j+f <2+a)

LemMa 3. Vor.: Es sei G eine offene Menge des R,. Die Funk-
tionen u aus %3.0(G) und f aus %o.,(G). 0 <1 < 1. erflilen die Differen-
tialgleichung Au=f in G.

Beh.: Dann gibt es eine Konstante ¢ = c(n, a), so dafl die Unglei-
chung

Nelitag < ¢ {lledlo,o.c +1ult 6}

gilt.

Lemma 6. Vor: Es s6 G cine offene Teilmenge des R
=[x xeR, x,>0) mit 3Gn{x| xeR, x,=0) = T# Q. Die Funk-
tionen u aus €;,0(G) 60,0 (GUT) und f aus 6o, (G T) wrfillien die
Differentialgleichung du = f in G und uly =0,

Beh.: Es existiert eine Konstante <, so dof die Ungleichung

Nullsacur < ¢ lullo.o.c+1f18hcur}
gilr.

SaTz (innere a priori Vor.: Es sei
G ein Gebiet des Ry, u sei eine in G beschriinkte Liisung der Differen-
tialgleichung :

Lim 3 op b0+ T @ a0
Jamt =1
+a(x) u(x) = f(x).
wobei [ und die Koeffizi die folgenden i erfullen:
(a) Es gibs ein m > 0, so dafi A).: ag(x)-¢;0 2 me ol fir alle x
=

aus G und alle v aus dem R, gilt
(b) Es gibt cine Konstante A, so daf
laalloas S A, lafic <4, lalfig <4
gilt.
(c) Es sei |fIfi¢ <.
Beh.: Dann gibi es eine Konsianie ¢, welche nicht van u abhlingt,
so daf die Ungleichung

lulla.06 % ¢ Hallo.0.6+1/18ec}

gile.

A

N

Lemma 7. Vor: Es sei G eine offens Teilmenge des Ry
={xeR,; x,>0) mit 3G {x| xeR,, x,=0) =T # @. Die Funktion
u aus %,,(GUT) sei in G eine beschrinkte Lsung der Differensial-
gleichung

Lum ): 3 (x) tgye, ()4 T 0,09 0 ()
e i

+a(x)-u(x) = f(x),
deren Koeffizienten die folgenden Bedingungen erfullen:
(a) Es existiert ein m >0, so daff ¥ aa(x)-o;0, > m' | fur alle
et

xeG und alle ve R, gilt.
(b) Es gibt eine Konstanie A, 50 daf

lonlRour S 4, lafblour €4, lalfler<a

gilr.
(©) Es séi [fifhg.r < .
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ = c(m, @, m, A) welche aber
nicht von u abhiingt, so daf die Ungleichung
ll8.ecur < £ dlIullo0.0+IfMkeor)

gilt.

Lemma 6. Vor.: Es sei G eine offene Teilmenge des R
= {x] xeR,, x,>0) mit G (x| xeR,, x,=0) =T#@. Die Funk-
tionen u aus €,,0(G) "o o(GUT) und f aus €5, (G T) erfillien die
Differentialgleickung du = { in G und uly = 0.

Beh.: Es existiert eine Konstante ¢, so dafl die Ungleichung

Mdlsagor € ¢ llinflo.00+ ! fE2cur}
gile.

J

Saiz a priori Vor.: Es sei G ¢in
Gebiet des R, und u cine Lbsung der. Differentialgleichung Lu = f in G,
wobei f aus Co,(C) ist und die Koeffizienten von L die nackfolgenden
Bedingungen erfllien:

() Es gibt etn m > 0, so daf fir alle x aus G und alle v us dem
R T anlxhuu > m? gilt

an
(b) Es existiert eine Konstamse A, so daf

Nanllosc € 4. llaflosg €A und lallocs <A

gilr.
Ferner sei g aus C;,(3G) und ulw = g
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ = c(n, a, m, A, G), welche aber
nicht von u abhlingt, so daff die Ungleickung
11dl2.0.0 < € (NfTlo.ac+lullo.0.6+ 2.5}

gilr.




B. Die ktur des Sch hen Exi beweises eier Lisung ue C,,(G) des Dirichletproblems Lu = f, ul,; =g

BezEiCHNUNGEN.
®) Fir xeK,(y) = {d xR, Il <r} sei d(x) m r—|x-).
®) Fir ue 4, (K, (1)) keN und ceR, sl
sarz a priori A Vor.: Es sei G ein
TdlE e om = e () lu Gebiet des R, und u eine L¥sung der Differentialgleichung Lu = [ in G,
. wobei [ aus Cy,(G) ist und die Koeffizienten von L die nachfolgenden
+3 {sup (40T 10 u(a) + A, [D%4]), Bedingungen erfilen:
- Ui ssin (a) Es gibt ein m > O, so daff fir alle x aus G und alle v qus dem
R, Y aalx 8,3 md? gilt
P Min (d0x), 4 Iveve et innere fori
e [D* ] e (Min d(x), ) (b) Es existiert cine Konstante A, so daf G e sé:;" b ersche 3 priori Ab ngen). Vor.: Es sei
DaDy ein Gebiet des R, u sei cine in G beschriinkte Lisung der Differen-
e lanllowc S A, laflosc <A und lallowe S 4 talglelchung
gift. < -
() Mit Dy, (K, (1) bezeicknen wir den Banackraum, wel- Ferner sei Lu= 3 an(x) Uy () + T 6(0) ug, () + 0(x) uix) = f
< (K, § aus C,.,(36) und vl =g. 100" Usye, n um = £,
“';:h wir durch Abschtufl von %, 4 (K, () in der W3 o...c,on-Norm Beh.: Es existiert eine Kon;nmeult‘= l:(gn, . m, A, G), welche aber ) s -
erhalten nicht von u abhiingi, so dafl die Ungleichung wobei f und die Koeffiziensen die folgenden Bedi erfilien:
el € € 15U+ ik .+ il 05 (@) £s gibt ¢in m>0, 50 daf ¥ au(x)6y0n > melt’ fr alle x
A
gil. aus G und alle v aus dem R, gilt.
[T sz (Konnuittismetbode). Fur 0<r<1 sei L o, ) Es oibt eine Konsiante A, 50 dofi laulloc < A, lafflg < 4,
= 1do+(1—O L+, Existient ein to aus (0, 1], 5o daf das Rand- J lablc <4 git.
wertproblem L u = f, vig; = g fir alle (f, §)€ Co,(G) xC14(86) |¢— llz Es sei |f1fhg < . )
e e e b e B . :_., 3”.7 ,ﬂ"’: es eine Konstante c, welche nicht pon u abhilngs,
alle t mit 0t <1 in Coa(G) Wshar. s0 daff die Ungleichung
Satz. Vor.: Es sei G=(x xeR,, x, >0} und H = (x| lollz06 < € {lillo,0.+1f1K.0)
xeR,, x, = 0} gilr.

Beh.: Fiir alle (f, g)e Cya{G) x C, o (H) mit supp f€ R, und

SUppg € H besitzt das Problem Au=f ulg=g genau eine
Lbsung ueCy (G U H).

v

Satz. Vor: Es sei G ={x| xeR,. x,>0] und H=ix
xeR, x,=0). L sei ein in G gleichmiifig elliptischer Differen-
tigloperator mit variablen Koeffizienten. Auferhalb eines Kom-
paktums K sei L=A.

Beh.: Fiir alle (, g)€ Coa(G) x C; . (H) mit supp f € R, und
suppg € H besitzi das Problem Lu = f, uly = g genau eine Ls-
sung ueCy,t(GU H).

¢
A3
k.

SATz. Vor.: Es sei G={x| xeRy x,>0} und H=|x -
xeR, x, = 0). L sei ¢in G gleickmiifig eilliptischer Differential. Satz. Isi G =Kugel, so besitzt dus Randwersproblem
operator mit variablen Koeffizieraen. Auferhalb eines Kompak- du=f ulg=g fir alle (f,9) aus Cou(C)xCy,(8G)
tums K sei L= A. U sel eine beschriinkte offene Menge des R,. genau_eine Lbsung ue %;.(G) N Coo(0).

Beh.: Fiir alle ({, g)e Co.s(G) x(Co.o(H) " %, (H N U)) mit
supp f € R, und suppg € H besitzr das Problem Lu = f uly=¢ R
genau eine Lisung u aus Coo(G U H) N %, (G U(H AU)) —>

Yy
{4.8) Satz (Muntz, Kellogg, Simoda, Babock-Mustatd).
1si (f. g)e CoulK,) X Ca(8K,), 50 existiert genau eine Liisung
e Cpa(R,) des Randweriproblems
(49) Au(x) = f(x) (xe K\) und ulpr, =9
>
(8.2.1) Satz. Vor.: Es gelle fir -die Kocffizienten des
Differentialoperators L: an€Dig.om(K, (M) )€ Dios (K, (L
a€ Dyo.2.0(K, ()}

Beh: Es existiert eine Konstame ¢ >0, so dap fir
u€ Da0.0 (K, () die Ungleicinmg

i .., 0m € € UL, 202, 0 + illo. 00, 00)
gilr.

(8.7.2) SaTz. Vor.: Wie in Saiz (8.1.1). Zuséizlich sei U ein
Gebiet des R, und S UneK,(y); G ein Gebier des R, mit
G cSUK,0)

Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ >0, so daf fur alle Satz. Ist G = Kugel, so besitzt das Randweriproblem
u€ Dy o (K, () mit U nmon€ b2V N IK, () die Unglei- Lu=f. ulm =g fir alle (. g) aus C,.0(G) x C;,.(8G) genau eine
chung Lisung ueC,,(6).

s < € L%, 20,00+ lIullo,0.x,n + [tl2.05]
gile.

(3.1) Sz (O. Perron). FUr jedes beschrinkte Gebiet G < R,
mit Rand 3Ge¥,, existiert zu jedem (£, g)€ Co.(G) x C14(2G)
eine Lbsung ue Co,o(C) N %;,0(G) des Randwertproblems Au = f,
=g (3.5) SaTz (E. Hopl). Sind im Gebiete G die m-ten partiellen
Ableitungen der Funktionen au, ay, a.f vorhanden und hil- ,
derstetig mit dem Exponenten a, so ist jede in G zweimal stetig
differenzierbare Lbsung von
T a0ty (04 T ay(x)uy (x)
=1 =1
<€ +a(x)-u(x) = f(x)
daselbst (m+2-mal K8iderstetig ~ mis gleichem Exponensen a —
differencierbar.
A
(88.2) SaTz. Vor.: Wie in Saiz (8.7.2).
Beh: Fir  alle  (f @)e CoulK.00) x{CooldK, 0N
< $,,(0K. () "U)) besitzt das Randwertproblem Lu = f,
Ulac,r =4 genau eine Lisung ue Co,o(G) 0 61.4(GLS).
hd
Stz (0. D. Kellogg). Das Randwertproblem dv =/,
g =g besitzt fr alle (f, g)e Coa(0) xCai(3G) genau eirle
Lbsung ueCy ().
—4

SaTZ. Das Randwertproblem Lo = f, tag = g besitat fir alle
U, 8)€ Co.(6) xC1,(36) gemau cine Lbsung ueCsz(G).




C. Die Struktur des in dieser Arbeit gegebenen Existenzbeweises eimer Lisung ue C,,(G) des Dirichletproblems Lu =, ujp; = g

BezEICHNUNGEN. Es sei r > 0 und
K =id xR, Ix <r],

K =1{x xeR..lxl <r x>0}
H=(x xeR.x, =0}

H =[d xeR,. x,=0.1d <r).

CB.(K’) sei der Bamachraum fir dessen
suppo © K3, gil.
CY.(H) sei der Banackraum, fir dessen Elemenie o suppy © H,p,

Elemente v

Ig x=(x,, ..., xJ€R,, s0 wird mit X der an der Hyperebene H
gespiegelte Vektor (x,, ..., X,_,, =X} bezeichner.

Filr x#y ist

Gix, 1) = ((a-2w,) " flx— "= (1 =20x, Y+ 1517 Y110 )

diz Greemsche Funktion fir die Kugel K,. Dwch Spiegelung an der

Hyperebene H erhalien wir daraus die Greensche Funktion ['(x.y)
=G(x, )~G(Z. ¥} x # y, fir die Halbkugel K} .

(4.5) HILFSSATZ, Es sei B(y, ) = {xl xel,, |x=y|<1.0<r <1
und ye R, beliebig mit [y{? =(1+r?). Die Abbildung T: R.\|0) — R, sei
durch x — x/ix|? definiert.

Dann gili: T: Biy, ) B(y,r) und T: 3B(y,r)— dB(y,r)

(3.5) Sa1z (E. Hopl). Sind im Gebiete G die m-ien partiellen
Ableitungen der Funkionen ap, ay, a. f vorhanden und hbldersterig mit
dem Exponenten a, 50 ist jede in G sweimal stetig differencierbare Lisung
von

(3.1) STz (O. Perron). Filr jedes beschriinkte Gebier G < R, mit
Rand 3G & %,, existiert zu jedem (f, g€ Co..(G) x C;.(5G) eine Liisung
u€Co0(0) N €,,0(G) des Randweriproblems du = f, ulmeg.

T a0ty (34 T a,(x)ur, (0+00 u(x) = £ ()
e )

daselbst (m+ 2)-mal
renzierbar.

= mit gleichem a — diffe-

(5.5) Hkssatz. Vor: Es sei r>0 und p=(dns1)"3
r(2n+1)"Y, H, = x| xeR,-,.|d <p), w: H, — R sei definiert durch
wix) = (= x|\ =r, g1 H,— R sei stetig mit |q(x)l € —wlx) flir afle
xeM,, S=lx, ixeH, qx)<t<r(2n+1)7'}, v: S~ R sef defi-

L4

niert durch
v, )= =t @2 1 = (= X)) x(r@2as 1) =)
Beh.: Fiir alle (x, ne S gilr
o

v(x, )20 und ¥ v,',l(x, D4y (x, )< -1
s

{43) HILFSSATZ. h sei aus Co,(K7), dann ist

u(@)= = J I(x,))-h0My aus CoolK3)N %K} U H,)
o

v
und L3sung des Problems
@4) du(x)=(x) (xeK}) und u(x)=0 (xedK])

J

___-_—)l

(4.6) Hirssatz. Ist heCL.(K}). so ist die L¥sung u des
Randwertproblems (44) aus C,.(K}).

A4

@D Sa1z. Ist (£, e CBL (R} xCha(H)), s0 existiert genau
cine Lbsung ue C;,(K}) des Randwertproblems :

au()=f(x), xeKi.

(5.6) Hiurssarz. Vor.: (1) Es sei 0 <a < | und G ein beschrainktes
Gebier des R, mit Rand 0Ge%,,. Fir ycdG sei v(y) die dufiere
Normale an 3G.

(2) Es sei feCou(€) und ueCon(€)n%,,(G) sei Lisung des

Randwertproblems Au(x) = f(x} (x&G) und u(x) = 0 (x€ G).

Beh.: Es existieren Konstanten a > 0 und ¢ > O, welche rur von n
und 3G abhiingen, so daf fur alle ye 3G und alle 1 mit 0<1 < a die
Abschiitzung |u(y— v <€ ¢ 11 fllo.0.6°¢ gilt.

10T E — Co,0(G) stetig, so ist T stetig.

(5.2) HiLFssaTz. E sei ein Banackraum. T: E —~ C,,(G) sei eine
lineare Abbildung und I- C,,(G)— Coo(G) sei die Einbettung. Ist

42) ulx)=g(x,
u(x) =0,

xeH,.
xe KM,

J

(58) HiFssatz. Vor: (a) Der Operator L= ¥ aalux
no

I

mit age Coo(R}) sei in Ky elliptisch.

x

&x, 8%
(b) Es sei e CT(R) mit @(x) =} flir (x| €173 und @(x) =0 fiir
=230

© Es gete: T lp(an—daloary S(2) !, wohei ¢ die
Jam1
Konstante aus Hilfssatz (5.3) isr.

(d) Es sei Loyr= A +(x): (L-— 4"},
Beh.: Das Randwertproblem

(5.3) HiLessatz. Es sei (f, g)e Ca. (K1) x CL (H,). Es existiert
cine Konstante ¢, welche nicht von (f,g) abRingt, so daf fur die

Losung u des P 42 die [T

Scllflions; +lallaas,} oit

(54) HILFsSATZ. Vor.: Es sei G ein beschriinkies Gebier des R, mit
Rand 3Ge%,,.

Beh.: (1) Zu jeder Funkiion ge C,,(G) existiert eine Funktion

ve Cy.a(G) mit vgg =g.
(2) Mit einer Konstanren k, welche nicht von g abhiing:, gilt die
Abschiiszung (|W]24.6 < & -glls.a.00-

~

(5.1) Savz (). Schauder). Es sei G cin beschrinkies Gebier des R,
mit Rand 3G aus %,, und (f,g) sei aus Co,(6)xCya(3G). Ist
u€Coo(0) N 6,,(G) eine Lbsung von du(x) = f(x) (xeG) und u(x)
=g(x) (xe 3G, s0 ist ue €, y(G)~6,,(G) mit 0P < 1.

Lou(x) = f(x),
alx) = glx),

xeK{,
xeH,,
u(® =0, xedK\H,.

besitz1 fr alle (f 9)e C(K})xC3 (M) genau eine Losung
ueCya(K?).

SaTz (Schaudersche a priori Abschiitzung bis zum Rand des
Gebictes). Vor.: Es sei G ein beschrinktes Gebiet des R,, dessen Rand

S$AT7 2. Die folgenden Aussagen (1) und () sind Uguivalent.
(1) Fiir jedes beschriinkte Gebiet G des R, mit 3G€%,,.0 <a <1
gitt:

hd

+

(5.7) SaTz. Es sei G ein beschriinktes Gebiet des R, mit Rand
0G&€1,0 und (£, g) sei aus Coa(G)x C14(96). Isi ueC,,(6)n 6;,4(6)
eine Losung des Problems Au = f und ulyg = g, s0 ist ue C;,(C).

Ist Lu= 3 datyu+ T au, +au ein beliebiger
o] -

n
aperator, dessen” Koeffizienter (1) und (1§) exillen und ist (. g)
€Co4(G) xC1,(2G) beliebig, so existiert ein we Cy,(G), welches das
Randwertproblem Lu = f, ulg =g list.

(D) Fiir jedes beschrinkte Gebiet G des R, mil iGe'%,,.
O<a<1 gilt:

Ist (f. g)€ Coa(G) X C;,(3G) beliebig, so existiert ein ue Cy,(G),
welches das Randwertproblem

‘)_:I Uy =f, Ul =g

~

h 4

v

ur Klasse €, gehbre. €
L P L 3
L= Y aaln) + 3 a0 +alx)
1.-z-| o ;).:. o
sei ein in G i ifferensialoperator mit Koefhzi

ten ap, a;, @ aus Col(6G).
Beh.: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf fir alle u aus
C1.4(G) die Unpleichung

lulz.ec < € (1ullo.rc +lIullo.o.6+ Nollaaec}

gile.

SATz 1. Vor.: (a) Es sei 0 <z <1
(b) G sei ein beschriinkies Gebiet des R. mit Rand &G aus ;..

() Es sei lu:jlz-,n,.u,’,‘+j).:‘a,u,l+au ein  beliebiger

ifferenti , der die
(1. Der i LseiinG elliptisch, d.h.
es gibt ¢in m >0, so daf fur alle ve R, und alle x&G die

Ungleichung ¥ aa(x)v;i 2 m-[of? gils,
am 1

(1.6) Die K. a4, 4, a seien aus Co,(G) mit
0 <a < 1. Ferner gelte fir alle xeG: a(x)<0

erfulir.
Beh.: Zu jedem (f, g)e Coo(G) xC1.(3G) existiert genau eine
Liisung ue C;.(G) des Randweriproblems Lu = f. ulxg = g.
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