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Introduction

Ce travail contient un développement nouveau de la méthode des
fonction algébriques et certaines applications de cette méthode. Elle a été
utilisée pour la premiéere fois par Z. Charzynski dans [3] dans l'étude des
problémes extrémaux, ensuite dans [4], enfin par Z. Charzynski et J.
Sladkowska dans [6] pour obtenir la variation intérieure. Dans le présent
travail elle est développée dans la direction de la représentation de Riemann
et de 'homotopie de Lowner.

L’idée essentielle de cette méthode consiste a opérer, non pas sur des
domaines plans arbitraires, mais sur des domaines spéciaux, bornés par les
lignes de niveau des parties imaginaires de certaines fonctions rationnelles,
c’est-a-dire sur des domaines tels que sur leurs frontiéres s’annule la partie
imaginaire de certaines fonctions rationnelles.

En limitant ainsi le genre des domaines considérés, on ne diminue pas
essentiellement la généralité, car on peut approcher arbitrairement au sens du
noyau une large classe de domaines plans par des domaines sur les frontiéres
desquels s’annule la partie imaginaire d’une certaine fonction rationnelle; p.
ex., on peut approcher chaque domaine G avec une coupure par un domaine
analogue D, qui est borné par les lignes de niveau dé la partie imaginaire
d’une fonction rationnelle R (v. [3], lemme 7, le lemme 1, 3, I de ce travail et
une généralisation de [12], théoreme 1). La construction de cette fonction
rationnelle est simple et fondée en principe sur le théoréme de Weierstrass
sur approximation des fonctions continues par des polynomes et sur le
théoréme de Runge.

La partie imaginaire Im R de la fonction rationnelle mentionnée jouit
alors de propriétés analogues a celles de la fonction de Green du domaine D:
elle s’annule sur la frontiere de D et elle est partout harmonique, a I'excep-
tion d’'un nombre fini de points singuliers correspondant aux pdles de la
fonction R (dans les considérations du présent travail tels sont les domaines
K (0, 1)\ H,, limités par les lignes de niveau K*(0, 1)U H, de la partie
imaginaire de la fonction Q(w) avec une singularité polaire au point 0, v. pp.
38-40).

Enfin la représentation conforme A du cercle unité sur un domaine
spécial avec une coupure satisfait a une équation algébrique de la forme
R(A(z)) = S(z), ou S est également une fonction rationnelle liée a R par
certaines relations arithmétiques (dans nos considérations cette représenta-
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tion est donnée par la fonction a(z, t), ou le parameétre de ‘propagation ¢ est
fixe 'pour le moment, et la relation mentionnée plus haut est
Q(a(z, 1)) = x(z, t); les relations arithmétiques sont basées sur I'écartement
des singularités, c’est-a-dire sur I'égalité des fonctions 2(w) et x(z, t) pour les
racines des derivées correspondantes (v. 1, III, théoréme fondamental, les
relations (13), les notations (12) et les relations essentielles (8)). L'équation
mentionnée est analogue a léquation % (A(z)) = logz, qui lie la repré-
sentation conforme a la fonction de Green, en outre % signifie ici une
fonction analytique multivoque, générée par la fonction de Green.

Le caractére de ce travail est monographique. Il comprend des notions
préliminaires et trois chapitres, dont chacun peut &tre considéré comme une
note séparée. Cependant, ayant en vue I'idée dominante commune on a jugé
utile de le réunir en un tout plus étendu.

Ainsi, dans les notions préliminaires on trouvera les définitions et les
résultats dont on profite dans la suite; les plus importants sont les résultats
qui concernent les représentations locales des angles a 'aide de fonctions
holomorphes, pp. 13-15, et ceux qui concernent les propriétés locales des
fonctions implicites.

Le chapitre 1 traite, d’'une part, de l'interpolation du type de Ceby3ev,
qui intervient déja dans [3] et [4] chez Z. Charzynski, dans [6] chez Z.
Charzynski et J. Sladkowska, et dans [10] chez J. Mycielski et S. Paszkowski
dans des considérations concernant I'approximation. D’autre part, ce chapitre
contient des lemmes sur I'approximation des fonctions rationnelles par des
fonctions rationnelles de structure analogue, mais donées de propriétés
complémentaires, et sur 'approximation des arcs de Jordan par des arcs qui

sont lignes de niveau de la partie imaginaire de certaines fonctions ration-
nelles.

Le chapitre II contient 'étude des fonctions holomorphes dans le cercle
unité, qui satisfont a une certaine €quation algébrique et sont appelées
fonctions algébriques spéciales; on trouve que ces fonctions sont bornées,
univalentes et on détermine la forme de ces fonctions dans I'entourage des
points ordinaires et singuliers de la circonférence unité.

Le chapitre III contient une démonstration du théoréme de Riemann
pour les domaines K (0, 1)\ H, mentionnés plus haut, qui revient & démontrer
existence de la fonction représentante a(z, t) comme solution de I'équation
du type 2(a(z, 1)) = x(z, t). On y arrive en faisant varier continiment avec
le paramétre ¢ le second membre de cette équation, de fagon & écarter les
singularités; la fonction intérieure a(z, t) varie avec le second membre de
Iéquation a partir de I'identité jusqu’a la réprésentation cherchée. Il importe
de signaler le point délicat du cas (36), qui permet, quand T = 0, de passer
du cercle entier au cercle avec une petite coupure, pp. 46-47. Le procédé qui
suit est fondé sur I'appareil banal du théoréme des fonctions implicites et de
linterpolation du type de CebySev. Le chaptire mentionné contient ensuite
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une démonstration trés courte du difficile théor¢eme de Lowner. De cette
fagon, par un seul procédé on établit 'existence de la représentation confor-
me (Riemann) et son expression par la composition successive de représenta-
tions multiples, proches de l'identité, avec une petite coupure, de la forme

14+2zx
1—2zx

Z—¢€z +o(e),

C'est-a-dire en passant de l'identit¢ & la représentation avec une grande
coupure (Lowner). On observe le mé€me fait sous une forme plus dissimulée
dans la démonstration du théoréme de Riemann due @ Montel (v. [11], pp.
225-229); la fonction qui y figure, F = Fy0F,0F,, proche de lidentité,
avec le parameétre a choisi proche de la circonférence du cercle, a une forme
analogue a celle mentionnée plus haut (Z. Charzynski, Sur les fonctions
univalentes bornées, Dissertationes Math. 2, pp. 11-16) et, en fait, on obtient
la représentation mayennant la composition multiple de telles fonctions, ce
qui est caché par la prise de la borne supérieure m.

Ce travail, avec ceux que nous avons cités précédemment, achéve une
certaine étape dans les recherches basées sur I'idée présentée au début. Ils
permettent de présenter sous un aspect uniforme les éléments principaux de
la théorie classique et contemporaine des représentations conformes, tels que
le théoréme de Riemann, la variation intérieure et la paramétrisation de
Lowner.

Les calculs sont longs, mais le procédé est simple, difficile a exprimer
avec toute la précision voulue, mais facile a concevoir.

Signalons enfin au lecteur que dans ce travail les théorémes, les lemmes
et les formules d’'une méme partie sont cités en indiquant leurs numeéros, ceux
d’'une méme chapitre en indiquant leurs numéros et ceux de la partie
correspondante, enfin ceux d’un autre chapitre en indiquant leurs numéros,
ceux de la partie et du chapitre correspondants.

Notions préliminaires
Notations et définitions.

1. (a,b), [a,b] et {a,b} désigneront resp. un intervalle ouvert
d’extrémités a et b, un intervalle fermé de mémes extrémités et un intervalle

d’extrémités a et b, dans le cas ou 'on ne saura pas si les extrémités lui
appartiennent ou non.

2. [p, q ] désignera un segment orienté d'origine p et d’extrémité g, ou p
et g sont des nombres arbitraires complexes.

3. Dans le cas d’'un ensemble plan E nous emploicrons aussi les
symboles E*, E', E°, E pour désigner respectivement la frontiére, 'ensemble
complémentaire dans le plan entier, I'intérieur, la fermeture de 'ensemble E.
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4. K (a, r) désignera le cercle de centre a et de rayon r, et sera appelé
entourage du point a de rayon r.

5. S(a, r) désignera 'entourage K (a, r) excepté son centre a et sera dit
voisinage du point a de rayon r.

6. Pour un point a situé sur 'axe réel les parties de I'entourage K (a, r)
située dans le demi-plan ouvert inférieur et supérieur, le point @ étant
compris ou non, seront appelées respectivement demi-entourage ou demi-
voisinage inférieur et supérieur.

6’. Pour un point a situé sur la circonférence unité K*(0, 1) les parties
de l'entourage K(a, r) situées a l'intérieur et a lextérieur de cette cir-
conférence, le point a étant compris ou non, seront appelées respectivement
demi-entourage ou bien demi-voisinage intérieur ou extérieur.

7. A désignera I'ensemble symétrique de I'ensemble 4 par rapport a la
circonférence unité K*(0, 1); en particulier, K (0, 1) désignera I'extérieur du
cercle unité.

8. 0(x, y), o(x, A) et 9(A, B) désigneront respectivement la distance des
points x, y, la distance du point x a 'ensemble A, la distance des ensembles
A, B.

9. Le nombre h(A, B) défimi par la formule
h(A, B) = max {supinfo(a, b), supinfg(b, a)}

acA beB beB acA

s’appellera distance des ensembles A et B au sens de Hausdorff.

10. Nous admettons les notions concernant les courbes plans et les
notions adoptées dans l'Introduction, §12 de [11]. Outre le paramétre ¢
d’une courbe parcourant un segment [a, b], c’est-a-dire un segment de I'axe
réel, nous utiliserons également un paramétre t parcourant un segment
[ai, bi].

11. Nous appellerons secteur circulaire I'ensemble des points du plan
complexe de la forme { = {o+xe", 0 < x < x* 1, <1< 1,, 0<1,-1,
< 2rn, y compris le point {,. Le point {, sera appelé centre, le nombre »*
— rayon, les nombres t,, 7, — limites angulaires et la difféerence 7,—1,
— écart du segment considéré.

12. Nous adoptons les notions de noyau, une suite de domaines plans,
de convergence et de limite au sens du noyau d’une suite de domaines plans
définies dans {2].

13. Les points de la circonférence unité serons aussi notés sous la forme
€ sans indiquer que « est réel.

14. Nous appellerons domaine avec une coupure ou domaine de Lowner
le domaine simplement connexe contenu dans K(0, 1), de la forme B
= K (0, 1)\ L, ou L est un arc de Jordan partant d’'un point quelconque de la
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circonférence K*(0, 1) a l'intérieur de K (0, 1) et ne passant pas par le point
0; en mé€me temps l'arc L sera dit coupure de Lowner.

15. Nous dirons que l'ensemble E = K(0, 1) remplit presque le cercle
K (0, 1), si la difféerence K(0, 1)\ E ne contient pas de points intérieurs.

16. Etant donnée une courbe C: { = {(1), « < 7 < B, nous appellerons
la fonction {(z) et I'ensemble des valeurs de cette fonction I' respectivement
représentation paramétrique et image géomeétrique de C.

Suivant le sens du contexte le terme C signifiera la représentation
paramétrique, ou 'image géométrique de la courbe, ou encore les deux en
méme temps. Pareillement, étant donnée une fonction f({) quelconque,
définie sur I'image géométrique de la courbe, f(C) signifiera la fonction
composée f ({(1)), ou 'image de I'ensemble f (I'), ou encore les deux a la fois.
En particulier, lorsque f({) est une fonction complexe, f(C) représente
également une courbe plane.

17. Nous appellerons distance habituelle de deux courbes de représenta-

tions C,: { = (1), a<t<P, et Cy: { =), a <7t<p, le nombre
sup |{>(1)— ¢, (7).

ast<f

17". Nous dirons qu’une suite de courbes C,: { = {,(1), «a <1 < f,
n=1,2,..., est convergente au sens paramétrique vers une courbe
C:{={(x), <1<, si la distance habituelle des C, a C tend vers 0
lorsque n tend vers linfini.

18. Etant donnée une fonction f({), définie dans un ensemble D situé
dans le demi-plan supérieur ou dans le cercle unité, nous désignerons par f(()
ou f({) la fonction définie dans I'ensemble symétrique correspondant par la
formule

JO=f® ou JO=FTH "

Si 1 () est holomorphe, alors f({) ou f({) est holomorphe et réciproquement.

19. Les fonctions a arguments et a valeurs complexes seront appelées
fonctions complexes ou, §’'il n’y a pas de malentendu a craindre, simplement
fonctions. '

20. Une fonction sera appelée symétrique, si pour tout couple de points
symetriques par rapport a I'axe réel ou a la circonférence unité elle est en
méme temps définie ou non et si elle y prend des valeurs symétriques par
rapport a l'axe réel ou a la circonférence unité. Ainsi il existe quatre genres
de fonctions symétriques selon le genre de la symétrie de la variable
indépendante et dépendante. A deux d’entre eux sont liées les notations
indiqués plus haut.

21. Une fonction sera appelée holomorphe en un point {,, si elle est
définie au point {,, si {, est un point d’accumulation des arguments {, pour
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lesquels la fonction en question est définie, et si 'on peut la prolonger a une
fonction holomorphe dans {,.

22. Nous dirons que la fonction f ({) prend en (, la valeur w, avec la
multiplicité y, si f({) peut &tre représentée dans un certain entourage du
point {,, partout ou f({) existe, par la formule w,+®, (({—{o)")+w,((—
—{o)’)*+ ..., ol y est un exposant réel positif, w; # 0, et ({—{o)’ est une
certaine branche de la puissance; nous supposons que f ({) est définie en {,.

23. Une fonction rationnelle §({) ayant des poles de mémes multiplicités
seulement aux points 0 et oo et réelle sur la circonférence-unité, c’est-a-dire
de la forme

h, L&

SO =%+ +7

sera appelée fonction rationnelle spéciale de degré 2k.

24. Soit # un arc régulier (v. [11], pp. 91-92) de Jordan, contenu dans
le cercle K(0, 1), a Pexception de son origine qui est située sur la circon-
férence K* (0, 1), et qui ne passe pas par zéro. Soit ensuite J({) une fonction
rationnelle spéciale. Nous appellerons # arc spécial correspondant a la
fonction &({), si cette derniére prend sur celui-ci uniquement des valeurs
réelles.

Dans la suite nous bornerons, sans I'indiquer chaque fois, aux arcs
spéciaux orthogonaux a la circonférence-unité.

Il est évident que si d({) est une fonction rationnelle spéciale, alors
i{d'({) lest également, de méme degré 2k et sans terme constant.

25. Nous appellerons domaine spécial un domaine de la forme
K(0, 1)\ #, ou # est un arc spécial.

26. Nous appellerons proches deux fonctions f; ({) et f;({) holomorphes
dans un domaine D, si elles différent peu dans un ensemble fermé contenu
dans D, suffisamment grand.

On voit facilement que deux fonctions rationnelles spéciales de méme
degré sont proches, si leurs coefficients respectifs sont proches et réci-
proquement.

+fo+fit ... AL, k=1, £ #0, fo — réel,

27. Nous mettons les fonctions de la variable 7 a valeurs situées sur la
circonférence-unité également sous la forme ¢ sans indiquer que a(t) est
constamment réel. Par continuité de la fonction prise sous cette forme nous
comprendrons la continuité de a(t).

28. Nous dirons que la fonction
a(z) = ayz+ ..., a, >0, zeK(0, 1),

est une fonction algébrique spéciale, si elle satisfait dans le cercle unité a
Iéquation '
Q(a(2) = x(2),
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ou Q(w) et x(z) sont des fonctions rationnelles spéciales. En méme temps,
nous appellerons les fonctions £2(w) et x(z) resp. déterminante et accom-
modée. Nous appellerons parfois la fonction a(z) fonction intérieure.

29. Une fonction f(z) de la forme
f@)=byz+ ..., by, >0,
holomorphe, univalente et satisfaisant a la condition

(2l <1

dans le cercle unité, sera appelée fonction de Lowner.

Résultats auxiliaires. Nous indiquerons ici quelques simples faits qui
nous seront utiles dans la suite.

30. Chaque fonction réelle f (t), continue dans un intervalle [0, T], peut
étre arbitrairement approchée par des polynomes pairs.
Pour le démontrer prenons dans Iintervalle [0, T2] la fonction

7@ = /7

et approchons-la suffisamment dans cet intervalle par un polynéme P(v).
Alors, comme on le voit, le polyndme pair P(t?) approche arbitrairement
f (t) dans l'intervalle [0, T7],

31. Chaque fonction f (t), continue dans un intervalle fini [0, T] et telle
que f(0) =0 peut y @étre approchée arbitrairement par des polyndémes
impairs. :

Il suffit a cet effet de prendre. la fonction continue

f@6, 0<t<9,

f””={NWu 5<i<T

ou J est un nombre arbitraire positif suffisamment petit et, en tenant compte
de ce qui précéde, de 'approcher suffisamment par un certain polyndme pair
P*(t). Alors il est évident que le polynome impair tP*(t) approchera f (t)
arbitrairement dans l'intervalle [0, T].

32. Etant donnée une fonction F ({), holomorphe en un point {,, qui ne
se réduit pas a une constante et prend au point {, une valeur réelle r, avec
une certaine multiplicité k, il existe un systéme de 2k arcs réguliers L], L; , j
=1, ..., k, partant du point {, et, a I'exception de ce point, disjoints et tels
que fonction F({) est réelle sur ces arcs et seulement sur ces arcs dans chaque
entourage suffisamment petit de ;.

En effet, représentant la fonction donnée sous la forme F({)=r,+
+( —{o)* F,({) et prenant dans un entourage suffisamment petit du point {,

une branche arbitraire du radical G({) = ({—{o)¥/F;({), nous vérifions
facilement qu’on peut mettre les arcs demandés L sous la forme para-
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métrique { = {o+G '(¢f1), 0<t< T j=1,...,k ot T est un nombre
positif suffisamment petit, et s;—' ,j=1,..., k, sont les k-iémes racines de +1
(v. [11], p. 165). Nous constatons aussi facilement qu’un tel systéme d’arcs est
localement unique, ou bien, ce qui est le méme, qu’il existe un entourage du
point {, tel que tout arc le long duquel la fonction F ({) est réelle, partant de
{, et contenu dans cet entourage, est compris dans un arc du systéme.

De ce qui précéde nous déduisons facilement qu’étant donnés un arc
régulier L et une fonction F ({) holomorphe sur L, qui ne se réduit pas a une
constante sur L et qui est réelle sur L, il existe un arc régulier /, partant
d’une extrémité de L et, a I'exception de ce point, disjoint avec lui, tel que F
est également reelle sur I

33. Soient U(w) et V(z) des fonctions holomorphes resp. aux points w,
et zo, qui y prennent leurs valeurs avec les multiplicités resp. r et s et telles
que U(wg) = V(zp); on suppose que z, est sur laxe réel ou sur la
circonférence-uniteé.

On vérifie que pour qu’il existe une fonction implicite w = b(z) dans un
demi-entourage du point z,, telle que U(b(z)) = V(2) et b(zo) = wy, il faut
et il suffit que cette fonction ait la forme

_ b(z) = Ug' (Vo)
ou

Uo(w) = W—wol/U; W),  Vo(2) =3/ (z—20f I/ V1 (2),

ol nous admettons

Uw)—U(wo) = w—wo) U, (w), V(2)=V(z0) = (z—20) V1 (2)

et ou il faut choisir les branches des radicaux convenables ou bien arbitraires.
Des faits analogues ont lieu pour I'entourage du point z,, sous con-
dition supplémentaire que s soit un multiple de r; b(z) est alors évidemment
holomorphe au point z, et y prend la valeur w, avec la multiplicité s/r.
Si en outre les fonctions données U(w) et V(z) sont symétriques par
rapport a I'axe réel et les points w, et z, sont sur cet axe, si s = r et si pour
les arguments appartenant au demi-plan donné les valeurs de b(z) appar-
tiennent, par exemple aussi 3 ce méme demi-plan, alors b(z) est également
symétrique par rapport a I’axe réel et conserve le sens de cet axe au point z,,
c'est-a-dire b'(zy) > 0.
Il en est de méme pour la symétrie par rapport a la circonférence-unité.
34. Soit b(z) une fonction holomorphe en un point z, sur l'axe réel,
symeétrique par rapport a cet axe et respectant son sens, c’est-a-dire telle que
b'(zo) > 0; alors pour les arguments z situés dans un entourage suffisamment
petit du point z, les valeurs de la fonction b(z) au-dessus de l'axe réel, sur
laxe réel et au dessous de I'axe réel sont situées d’une facon analogue. Par
conséquent, si 'image par b(z) d’un entourage 4, du point z, couvre d’une
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facon univalente un entourage u, du point w,, alors les images des parties
inférieure et supérieure de i, couvrent respectivement les parties inférieure et -
supérieure de p,. "

Il en est de méme pour la symétrie par rapport a la circonférence-unité
pour les demi-entourages intérieur et extérieur.

35. Soit une suite de fonctions {M,({)}, holomorphes dans un entourage
w de rayon r d’'une certain point {, et convergente dans celuici presque
uniformément vers une certaine limite M ({), admettant une fonction inverse.
Alors, appliquant le théoréme de Hurwitz, nous obtenons facilement qu’il
existe un entourage 4 du point {, et entourage u de I'image 7, = M({,) tels
que pour f suffisamment grands les fonctions M, ({) admettent des fonctions
inverses dans 4, les images M,(4) couvrent u et la suite des fonctions inverses
{M;!(7)} tend dans u presque uniformément vers M~ '(1). La situation est
analogue dans le cas ou I'on remplace 'entourage par le voisinage et 'on
suppose que les fonctions M,({) et M({) ont en {, des pdles simples.

Nous obtenons une généralisation facile de ce qui précéde en remplagant
pour les fonctions M, ({) 'entourage constant w par I'entourage variable o,
de méme rayon r et de centre {, tendant vers (,. Il suffit a cet effet de
considérer la suite {M,({—{o+{,)} et d’appliquer ce qui précéde.

On généralise encore facilement ce dernier résultat en supposant de plus
que les points {; et {, sont sur I'axe réel, que M, ({) sont symétriques par
rapport & cet axe et, par suite, que w, est également réel et que la
transformation M ({) respecte le sens de laxe réel. Alors, nous pouvons
remplacer les entourages 4 et u par les demi-voisinages inférieur et supérieur.
Il suffit pour cela d’appliquer encore le théoréme de Rouché. 1l en est de
méme pour la symétrie par rapport a la circonférence.

On peut enfin remplacer dans ce qui précéde les entourages par les
voisinages et supposer que les fonctions M, ({) et M({) ont aux points {, et
{o des poles simples. Il suffit pour cela de considérer les inverses de ces
fonctions et de leur appliquer les considérations précédentes.

36. Soit une fonction de la forme
f(2) = wo+w,(z—2z0)+W3(z—20)* + ...

en un point z,, qui y prend la valeur w, avec la multiplicité (1), soit en outre
o = argw, . Soit ensuite #* un secteur circulaire de centre z,, composé des
points de la forme z =zo+re'®, ou 0<r<r* @, < ¢ < ¢@,, décart
@,— @, < 2n/(1). Alors il existe des nombres ¢, > 0 et 6, > 0, suffisamment
petits, tels que pour tout 0 < ¢ < g4 et tout 0 < 6 < g4 existe un n > 0 tel
que tout point du secteur circulaire S, composé des points w = wq +ge", ol
O0<o<n (De,+a+o <y <(l)p,+a—a, décart ¢, — @, — 20, est admis
d’'une fagon univalente exactement en un seul point du secteur partiel #
contenu dans #*, composé des points z = zo+re, ol O0<r<eg @, <@
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< ¢,. En méme temps il existe un a,, > 0 tel que pour tout 0 < g, < 0649
et tout n, > 0 existe un ¢, < &g tel que I'image du secteur #,, contenu dans
R*, composé des points z = Zo+re®, ol 0<r<eg, @ <@ <@y, est
contenue dans le secteur circulaire §,, composé des points w = wy+g€e'¥, ol
0<og<n,VDe,+a—0;, <y <(l)p,+a+0o, décart ¢, —¢p, +20,. A cet
endroit il faut introduire la restriction évidente (1)(¢,—¢,) < 27.
En effet, prenons comme ¢, un nombre positif arbitraire, fixé dans la

suite, assez petit pour que f(z) admette une inverse dans I'entourage

= {|z—2z4| < &} et prenons comme o, un noinbre positif arbitraire, fixé
dans la suite, plus petit que 4 (¢,—¢@,). Posons © = f(v) et désignons par z
= g(w), weT, la fonction inverse de w = f(z), zev; il est évident que z,
g(w)—g(wo)

w—w,
un entourage du point wg, alors il y existe, comme on le voit facilement, une
branche déterminée de la fonction

logy(w:::?vi%)

= g(w,). Etant donné que le quotient est différent de zéro dans

= L(w),

telle que

1
Im L(wg) = argg’'(wg) = arg — =
° ° S (z0)
Prenons maintenant ¢ < g, et 6 < o, arbitraires: De la continuité¢ de la
fonction L(w) nous tirons qu’il existe un # > 0 tel que pour |w—wg| < #j on
a |L(w)— L(wg)l < Min(o, [L(wo)|) et wet. Soit

'
= Min| fj, —————
1 (" expzluwo)l)

le nombre 1 demandé. Alors tout point du secteur correspondant S c r,
mentionné plus haut, est, en vertu du théoréme de Rouche, I'image exacte
d’un seul point z = g(w) de I'entourage v, en outre on a

12—2o| = |g(Ww)—g (W)l = [(Ww—wg)exp L(w)|
< [w—wolexp(|L(wo)l +|L (w)— L(wo)|)
&
L ———————exp2|L(wy) =¢
exp2iL(woll T
et en méme temps

zZ—2z

—> —(—a)
0

arg = |Im L(w)—Im L(w,)| < o,

ou |arg(z—zo)—¥ +a| < g, donc
¢ < Arg(z—2zo) < @,
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et de la définitivement ze #. Cela nous donne la premiére partie de la
propriété annoncée. Pour obtenir la seconde il suffit d’étudier dans v une
branche du
2)—f(z
1ogl 2=/ @)

Z_ZO

= Ll (Z)’

telle que Im L, (zo) = 2, ensuite de choisir d’abord ¢ > 0 assez petit pour que
IL, (2)— Ly (zo)t < Min(a,,|L;(z0)]) pour |z—2zo| <

et enfin de prendre

 Minf 2 M
e M"“(a" 2exp|L(zo)|>'

37. Nous obtenons une généralisation facile de ce qui précéde en
considérant dans # les fonctions de la forme

f(2) =wo+w,((z—20)""9)P+w, 4 (é—zo)"q)”+1+

ou p et g sont des nombres naturels quelconques, w, # 0. Alors nous
obtenons un énoncé qui correspond directement au précedent en y rempla-
¢ant le symbole (1) par (p/q) et o par

+
o+ (parg(f—zo)”"— u_’f)

2 q
ou

+
z = zo+%exp(i(pl—2%>.

Pour cela il suffit de présenter la fonction f(z)—w, sous forme de la
composition

(9((2_20)”‘1))", ou  g() = {lwy+wpy {+ BRIER

avec un choix arbitraire de la branche de la puissance 1/p, et ensuite de
profiter de ce qui précéde pour g({) et des propriétés des fonctions-
puissances. A I'endroit correspondant il faut introduire la restriction évidente
(p/9) (92— 9)) < 2.

" Remarquons de plus que dans le cas (p/q) (¢, —¢,) > 2n on peut de
méme prouver que tout point de I'entourage de rayon 5 du point w, est

admis d’une fagon univalente au moins en un point du secteur correspon-
dant A.

38. Soit S*: w = wo+e¥, o0 0 < o < 0%, ¥, < Y < ¥, Y—y, < 2m,
un secteur circulaire. Soit ensuite H: w = w(f), {o <t < ty+y oy, sil y a
liew, to—y <t < tog+7, w(ty) = wg, un arc régulier, partant de l'origine wy,
qui peut passer par wg.

Alors ont lieu les propriétés suivantes relatives a la configuration du
secteur S* et de l'arc H.
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Si I'écart du secteur S* est plus grand que = et Parc H passe par wy, H
doit avoir des points communs avec l'intérieur de S*.

Si le secteur S* est contenu dans le cercle K(0, 1), excepté le centre w,,
qui est sur la circonférence K*(0, 1), et si ’écart du secteur est plus grand
que m/2 et 'arc H part de l'origine wy orthogonalement a l'intérieur du cercle
K (0, 1), alors H doit avoir des points communs avec l'intérieur de S*.

En effet, supposant que le nombre d = y,— Y, —n est positif, nous
constatons facilement qu’au moins un des deux secteurs circulaires de centre
wo, de rayon g* et d’écart d, symétriques par rapport au point w,, doit €tre
contenu dans S*. D’autre part, prenant deux tels secteurs, symeétriques par
rapport a la tangente a I'arc H au point w,, par lequel cet arc passe, nous
voyons immédiatement que chacun de ces secteurs contient des points de
Farc H différents de w,.

La combinaison de ces faits donne la premiére des propriétés annoncées.
Supposant ensuite que le nombre d = Y, —y, —n/2 est positif, nous avons
d’abord

arg(—wo)—m/2 < ¥, < Yz < arg(—wo)+n/2,

lorsque l'intérieur de S* est contenu dans K (0, 1), d’ou il s’ensuit que le
secteur circulaire de centre w,, de rayon g* et d’écart Min(n/4, d), symétri-
que par rapport a la direction —wy, doit &tre contenu dans S*. D’autre part,
nous voyons immeédiatement que ce secteur contient des points différents de
wo de l'arc H, partant de w, orthogonalement a l'intérieur de K (O, 1).
Rapprochant ces faits on obtient la seconde des propriétés annoncées.

39. Soient L, une coupure de Lowner et B un domaine simplement
connexe, contenu dans K (0, 1), dont la frontiére B* est contenue dans
K*(0,1)uL,.

Alors B est un domaine de Lowner de la forme K (0, 1)— L, ou l'arc L
est une partie de 'arc L, de mé€me origine.

En effet, prenant le point { de I'arc L, le plus ¢éloigné de l'origine {, de
ces arcs et appartenant a B* nous déduisons du fait que B* et L, sont
connexes que l'arc partiel L contenu dans L,, joignant {, et {, est contenu
dans B* et, par conséquent, B* — K*(0, 1)u L. D’autre part, il est évident
que K*(0, 1)U L < B*, car si, au contraire, un point {* de la circonférence
K*(0, 1) n’appartenait pas a B* donc a larc L,, alors, prenant sur ce
dernier le point {§ le plus proche de (*, nous verrions qu’a l'intérieur du
segment [{*, (§ ], donc a lintérieur de K*(0, 1) et en dehors de L, il
existerait des points de la fronticre B*, contrairement a I'’hypotheése.

Comparant les inclusions précédentes on obtient I'énoncé demandé.

40. Soit f({) une fonction holomorphe qui ne se réduit pas a une
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constante dans un domaine D. Alors I'ensemble des points {, pour lesquels
Imf () = 0, ne contient pas de points intérieurs.

En effet, cela résulte immédiatement du principe du maximum pour les
fonctions holomorphes.

1. Fonctions rationnelles spéciales

1. Interpolation locale. Soit a présent une fonction rationnelle spéciale de

la forme
E _
(1) 1(2) =z_LL+ oo +Eo+ ... +E "
oy +1 .
=L—L'B"+ oo Foo+ ... (g —ify) 2",
z

E;, #0, Egrée, L>1.

Supposons que la dérivée yx'(z) de cette fonction ait toutes ses racines
simples. Désignons celles d’entre elles qui sont dans K (0, 1) et sur K*(0, 1),
en distinguant parmi ces derniéres une seule, respectivement par

2 o=ger, k=1,..,0,
(3 ¢ 1=1,..,R,
4) e,

Supposons ensuite que la fonction x(z) prenne aux points (2) et (3) les
valeurs

(5) b = P tigy,

(6) v,.
Supposons enfin que

) 1 (@%e? > 0.

Soit T un nombre positif arbitraire. Alors, on peut déduire le résultat
suivant.

LemMME 1 (sur l'interpolation). Pour tout paramétre t réel suffisamment
proche de T il existe en méme temps une fonction rationnelle spéciale détermi-
née d’'une fagon univoque

(8) 7z, 0 = E;Lm+ . +E,(0)+ ... +E (2t

_ a0+,

oo AT O+ ... H(@L(D—iBL©)Z",
z ~

by E () # 0, By(t) — récl,

W

2 — Dissertationes Mathematicae CXCV
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arbitrairement proche de (1), et un systéme de points, aussi univoquement
déterminés

©) 50 =50, k=1,..,0,
(10) . €M™ 1=1,.. R,
(11) eiﬁ(t)’

arbitrairement proches respectivement de (2), (3) et (4), tels que les conditions
suivantes sont remplies: '

(i) Xz, T) = x(2),
Z,(T) = z,
ST _ eup,’
SHT) — e,

(1) E ()= DE,,

(111)  les points (9), (10) et (11) sont racines de la dérivée de la fonction (8) et
la fonction (8) elle-meéme prend aux points (9) et (10) respectivement les valeurs
(5) et (6), C’est-a-dire

(12) 720, 1) = G
(13) 1€, 0 =u,
(14) | LE@, 1) =0,
(15) L™, n=o0,
(16) 7@ 1 = 0;

(19) les coefficients de la fonction (8) et les points (9), (10) et (11) sont les
fonctions holomorphes du paramétre t, )
\%) la fonction

(17) x() = 7, 1)
est croissante et, par conséquent, en vertu de la premiére et de la
derniére des conditions (1), elle vérifie Pinégalité

(18) 7€, 1) = x(€®) pour t>T;
Pégalité wayant lieu que pour t = T; en outre on a constamment
(17) X () = 27, (630, 1) 30
Démonstration. Prenons
Eo =09, E;,=a,+if,, s=1,...,L.

Nous remarquons immeédiatement que l'existence de la fonction (8) et
des systémes (10) et (11), remplissant les conditions (1)—(111), équivaut a
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lexistence d’une solution unique du systéme d’équations réelles
L 1
. . . -
Z (ascosa,‘s—Bssma,,s)(,—s+gk) = Dv»
s=0 Ok

L
P ) 1
k

L
Y (@ cos ¢ys+B,sing,5)2 = v,

L
(19) Y s(dscosc'r,‘s+ﬁssind,,s)(_é+é:> =0,

k

L 1
Y s(dssin&,‘s—Bscos&,‘s)(_—s+éi) =0,
O

L
Y s(a,sin g, s— B, cos ¢;5)(1+1) = 0,

dL = dL eut-T),

BL=BLet D

par rapport aux inconnues réelles
(20) &, Bs» s =0,1,..., L, &, 6, @,

. ., . . .~
suffisamment proches des valeurs initiales respectives

(21) A, ﬂsa Qk’ Oy, @,

avec ¢ arbitraire, donné d’avance, suffisamment proche de T, et les inconnues
(20) doivent €tre des fonctions holomorphes du paramétre t. Ces équations
sont formées en remplagant dans (12), (13), (14), (15) et (11) les inconnues (9)
et (10) et les coefficients de la fonction (8) respectivement par
oe® €% a.+ip,,

et en séparant les parties réelles et imaginaires. Pour démontrer I'existence de
la solution annoncée du systéme (19), il suffit de démontrer que le détermi-
nant fonctionnel des premiers membres de (19) par rapport aux inconnues
(20), calculé pour les valeurs initiales (21), est différent de zéro. Admettons
que dans les lignes successives de ce déterminant figurent les dérivées
partielles des premiers membres successifs de (19) par rapport aux inconnues
(20). Pour la démonstration supposons, au contraire, que le determinant ne
soit pas different de zéro. Il existerait alors un syst¢tme de nombres ne
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s’annulant pas simultanément
(22) day, dag, AB, s=1,..., L,
AQ’(’ Aak,k=l,...,Q, A(Pl, l=l,..., R,

tel que la somme des produits des ¢léments de chaque ligne du déterminant
par ces nombres serait égale a zéro. Calculant a partir de (19) les ¢léments du
déterminant et effectuant les calculs indiqués ci-dessus, nous obtenons

™=

, 1
(dagcos o, s+ AP, sin g, s)(—s+gi> =0,

s=0 Ok

L 1

(23) Y (Aassina,‘s—Aﬁscosa,‘s)(——s—i—g;) =0,

s=0 %

L - '

Y (da,cos g s+ AP, sing;s)-2 = 0,
s=0

L 1

Y, s(Aascosaks+Aﬁssinaks)(——s+g,§)+
s=1 Ox

L 1

+ Y sz(—assinaks+Bssinaks)(—Q—s+Qi)Ank+

s=2 k

L

+ ) sz(ascosaks+Bssina,‘s)(ls+gi)é—g—k = 0,

s=2 % O

L 1

Y s(Aassinaks—Aﬂscosaks)(—s+Qi>_+

s=1 Ok

L 1

24) + 3 sz(ascosa,‘s+ﬁssinaks)(——g—s+gi Ao, +

s=2 k

+
™M=

. 1
sz(assmaks—ﬁscosa,‘s)(——s+g,’,
Ok

“
]
N

M=

s(dagsin ;s —AB,cos @;s) 2+

“»
]
-

+
™M=

s*(a;cos @5+ fsings) 249, =0, [1=1,...,R,

s=2
da; = G,
Aﬂl. - Oa

Considérons maintenant la fonction rationnelle spéciale de la forme
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(25)

L-1

Y. [(do+idf)z*+(da,—idB)z"].

s=0 ’

Nous déduisons de (23), en tenant compte des deux derniéres relations (24),
que les nombres (2) et (3) sont racines de la fonction (25) et, étant donné que
celle-ci est une fonction rationnelle spéciale de degré 2L —2 et qu’elle posséde
2L —1 racines, elle est identiquement nulle. Donc

(26) Aoy, =0, 4B, =0, s=0,...,L.

Vu les égalités précédentes, les égalités (24) prendront la forme

M =

. 1
sz(—assmaks+ﬂscosa,¢s)<——s+gi) Ao, +

s=2 Ok

M =

+

S

: 1 Ag;
sz(ascosa,‘s+ﬁssmaks)(—s+g;)—ﬂ =0,
. ‘ i O

2

. L I ) l
(27 Y sz(ascosaks+B551na,,s)(E+Qi Ao, +
s=2 k
- . 1 Ay
+ Y s*(asing, s—pB,cosos)| ——+gf | — =0,
s=2 @k %
} .
Y s*(a,cos @5+ f,sin@;s5) 24, = 0.
s=2
Posons
L
(28) 20 =2 @D+22 1" (2) = Y P Lo +if) z° +(a,—iB) 2°].
s=2

Multiplions maintenant les deux premiéres égalités (27) respectivement par g,
et g, ! et ensuite additionnons-les membre a membre ; nous obtiendrons alors,
aprés un calcul facile, vu (28), les égalités

(29) Xz(lewk)(AQk'*'Qk ido,) = 0.
En méme temps, d’aprés (28) et la définition des nombres (2), on a
(30) 12(0€™ = (e €™ 1" (0 €™,

et, comme les nombres (2) sont des racines simples de la dérivée y'(z), les
expressions (30) doivent €tre différentes de zéro. Ainsi (29) donne 4g, = 0,
Aa, = 0. Pareillement nous déduisons que l'on a aussi 4¢;, = 0. Ainsi tous
les nombres (22) devraient €tre nuls, contrairement a I'’hypothése. Donc le
déterminant considéré plus haut doit €étre différent de zéro et, par consé-
quent, il existe une solution des équations (19) par rapport aux inconnues
(20), déterminée d’'une fagon univoque, c’est-a-dire que la fonction et les
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points demandés existent; comme point (11) nous prenons la racine man-
quante de la dérivée. En vertu des théorémes correspondants, il résulte de
(19) que les coefficients de la fonction (8) et les nombres (9) et (10) remplissent
la condition (1¥). De cette derniére condition et du fait que (11) est une
racine simple de la dérivée 7, (z, 1) résulte que cette racine est également une
fonction holomorphe. Dérivant les relations (12), (13) et (17) membre
a membre et tenant compte de (14), (15) et (16), nous obtenons les égalités

(31) Z;(Ek(t)a ‘t)=0’ k = la"-s Q’
(32) 7™ . np=0, I=1,..,R,
(33) 7™, 1) = (1),
et évidemment
L (E(
(34 20 = 3 (S04 EG)
s=0
et

Ei () = LE,(v).
En méme temps remarquons que

L _<F .
(35) Tz, Hzi=Y (_SE;L)'

+sE (1) iz’).
s=1
De (31), (32) et (33) résulte que la fonction rationnelle spéciale (34) a les
mémes racines que la fonction analogue (35), a 'exception d’une seule (11).
De cette fagon

7 — @00

(36) Xz, 1) = ¥.(z, t)zimdt),

ou %" désigne une racine (34) non comprise dans (31) et (32) et c(t) est une
certaine constante. Mais, comparant les coefficients extrémes de la fonction
(34) et de la fonction (25), nous trouvons facilement que

c(t) = —i, % = _g%,

Prenant la valeur (34) au poi.nt ¢ nous obtenons de (33), vu (36), la
formule (17'). De la et de (7) résulte immédiatement (V) pour t suffisamment
proche de T.

Remarque. Supposons donne un point ¢, suffisamment proche de T, tel
que dans un entourage de celui-ci soient définis la famille de fonctions
rationnelles spéciales o

_E.()

(37) X@ 0=+ .. +Eo(t)+ ... +E,() 2"
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et les systémes de fonctions

(38) Zg(t), k= 1’”" Q’
(39) & 1=1,...R,
(40) Pl

analogues a (8), (9), (10) et (11) et remplissant les conditions (ii)~(iv) (Que nous
n’écrivons pas) analogues a (11)—(1V) et la condition (i), énongant que pour ¢
= I, la fonction rationnelle spéciale (37) et les points (38), (39) et (40) sont
suffisamment proches de la fonction (1) et des points (2), (3) et (4) respectifs;
alors dans I'entourage mentionné du point ¢, les fonctions (37), (38), (39) et
(40) se confondent avec (8), (9), (10) et (11).

En effet, de la derniére condition (i) et de la continuité des fonctions
(37)—(40) resulte que dans un petit entourage du point f, elles sont aussi
suffisamment proches de la fonction (1) et des points (2), (3) et (4). Par
conséquent, de la forme analogue des équations (11)-(1%) et (ii)—(iv) et de
I'unicité de leurs solutions par rapport aux inconnues (20) a proximité des
valeurs initiales (21) pour t proches de 7, résulte l'identité annoncée des
fonctions mentionnées.

2. Approximation des fonctions rationnelles spéciales. Donnons ici un
résultat sur 'approximation des fonctions rationnelles spéciales, mentionnées
auparavant, par des fonctions analogues, d’'une structure un peut plus simple.

LEMME 1 (sur I'écartement des racines de la dérivée). Pour une fonction
rationnelle spéciale arbitraire 6({) il existe une fonction rationnelle spéciale 6 ({)
qui lui est arbitrairement proche et dont la dérivée posséde uniquement des
racines simples.

Démonstration. Soit {,, |{o] < 1, une racine de la dérivée 4'({) au
moins double; alors 1/{, est également une racine de la dérivée &'({) de
méme multiplicité que {, et §'({) peut €tre représentée sous forme du produit

) 5(0) = %(c—co) (%—Zo)al(o,

ou &, ({) est une fonction rationnelle spéciale pour laquelle {, et 1/, sont des
racines dont la multiplicité est plus petite de 1 que pour la dérivée &'(().
Démontrons qu’il existe un point {, suffisamment proche de {, et tel que la
fonction

1 . (1 <
2 n() = E(C_CO) (E—Co) 01 (0)

est la dérivée d’une certaine fonction rationnelle spéciale d({), arbitrairement
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proche de la fonction 6 ({), et que, la fonction #({) posséde les mémes racines
et de méme multiplicité que la dérivée 6'({) a 'exception des racines {, et
1/, dont la multiplicité comme racines de la fonction n({) est plus petite de
1, et, 4 'exception des racines nouvelles {, et 1/{,, qui sont déja simples. En
effet, & cause de (1) et (2) il est facile de voir que #n({) sera la dérivée d’une
fonction rationnelle spéciale, si dans son développement de Laurent le
coefficient de (! sera nul. Posant

C,- C -
3) 8, () = Cn_1‘+...+T‘+C0+Clc+...+c,,_1¢"‘1,
ot C, est réel, nous remarquons qu’il faut cela que {, vérifie 'équation
@ (148080 Co—80 €1 = {6 Cy = 0.

Comme on aura a prouver dans la suite que #n({) est la dérivée d’une
fonction rationnelle spéciale arbitrairement proche de la fonction 6((), il
faudra démontrer non seulement que I'équation (4), comme équation en
linconnue {,, posséde une solution, mais aussi quelle a une solution

arbitraire%nent proche du nombre {, et différente de {,. Posons {, = g, e,

lo = 00€ °, C, = re’®; équation (4) prendra alors la forme
) (1462 Co—2rggcos(a—0o) = 0.

De (1) et (3) il résulte de plus que

(6) (1403 Co—2rgocos(a—0,) = 0.

Désignons le premier membre de (5) par f(do, 85); alors, en vertu de (5) et

( 6)’

£ 00 =0 et fileo. 60 = (@3-,

Si donc Cy # 0, alors f; (00, 0o) # 0 et du theoreme des fonctions implicites
il résulte que 'équation (5) posséde une solution g,, 0, arbitrairement proche
du couple go, 0,, donc 'équation (4) a une solution {, = g, e'% arbitraire-
ment proche du nombre {, = g, ¢'%. Si, au contraire, Co = 0, alors f (g0, 65)
= —2rgocos(a—06,) = 0, d’ou r = 0 ou cos(a—0) = 0. Dans le premier cas
I'équation (5) est sgltisfaite pour @,, 0, arbitraires, donc I'équation (4) a une
solution ¢, = g, ¢ ° arbitrairement proche de {, = goe °, tandis que dans le
second cas on a f3 (0o, 0o) = —2rgosin(x—0o) # 0 et, il résulte encore du
théoréme des fonctions implicites que I'équation (5) a une solution g, 0,,
arbitrairement pro%he du couple gq, 8y, par conséquent I'équation (4) a une
solution {, = g€ °, arbitrairement proche du nombre (o, = goe"°.

Soit ensuite € ° une racine de la dérivée &'(), au moins double, située
sur la circonférence K*(0, 1); alors on peut représenter §'({) sous forme du
produit
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1
(7) o'(0) = E( RN %)5 ©,

ou 4, ({) est une fonction rationnelle spéciale de la forme (3), pour laquelle
¢ ou bien n'est pas une racine, ou bien est une racine dont la multiplicité
est plus petite de 2 que pour la dérivee &'({). Démontrons que sur la
circonférence K*(0, 1) il existe deux points distincts e ° et ¢ ° arbitraire-
ment proche du point ¢ et tels que la fonction

(8) n) = ('2f e‘ZT)("z\/ ezﬁ) ()

est la dérivée d’une certaine fonction rationnelle spéciale 3(0), arbitrairement
proche de la fonction J({), et que la fonction #7({) a les mémes racines et de
méme multiplicité que la dérivée é'({), a I'exception d’une racine de celle<i,
qui n’est pas une racine de la fonction #({), ou bien en est une, mais dont la
multiplicité est plus petite de 1 ou 2 que sa multiplicité en tant que racine de
la fonction 6'({), et a l'exception d’une racine nouvelle ou de racines
nouvelles, déja simples, e'% et e'%. En effet, de (7) et (8) on déduit facilement
que 7({) est la dérivée d’une fonction rationnelle spéciale, si dans son
développement de Laurent le coefficient de (™! s’annule, et pour cela il faut
que les nombres ¢ % et % vérifient I'équation

[ R LA 6, + ¥, by + 8,
)] Cole 2 +e” __) Cie”" 2z —-C,é 2z =0.
En outre, de méme que dans le cas précédent, il faut démontrer qu’il existe
des nombres % et ¢'% qui non seulement remplissent I'équation (9), mais
sont arbitrairement proches du nombre e'% et sont différents entre eux.
Posons C, = re™; I'équation (9) prendra la forme

g L
(10) rcos(a— b+ °) _Cyooste o _ .
2 )
De (7) et {8) il résulte de plus que
(1 rcos(a—0y)—Co = 0.

Si a présent nous désignons le premier membre (10) par f (8, 8,), alors, en
vertu de (10) et (11),

f (6o, 80) =0, ﬂo(eo: 6,) =féo(90, 8o) = jrsin(x—6,).

Si donc r # 0 et sin(a—0) # 0, alors p. ex. fi (6o, Op) # 0 et du théoréme
des fonctions implicites il résulte que l’equatlon (10) a une solution 8,, §,,
0, # U, arbltralrement proche du couple 0,, 6,, donc l’equatlon (9) a une
solution e, ¢, arbitrairement proche du couple €%, ¢ et telle que
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é% % ¢%, Si par contre r = 0, alors il résulte de (11) que Cy =0 et que
Péquation (9) a une solution e'%, ¢'%, arbitrairement proche du couple e
&% et telle que e # €. Si, d’autre part, sin(x—60,) = 0, alors cos(a— 00)
= 41, d’ou, envertu de (11), nous déduisons que C, = +r et 'équation (10)
prend la forme

Si donc 0, = 0, et #, # 0, est un nombre arbitrairement proche de 6,, le

couple 6,5, #, est une solution de l’equatgon (10), donc dans ce cas aussi
I'équation (9) posséde une solution e'%, e'%.

De cette fagon il a été démontré dans les deux cas que la fonction #({),
définie par la formule (2) ou (8), est la dérivée d’une fonction rationnelle

spéciale ({), pour un choix convenable des nombres {, ou €%, ¢%; en outre,
elle est arbitrairement proche de la fonction 6({) et les racines de la fonction
n({) et de la dérivée &'({) sont les mémes et possédent la méme multiplicite,
a l'exception d’une ou de deux racines multiples de la dérivée é'({) qui ne
sont pas racines de la fonction #({), ou bien sont, mais telles que leur
multiplicité est plus petite de 1 ou 2, et a 'exception d’une ou de deux
racines simples qui sont racines de la fonction n({) et ne sont pas racines de
la dénvée o' (0).

Tenant compte de ce qui précéde, on arrive, en répétant ce précéde un
nombre fini de fois, diminuant successivement la multiplicité des racines
multiples de la dérivée §'((), 2 une fonction & ({) rationnelle spéciale, arbitrai-
rement proche de la fonction é({), dont la dérivée posséde exclusivement des
racines simples.

Il résulte de ce qui précéde qu’étant donnée une fonction I7({), symé-
trique par rapport a l'axe réel et possédant des poles seulement aux points
quelconques a et a, respectivement au-dessus et au-dessous de cet axe, nous
pouvons l'approcher arbitrairement par une fonction analogue, dont la
dérivée a exclusivement des racines simples. Nous obtiendrons ce résultat a
laide d'une transformation homographique transformant les points a et a
en 0 et oo, dans laquelle la fonction IT({) se transforme en une fonction
rationnelle spéciale.

Remarque. On peut observer que, si 'on se donne une fonction
rationnelle spéciale 4((), dont la dérivée a toutes ses racines simples, il existe
une fonction analogue rationnelle spéciale §(¢), arbitrarement proche de 4 (),
dont la dérivée a toutes racines simples, telle que les valeurs de 4({) pour
toutes les racines de la dérivée sont distinctes.

En effet, il suffit d’appliquer le lemme 1 (sur linterpolation), [6], p. 15-

16, en choisissant les valeurs (6), (7) de ce lemme de telle fagon qu’elles soient
distinctes.
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3. Approximation des arcs. Les observations que nous allons faire sur les
arcs seront nécessaires dans la suite.

LeEMME 1 (sur lapproximation des arcs). Chaque arc de Jordan partant
orthogonalement d'un point quelconque de K*(0, 1) et en outre contenu
entierement a lintérieur de K (0, 1), ne passant pas par 0, peut étre arbitraire-
ment approché, dans le sens de la distance de Hausdorff, par un arc spécial
analogue, correspondant a une fonction rationnelle spéciale Q(w). De plus, la
dérivée Q' (w) a uniquement des racines simples, toutes situées en dehors de larc
special cité, a Pexception dun seul qui est Torigine de cet arc.

Démonstration. Soit un arc quelconque J de Jordan du type men-
tionné plus haut, partant d’'un point quelconque e de la circonférence.

Considérons une transformation homographique /(w) quelconque qui
transforme le cercle unité en le demi-plan supérieur de fagon que les points 0,
oo et €7 soient amenés respectivement en des points a, @ et 0. L’arc J sera
alors amené en un arc R de Jordan, partant orthogonalement du point 0, en
outre entiérement contenu dans le demi-plan supérieur et ne passant pas par
a.

Démontrons que cet arc R peut étre arbitrairement approché par un arc
analytique F analogue, ne passant pas par a, de représentation parameétrique

1) p(ri), 0<t<l,

ou p(t) est une fonction holomorphe dans un ensemble ouvert contenant le

segment | d’extrémités —i et i, symétrique par rapport a I'axe réel. En effet,

remarquons tout d’abord que par une approximation facile on peut admettre

que J est un arc régulier, orthogonal 4 K*(0, 1) au point € [5], et, par

suite, R est un arc régulier, orthogonal a l'axe réel au point 0. Soit

2 r(), 0<t<l1

une représentation de 'arc R. Posons en premier lieu pour chaque couple de

paramétres 1’, 17 :

r(t")—r()
TII_‘rI

FE)N =@ pour v =1".

Etant donné que la fonction (2) admet une fonction inverse et une dérivée

continue et différente de zéro, (3) est une fonction positive, continue; sa

borne inférieure m est donc positive. En outre la partie imaginaire de la
dérivée r'(t) est différente de zéro au point 0. Donc, posant

3) s(t', ) ={ pour 1 # 17,

T

Im {r(z)}
@) qm={_—_‘ pour 1 # 0,
Im{r0)} #0 pour 1=0,
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nous remarquons que la fonction continue (4) doit étre constamment posi-
tive, car 'arc R est entiérement contenu, a 'exception de son origine, dans le
demi-plan supérieur. -Ainsi la fonction (4) posséde une borne supérieure
positive.

Appliquant maintenant (30, 31, ), nous pouvons trouver des polynémes
x.(7) et y,(r) a coefficients réels, de degré resp. impair et pair, tels que

(5) X, (@) +iy, () —r' (@) < m,

(6) ly1 (@) =Im {r'(7)}| <n,
et que, en méme temps,

() I (@D +iy, ()—r'@ <e, 0<7t<1,

ou ¢ > 0 est un nombre arbitraire, suffisamment petit. Posant pour tout ¢
complexes

®) x() = Fx,@de,  y(1) = [y, (@) de,
0 0

et ensuite, prenant en considération le fait que les fonctions (8) sont impaires
resp. paires, nous avons

9 x(t) = X(t%), y(@) =tY(?).

Prenons ensuite comme fonction holomorphe demandée (1) le polyndome
(10) p(t) = X(=t)+1Y(e?).

Nous tirons alors de (9) et (10)

(11) p(t)) = x()+iy().

De 14, en intégrant (5) entre deux valeurs arbitraires du paramétre t’ et 1",
nous obtenons

pE")—p() _re)=r@)| _

T —71 T —7

(12) .

En méme temps on peut écrire (12) sous la forme

(13) (pEi))i—=r' ()] < m.

Etant donné que le nombre a soustraire dans (12) admet une valeur absolue
au moins égale a m, le nombre dont on le soustrait dans (12) ne peut jamais
s’annuler. Cela signifie que p(ti) est une fonction admettant une fonction
inverse. De méme il résulte de (13) que la dérivée (p(zi)), également ne
s’annule jamais. Ainsi (11) représente un certain arc analytique F. Ensuite, en
intégrant (6) entre 0 et une valeur arbitraire T du paramétre, on obtient
facilement r

(14) lm{i(ﬂ)} _Im 1:(1)} “n
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Comme le nombre a soustraire dans (14) admet une valeur absolue au moins
égale a n, la valeur dont on le soustrait doit €tre toujours différente de zéro,
dont le signe est le m€me que le signe du nombre a soustraire. Ainsi
Im {p(zi)} est constamment positif pour t différent de zéro, ce qui signifie que
F est entiérement contenu, a I'exception peut-€tre de l'origine, dans le demi-
plan supérieur. En méme temps il résulte de (8) que O est I'origine de F. En
outre, comme x, (t) est une fonction impaire, en vertu de (9) et (10), la dérivée
de la représentation (11) au point 0 est purement imaginaire, ce qui montre
que l'arc F part orthogonalement du point O de I'axe réel. Enfin de (7) et (8)
il résulte en intégrant (7) entre O et une valeur arbitraire 1

lp(r)—r(t) <er<e, 0<7T<KI1.

Ainsi pour ¢ suffisamment petit F ne contient pas a. Récapitulant les
observations précédentes, nous voyons que I'arc F représenté par (11) réalise
I'approximation demandée. Remarquons aussi que de la symétrie de la
fonction p(t) par rapport a I'axe réel il résulte facilement que (11) représente
un arc régulier dans lintervalle [—1, 1] du parameétre z.

Démontrons ensuite que 'arc F peut €tre arbitrairement approché par
un arc analytique C analogue ne passant pas par a et tel qu’il existe une,
fonction rationnelle I7({) n’ayant des poles qu’aux points a et @, symétriques
par rapport a I'axe réel, et prenant sur C des valeurs purement imaginaires.
De plus, la fonction rationnelle mentionnée peut €tre choisie de telle fagon
qu’elle ait uniquement des racines simples, dont seulement une, a savoir 0, est
sur C, et que sa dérivée ait aussi uniquement des racines simples, dont
aucune n'appartient a C. Afin de le démontrer, considérons un rectangle
arbitraire B, symétrique par rapport a 'axe réel, contenant le segment I
mentionné plus haut, assez petit pour que la fonction (11) admette une
fonction inverse dans B et que I'image D = p(B) ne contienne pas les points
a et a. Il est évident que D est également symétrique par rapport a I'axe réel
et contient F. Considérons dans D la fonction inverse p~ ! ({). On voit qu’elle
est aussi symétrique par rapport a l'axe réel. On sait par le théoréme de
Runge que pour p~!({) on peut trouver une fonction rationnelle I1({), ayant
des pdles uniquement aux points a et @, symétrique par rapport a I'axe réel et
arbitrairement proche de p~!({) dans un domaine fermé Q,, contenu dans D
et contenant F dans son intérieur. De mé€me, en modifiant arbitrairement peu
I1({), nous pouvons obtenir, en vertu du lemme 1, 2, que toutes les racines de
la dérivée I1'({) soient simples. De plus, si 'approximation est suffisante, la
valeur I7(0)—p~'(0) = I1(0)— 0 sera arbitrairement petite; ainsi la différence
I1,({) = I ({)—1I1(0) approche aussi arbitrairement la fonction p~!({) dans
Qo. En outre, modifiant arbitrairement la fonction IT, ({) en y ajoutant une
constante réclle, nous pouvons obtenir que cette fonction ait uniquement des
racines simples. 11 est connu que, si 'approximation est suffisante, alors 11, ({)
admettra une inverse dans Q, et I'image E = II,(Q,) contiendra dans son
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intérieur I'image réciproque p~ ! (F) = I. Prenant I1,({) = I, ({) dans {€Q,,
nous voyons que le long de I la fonction inverse IT, ' (f) est arbitrairement
proche de p(t). Considérons I'arc C de représentation paramétrique

(15) z=IHg5"i), 0<t<1.

De ce qui précéde on déduit qu’il est analytique, arbitrairement proche de F,
qu’il part du point O et qu’il est contenu dans Q,, donc ne passe pas par aq,
et que la fonction I1,({) est purement imaginaire le long de C. En outre,
comme la fonction [1,({) admet une fonction inverse dans Q, > C, sa
dérivée ne peut pas avoir de racines sur C et posséde elle-méme exactement
une racine réelle, égale a 0. Enfin, comme

Imp {zi}
T

, O<t<l,

aune borne inférieure positive, avec une approximation suffisante il en sera
de méme pour la fonction

Im {5 (vi)}
T

, O<t<1,

et, par conséquent, nous aurons
Im{lIy'(z)} >0, O<zt<l,

donc larc C est contenu, a l'exception de son origine, dans le demi-plan
supérieur.
Prenons maintenant Farc H de représentation

(16) w= 115" (i), 0<t<]1.

On vois facilement de (15) que H est un arc analytique, partant de ¢ a
Pintérieur de K(0, 1), ne passant pas par 0; en outre, si les approximations
mentionnées plus haut de I'arc R par F et ensuite de I'arc F par C sont
suffisantes, H sera arbitrairement proche de J (v. [6], (36, ), pp. 13-14). En
méme temps, considérant la fonction Q(w) = (IT(I(w)))?>, nous déduisons
facilement des raisonnement précédents que £2(w) est rationnelle spéciale, que
sa dérivée a uniquement des zéros simples situés en dehors de l'arc H, a
Pexception d’un seul situé a lorigine e de cet arc, et enfin que, conformé-
ment a (16), elle est réelle sur H, qui est par suite un arc spécial correspon-
dant a la fonction Q(w), donc que toutes les conditions de la conclusion sont
réalisées.

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que, avec les notations
employées plus haut, tout domaine de Lowner K (0, 1)\ J est la limite dans le
sens du noyau d’une suite de domaines spéciaux du type K (0, 1)\ H.
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II. Transformations par les fonctions algébriques spéciales

1. Etude de la fonction intérieure. Nous donnerons ici quelques infor-
mations sur les fonctions algébriques considérées plus haut.

THEOREME 1. Etant données une fonction intérieure w = a(z) et les
fonctions correspondantes: déterminante Q(w) et accommodée y(z) de (28, *),
elles ont les propriétés suivantes:

(i) a(z) se prolonge comme fonction finie et continue au cercle unité ferme.

(1) a(z) transforme K(0, 1) en un domaine G, contenu dans K(0, 1), de
telle facon que son ensemble complémentaire dans la fermeture de K (0, 1) ne
contient pas de points intérieurs.

(iii) a(z) est univalente dans K (0, 1).

(iv) Pour tout point zo du cercle K(0, 1) et pour son image wo = a(zy) la
nullité de x'(z) au point z, avec une certaine multiplicité équivaut a celle de
Q(w) au point w, avec la méme multiplicité.

(v) La frontiere G* se confond avec Timage de la circonférence K*(0, 1)
par a(z); elle se compose des points pour lesquels Q(w) est reelle et contient la
circonférence K*(0, 1).

" (vi) Pour tout point z* situé sur la circonférence K*(0, 1) et pour son
image w* = a(z*) située sur la frontiéere G* on a dans un certain demi-
entourage intérieur .du cercle du point z* le développement

a(z) = w*+aF (z—z9")? +af,  (Z— 29 4ok, (2 — 2%+ 2+ L,

ou p—1 et q—1 désignent respectivement les multiplicités de z* et w* comme
racines des dérivées y'(z) et '(w), ay # 0, af,,, ... sont des coefficients et
(z—2*)'9 est une certaine branche du radical; en outre p < 2q.

(vil) Tout point w* de la frontiére G* est l'image par a(z) d'un nombre fini
de points de la circonféerence K*(0, 1), en outre la somme des multiplicités
correspondantes avec lesquelles la valeur w* est admise en ces points est 2 ou 1
suivant que w* est a Tintérieur du cercle K(0, 1) ou sur la circonférence
K*(0, 1).

Démonstration. La démonstration se composera de sept parties, qui
correspondent aux propriétés mentionnées dans la conclusion.

ad (i). La propri¢té demandée résulte directement de (40, *).

ad (ii). Posons d’abord I' = a(K*(0, 1)). On déduit de ce qui précéde
que I’ est un ensemble borné et fermé. De plus, en vertu de (28, *), Q(I)
= x(K*(0, 1)), ce qui entraine que la fonction Q(w) est réelle sur I et que I’
ne contient pas le point O, car la fonction x(z) est réelle et bornée sur
K*(0, 1) et Q(w) est infinie au point 0. On voit aussi immédiatement que G*
est contenu dans I', car a(z) est une fonction holomorphe dans K (0, 1). Ainsi
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G* est un ensemble borné et, par suite, G est également borné. On peut
ensuite démontrer que le continu I' ne partage pas le domaine G. Supposons
en effet, par le contraire, que la différence G\I" ne soit pas connexe. Alors,
outre la composante évidente de cette différence S,, contenant le point 0, il
existe une seconde composante analogue S; de plus, comme partie de G, elle
est bornée. La frontiére de cette composante est évidemment contenue dans
la somme G* U I', donc dans I'. Par suite, conformément a ce qui précéde, la
fonction Q(w), holomorphe dans le domaine borné S, aurait sur la fronticre
de ce domaine une partie imaginaire égale a zéro et, par conséquent, elle
devrait se réduire a une constante, ce qui n’a pas lieu. Cela posé, on peut
déja démontrer que la proprieté demandée a lieu. En effet, dans le cas
contraire, I'une des différences G\ K (0, 1) ou K (0, 1)\ G serait, comme il est
facile de le voir, un ensemble non vide, ouvert, borné, ne contenant pas 0, en
outre la fronti¢re de cet ensemble serait contenue dans G* U K*(0, 1), donc a
plus forte raison dans I'u K*(0, 1); en étudiant la partiec imaginaire de la
fonction Q(w), on aboutirait de méme que precédémment a une contra-
diction. :

ad (iii). Désignons maintenant par Z I'ensemble fini de tous les points z
pour lesquels on a z = 0, ou x'(z) = 0, et par W I'ensemble fini de tous les
points w pour lesquels w = 0, ou bien Q'(w) = 0, ou bien qu’il existe un ze Z
tel que Q(w) = x(z). Etant donné, d’apres ce qui précéde, que G\ I est un
domaine, G (I'u W) lest aussi. Soit maintenant g une courbe continue
d’équation

(1) w=w(), 0<t<1,

partant d'un point woe G (I" u W), entierement contenue, a I'exception peut-
étre de son extrémité, dans [ensemble G'(I'u W). Soit ensuite
zo€K(0, 1) un point tel que a(zy) = w,. Alors on peut démontrer qu’il
existe exactement une courbe continue A de représentation

(2) z=z(), 0<i1<l,

partant du point z,,, contenue enticrement dans K (0, 1)\ Z et telle que u est
I'image de 4 par la transformation a(z), cest-a-dire que

(3) cw(t) =a(z(n), 0<r<1.

En eflet, considérons la classe des intervalles [0, b], contenus dans
[0, 1], pour lesquels il existe exactement une fonction continue du type (2)
qui satisfait dans cet intervalle a la relation (3). On voit que cette classe est
non vide, car lintervalle [0, 0] lui appartient. On voit en outre que les
valeurs (2) sont situées en dehors de K*(0, 1) et de Z, car les valeurs (1) sont
situées en dehors de I' et W. Soit ensuite [0, f) la somme des intervalles de
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la classe considérée. Observons d’abord que dans Iintervalle [0, B} il existe
exactement une courbe continue (2), du type décrit, qui remplit dans [0, f}
la condition (3). 1l suffit a cet effet de prendre pour chaque t la valeur
comrhune de toutes les fonctions (2) de la classe considérée qui sont définies
pour t. Nous observons en second lieu que f égale 1. Pour cela démontrons
que si B < 1, il existerait un intervalle [0, f*] de la classe des intervalles
mentionnée plus haut, effectivement plus large que [0, }. En eflet, supposant
B < 1, prenons une suite arbitraire de paramétres {t,}, tendant vers § a
gauche, et la suite correspondante des valeurs {z(t,)}. Choisissant au besoin
des suites partielles, on peut supposer que la dernicre suite est convergente
vers une limite { située dans K (0, 1). En méme temps la suite {w(t,)} tend
¢videmment vers w = w(f); en outre, en tenant compte de (3) et du fait que
a(z) peut étre continiment etendue au cercle fermé, on obtient, vu (40, *),

(4) o = a(l)
et, par conséquent, d’aprés (28, =),

Qw) = x(©.

De f < 1 et des hypothéses faites sur u il résulte que le point w n’appartient
ni a I' ni a W, c’est-a-dire qu’il ne se confond avec aucune des racines de la
dérivée Q' (w); par conséquent, en vertu de (3) et (4), le point { n’est pas situé
sur K*(0, 1), donc il est situé dans K (0, 1), et il ne se confond ni avec zéro,
ni avec aucune des racines de la dérivée x'(z). Ainsi on tire facilement de
(28, *) que la fonction a(z) possede au point { une dérivée différente de zéro;
nous voyons donc, en désignant cette fonction dans un petit entourage du
point { par a,(z), que dans I'image de cet entourage, contenant a I'intérieur le
point w, il existe une fonction ag ! (w), inverse de a,(z). De la nous concluons
immediatement que dans un entourage suffisamment petit du point f, existe
exactement une fonction continue

(3) zZ(t), PB—h<rt<B+h,
qui y remplit la condition

(6) w(t) = a(z(1)

et la condition initiale

(7) | ) =,

définie par la formule

2(f) = ag " (w(1)).
En méme temps on aura évidemment pour n suffisamment grands

Z(t,) = ag ' (w(t), t,> p—h,

3 — Dissertationes Mathematicae CXCV
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et, par conséquent,
Z(tp) = z(t,).
Formons pour un tel n la fonction suivante

z(t) pour O0<t<t,,
<

8) z*(z)={2m pour 1€t l;*=ﬁ+h.

Elle est continue et remplit la condition

w(t) = a(z*(1)), 0<1t < p*,

et, en vertu de la définition du g elle est entiérement contenue dans
K (0, 1)\ Z. De plus, elle est la seule courbe continue remplissant dans cet
intervalle la condition (3). En effet, prenant une fonction continue

9) **(), 0<e<pr,
qui remplit la condition
w(t) = a(z**(1)), O <t < p*,

nous déduisons de I'hypothése de l'unicité de la fonction (2) dans [0, §}
qu'on doit avoir

2% () = 2*(1) = 2(0),

et, par conséquent, conformément a la définition de ¢,

2**(f) = (.

De la et de l'unicité de la [onction continue (5), introduite plus haut, qui
remplit (6) et (7) dans [B—h, B+ h], résulte qu'on doit aussi avoir

¥ (1) = z* (1) = z(1),

et (9) doit se confondre avec (8), et 'unicité annoncée a bien lieu. Donc dans
I'intervalle [0, *] il existerait une courbe 4 du type décrit. Ainsi § = 1.
Remarquons encore qu’en vertu de (3) et de (28, *) on a constamment

Qw(@) =x(z(m), 0<tr<1.

De la il résulte en particulier que si u aboutit au point 0, c’est-a-dire si w(t)
— 0 pour t > 1, on a Q(w(t)) = oo, alors également x(z(f)) > oo, et enfin z(¢)
— 0, c’est-a-dire que A aboutit au petit 0.

De ce qui précéde on déduit facilement que la propriété (iii) a lieu. Pour
cela supposons le contraire, a savoir que deux points distincts z} et zE* du
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cercle K(0, 1) soient amenés par la transformation w = a(z) au méme point
w¢ € G. Effectuant une translation arbitrairement petite des points w§, z¥ et
z8*, on peut supposer que w§ nappartient pas a I'U W, et z§ et z3*
n'appartiennent pas a Z. De ce que le continu' I ne partage pas le domaine
G nous déduisons qu’il existe une courbe continue u qui part de w§, est
entiérement contenue dans G\(I'u W) a T'exception de son extrémité, et
a son extrémité en 0. Par suite, en vertu de ce qui précede, la courbe citée est
limage par w = a(z) de deux courbes analogues A, et A, qui partent
respectivement des points z§ et z§* et aboutissent, conformément a ce qui
précede, ¢galement au point O et qui n'ont, a I'exception de 0, aucun point
commun. Cependant les points we yu, suffisamment proches de zéro, seraient
alors les images par w = a(z) de deux points z,€4, et z,e4,, distincts et
arbitrairement proches de zéro, ce qui est impossible, car a(z) admet das
I'entourage de zéro une inverse.

ad (iv). De (28, %), prenant encore en considération 'univalence de a(z),
nous obtenons immédiatement la propriété demandée (iv).

ad (v). En vertu d’'une observation précédente on a G* < T, il suffit donc
de démontrer que l'inverse a également hieu. En effet, si cela n’avait pas lieu,

comme I est évidemment contenu dans K (0, 1), puisque |a(z)] < 1, I' devrait
avoir un point commun w, avec G. Autrement dit, il existerait des points
(o€ K*(0,1) et zoe K(0, 1) tels que a({y) = a(zo) = wo. Mais, puisque la
fonction a(z) est analytique dans z, et qu’elle n'est pas constante, I'image
d'un certain entourage du point z, couvrirait un certain entourage de wg,
donc a(z) étant cgntinue dans {,, elle aurait un point commun avec 'image
analogue d’'un demi-entourage intérieur du point {,, ce qui est impossible,
car a(z) est univalente. De cette facon la premiére partie de la propriété
demandée est établie. Ensuite, en vertu d’'une autre observation précédente, la
fonction Q(w) est réelle sur I' c’est-a-dire sur G*. Enfin, avec une autre
observation précédente, G est contenu dans K(O, 1) et la fermeture de G

contient K (0, 1),-ce qui entraine immédiatement que la derni¢ére partie de la
propriété demandée a lieu.

ad (vi). De (28, ), de la continuité de a(z) et (33, *) résulte directement
la premicre partie de la propriété demandée; en outre, comme chaque demi-
entourage intérieur du point z* suffisamment petit, contient un secteur
circulaire de centre z* et d’écart arbitrairement proche de m et comme a(z)
est univalente, il en résulte facilement, en vertu de (33, %), que la seconde
partie de la propriété demandée est remplie. En effet, du fait cité plus haut et
de (37, %) résulte que I'image par a(z) de chaque demi-entourage intéricur du
point z* suffisamment petit, couvre d’'une fagon univalente un secteur
circulaire de centre w* et d’écart arbitrairement proche de mp/q, et en méme
temps cette image est située dans un secteur amalogue d’écart aussi arbi-
trairement proche de mp/q.
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ad (vil). Prenons maintenant le point considéré w* et désignons par
z;,j = 1, ..., une suite finie arbitraire de points ou a(z) prend la valeur w*
et désignons par p;/q; les multiplicités avec lesquelles la valeur w* est admise
en z;; conformément a ce qui précéde nous constatons que les images des
demi-entourages des points correspondants z;, suffisamments petits, couvrent
certains secteurs circulaires de centre w* et d’écarts suffisamment proches de
np;/q; et que ces images sont en méme temps contenues dans les secteurs
analogues; nous voyons maintenant, d’une part, en vertu des observations
précédantes, comme la fonction a(z) est univalente et que ses valeurs
appartiennent a K (0, 1), que les premiers des secteurs cités ne peuvent pas
avoir de points communs, c’est-a-dire

Ttgl— + ...<m, soit nB'— + ... < 2m,

4, q,
'suivant la situation du poiht w*. En particulier nous constatons, vu les

inégalites évidentes | < p; < 2L+1, 1 < ¢q; < 2L+1 et, par suite,
P, |1
q; _ 2L+1’

que le nombre des points z; est borné supérieurement par le nombre fini
2(2L+ 1), donc que le nombre de tous les points de la circonférence K*(0, 1)
amenés par a(z) en w*, pour lesquels nous conservons les notations - précé-
dentes, est fini. D’autre part, en vertu des observations précédentes, comme
les valeurs de a(z) pour z appartenant a K (0, 1) couvrent d’une fagon dense
K (0, 1), nous trouvons que les seconds des secteurs cités plus haut doivent
couvrir un demi-entourage ou un entourage du point w*, suivant la situation
de ce point, donc

ngl-i-...zrr ou n&+ o= 21

qi q,
Récapitulant les faits signalés dernierement on obtient immédiatement la
propriété demandée.

2. Représentation avec une seule coupure. Nous allons maintenant com-
pléter les considérations précédentes.

THEOREME 1. Si avec les hypothéses précédentes la fonction a(z) trans-
forme le cercle K(0, 1) en un domaine spécial G = K0, )\ H, ou H est un
arc spécial correspondant a Q(w), et si la dérivée Q' (w) a toutes ses racines
simples, situées en dehors de H, a Texception d’une située a lorigine de H, les
propriétés suivantes ont lieu: '

() La dérivée y'(z) a toutes ses racines simples.

()j) Chaque point de la frontiére G* qui est une racine de la dérivée Q' (w)
située sur K*(0, 1), différente de Torigine de Tarc H, est limage de multiplicité
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exactement 1 d'un seul point de la circonférence K* (0, 1) qui est une racine de
la dérivée y'(z), et en ce point la dérivée de la fonction intérieure a(z) s’annule.

Démonstration. La démonstration se composera de deux parties,
comme dans le paragraphe précédent.

ad (j). Considérons une racine arbitraire z* de la dérivee y'(z), située sur
la circonférence K*(0, 1) et son image w* = a(z*) sur la frontiere G* et
admettons les notations (vi) du paragraphe précédent. Conformément aux
hypothéses et au choix de z* on a ici g =1 ou 2 et p > 2. Considérons
maintenant le premier cas q = 1, ou w* n’est pas une racine de la dérivée
Q' (w). En vertu de (vi) on doit avoir p = 2, donc z* est une racine simple de
la dérivée x'(z). De plus, dans ce cas w* doit €tre I'extrémité de 'arc H. En
effet, nous déduisons facilement de (37, *) que I'image par a(z) d’'un demi-
entourage intérieur du point z* arbitraire, sufisamment petit, couvre un
secteur circulaire de centre w* et d’écart arbitrairement proche de 2n. Par
conséquent le point w* ne peut pas etre situé sur H, a l'exception de son
extrémité, car en vertu de (38, %), 'image du demi-entourage mentionné plus
haut devrait contenir des points de 'arc H. De méme, il résulte de (38, *) que
le point w* ne peut étre sur K (0, 1); w* est donc I'extrémité de H et, de plus,
vu (vii), w* ne peut €tre I'image d’aucun autre point de la circonférence
K*(0, 1), différent de z*. De cette fagon le cas considéré peut avoir lieu tout
au plus pour une seule des racines de la dérivée y'(z), situées sur K*(0, 1).
Considérant ensuite le second cas g = 2, ou w* est une racine de la dérivée
Q'(w), nous constatons en premier lieu que w* ne peut €tre sur 'arc H en
dehors de son origine, car il n’existe pas de racines de la dérivée mentionnée.
Ensuite, raisonant comme précédemment, nous constatons, en vertu de (37, *)
et (38, x), que w* ne peut étre. situé a l'origine de 'arc H, donc que dans le
cas considéré le point w* doit étre sur K*(0, 1) en dehors de H. De plus, en
vertu (vii), on doit avoir ici p = 2, donc z* doit &tre une racine simple de la
derivée x'(z) et alors le point w* ne peut €tre I'image d’aucun point de la
circonférence K*(0, 1) différent de z*. Des observations précédentes il résulte
en particulier que toutes les racines de y'(z) situées sur K (0, 1) sont simples
et que, si z¥e K*(0, 1), ¥’ (z*) = 0 et w* = a(z*), alors w* est une racine de
la dérivée Q'(w), située en dehors de I'origine de H, ou bien w* est I'extrémité
de Parc H; en outre w* ne peut étre 'image d’aucun point de la circonférence
K*(0, 1) différent de z*. En m€me temps les nombres des racines de y'(z) et
' (w) situées sur K (0, 1) doivant €tre évidemment égaux, donc les nombres
des racines de ces dérivées situées sur K*(0, 1) doivent également &tre égaux,,
d’ou nous déduisons évidemment que le point w* est une racine de la dérivee
2’(w) pour toutes les racines de la dérivée y'(z), situées sur K*(0, 1), a
Iexception d’une seule pour laquelle w* est 'extrémité de 'arc H. De plus,
conformément a (28, x), toutes les racines de la dérivée yx'(z) situées ‘dans
K (0, 1) sont amenées par a(z), en respectant les multiplicités, en toutes les
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racines de la dérivée Q'(w) situées dans G, donc dans K (0, 1); comme ces
derniéres sont simples par hypothése, les racines de y’(z) mentionnées, situées
dans K(0, 1), et évidemment celles dans K (0O, 1), doivent &tre simples.
Récapitulant ces dernieres considérations et les précédentes, nous obtenons la
propriété demandée.

ad (jj). La premiére et la seconde partie de la propriété demandée résulte
directement des raisonnements précédents, la troisiéme partie est une consé-
quence de ce qui précéde et de (vii).

Dans les considérations ultérieures nous nous servirons, suivant le cas,
de la fonction intéricure dans le cercle unité ouvert ou fermé.

I11. Theoremes de Riemann et de Lowner

1. Familles de Lowner. Soit

D _
(1) Qw) = ;:-+ ... +D,wt, D, #0, L>1,

une fonction rationnelle spéciale, H —un arc lui correspond et enfin G
= K (0, 1)\ H — le domaine spécial correspondant.

Supposons en outre que la dérivée €' (w) posséde uniquement des racines
simples, situées en dehors de I'arc H, excepté son origine.

Désignons ensuite respectivement par

Wi, k=1,...,0,
2 & I=1,...,R,
eir
toutes les racines de la dérivée Q'(w) situées a lintérieur de K (0, 1), sur la

circonférence K*(0, 1) et a l'origine de I'arc H. Admettons enfin que les
valeurs

3) Qw), 2™, Q)
sont distinctes et que
) Q" (e e* > 0.

Nous allons déduire le résultat fondamental que voici.

THEOREME FONDAMENTAL. Rdur la fonction Q(w) et Tarc H donnés plus
haut il existe une famille de fonctions rationnelles spéciales
E (1)

5) Xz, 0= L + ... +E ("
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et une famille de points complexes
4(HeK©,1), k=1,..,0,
(6) el(e), I=1,...,R,
e (1),

qui dépendent du paramétre réel t, parcourant un intervalle fini [0, T, telles
que
1° les relations suivantes ont lieu

1z, 0) = 2(2),

z(0) = wy,
™ o = e,
&30 = ¢t
E (t) = "Dy,
X:(z(®), 1) = 0,
8) 1z (1), 1) = Q(wy),

X; (eif#l(‘l’ t) = 0’

1€, 5 = Q(*,
9) 2439 1) = 0;

si T>0, la fonction x(t) = x(e®®, t) est croissante et, par conséquent, en
vertu de la premiére et derniére des conditions (7), elle vérifie Tinégalité

(10) 2 (€9, 1) > Q(e)
avec le signe d’égalité pour t = 0; en outre on a constamment
an ¥ (1) = 2 (€%, 1) 40 > 0;

les points (6) sont tous distincts et de ce fait ils représentent toutes les racines
de la dérivée y,(z, t) et, comme on le voit, celles-ci sont simples; les Jonctions
(5) et (6) sont holomorphes par rapport a t.

En méme temps il existe une famille de fonctions de Lowner (29, *), liée a
(5) et (6), de la forme

(12 a(z,t) = o, ()z+a, ()22 + ..., _zeK(O, 1),

définie dans lintervalle précédent du paramétre t, telle que
2° les relations suivantes ont lieu

(13) Qaiz, 1) = 1z, 1),
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(14) a(z, 0) = z;

la fonction (12) est holomorphe par rapport a t;
3° les relations suivantes ont lieu

(15) a(z,(t), t) = w,,
(16) a(@””, 1) = ¢,
(17) a0, =u ) =e

4° les fonctions algébriques spéciales a(z, t) représentent le cercle K (0, 1)
sur des domaines spéciaux G, = K(0, 1)\ H,, ou H, est un arc spécial contenu
dans H, ayant avec lui une origine commune;

5° pour la valeur finie t = T le domaine G, se confond avec G et ainsi, en
vertu de 4°, la fonction a(z) = a(z, T) nous fournit la représentation conforme
de Riemann du cercle K (0, 1) sur le domaine spécial G, transformant le point 0
en le point 0 et possédant en ce point une dérivée positive.

Dans le paragraphe suivant nous allons établir I'énoncé précédent.

2. Démonstration du résultat fondamental. Considérons la classe des
intervalles [0, 7] dans lesquels on peut former, d’'une fagon unique, les
familles de fonctions continues (5,1), (6,1) et (12,1), remplissant les conditions
1°—4°. Nous vérifions directement que la classe considérée n’est pas vide, car
elle contient l'intervalle {0, 0], dans lequel les familles (5,1), (6,1) et (12,1) sont
définies univoquement par les conditions (7,1) et (14,1). Désignons par [0, T}
le plus grand de ces intervalles, c’est-a-dire la somme de tous les intervalles
de la classe considérée. _

Remarquons que lintervalle [0, T} doit €tre fini. En effet, pour les
paramétres de cet intervalle; en vertu des conditions 2° et 4°,

- Q(K*(0, ) UH) > Q(K*(0, 1)U H,) = x(K*(©, 1), 1),

ce qui prouve que les fonctions (1,5) sont uniformément bornées sur K*(0, 1);
de ce fait les coefficients E, (t) doivent €galement €tre uniformément bornés;
d’autre part, vu (1,8), le coefficient E,(t) égale D,e!'; ces deux faits sont
possibles uniquement dans le cas, ou l'intervalle analysé est fini.

Etant donné ce qui précede il suffit de prouver que les familles des
fonctions qui remplissent les conditions 1°-4°, considérées dans [0, T},
pourront €tre étendues d’'une fagon continue a lintervalle fermé [0, T], en
respectant également les conditions 1°-4°; en outre sera encore remplie la
condition 5°. '

.Nous établirons ce résultat en quelques étapes.

"A. Extension a lintervalle [0, T+ ) en respectant les conditions 1°—4°.
Prenons une suite arbitraire de paramétres {t;} tendant vers T de fagon
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que f, < T, et,"en méme temps, telle que les suites correspondantes de
fonctions resp. de nombres

(1) x(z, 1),
(2) . zk (tf)a
3) O, f=1,2,..,
4) e,
(5) a(z, tf)’
sont convergentes vers certaines limites
E _
(6) x(z) = z—f+ ... +E 2%,
(7) Zy»
8) e,
) e’,
(10) a(z).

Cela est possible car, comme on I'a remarqué plus haut, les coefficients de la
fonction (1) sont uniformément bornés et les suites des nombres resp. des
fonctions (2)4) et (5) sont bornées par 'unité. De ce fait, les conditions 1°—4°
étant remplies a gauche de T, on aura pour les limites (6}{10) les relations
suivantes

X (z) =0,
a1 x(@) = 20w,
X" =0,
1€ = Q(",
(€% =0,
(12) 1(€°) > Q(e"),

avec le signe d’égalité seulement pour T = 0, et les relations

Q(a(2) = x(2),
(13) a(zk) = W,
a(e®y = !,

a0 =e T,



42 Application de la méthode des fonctions algébriques

Ainsi la fonction (6) et les nombres (7)—(9) s’accordent quant aux notations et
aux conditions qu’ils remplissent avec la fonction (1,1,I) et les nombres
(21,)-(4,1,1). De plus, pour la frontiere G* du domaine G, sur laquelle la
fonction (10) représente K (0O, 1), la relation suivante a lieu

(14) G* = a(K*(0, 1)) =« K*(0, ) UH.

En effet, les relations Q(a(z, t;)) = x(z, t;), qui sont remplies en vertu de
(1,13), et la convergence des suites (1) et (5) resp. vers les limites (6) et (10), vu
les lemmes correspondants {3] (lemmes 2 et 3), entrainent la convergence

uniforme a(z, t;) vers a(z) dans la fermeture K (0, 1) et, en particulier, sur la
circonférence K*(0, 1). Rapproché des relations résultant de 4° pour les
frontiéres G} = a(K*(0, 1), ;) =« K*(0, )UH, f=1,2,..., ceci donne
immédiatement l'inclusion demandée. Enfin, les points (7), (8) et (9) sont tous
distincts. En effet, il résulte des égalités centrales (11) et du fait que, -par
hypothese, leurs seconds membres sont distincts, que les nombres (7) et (8)
sont distincts. Il reste a prouver qu’'ils sont différents du nombre (9). Or, si
pour un k on avait z, = ¢ alors on devrait avoir

_’eis’ e"-’('fi et

b

z(ty) > e®, ——
z(ty)

en outre, vu les relations (1,6), (1,8) et (1,9),

1
Z (&)

z(t)eK (0, 1), ek (0, 1),

. i i
x;(zk(tf)9 tf) = Os X;(_, tf) = Os X;(e -9('1’), tj') = 0,
z ()

la dérivée x'(z) de la fonction limite (6) devrait avoir au point ¢ une racine
au moins triple, contrairement a la conclusion du théoréme 22]II. Le
raisonnement est tout analogue dans le cas ou €' = ¢'* pour un certain I.
Enfin, pour la fonction limite (6) et pour le point (9) a lieu l'inégalité

(15) x' (€% e > 0.

En effet, vu (11,1), on a constamment x%, (""", t)e”* > 0, ce qui, en
passant a la limite, donne d’abord une relation analogue a (15) avec le signe
>, d’ou, € étant une racine simple de la dérivée de la fonction (6), nous
déduisons ensuite, que le premier membre de (15) est différent de zéro, et
nous obtenons en définitive (15). ‘

Du lemme 1,1,I (sur l'interpolation) il -résulte maintenant que dans un

entourage suffisamment petit (T—#, T+#) du point T il existe des fonctions,
définies d’une fagon unique,
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(16) iz, 1) = E:f" + o +Eq(0+ ... +E ()25,
Z.(0), k=1,..0,

(17) AL I=1,..,R,
(),

telles que

1° les relations suivantes ont lieu

Xz, T) = x(2),

Ek(T) = Zy,
(18) SO ei:p,’
AU _ s,

E (t)=e“D,,
LG, 1) =0,
1@, 1) = Qwy,

(19). 7™ =0,
7™, 0 = QE™,
% (e, 1) = 0;

la fonction (16) et les points (17) sont holomorphes par rapport a ¢; la
fonction %(t) = 7(e'*", t) est croissante et, en vertu de la premiére et de la
derni¢re des conditions (18), elle vérifie I'inégalité

(20) (€%, 1) > 1 (&%)

pour t > T, avec le signe d’égalité seulement pour t = T, en outre on a
constamment

(21) (1) = 277, (€, 1?0 > 0.

Nous démontrerons ensuite que pour # suffisamment petit il existe dans
intervalle [0, T+#) une famille de fonctions algébriques spéciales

(22) a(iz,t)=a,(t)z+ ..., zeK(0,1),
lice uniformément a (16) et (17), telle que
% les relations suivantes ont lieu
(23) Q@@ ) =30,
(24) a(z, T) = a(2);
la fonction (22) est holomorphe par rapport a t.
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Pour cela démontrons d’abord l'existence de la fonction (22). En effet,
dans le cas contraire il existerait une suite de parametres

(25) T, f=1,2,..,

convergente vers T, pour lesquels les fonctions correspondantes (22) n’exi-
steraient pas. Dans ce cas posons pour simplifier

~

i@ =7 t) = 72’+ ... +E 2,
Zy = Ek(T})eK(O, 1),
(26) GO _ ew,(rf),
& = 0.
Il est évident que
X (2) = x(2),
Zir = Zio»
27) TN
& e,

Formons ensuite, vu (1,1), (26) et (19), dans certains entourages des
points w = 0 et z = 0, les branches des radicaux suivants:

Q,w) = L/Qw) = ‘/_

et

L/E
Ty (2) = \L/‘if(z) = ZU"‘ ceos

de telle fagon que le quotient des premiers coefficients ’;/b: et ’;/E_,_f soit un
nombre positif. Alors, comme il résulte des considérations précédentes, il
existe pour tout f suffisamment grand, dans un certain entourage fixe du

-~

point z = 0 de rayon 7, une fonction holomorphe

-~ -1~ ~ ~ L\/DL —i
(28) aJ(Z) = QL (XU(Z)) = alfz+ seny alf = e

-

VEy

’

qui y remplit la condition
(29) Q(a,(2) = 7, (2).

Soit r, le rayon de convergence de la série du second membre de (28). Etant
donné que la fonction (28) est holomorphe tout au moins dans I'entourage
fixe considéré plus haut et que, vu la définition de la suite (25), elle ne peut
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pas étre holomorphe dans le cercle unité entier, on a
FSF <1,

La série (28) remplit ¢évidemment dans son cercle de convergence la condition
(29); de plus, en vertu d’un résultat correspondant ([3], lemme 2) elle se
prolonge d’une fagon continue, en respectant (29), sur la circonférence de ce
cercle. Ensuite, sur cette circonférence il doit exister un point y, ou la
fonction (28) n’est pas holomorphe. D’ou il résulte que pour I'image

(30) xf = 5; (j;f)
on doit avoir
(31) Q(X) =0,

car, dans le cas contraire, la fonction (28) serait, a cause de (29), holomorphe
dans y,. Extrayant au besoin des suites partielles, nous pouvons admettre
I'existence des limites

limF, =7 > 7,

¥ s

(32) lim j; = ¥,,

S=x

lim @, (z) = dy(2),

o
ou le seconde membre de la derni¢re égalité de (32) est une fonction
holomorphe dans le cercle |z| < 7,, qui y satisfait, a cause de (27) et (29), a
léquation £(dy(z)) = x(z); en vertu de ce qui précéde et de la prerniére
relation (13), la fonction &, (z) se confond avec la fonction a(z) dans le cercle
mentionné. De plus, a cause de [3], lemme 2, @,(z) et a(z) se prolongent sur
le cercle fermé |z] < F, et on déduit ensuite de (30) et de [3], lemme 3, la
convergence

33) flim X; = 9 (¥o) = a(¥o) = X,

d’ou, en vertu de (31), résulte Iégalité

(%) = 0.

De ce fait 'une des eventualités suivantes doit se présenter:
(34 Xo=w, et Jo=z,

ou bien

(39) %o =€ et [Fol =1,

ou enfin

(36) Xo =€" et [P =1,
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ou k et | désignent resp. certains indices pris parmi les nombres 1, ..., Q et
1, ..., R. Nous disons que dans le premier cas on doit avoir
(37) X, = wy,

pour f suffisamment grand. En effet, si X; # w, pour un nombre infini de f, la
fonction €'(w) aurait, a cause de (31), deux racines distinctes w, et X, # w,,
tendant, d’aprés (33) et (34), vers la méme limite w,; ainsi le point w, devrait
€tre une racine au moins double de cette dérivée, ce qui n’a pas lieu. Nous en
déduisons ensuite que I'on a également

(38) Jr = Zis

pour f suffisamment grand. En effet, si j; # Z,, pour un nombre infini de f
alors la fonction J,(z)—Q(X;) = ¥ (z2)—Q2(w,) aurait, vu (26) et (19), une
racine double Z,, et, en vertu de (29), (30) et (37), cette méme fonction aurait
également une racine j,; étant donpé que ces racines sont distinctes et
tendent, en vertu de (27), (32), (33) et (34), vers une limite commune z,, le
point z, devrait &tre une racine au moins triple de la fonction limite yx(z)
—(w,), c’est-a-dire au moins double de la dérivée y'(z), ce qui n’a pas lieu.
Donc on a bien (38). Mais, dans ce cas, vu que les. nombres w, et Z;, sont,
comme on le voit, des racines simples des dérivées Q'(w) et ¥;(z) et a cause
de (29), (30), (37) et (38) la fonction (28) serait, conformément a I'information
contenue dans (33, *), holomorphe au point j,, contrairement d I'hypothése.
Ainsi donc, le cas considéré est impossible. Nous disons que le cas (35) I'est
également. En effet, raisonnant comme plus haut, nous constatons d’abord
quon doit avoir

-~ iw)

X =e
pour f suffisamment grand. Ensuite, considérant la fonction

72— Q%) = 7;@) - (™),

nous constatons, en vertu de (29) et (30), étant donné que le nombre a
soustraire est un nombre réel, quelle a des racines distinctes y, et 1/y,,
tendant vers une limite commune J,; de la, vu (27), nous déduisons que j,
est une racine au moins double de la fonction limite y(z)—(e“’), donc
¢galement une racine de la dérivée y'(z), c’est-a-dire qu'on doit avoir x(¥,)

Q(e""’) =0 et (o) = 0. En méme temps de (33), (13) et du théoréme
1L2IT résulte que y, = ¢’!. Revenant maintenant aux fonctions X (x)—Q(xf)
=7 (-2 e"), nous déduisons de (27), (32) et (35) qu'elies ont trois racines
dlstmctes ey, Vs et 1/¥,, tendant vers la limite commune e’ De ce fait le
point ¢! devrait étre une racine au moins triple de la fonctlon 1 (2)—Q(™),
donc — au moins double de la dérivée x'(z), ce qui n’'a pas lieu. Par
conséquent ce cas est aussi impossible. Nous disons enfin que le cas (36) est
également impossible. En effet, raisonnant comme plus-haut, nous obtenons
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alors que

(39) X, =e"

pour f suffisamment grand. Démontrons que I'on aura
(40) Vo = €°.

En effet, raisonnant comme plus-haut, nous trouvons que y, est une racine
double de la fonction x(z)—Q(e"), donc également une racine de la dérivée
x'(z). Donc si (40) n’avait pas lieu, on devrait avoir

Yo = e”
pour un certain [/ pris parmi les nombres 1, ..., R; mais alors, vu (30), (33) et
(13), nous aurions
% = & (5) > a(Fo) = a(e™) = €,

contrairement a (33) et (36); donc on doit avoir (40). Comme conséquence de
(29) et (39) nous obtenons

(41) T 5p) = 2(€9),

et, comme le second membre de (41) est réel, il en est de mé€me de
lexpression ¥;(7;); en méme temps j, est dans l'intérieur de K (0, 1) et, vu
(40), arbitrairement proche de ¢® pour f suffisamment grand. Démontrons
que pour de tels f Pinégalité suivante

42) 75, > 7€)

a lieu. En effet, considérant les fonctions réelles 7, (e') et x(¢"*), nous avons, a
cause de (27), les convergences uniformes

o od_ . d . 2 _ . a
43) I (e™) - x(e), g;xf(e')—q;x(e”), Ex;(e")—»px(e");

en méme temps, en vertu de la derniére relation (11) et (15), nous avons

S L o

(44) [—zx (e")] = —1"(¥)e® —y'(e¥)e” < 0;
dx x=3

d’ou, prenant ensuite un nombre arbitraire négatif g plus grand que le

premier membre de (44), nous voyons qu’il existe un g, arbitrairement petit,

tel que pour f suffisamment grand on a

2
(45) sz () <q pour xel,

ou J = (9,—Zarc sin (g/2), §,+2arc sin(e/2)) et, par conséquent, par une
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intégration double, moyennant les relations

d =~ ix -
I:HXf(e ):|x=§f =0

qui résultent de (19), on trouve de méme

(46) Tr(e™ < )(,(e'—sf)+%q(x—9f)2 pour xeJ.

N
De cette derniére relation résulte encore qu’il existe un & positif, arbi-
trairgment petit, tel que toute valeur de Tlintervalle fermé [, (e™)-6,
X (e'sf )] est admise par la fonction ¥,(z) sur un arc de la circonférence unité
z = €'*, xe J, au moins deux fois, y compris la multiplicité. De méme, vu les
convergences (32) q& (40) et la premiére cogvergence (43), pour f suffisamment
grand, on a |j;—e /| < & et |§,(F)—F(¢ /) < 5. Si maintenant (42) n’avait
pas lieu, le nombre {; = ¥,(¥,) appartiendrait a l'intervalle fermé mentionné.
Mais, dans ce cas lgg fonctions y,(z) prendraient dans un entourage
|z—e" /| < ¢ du point e/, arbitrairement petit, leurs valeurs { s au moins trois
fois, et cela deux fois sur 'arc correspondant de la circonférence unité: z
= e, xe(J,—2arcsin(e/2), J,+2arcsin(e/2)) et une fois au point 7, a
l'intérieur du cercle unité; passant ensuite a la limite avec f, la fonction limite
x (z) prendrait alors dans un entourage arbitrairement petit du point limite
¢® sa valeur { = y(¢’®) au moins trois fois; cependant cela est contraire au
fait qu'au point €*® la seconde dérivée y”(z) est, vu (15), différente de zéro.
Donc (42) a bien lieu. En méme temps, conformément a (20) et (12), on a

47) 7 (€™ > Q).

Les relations (42), (47) et (41) sont contradictoires et de ce fait le cas
considéré (36) est également impossible.

Ayant exclu tous les cas (34), (35) et (36) nous avons ainsi prouvé
I'existence de la fonction (22) qui satisfait a 'équation (23).

L’univalence de la fonction (22) résulte de ce qui précéde et du théoréme
1,1IL

Ensuite nous allons démontrer que la fonction (22) est holomorphe par
rapport a t. En effet, cela résulte immédiatement du fait que cette fonction
peut étre représentée dans un certain entourage des arguments z,, t, sous la

forme

a(z, 1) = Qo' (Tolz, 1),
ou bien

az, 1) = Q' (Tlz, 1),

analogue en essence ¢t en notations a (33, x) ou a (28), et de lanalycitée
evidente de la fonction (16) et, par conséquent, de la fonction ¥, (z, t), ou de
la fonction ¥.(z,t). De plus, I'analycité et, par suite, la continuité de la
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fonction (22) par rapport aux arguments z, ¢ entrainent, ce qu'on voit
facilement, la convergence presque uniforme dans le cercle unité

a(z, 1),z dlz, to), toe[T—n, T+n].

o
Enfin, de la premiére relation (18), de (23) et de la premiere relation (13)
résulte (24).
3° Démontrons maintenant les relations
Zi(fk(t), t)'_—'wk, k= 1,..., Q,
@™, =" I1=1,.,R,
Z0,1) =& (@) =e".

Dans ce but supposons, au contraire, qu’il existe un-k parmi les nombres
1,...,Q, et une suite de parametres du type (25) tels que

(49) a(Z (1), ) #w, f=1,2,..

Alors, en désignant les premiers membres de (49) par ff, nous tirons de la
relation (49) et de la continuité des fonctions (17), (22), de (18) et (24), ainsi
que de (13)

(50) lim Zf = a(z,) = w;

S

en méme temps, d’apres (23) et (19), on a
(51) Q) = 1(E(T), T;) = Q(wy).

Cependant il résulterait de (51), (50) et (49) que la fonction 2(w) prend la
valeur Q(w,) en un nombre infini de points {, accumulés au point w,, ce qui
est impossible. Donc les premicéres relations (48) ont lieu et nous constatons
d’'une fagon analogue que les secondes relations de (48) ont également lieu.
Les dernicres relations de (48) résultent immédiatement des premiéres re-
lations de (19), de (1,1), (23) et (22).

Soit maintenant h, d’aprés (32, *), un arc arbitraire, partant de lex-
trémité de H et en outre disjoint de H, le long duquel Q(w) est encore réelle.

4° Démontrons que pour # suffisamment petit la fonction d(z, t) repré-
sente le cercle K (0, 1) sur le domaine G, = K(0, 1)\ H,, ou H, est un arc
contenu dans H Uk, ayant avec lui lorigine commune. A cet effet nous
remarquons d’abord que pour les 1 mentionnés on doit avoir pour les
fronticres G* des domaines mentionnés les relations

(52) G* < K*(0, ) UH U.
En effet, en vertu de (23) et du théoréme 1,1,II, nous avons évidemment

G* = a(K*(0, 1), t).

4 — Dissertationes Mathematicae CXCV
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Supposons que, contrairement a I'assertion, il existe une suite de parametres
i, f=1,2,..,

plus grande que T et tendant vers T, telle que les frontiéres correspondantes
(7;';_ contiennent toujours les points

(53) xp =aly, tp), f=1,2,..,

n’appartenant pas a K*(0, 1)U H U h, situés dans K (0, 1) et étant les images
de certains points y, de la circonférence K* (0, 1). En vertu de (29) et (53) et
de la propriété des fonctions rationnelles spéciales on a

(54) Im{Q(x,)] = Im {7 (y;, )} =0
et, par conséquent,

(55) Q(x,) = QX))

En méme temps, x; # 1/X;, car le point x, n'appartient pas, d’apres
I’hypothese, a K*(0, 1). Supposons, en extrayant au besoin une suite par-
tielle, que sur la circonférence K*(0, 1) existe la limite
(56) yo = lim y,.

i @
Alors, vu (53), (24), (56) et vu la continuité¢ de la fonction (22), existe
également la limite

(57) Xo = lim x; = lim @(y;, ;) = a(y,).
Sf-x -

De (14) et (57) résulte que le 'point x, appartient a la somme
K*(0, 1) U Hu h. Mais il est facile de démontrer qu’il ne saurait appartenir a
H. En eflet, si cela avait lieu, nous aurions deux cas possibles:

(58) xo = €,
ou bien
(59) Xo # €.

Dans le premier cas, d'aprés la définition de I'arc H, du fait que e est une
racine simple de la dérivee Q'(w) et de (32, %), nous déduisons que tous les
points x suflisamment proches de x,, remplissant la condition

(60) Im (Q(x)! = 0,

doivent &tre contenus dans la somme H* U H* U H U H, ou H désignent 'arc
symétrique de H par rapport a la circonférence unité et H* et H* des arcs
quelconques de cette circonférence, partant de x, dans le deux sens; ainsi,
d’aprés (54) et (57), le point (53), situé a Ilintérieur de K (O, 1), devrait
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appartenir pour f suffisamment grands & la some K*(0, 1)U H, donc a
K*(0, 1)u Huh, contrairement a I'hypothése. Dans le second cas, en vertu
de (54), du fait que le point x, n’est pas une racine de la dérivée Q'(w), car il
n’y en a pas sur arc H excepté €, et vu (32, *), tous les points en question x
de (60) devraient étre contenus dans la somme H® UH?, oo H? et HY
désignent les parties de I'arc H U h, partant de x, dans les deux sens; de ce
fait, comme ci-haut, a cause de (57), les points (53) devraient appartenir pour
f suffisamment grands a K*(0, 1)U HuUh, contrairement a Ihypothése.
Donc, les deux cas sont impossibles. Par conséquent, le point x, doit
appartenir a K*(0, 1), n’appartenant pas a H. Donc ce point, comme limite
des suites de points x, et 1/X,; ou 2(w) prend les mémes valeurs (55), doit étre
une racine de la dérivée Q'(w) et cela, vu ce qui précéde, différente de €.
Nous pouvons donc admettre que

(61) Xo =4,

ou [/ est un certain indice pris parmi 1, ..., R. D’aprés les relations démont-
rées (48), (23) et l'observation (33, ), nous voyons maintenant que pour f
suffisamment grands la fonction d(z, ;) est holomorphe au point 0 en
outre, vu (34, %), 'image d’un certain demi-entourage fixe intérieur de ce
point couvre un demi-entourage analogue intérieur du point ¢ “!. Cela est
impossible, car en vertu de ’hypothése chaque demi-entourage ouvert de x,
contient des points de la suite (53) qui n’appartiennent pas a I'image du
cercle unité, donc a plus forte raison a I'image d’un certain demi-entourage
. Ppip) 4. . . . g ) , .
intérieur du point e . Ainsi doivent avoir lieu les relations (52). Désignons
maintenant par w*(t) le dernier point, comptant  partir de ¢ de 'arc HuU h,
qui appartient a la frontiére (52). Alors tout une partie de cet arc, depuis
Porigine e jusqu’a w*(t), doit étre contenue dans la frontiere G* de (52). En
effet, si sur H U h il existait un point W précédant w* (1) n’appartenant pas a
G#*, ce point diviserait d’une fagon évidente I'ensemble G* en deux ensembles
fermés, ce qui n'est pas possible, car G* est connexe. Donc la partie
mentionnée de I'arc H U f doit étre contenue dans G*; désignant cette partie
par H,, nous obtenons immédiatement, vu (52), la propriété 4°.

Remarquons enfin que pour T > 0, n suffisamment petit et te(T—n, T}
les fonctions (16), (17), (22) coincident respectivement avec (5,1), (6,1), (12,1).
En effet, a cause de la remarque 1,I, p. 22, cela résulte immédiatement des
conditions (8,1), (19), (13,1), (23), des conditions (18), de la continuité des
fonctions (16) et (17) et de la condition que pour f suffisamment grands les
fonctions (16) et (17) sont arbitrairement proches des limites (6)9).

D’apres ce qui precede les fonctions (5,1), (6,1) et (12,1) se prolongent a
Pintervalle [0, T+#), en respectant évidemment, a cause de 1°-4°, les condi-
tions 1°-4° avec la notation H, = H,, T<t < T+n; donc, en particulier,
elles se prolongent a l'intervalle [0, T].
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B. Réalisation de la condition 5°.

Supposons en premier lieu que 5° n’ait pas lieu, donc, conformément a
(14), que Hr < H et Hy # H. Alors, de la convergence a(z, t) - a(z, T) sur
la circonférence K*(0, 1) pour t - T a droite, de méme que dans la preuve
des relations (13), il résulterait, comme plus haut, que G} = K*(0, I)u
UH, < H pour t situés dans un certain entourage droit du point T,
suffisamment petit. Mais il est facile de constater que pour les fonctions (5.1),
(6,1), (12,1) les conditions 1°—4° seraient alors remplies dans un intervalle
ouvert plus grand que [0, T), contrairement a la définition de ce dernier.
Donc la condition annoncée doit avoir lieu.

En résumant ce qui précéde les fonctions (5,1), (6,1) et (12,1) sont définies
tout d’abord dans lintervalle [0, T} et ensuite, prolongées a lintervalle
[0, T], elles réalisent toutes les conditions du théoréme fondamental.

Les points 4° et 5° du théoreme fondamental représentent le théoréme de
Riemann pour les domaines spéciaux du type K (0, 1)\ H, ou H est un arc
spécial correspondant a une fonction spéciale Q(w). Le passage des domaines
spéciaux aux domaines simplement connexes arbitraires s’effectue au moyen
du théoréme de Carathéodory sur le noyau en profitant successivement des
convergences suivantes: tout de domaine de Lowner avec une seule coupure
continue est la limite d’une suite de domaines spéciaux considérés plus haut
(v. lemme 1,3,1); fout domaine simplement connexe, contenant 0 et contenu
dans le cercle unité, limité par une ligne brisée fermée de Jordan de cotés
paraliéles aux axes de coordonées est la limite d’'une suite. de domaines de
Lowner avec une seule coupure continue (v. [9], p. 106); tout domaine
simplement connexe contenant 0 est la limite d’une suite de domaines qui
sont formés par des transformation homothétiques de domaines simplement

* connexes, contenus dans le cercle unite, limités par des lignes brisées de cotés
paralléles aux axes de coordonnées (v. [8], p..107-108).

3. L’équation de Lowner pour les domaines spéciaux. Une conséquence
immeédiate du théoréme fdndamental de 1, 111 est le résultat suivant, quon
peut considérer comme un cas particulier de celui de Lowner sur la paramé-
trisation des fonctions univalentes. Ce résultat a été obtenu par J. Janikowski
dans [7].

THEOREME 1. Soit G = K (0, 1)\ H un domaine spécial qui correspond a
une fonction rationnelle spéciale Q(w). Nous supposons que toutes les racines
de la dérivée Q' (w) sont simples et situées en dehors de Parc H a Texception de
son origine, qui est évidemment une racine de cette dérivée. Soit enfin

a(z) = a;z+a,z2+ ..., zeK(0,1), wa, >0,

la fonction qui transforme d'une fagon conforme K (0, 1) en G. Alors il existe
dans un intervalle [0, T) une famille paramétrique de fonctions algébriques
spéciales

a(z,t) =a,()z+a, )22+ ..., a,(t) >0,
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et une fonction k(t), Ik(t)l = 1, holomorphe par rapport a t et vérifiant les
conditions '

M) de=—a@ntED o zeK(0, 1), tefo, T],
[z ()
2 a(z,0) =z, a(z, T)=al(2).

Démonstration. En vertu du théoréme fondamental (v. 1,III) il existe
dans un intervalle fini [0, T], T > 0, une famille de fonctions rationnelles
spéciales :

E. (¢ —
(3) x(z,t) = :£)+ o +E(0zt, E () # 0,
une famille de points complexes
4 z()eK(©,1), k=1,...,0,
e I=1,..,R
e‘.s("’ H bl 1

et une famille de fonctions algébricjues spéciales
5) a(z,t) = a,()z+a, ()2 + ...,

telles que les relations (7,1)9,1) et (13,1)(17,1) sont remplies. En outre les
points (4) sont toutes les racines de la dérivée x.(z, t) et elles sont simples;
les fonctions (5) représentent le cercle K (0, 1) sur des domaines spéciaux G,
= K (0, 1)\H,, ou H, est un arc spécial contenu dans H, ayant avec lui
lorigine commune;

(6) a(z, T) = a(2);

de plus, les fonctions (3), (4), (5) sont holomorphes par rapport a ¢ de
lintervalle [0, T]. En dérivant maintenant I'identité (13,1) successivement par
rapport a z et t, on obtient les relations

(7 Q(al(z, )a.(z, 1) = x;(z, 1),
(&) Q(az, gz, 1) = xz,1).

D’autre part, en dérivant la troisitme et la cinqui¢me identité (8,1) par
rapport a t et en tenant compte de la quatriéme, on a

9 uz@,0)=0, k=1,..,0,
(10) 1@ 9p=0 1=1,...,R.

On voit aisément que y,(z, t) est une fonction rationnelle spéciale de degré
2L, car, en vertu de la premicre identité (8,1),

(11) E,(t) = Le# D, # 0.
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De 1a et de (9), (10) résulte que les points z,(t), l/m, ei"'('), k=1,...,0,
I =1, ..., R, sont racines de la fonction x;(z, t) et, comme 2L = 2Q +R+1,
il existe encore une racine de y,(z, t) — désignons-la par ¢’1” En résumant
ce qui précede, nous voyons que les fonctions rationnelles spéciales izy.(z, f)
et x;(z, t), de mémes degrés 2L, ont les mémes racines a 'exception d’une; ces
racines supplémentaires sont €% pour izy,(z, 1) et ¢ ' pour x(z, ). En
tenant compte de ce qui précéde, on a I'identité

(12) -5z, 1) = c(z—e" "2z, 1)iz.

En comparant les coefficients des plus grandes et des plus petites puissances

de z des deux membres de (12), nous avons, a cause de la relation (11),
c(t) =i, €19 = —¢g%n

Posons

(13) k(t) = e ™0,

En tenant compte de ce qui a été dit, nous pouvons mettre I'identité (12) sous
la forme :
1+zk(2)

(14) iz, 0= -1, tﬂm'

Utilisant maintenant (7), (8) et (14), nous obtenons (1). Les relations (2)
résultent de (6) et (14,1). L'analycité de k(¢) résulte de (13).
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