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Wilasnosci graniczne procesow Markowa

Zasadniczym tematem pracy jest badanie granic w nieskonczonogci
i rozkladéw maksymalnej wartosci realizacji proceséw stochastycznych
typu Markowa. Wyniki w niej przedstawione wyrosly z zagadnien posta-
wionych przez Profesoréw Edwarda Marczewskiego i Hugona Steinhausa.
Im tez oraz Profesorowi Czestawowi Ryll-Nardzewskiemu zawdzieczam
wiele cennych rad i wskazéwek, za ktore skladam serdeczne podzieko-
wania.

Gléwne rezultaty pracy zostaly przedstawione na VIII Kongresie
Matematykéw Polskich w Warszawie (wrzesien 1953), a twierdzenia do-
tyczace proceséw z przeliczalng iloscig standéw opublikowano bez dowo-
déw w nocie [11].

Na poeczgtku kazdej czedci pracy podano definicje pojeé w niej wyste-
pujacych oraz sformulowano twierdzenia i zasadnicze wnioski. Dowody
twierdzen i lematow sg treéciag osobnych ustepéw.

I.1. W niniejszej pracy rozwazamy procesy stochastyczne {2, B,, P)
spelniajgce nastepujgce warunki:

1° Przestrzen £ rcalizacji proecsu sklada sie z funkeji o schodkowych
(to znaczy przedzialami stalych i majacych skonezong ilo$é skokéw w kaz-
dym przedziale skonczonym) okre§lonych dla t > 0, przybierajacych
wartodci z przestrzeni X metrycznej, ofrodkowej i lokalnie zwartej oraz
majacych w zerze ustalong wartosé w(0) = a,.

2° B, jest najmniejszym o-cialem podzbioré6w przestrzeni 2 rozpie-
tym na zbiorach postaci
(1) A(U, 1) ={w:w(t)eU],

gdzie U jest dowolnym podzbiorem otwartym przestrzeni %.

3° Proces (2, B,,P) jest jednorodnym procesem Markowa, to
znaczy istnieje funkeja p(t, z, A), zwana prawdopodobienistwem przejécia
od 2 do A w czasie t, okreslona dla ¢t > 0, zeX i wszystkich zbior6w bo-
relowskich 4 C%, spelniajaca warunki:

(«) p(t,z, A) jest funkeja ciagla argumentu =« przy ustalonych
t > 0 i zbiorach A otwartych, zawierajgcych .
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(B) p(t,z, A) jest unormowanyg o¢-miarg ha o-ciele podzbioréw Dbo-
relowskich przestrzeni X przy ustalonych ¢ i .

(v) p(t,z, A) spelnia réwnaniec Chapmana i Kolmogorowa

p(t+T,z, A) = fp(t,y,A)p(T,m,dy)
X

z warunkiem poczgtkowym

1, gdy «eA,

0,2, A) =
PO, &) {0, gdy anoned.

(8) Jezeli 0 <ty <ty < ... <y, to
n
P(.ﬂllwz w(f,-)eAi) =
1=

= f f fp(fn—fn—lvymAn) P(fz—fn Y1 dyz)p(th Ty, dyl)

dy_y Aq_o 4
(por. np. Doob [3], str. 255).

Warunki 1°, 2° i 3° na moey twierdzenia Dooba ([3], str. 258-261)
implikujg istnienie granic

(2) ¢(®) = lim topl 2, (@) )

‘ 150 t

(3) ¢(z, 4) = lim M,
-0+ t

gdzie A jest dowolnym podzbiorem borelowskim zbioru ¥ —(z). Funkeje
g(z) i ¢(z, A) nazywamy intensywnoéciami. Przyjmujemy dodatkowo
warunek :

4° Intensywnosci ¢(x) i ¢(z, A) sa funkcjami cigglymi zmiennej x,
przy czym przy ustalonym z intensywnosé ¢(x, A) jest skoniczong o-miarg
na podzbiorach borelowskich zbioru X —(x).

Ze wzoréw (2) i (3) wynika bezposrednio réwnosé

q(x) = g(r, X—(z)).

Stad na mocy lokalnej zwartosci i osrodkowosci przestrzeni oraz wa-
runku 4° otrzymujemy wzor

Q(T) = Sup Q(m’ A)1

gdzie supremum jest branc po wszystkich podzbiorach zwartych A zbioru
X —(x), a wige po podzbiorach, na ktorych intensywnosé ¢(x) jest ogra-
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niczona. Widzimy zatem, ze intensywnosci ¢(x) i ¢(x, A) procesu spelnia-
jacego warunki 1°, 2° 5° i 4° tworzy ,,a standard pair of ¢-functions”
w sensie Dooba (por. [3], str. 265). '

Jezeli X jost przestrzeniag dyskretng, na przykiad przestrzenig liczb
naturalnych (z dyskretng topologia), to wiadomo, ze warunki 1°, 2°i 3°
implikujg warunek 4° (por. Doob [2], str. 468; Kolmogorow [8], str.
53).

Proccs stochastyczny speiniajgey warunki 1°, £°, 3° 1 4° nazywamy
w tej pracy krotko procesem Markowa.

L.2. Przypomnimy teraz znane wlasnosei proceséw Markowa.

A. Jezeli znamy intensywnosci procesu Markowa, to prawdopo-
dobicnstwa przejseia wyznaczamy z réwnania (por. Doob [3], str. 269)
(4) 14 (t7 Z, A) =

t

= [as [ cxp(—g(@)s)p(t—s,y, A)g(z, dy)+exp(—q(2)t) o(x, A),
0 x-(»)

5(z, A) :1, gdy weA,
@ =]
’ 0, gdy <@noneA.

Z réwnania (4) wynika w szezegélnodei cigglosé prawdopodobienstwa
przejécia p(t, z, A) wzgledem argumentu 2.

B. Dla kazdego xeX zachodzi nier6wno$é (por. Doob [3], str. 259)
() p(t’ Z, (w)) = eXp(_Q(a")t) (t = 0).

C. Niech (T) oznacza najmnicjsze o-cialo rozpiete na zbiorach
postaci (1), gdzie ¢ > T. Prawdopodobienstwa przejscia p(t, x, A) okre-
slaja jednoznacznie prawdopodobicistwo warunkowe

P(Alo(T) =2) dla AeA(T),

ktére jest unormowang o-miarg na 2(7), funkejg mierzalng zmiennej z
1 spelnia warunki (por. Doob [3], str. 258)

(6) P(An{o(T)eB)) = [P(d|o(T) =) p(T, ,, dx)
B

dla AeA(T) i BCYX,
(7) P(4dlw(T) = z) = P(TA|o(T—t) = 1),

gdzie Ty (s) = w(s—t), a symbolem {w (t)e B} oznaczamy zbiér {w: w(t)eB}.
D. Jezeli x nalezy do wnetrza zbioru A albo jezeli # nie nalezy do
domkniecia zbioru A, to prawdopodobienstwo przejscia p(t,z, 4) jest
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funkcjg ciggla zmiennej z przy ¢ i A ustalonych. Wynika to z réwnania
(4) i cigglo$ci intensywnosci ¢(x), q(x, B) i funkeji 6(x, A) wzgledem x.

I.3. Zajmiemy si¢ teraz badaniem realizacji w(t) procesu Markowa,
gdy argument ¢ wzrasta nicograniczenie.
Punkt zeX nazywamy punktem krytycznym procesu Markowa, gdy

dla kazdego ¢ > 0, z prawdopodobienstwem 1 zachodzi nastepujgca impli-
kacja:

(8) Jezeli ow(t)=2 to w(T)=z da TZ=>t.

Dla punktéw krytyeznych procesu zachodzi wiee réwnosé p(t, #, (x)) = 1,
ktora wobec wzoru (2) pocigga q(x) = 0. Jezeli ¢(x) = 0, to z twierdzenia
Dooba wynika implikacja (8) (por. Doob [3], str.261). Otrzymujemy
zatem charakteryzacje punktéw krytycznych za pomocg intensywnosei:

Punkt zeX jest punktem krytycznym procesu wtedy i tylko wiedy, gdy
g(x) = 0.

Punkt z nazywamy punktem granicznym procesu, gdy dla kazdego
otoczenia U punktu x zachodzi nieréwnosé

(9) limP U {w(T)eU)) > 0.
>0 T>t

Widzimy wiee, z¢e w kazdym otoczeniu punktu granicznego procesu znaj-
duja si¢ z prawdopodobienstwem dodatnim wartosci realizacji w(t) dla
dowolniec duzych t.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie, charakteryzujgce niekrytyczne
punkty graniczne procesu za pomocg prawdopodobienstw przejscia:

TWIERDZENIE 1. Punkt niekrylyceny x jest punkiem granicznym pro-
cesu Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego otoczenia U punktu x
zachodzi réwnosé

[ p(t, 2, V)@t = o0,  cayli [ Plo(t)eU)dt = .
0 0
Dowdd tego twierdzenia jest podany w ustepie 1.6.
Jezeli przestrzen X wartosci realizacji procesu jest dyskretna, to
kazdy punkt tej przestrzeni jest swoim otoczeniem. Wowezas punkt
neX jest punktem granicznym procesu wtedy i tylko wtedy, gdy

lim P(U {e(T) = »}) > 0.

i
o0 T=>t

Z definicji punktu krytycznego procesu otrzymujemy nieréwnost

(10) p(t, 2o, n) < p(T, 2, n) (T =1; n —punkt krytyczny).
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Jezeli istnieje t,, dla ktdrego p(t,, x4, n) > 0 i n jest punktem Kkrytycz-
nym procesu, to z nieréwnodci (10) otrzymujemy

hmP(U[w =n]) > hmp (t, 2y, M) = p(ty, 2y, n) > 0,

>0

a zatem n jest punktem granicznym procesu. Jezeli natomiast p (¢, 2y, n) =
= 0 dla kazdego t > 0, to wobec schodkowosci funkeji o pociggajacej
inkluzje

TLﬁf,'w(T) =n} C _le{w(fi) =n} (t;—ciag gesty)

mamy
P < Y ptsy 20, m) =0
(LZJol 1=1 , 0’ ’

a zatem 7 nie jest punktem granicznym. Widzimy wiec , ze jezeli X jest
przestrzenig dyskretng, to punkt krytyczny n wtedy i tylko wtedy jest
punktem granicznym procesu, gdy

[ p(t, 2, m)dt = oo.
0

Twierdzenie 1 mozemy wieec w tym przypadku wzmocnié:

TWIERDZENIE 2. Jeieli X jest przesirzeniq dyskretna, to punkt neX
wtedy © tylko wtedy jest punkiem granicznym procesu, gdy

fp(t,:co, n)dt = oo, cayly fP(w(t) = n)dt = oo,
(1] 0
Mozna podaé prosta interpretacje probabilistyczng calek wyste-
pujacych w twierdzeniach 1 i 2. Niech »;(w) bedzie czasem przebywania
procesu w otoczeniu U, to znaczy

v(w) = ||t: w(t)e U”,

gdzie |A| oznacza miare Lebesgue’a zbioru A. Poniewaz realizacje pro-
cesu sg funkecjami schodkowymi, wige »y(w) jest funkeja mierzalng pa-
rametru w, czyli zmienng losows. Przyjmijmy

ror(w)=|{t: o(t)e U,t>T)|;
WOWezZaSs
v (w) <vwrlew) da T, <T,
oraz

lim vy 2(w) = vy (w).
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Stad wynika réwnosé (por. Halmos [7], § 27)
(11) }im E (v r(0)) = E{vy (o),

gdziec E(f(w)) oznacza warto$é oczekiwang zmicnnej losowej f(w).
Niech y(z) bedzie funkejg charakterystyczng (w sensie teorii mno-
gosei) otoczenia U. Okreflamy cigg zmiennych losowych:

n—1
(12) top(w) = (T/n) Y 2(ET ) (n=1,2,...).
k=0

Yatwo sprawdzié, ze zachodzi wéwezas réwnosé
lim e, r(w) = vy r(w).
n—>o00

Stad wobec nieréwnosci 0 < a,7(w) < T na mocy twierdzenia Lebes-
gue’a (por. Halmos [7], § 27) otrzymujemy

(13) lim E(ﬂ,ﬂ'T(w)) = E(vU’T(w)).

n—-oo

Uwzgledniajge wzér (12) mamy rownosé

E (g r(w)) = (T/n)Z P(w (kT /n) € U).
k=0

A zatem wobec (13)
7
E(vr(w) = [ Po) e U)d.
0

W oparciu o wzér (11) wynika stagd réwnogé

Lo ¢ ]

E(ry(0) = [ P(o(t) e U)dr.

0
Widzimy wiee, ze calka }OP(w(t) e U)dt jest srednim czasem przebywania
procesu w otoczeniu U, 20 pozwala sformulowaé twierdzenia 1 i 2 w na-
stepujace) postaci:

TWIERDZENIE 1’. Punkt niekrytyczny x wiedy i tylko wiedy jest punk-
tem granicznym procesu, gdy $redni czas przebywania procesu w dowolnym
otoczeniu punktu x jest nieskonczony.

TWIERDZENIE 2'. Jezeli X jest przestrzeniq dyskretnq, to punkt neX

wtedy 1 tylko wtedy jest punktem granicznym procesu, gdy $redni czas, w kto-
rym proces ma warto$¢ n, jest nieskorczony.

I.4. Podamy teraz kilka przykladéw zastosowania twierdzen 1 i 2.
Jezeli X jest przestrzeniag liczb calkowitych nieujemnych z dyskretng
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topologia, to zgodnie z przyjetym zwyczajem symbolem Pg(t) oznaczamy
prawdopodobienstwo przejécia od stanu n do stanu k w czasie ¢{. Dla in-
tensywnosei przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

Pk
a¥f = lim n(t) dla &k #mn,
tso4 o
1Pt
¢ — tim 17280
-0+ t

Jezeli znamy intensywnosci procesu, to prawdopodobienstwa przejscia
wyznaczamy z rownan Kolmogorowa (por. [4], str. 64):

d

(14) 5 Palt) = ab PRt + ) agPa(t)
8k

z warunkami poczgatkowymi

(15) PE0) = &k,

a. Rozpatrzmy kaskade fizyeznag w osrodku jednorodnym zlozong
z cz3stek jednego rodzaju (na przyklad kaskade nuklconowa w promie-
niowaniu kosmicznym), w ktorej rozpad czgstek jest zjawiskicm losowym.
Kaskade taka uwaza si¢ za proces Markowa, dla ktorego X jest przestrze-
nig liezb catkowitych nicujemnyech (ilosci czgstek w kaskadzie) traktowang
dyskretnic. Intensywnosci tcgo procesu spelniajg warunki

(16) af = no¥ " (n,k=0,1,...)

(por. Kolmogorow i Dmitriew [1], str. 7; Feller [6], str. 409).
Réwnania Kolmogorowa (14) przyjmuj@ wowezas postac

d
(A7) —Falt) = —kay P +Z“"f “TLPA()+(k+1)al PEY(1).
8=1

Przyjmijmy, ze proces jest niebanalny, to znaczy aj # 0. Z réwnan (17 )
otrzymujemy wzory

1 a S
" Pk( ), gdy a #0,
X a; at
(18) Fyt) =
1 d 1 0
—a—{'a Pt), gdy a =0,

dF5(t) [t +nay PR(t)
(n+1)a}

, gdy a}+#0,

(19 Py <y »
) e {f) < D' sat APt — dPRTY (1) [at
8=1

(n+1)al
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Ze wzoru (18) wynika calkowalno$é funkeji Pi(t) na poélprostej do-
datniej. Stad zas, na mocy nieréwnosei (19), wynika catkowalnosé funkeji
Pi(t) dla wszystkich n naturalnych. Przypusémy, ze kaskada powstaje
z k czgstek, to znaczy n, = k. Z twierdzenia 2 otrzymujemy wowezas,
ze liczby naturalne nie sg punktami granicznymi procesu. Widzimy za-
tem, ze dla proceséw kaskadowych punktem granicznym moze byé tylko
lieczba 0, ktéra wobee wzoru (16) jest liczbg krytyezng procesu.

b. Elektrownia obsluguje m odbiorcéw pradu. Obcigzenie elektrowni
w danej chwili, to znaczy ilo$é odbiorcow prgdu pobierajagcych w tej
chwili energi¢ elektryczng uwaza sie za jednorodny regularny proces
Markowa o m -1 stanach: 0,1,2, ..., m. (Jezeli w(t) =0, to w chwili ¢
zaden z odbiorcéow nie pobiera pragdu itp.) Intensywnosci procesu obcig-
zenia elektrowni sg nastepujace (por. Feller [5], str. 384):

ot = (m—n)a, c2'=nb dla n=0,1,...,m (a,b>0),
af¥ =0 dla pozostalych k.
Roéwnania Kolmogorowa (14) przybierajg wiec dla tego procesu postaé:

%pg(t) = —maP%t)+bPL1),

%Pﬂ t) = —{nb+(m—n)a) PF(t)+(n+1)bP7+Y 1)+
+(m—m—1)eP?Yt) dla n=1,2,...,m—1,
d

m _ m m-—1
d_tP (1) = —mbP(t)+aP7~'t).

Z réwnan tych otrzymujemy nierdwnosci
(m—n)aP}t)—adPr+(t /dt
(n—L)b+(m—m—1)a
nbPR(t) —dPr=Y(t)/dt
(n—1)b+(m—n—1)a

P;Hl(t)} (n=20,1,...,m—1),

Prl(t) =

(m=1,2,...,m).

Widzimy zatem, ze bgdZz wszystkie funkecje Pr(t) (n = 0,1,...,m) 53
calkowalne na poélprostej dodatniej, badz

[o 2]
(20) fP’:(t)dt=oo (n=0,1,...,m).

0

Z rownoscei

IZm‘P f 1dt = oo

n=0
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wynika, ze zachodzi przypadek (20). Przypuéémy, ze w chwili poczatko-
wej obcigzenie elektrowni bylo réwne ». Z réwnodei (10) na podstawie
twierdzenia 2 wnioskujemy, ze wszystkie liczby 0,1, ..., m s3 punktami
granicznymi tego procesu.

¢. Reakcje wybuchowe traktuje si¢e jako jednorodne regularne pro-
cesy Markowa o stanach 0,1, ... Jezeli w chwili ¢ uklad sklada sie z n
czgstek (n > 1), to przyjmujemy w(t) = n; jezeli w chwili ¢ nastepuje
wybuch, to dla 7 >t przyjmujemy w(T) = 0. W pierwszym przybli-
zeniu uwaza sie, ze badz ilodé czgstek sig powigksza, bgdZz nastepuje wy-
buch. Intensywnosci tego procesu sg nastepujace:

ay = 0 dla wszystkich =n,

i dla = =0,
("2 =1 dla n = k+1,
0 dla » #0,k,k+1.
Réwnania Kolmogorowa przyjmujg wiec dla procesu reakeji wybucho-
wych postaé: )

oo

d
(21)  —-Prt) = P = p(1-Pi(1),

8=1

d

(22) EPi(t) = —(B+p1) Pet),

d
(23) EP?(t) = Pua PR —(B+B)PR()  (n=2,3,...).

Z réwnan (21) otrzymujemy dla » > 1, a wiec z warunkiem poczatkowym
FY0) = 0, r6wnosé

(24) PYt) = L—exp(—pt).
Stad wynika, ze

(25) [Pty at = oo.
(1}

Z réwnania (22) wynika catkowalno$é funkeji PL(t) na pélprostej dodat-
niej, co wobec réwnan (23) daje

o

(26) [Prtydt < oo (n=1,2,..).
0 .

Przypusémy, ze w chwili poczatkowej uklad skladal sie z r czastek (r > 1).
Na mocy twierdzenia 2, ze wzoréw (25) i (26) otrzymujemy, ze liczba 0
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j st jedynym punktem granicznym proccsu reakeji wybuchowyeh. Z de-
finicji intensywnoséci tego proccsu widzimy, ze liczba 0 jest takze punktem
krytyeznym procesu.
d. Rozpatrzmy proces Markowa, ktorego realizacje przybierajg war-
todei 2,1,27%,37,..., 0. W przestrzeni
X —= {2} v {].} v |2_ll v {3-1] (VIR {0}
jest zwykla topologia. Przyjmujemy. oz, = 1, a zatem w(0) =1 (we ).
Intensywnosci procesu sg okreslone wzorami
q0,2) =0, q(2,2)=0,
37% gdy z =2,
k_l’ w) — ? g y ’
0, gdy « #2

g gdy z=n"Y (n>=2),

k> 2);
(1) (k> 2)

7(1,7) = ‘0 dla pozostalych z.

(Intensywnosei q(x, B) tego procesu 83 o-miarami i wraz z q(z) =
= ¢z, X—(2)) tworzg ,,a standard pair of g-functions” w sensie Dooba.
Z twierdzenia Dooba wynika, zc istotnie opisuja one pewien proccs, ktory
wobce ciggloSei intensywnosci ¢(z), ¢(2, B) wzgledem z jest procesem
Markowa w sensie uzywanym w tej pracy (por. Doob [3], str. 267-270).)

Z réwnan (4) otrzymujemy prawdopodobienstwa przejscia tego
procesu:

p(t, 1, (1)) =exp(—27")," p{t,1,(0) =0,
(28) 3)" 2

plt, 1, (7)) = (E 5 exp(—3~%t)—exp(—271) (k=2),

skgd wynika, zc¢

(- <]

[l 1, h)dt<oo (k=1,2,..0;

0
punkty 1,27' 37!, ... nie s krytyezne, a zatem na podstawie twierdze-
nia-1 wnioskujemy, ze sg takzZe nicgraniczne.

Ze wzorow (28) otrzymujemy
o0

lim 3'p(t, 1,(k7) = 0.

lso00 k=1

Stad wynika
(29) limp(t, 1, (2)) =1,
o0

co implikuje

imP (U () = 2}) = limp(t, 1, (2)) =1,
t-o0o T>t {00



Wilasnoséei graniczne procesé6w Markowa 13

a zatem pﬁnkt krytyezny 2 jest punktem granicznym proccsu. Niech
x < 1; ze wzoru (29) i nier6wnosei wynikajacej z krytycznosei punktu 2

P(TU,{“’(T) <a)) <1-p(t, 1, (2)
=
otrzymujemy
IimP(U{o(T) < 2}) = 0.
tsoo  T>t
Widzimy stad, ze punkt krytyczny 0 nie jest punktem granicznym
procesu. Niech U = (0, N™"), N >1; ze wzoréw (28) uzyskujemy

(=]

fptlU =2fp(t] Z(;)"=oo.

K=N 0 k=N
Przyklad ten pokazuje, ze zalozenic niekrytycznosci punktéw w twier-
dzeniu 1 jest istotne.

W rozpatrywanym procesie jest tylko jeden punkt krytyezny i nie-
graniczny taki, ze dla kazdego jego otoczenia U zachodzi réwnogé

(30) [p(t, 20, Dyt = 0.

Ogoélnie dla proces6w Markowa mamy twierdzenie:

Zbior krytycznych punkiow niegranicznych, takich ze dla kazdego ich
otoczenia U zachodzi réwnoéé (30), jest domknicty i rzadki.

Domknietodé tego zbioru wynika z cigglodci intensywnosei ¢(z)
(por. warunek konieczny i dostateczny ust. 1.3) i tego, ze kazde otoczenie
punktu skupienia punktéw rozpatrywancgo zbioru jcst otoczeniem pew-
nego punktu zbioru, a wiee spelnia réwnosé (30). Aby udowodnié rzad-
kosé, wystarczy pokazoé, Ze rozpatrywany zbiér nie zawiera zadnego
otoczenia. Dowodzgc nie wprost, przypusémy, ze zawiera on otoczenie
U,. Niech ze U,; z krytycznodci punktéw otoczenia U, wynika nieréwnosé

(31) p(t7w07 U) gp(T7a'07 U) (T >t7 vc Uo)-

Niech U bedzie dowolnym otoczeniem punktu z zawartym w U,. Wow-
czas ze wzoréw (30) i (31) otrzymujemy nieréwnosé

lim P(gt[w eU}) > hmp(t xy, U) > 0,

a zatem punkt z jest graniczny wbrew zalozeniu. Otrzymana sprzeczno$é
dowodzi rzadkosei zbioru.
I.5. Symbolem 4 oznaczamy domknigcie zbioru 4 (4 C %), Zbiér

(32) L(w) = N Ulz: o(T) = z}

t=>0 Tt
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nazywamy zbiorem granicznym realizacji o (pojecie to pochodzi od E. Mar-
czewskiego). Jezeli X jest przestrzenig zwarty, to jak latwo sprawdzié,
zbior graniczny realizacji w jest wtedy i tylko wtedy zbiorem jednopunk-
towym L(w) = {y} (ye%), gdy istnieje granica lime(t) = y.

00

Zbiér wszystkich punktéw granicznych procesu oznaczamy symbo-

lem &. Nastepujace twierdzenia opisuja wilasnosci zbioréw granicznych
realizacji proceséw Markowa:

TWIERDZENIE 3. Dla prawie wszystkich o e Q zachodzi inkluzja L(w)C ®.

TWIERDZENIE 4. Istnieje ciqq zbiorow otwartych roztaczmych I'y, I, ...
takich, Ze dla prawie kaidego we Q2 zachodzi

int L(w) = I} albo Iy, albo ...
(int A oznacza tu wnetrze zbioru A).

Dowody tych twierdzen sg podane w ustepie I.7.

W oprzypadku gdy przestrzen % jest dyskretna, wnetrze zbiorn
A CX jest r6wne A. Twierdzenie 4 przyjmuje wowcezas postacé:

TWIERDZENIE 4. Jezeli X jest przestrzeniq dyskretnq, to istnieje ciag
zbioréw rozlgeznych Iy, Iy, ... takich, 2e dla prawie kaidego we Q mamy

L{w) = I albo Iy, albo ...

Twierdzenie 4 jest odpowiednikiem znanego twierdzenia o klasach
ergodycznych dla laidcuchéw Markowa (por. Doob [3], rozdziat V, § 2;
Lévy [10]).

PRZYKEAD. Rozp'atrzmy proces kaskadowy (por. przyklad (a) po-
przedniego ustepu). Za przestrzen X przyjmiemy teraz przestrzen liczb
calkowitych nieujemnych traktowang dyskretnie z dolgczonym punktem
skupienia oco. Tak okreslona przestrzen X jest zwarta. Wiemy, ze liczby
naturalne nie sg punktami granicznymi procesu kaskadowego. A zatem

® C (0) v (oo).
Z twierdzenia 3 wynika, ze dla prawie wszystkich we 2 zachodzi
L{w) =(0) albo L(w)=(o0), albo L(w)=(0)wv(c0).

Pokazemy, ze ostatnia réwnofé moze zachodzié tylko z prawdopodo-
bienistwem 0. Istotnie, ze schodkowosci realizacji @ wynika inkluzja

(33) {L(@) = (0) v (o)} CzU¢ {o(t) =0, w(ty) # 0},

i<lj
gdzie [t;} jest ciagiem gestym na pélprostej dodatniej. Z réwnania (17)
i warunku poczgtkowego (15) wynika réwnosé

P:_(t) = 6’1;’
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ktéra dla t; < t; implikuje P{w(t;) = 0, w(t;) # 0}) = 0. Stad i z inkluzji
(33) otrzymujemy P(L(w) = (0) v (o0)) = 0. Widzimy wiec, ze prawie
wszystkie realizacje maja jednopunktowe zbiory graniczne, co wobec
zwartosei przestrzeni ¥ implikuje zachodzenie z prawdopodobieristwem 1
alternatywy:

limw()=0 albo limw(t) = co.
) )

Jest to pozytywne rozwigzanie zagadnienia H. Steinhausa.

I.6. Przed dowodem twierdzenia 1 podamy kilka lematéw.

LEMAT 1. Jezeli A C X jest zbiorem zwartym, F(s,y) (I <s < T;
yeX—A) funkeja mierzalng (wzgledem miar p(n~',x, B)) zmiennej y
przy ustalonym s, ciaglq © monotoniczng zmiennej s przy ustalonym y oraz
sup |F (s, y)] < M < oo, gdzie supremum jest brane pot < s < TiyeX—A,
to dla funkecji

(34)  G(s,m, @) = [ F(s,y)np(n~,,dy)— [ F(s,y)q(z, dy)
X—-4d -4
zachodzaq wzory

(35) sup|G (s, n, )| < 2M max ¢(z)
xed

(gdzie supremum jest brane po zeA,t <s<T in=1,2,...),

(36) Ilm max |G(s,n,z)] =0 dla xeA.

n—oo t<s<T

Dowdd. Z definicji (34) i nieréwnosei (5) otrzymujemy oszacowanie
dlat<s<<T,zedin=1,2,...

16(s,n, )l < M| [ np(n, 2, dy)+ [ g, dy)} =
i-d -4

= Mnp(n~', 2, X—A)+ Mgz, X—4) < M”(l"p("—l’ T, (w))-l—.Mq(a,)g
< Mn(1—exp(—g(@)n))+Mq(z) < 2Mg(a),

z ktérego wynika nier6wnosé (35).
" Oznaczmy, przy ustalonym ze A,
(37) pn(B) = np(n"l, z, B), u(B) = q(x, B).

Funkecje p, i x4 s skonczonymi o-miarami na o-ciele podzbioréw bore-
lowskich zbioru X—A4. Ze wzoru (3) otrzymujemy

~ lim p,(B) = u(B) (BC¥%X—A).

n—-00
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Stad wynika, ze dla kazdej funkeji k(x) ograniczonaj i micrzalnej (wzgle-
dem wszystkich miar p,) zachodzi réwnogé

(38) lim [ h(y)ua(dy) = [ R(y)p(dy).
-4

Dowodzgc nie wprost przypudémy, ze wzér (36) nie zachodzi. Istnieje
wiee cigg $y, 8y ... (I < & < T), dla ktdérego przy pewnym ze A

(39) lim |G (¢,, n, )| > 0.

n—>00

Nie zmniejszajae ogdélnosci rozwazan mozna przyjaé, ze ciag s,, s,, ...
jest monotoniczny i zbiezny do liczby s, (poniewaz zawsze mozna wybraé
podeigg o tych wlasnosciach). Z monotonicznosei funkeji F(s,y) wzgle-
dem s, stosujac oznaczenia (37), otrzymujemy dla » > k nieréwnodé

16 (50, 7, )] —| S Flar )= [ Plsa9) p(dy)| <

< [ B my 9) = (0, ) | )+ f P (50, 4)—F (3n, 9)|1(dy) +

-4

+‘f1' 20y Y)un(dy) — f—F 0y Y) (dy)l<
< f IF(sk,y)—F(so,y)ip,.(dy)Jr f | (30, 4)—F (1, 9)| e (dy) +
+| fF (20, Y) pra(dy) — fF oy"/)/‘(d?/)l

Stad, na mocy mierzalnodci i ograniczonosei funkeji F (s, y) wzgledem
y (wedlug miar y,), mamy ze wzoru (38)

(40)  1im|G(sn, n, )| <2 [ |F (80, 9)—F (s, »)lp(dw) (k =1,2,...).
n-co -4
Z zalozenia lematu wynika, ze funkcja F(s,,y)—F(s;y) jest funkeja
ciggly zmiennej s i ograniczong wzgledem s i y. Stosujgc twierdzenie Le-
besgue’a (por. np. Halmos [7], str. 110) otrzymujemy ze wzoru (40)
lim|G(sp, 7, )] <2 [ hmlF (805 ) —F (sx, )l (dy) = O,
—-00 X— A koo
co jest sprzeczne ze wzorem (39). Wzér (36) jest wigc udowodniony.

LEMAT 2. Jezeli A jest dowolnym podzbiorem borelowskim przestrzeni
X, to dla kaidego ye A prawdopodobiersiwo

P( N {(s)ed)|w(0) = 9)

oot

jest funkcjq ciagla paramelru t.
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Dowé6d. Przypusémy, ze t,,f,,... jest ciggiem monotonicznym
zbieznym do ¢. Rozpatrzmy przypadek t;, > £, > ... (dowod w przypadku
{, <<ty < ... jest analogiczny). Zachodzi wéwcezas inkluzja

(41) lim M {w(s)ed} C N {w(s)ed).
n—o00 0ty o<at
Funkcje w s3 schodkowe, a wige ma miejsce rowniez inkluzja
(42) N {o(s)ed]) C[lim m {w(s)eAl]u
0<e<<t n->o00 0<C
u[[a) (t)eA} ~lim () {w(s)none A}].

n—oo 0<o<t,
Na mocy wzoru (6) i cigglosci funkeji p(t, v, A) wzgledem ¢ mamy

P(lo(t)ed) ~lim (M {w(s)noned}|n(0) =y) <
n—o0 0ty

hmsup P(lw(ts)none A} ~ [w(t)e A}|w(0) = y) =
= hmsupfp(f,,—t, 2, X—A)p(t, v, dm) = 0.
fi—»>00 4

Stad i z inkluzji (41) i (42) wynika teza lematu.

LEMAT 3. Dla kaidego zbioru borelowskiego A C X, zwartego po do-
mlknigciu, zachodzi réowno$é

(43) ( l"-’(s)EA}) = p(T, xo, 4)+

t<s<T

—I—ff fP( M {w(s)noned}|w(0) = y)q(z, dy)p(u, z,, dz)du .

0o —u
Dowd6d. Niech
t <t <t =407 <t =40t << KT

bedzie ciggiem podzialéw przedziatu (¢, T). Schodkowoéé funkeji o
pocigga za soby r()wnoéé

U{ eA}—th N fo (s)noneA}ﬁ{w(tﬁ"))eA}u{w(T)eAl,

t<agT n—o00 i{=1 T8>t (_1;)1
1

w ktoérej skladniki wystepujace po prawej stronie sg roztgezne. Otrzymu-
jemy stad wzér

(#) P U {w()ed)) = Plo(T)eT)+

by,

+lim2 ( {w(s)noned) ~{w(if?)e4}).

n—-»00 § n
i=1 T ¢+)1

Rozprawy Matcmatyczne XIIT B 2
\.kv) -
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Ze wzoréow (6) i (7) wynika roéwnosé

45) P( N {w(s)noned}n{w(tied]) =

T>s;!("l
= f {w(s)none 4} w(0) = a)p(t{", x4, dz) =
4 1/n<sg1/n+T_t( )
:f f N {o(s)noned)|w(0) =y)pn™, z, dy)pf, a,, dz).
4 z— o<o<T— t,S’_:_l
Prawdopodobienstwo
F(s,y) =P( N {w(u)noneAd}|w(0) =y)

ouT—8
jest funkejg mierzalng zmiennej ¥ (wzgledem prawdopodobienstw przejscias
por. uwage w ust. 1.2) przy ustalonym s i, na podstawie lematu 2, funkejg

ciggla (i monotoniczng) zmiennej s przy ustalonym ynone A. Z lema,tu 1
i wzoru (45) uzyskujemy zatem réwnogé

46) P( N |w(s)noned]n{o) ed]) =

T8> tH_ 1

=n ] | B {w(s) noned)|w(0) = y)q(a, dy)p (i, z,, do)+

IS4 gce<T- t(")

+27t [G(fh, v, 2)p (Y, 2, du),
A

gdzic wobec zwartosci domkniecia zbioru A jest
sup [G(s,n, ) < K < oo,
snzed

lim max|G(s,n,z)] =0 dla zeAd.
n—oo I<oT

(47)

Z warunku (47) na podstawie twierdzenia Lebesgue’a o przejdciu gra-
nicznym pod znakiem calki otrzymujemy

k’fb
lim Zn" fG(ti’_?,, n, z)p (M, x4, do) =
N0 _1 A T
f lim max G (s, &k :v)fp(u 2o, dz)du = 0.
ko0 t<o<T

Stad i ze wzoréw (44) i (46) wynika réwnosé:

P( U {(‘)(S)EA}) = p(T, xo, 4)+
+ lim Zn“f f N {o(s)noned}jw(0)=y)q(z, dy)p (1, z,, dz).

ns0i=1 43 4 o<s<T_t(
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Wyrazenie stojace pod znakiem granicy jest przyblizong sumg riemannow-
skg calki wystepujacej po prawej stronie wzoru (43), co wobec cigglodei
funkeji podcatkowej gwarantuje istnienie catki, a wigec dowodzi lematu.

WxI0SEK. Dla kaidego yeX i zbioru A CX zwartego po domknieciu
zachodzi réwnoéé

48) P( U [o(s)ed}|w(0) =y) =p(T,y, 4)+

¢<s<T
—|—f f f P( N Jofs noneA”w ) = 2)q(x, dz)p(u, y, dz)du.
t 4 3—4 0<8<T-u .

Rozpatrujemy pomocniczy proces Markowa z prawdopodobieistwami
przejéeia p(t,x, A) i 79 =y (por. uwage C, ust. 1.2). Dla tego procesu
mamy réwnosé P*(w(t)e 4) = p(t, y, A). Zalozenia lematu 3 s3 spelnione.
Z tezy lematu otrzymugemy rownoéé (48).

Dla xe A okreslamy nastepujacg funkeje:

(49)  H(z,t, A) fP(n [o(s)none d}|w(0) = y)q(z, dy).

| oot

Z cigglodei intensywnosei q(z, B) (B CX—A4, zeA) wzgledem z i lematu
2 wynika cigglodé funkeji H(x,t, A) wzgledem ¢ i ze A. Z definicji (46)
otrzymujemy bezposrednio oszacowanie

(50) 0 < H(z,t,A) fqm dy) = q(z, X—A4) < q(@).

Dla zbioréw A zwartych po domkmfgcm whniosek z lematu 3 mozna na-
pisaé w postaci

(51) P( U {w eA”w(O —-y)
T
=p(T,y,4)+ [ [H(z,T—u, A)p(u,y, dz)du.
t 4

LEMAT 4. Jezeli A CX jest zbiorem zwartym po domknigciu i dla
kaidego xe A zachodzi réwnoéé

(52) EmH(w, t, A) =0,
to dla wszelkich t © y
P(U[w(8)eA}|w(0) =y) = P(U{w(s)e A}w(0) = y).
i<s 0<e

Dowéd. Z definicji (49) widzimy, ze funkcja H(x,t, A) jest nie-
rosngca wzgledem zmiennej {. Stagd na mocy (51) otrzymujemy dla T > ¢
nierownosé



20 K. Urbanik

(33) 0

VAN

-3

P( U {ois)ed}|m(0) :?’)—P(g

ogs<T

T{m(s)eA];m(ﬂ) == y) <

<3

h

¢
<f fH(:r, T—t, A)p(u,y, dc)du.
0 4

Ze zwartosci domkniecia zbioru 4 i oszacowania (50) wynika ograni-
czonosé funkeji H(x,t, A). Stad i z zaloZenia (52), na podstawie twicr-
dzenia Lebesgue’a o przejsciu granicznym pod znakiem catki wynika

rownosé
t

lim f fH(m, T—t, A)p(u,y, dz)du = 0.
4

Ty

Stad i z¢ wzoru (53) otrzymujemy teze lematu.
LEMAT 5. Jezeli istnicje otoczenie U, punkiu x zwarte po domknieciu,
dla ktorego lim H (z,t, Uy) > 0, to dla pewnego otoczenia U punkiu x za-
t—>oc0

chodzi nierownoéé

]
f p(t, xq, U)dt < oo,
0

Dowd6d. Funkeja H(z,t, U,) jest nierosngea wzgledem zmicnne]
t, a zatem na podstawic wzoru (51) otrzymujemy nicrownogé
T
(54) 1> [imH(y,t, U)p(u, o, dy)du  dla T > 0.

o Uol—roo
Funkeja lim H (y, t, U,) jest ciggla wzgledem y (por. uwagi przed lema-
t—>o00

tem 4), a zatem z zalozenia lematu otrzymujemy, ze dla pewnego otocze-
nia U C U, punktu 2 mamy

lim H(y,t, Uy) > a>0 dla yeU.
t>x

Stad i z nieréwnosei (54) wynika
T T

1>af [pit, o, dy)it=u [ p(t,m, D)t (T >0),
°o U 0

co dowodzi lematu.

LuEMAT 6. Jezeli dla ciggu otoczen U, D U, D... dajacego w ilo-
czynie punkt x zachodzi réwnosé

lIimH(z,t,U,) =0 (n=1,2,...),
; )
0

lim H (2, t, (x)) = 0.
]
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Dowo6d. Wobee wzoru (49) zalozenic lematu mozemy napisaé w po-
staci

f P(ﬂ{w none Upllw(0) = y)g(z,dy) =0 (n=1,2,...).
i-U,

Stad otrzymujemy

f P(m{w no:e Ugllo(0) = ylq(z,dy) =0 dla  n >F,

I_U 08
a zatem
f P(N{o(s)none Up)|w(0) = y)q(x,dy) =0 dla k=1,2,...,
-z O<*
czyli
[ PN {os) #a)|o©) = y)a@, ay) = o,

i-m 0O
co wobee wzoru (49) daje teze 1_o.matu. )
LeMAT 7. Jezeli x jest punktem niekrytycznym i niegranicznym pro-
cesu, to istnieje otoczenie U, tego punktu zwarte po domknieciu, dla Itorego
limH(z,t, Uy) >0 b p(t,x, Uy =0.
>
Dowdd. Dowodzge nie wprost, przypusémy, ze dla kazdego otocze-
nia U punktu z zwartego po domknieciu zachodzi réwnosé

(55) lim H (z,t, U) =
oo

i dla pewnego f, jest -
(56) p(tu; 79, U) > 0.
Z réwnodcei (55) zachodzgeej dla wszystkich otoczen zwartych po domknie-
cin wynika, na mocy lematu 6,
(57) lim H (e, t, (x)) = 0,
)
czyli

f (M [w(s) # a’”w 0) = y)q(z, dy) = 0.

08

Stad 1 7z zalozenia nickrytyeznosei punktu .« otrzymujemy dla pewnego
zbioru B o micrze ¢(x, B) = ¢(x) > 0 rownosé

]’(ﬂ {ru # .7‘”(:) (l)) =0, gly web.

Sty o robec sehodlovrodcd funhegi w vl ag seistnicje lezba tg i 2bior
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B, C B (0 ktérym nie zmniejszajac ogdlnosci, mozemy zalozyé, ze jest
domkniety) miary

(58) q(w, By) > 0,

dla ktorego

(59) p(ty,y,2) =2a>0 dla yeB,.

7Z nier6wnosci (58), domknietosei zbioru B, i cigglosci intensywnosci
q(z, B,) dla 2 none B, wynika, Ze istnieje takie otoczenie U punktu =z, ze

(60) g(z,By) >2b>0 dla =zeU.
Z réownania Chapmana i Kolmogorowa
P (141w, @0, Bo) = !p(t, 2y Bo)p (tu, 2, d2),
nicrownogei (56), (60) i lematu Fatou (por. np. Halmos [7], str.113)
otrzymujemy nier6wnosc

lim inf ¢~ 1p (¢ +1y, 7o, By) = hmmffr'p(t 2, B D (tu, @y, d2) >
0+ -0+

fq(z By)p(tu, 7o, d2) = b p(ty, 7o, U) > 0,

z ktérej wynika
(61) ¢ =p(t, &, By) >0 dla pewnego f{,.

Ze wzoru (57) na podstawie lematu 4 otrzymujemy dla kazdego ¢
i ¥ nieréwnosé

P(Ufe(s) = aljo(0) =) > pltatt, ¥, (@)

Stad i ze wzoréw (59) i (61) wynika nieréwnosé

P(Ufot) = a)) = [plte, ¥, @)p(t, 2, dy) > ac > 0
8 BO
dla kazdego t >0,

co jest sprzeczne z niegranieznosciag punktu x. Lemat jest wigc udowod-
niony.

Dowéd twierdzenia 1. Udowodnimy kontrapozycje twierdzenia,
to znaczy pokazemy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by punkt niekrytyczny x nie byl punktem granicznym procesu, ]est
zbiezno$é calki -
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(62) J w2, Dyt < o0

dla pewnego otoczenia U punktu .

Koniecznoddé. Jezeli z jest punktem niekrytycznym i niegranicz-
nym procesu, to na podstawie lematu 7 istnieje otoczenie U punktu x
zwarte po domknieciu, dla ktorego
(63) limH (¢, z, U) > 0

t—o0
lub p(t, x4, U) = 0. W ostatnim przypadku wzdr (62) dla otoczenia U
jest banalnie spelniony. Przypusémy wiec, ze zachodzi (63). Wowezas
z lematu 5 otrzymujemy, ze wzoér (62) zachodzi dla pewnego otoczenia
punktu z. Konieczno§é¢ warunku (62) jest zatem udowodniona.
Dostatecznos$é. Przypusémy, ze warunck (62) zachodzi dla pew-
nego otoczenia U punktu z. Nie zmniejszajac ogdélnosci rozwazan mozna

przyjaé, ze otoczenie U jest zwarte po domknigciu. Z cigglodci intensyw-
nofei ¢(z) otrzymujemy zatem

supq(z) < M < oo,
zgU

co wobec wzoru (50) implikuje nieré6wnogé
sup H(z,t, U) < M.

o<t xU

Stad na podstawie wzoru (51) otrzymujemy nieréwnogé

(64) .P(ts&iT{w(s)eUl)gp(T,mo, U)—}—M!Jp(t,mo,dy)dt:

(o 2]

=p(Tawoa U)+"pr(t,$o, U)dt
i
Z warunku (62) dostajemy

liminfp(t, vy, U) = 0.
=00

Stad i z nier6wnosdci (64) wynika

00

P(Ufw(s)eU)) < M [ p(t, x, U)dt,

8=t i
co wobec (62) impiikuje dla otoczenia U punktu z:

limP(J {w(s) € U]) = 0;

t>o00 8>t
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punkt z nie jest zatem punktem granicznym. Dostateczno$é warunku
(62) jest wiec udowodniona.

I.?. W ustepie niniejszym udowodnimy twierdzcnia 3 i 4.

Dowéd twierdzenia 3. Dowodzge nie wprost, przypusémy, ze za-
chodzi nierownogé

(65) P(L(w) ~%X—B + 0) > 0.
Jezeli xeX —@, to istnieje otoczenie U, punktu z, dla ktérego
(66) lim P(U{w(T)e U,}) = 0.
losoo Tt

7 o$rodkowosci przestrzeni metrycznej X na podstawie twierdzenia
Lindeléfa (por. np. Kuratowski [9], str.131) uzyskujemy réwnosé

(67) X-8 =0 U= UUg,
xei—@ i=1
gdzie xy, x5, ... jest pewnym ciaggiem punktéw niegranicznych procesu.

Ze wzoréw (65) i (67) widzimy, ze dla pewnego wskaznika j zachodzi
nier6wnog$é

_ P(L(w) ~ U, # 0) > 0.
Stad i z inkluzji

(L(w) ~ U, #0) C lim Igt{w(T)eUziI

wynika

t—o

lim P(TL>)‘|w(T)e Ugl) > 0,

co jest sprzeczne ze wzorem (66). Twierdzenie jest wiec udowodnione.
Mowimy, ze zbior otwarty A nalezy do klasy a(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy

(68) p(t,z, A) =0 dla kazdego ¢ > 0.
Przyjmijmy '
Ax) = U A.
Aea(z)

Zbior A(x) jest otwarty. Z twierdzenia Lindelofa (zob. Kuratowski
[9], str. 40) wynika réwnosé

A(r) = G A (Ajea(n).

1

Stad otrzymujemy
(69) p(t.x, Ale)) =0 dla kazdego t =90,
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7 definicji klasy a(x) wynika, ze kazdy podzbior U zbioru X—A4 (),
otwarty i niepusty, ma przZy pewnym T miare p(T, 2, U) > 0. Z tego
w szezegélnodei wynika, ze jezeli zbiéor EF ma dla kazdego ¢ miare
p(t, z, B) = 1, to jest on gesty w zbiorze X— A (x). Z uwagi tej bedziemy
korzystali w dowodach lematdéw.

LEMAT 8. Jeseli yeX—A(x), to A(x) C A(y).

Dowdd. Niech A bedzie zbiorem otwartym z klasy «(x), spelniajg-
cym warunek
(70) An(X—A(@=) =0.

Przyjmijmy przy ustalonym T zbioér E = {y: p(1'yy, 4) = (i]. Z¢ wzoru
(68), prawdziwego dla zbioru 4, korzystajge z réwnania Chapimana i Kot-
mogorowa

0 =p(T4-t,x, A) fp sy, A)p(t, 2, dy)  dla kazdego ¢t >0
olrzymujemy

pt,», )y =1 dla kazdego ¢ >0,

a wiec zbior E jest gesty w X —A (x). Z warunku (70) i wlasnosci D (ust.
1.2.) wynika, ze prawdopodobienstwo przejscia p(T,y, 4) jest funkejq
ciggly zmiennej yeX— A (x). Z gestoscei zbioru E wynika
p(T,y,A) =0 dla yeX—A(x).

Wobec dowolnodei T' otrzymujemy stagd dla A spelniajgeych warunck
(70) Aea(y) dla yeX—A (x).

Poniewaz kazdy 2zbiér otwarty nalezgey do klasy «(2) mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy przeliczalnej ilosci zbioréw spehliajgeych wa-
runek (70), wigec wynika stad teza lematu 8.

LeEMAT 9. Jezeli x jest niekrytyczmym punktem granicznym procesu,
to dla zbioru elementéw vy, gestego w X—A(x), zachodzi przy pewnym 1,
nieréwnodé plty, y, (z)) > 0.

Dowéd. Z lematéw 5, 6, 71 twierdzenia 1 wynika, Ze dla punktow z
spelniajgcych zalozenia dowodzonego lematu zachodzi zbieznosd

limH (2,1, (z)) = 0.
t—>co

Na podstawie lematu 4 mamy stad dla kazdego ¢ 1 ¥

P(U |o(T) = 2}|0(0) = y) = P(U{o(T) = z}|(0) = y),
T>t T>0

co wobhec rownnddd
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P(zk‘;jo{w(T) =z}|w0) =12) =1
implikuje

(71) P(m|w ) #z)|w(0) =z) =0 dla t>0.
Z rownofci wynikajacej ze wzorow (6) i (7)
P(Q‘{w(T) #z}|w(0) =) = fP(ﬂ[w ) # z}|w(0) = y)p(t, z, dy)

1 wzoru (71) wynika, ze zbior

F, {yP(m|w ) # 1) | (0) = y) = o}
ma miare .

p(t,z, By) =1 dla kazdego ¢t >0,

a wiec jest gesty w X — A (x). Z definicji zbioru E, i schodkowosci reali-
zacji o wynika, ze przy pewnym {1, jest

p(y, 2, () >0 dla yekE,,
co dowodzi lematu.

LEMAT 10. Jezeli © ¢ 2z sa niekrytycznymi punktami granicznymi
procesu, to
int (X —A4 (2)) = int(X—A(2))
albo
int (X¥—A4 (2)) ~int(X—A(2)) =

Dowdd. Przypuséémy, ze
int(X—A4 (z)) ~int(X— A (2)) # 0.

Wobec tego na mocy lematu 9 istnieje element

(72) yeint (X — A (z)) ~int(X—A4(2)),
dla ktdrego .
(73) xeX —A(y).

Z (72) 1 (73) na mocy lematu 8 otrzymujemy

X—A(y) CX—-A(2), X—A(z)CX—A(y),
skad
X—A(z) CX—A(2).

Ze wzgledu na symetri¢ elementéw z i z otrzymujemy stad réwnosé
X—A(z) =X—A(2),

co dowodzi w szczegdlnogei lematu.
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Przyjmijmy
(74) B(z) = int(X— A4 (2)).

Na mocy lematu 10 wnioskujemy, ze istnieje taki cigg punktow niekry-
tycznych i granicznych procesu a,, a5, ..., 2@

B(r;)nB(r;) =0 dla 1 5%
i dla kazdego punktu z granicznego i niekrytycznego zachodzi
B(xz) = B(x,) albo B(x,), albo ...

Oznaczmy symbolem R wszystkie punkty krytyczne procesu.
LemAT 11.

P({int L(w) C i’é—uB(aq)] A~ {int L{w) nX—R £ 0}) = 0.

Dowdd. Dowodzgc nie wprost, przypudémy, ze istnieje otoczenic

(75) UCX—-UB(x), U#0,
i

dla ktdrego

(76) P(U C intL(w)) > 0.

Stad i z inkluzji
oo T
wynika nieréwnosé
]lmP(Ulw )€ Uol) >0 da U,CU,
oo T=t

ktéra z kolei implikuje inkluzje
(17) UCG.

Stad i ze wzoru (75) wynika, ze otoczenie U sklada si¢ z punktow granicz-
nych i niekrytycznych.

Niech U,, U,,... bedzie bazg podzbior6w otwartych zbioru U.
Zc schodkowosei realizacyj o wynika inkluzja

{UCintL } C U ﬂ U [w t,) € Ui}f\{w EU},
=11i=l 37'
gdzie ¢,,1,,... jest ciggiem gestym na podlprostej dodatniej. Stad wobec

nierownosci (76) otrzymujemy dla pewnego {;

P(ﬂ U{w(f eU}n[w EUI)>0.

=1y
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Lewa strona ostatniej nierdwnosei jest rowna

FP(E U ot Udlott) = ot o
U ,

1=1 tji>lj

A zatem dla pewnego re U zachodzi nierdéwnosé

i=1 f?-i>tj

Sagd wynika inkluzja U C X—A(x), ktéra wobece otwartosei zbiorn U
implikuje

(78) U C int(X —A4 (v)) = B(w).
Punkt z jest punktem nickrytyeznym i gmniéznym procesu, a wige z de-
finicji ciggu @, #,, ... wynika, ze istnieje wskaznik j, dla ktérego B(x) =
= B(a;). Stad i z (78) wynika inkluzja U C B(xy), co jest sprzeczne ze
wzorem (75). Lemat jest wige udowodniony.
LEMAT 12.
P ({int L(w) C N} ~ {int L(w) > 1}) =0

(A oznacza moc zbioru A).

Dowod. Nieech U,, U,,... bedzie bazg zbiorow otwartych zbioru
intR, at,1,, ... ciggiem gestym na potprostej dodatniej. Ze schodkowosci
realizacyj o wynika inkluzja

(79) {int L(w) C RN} ~ fint L(w) > 1} C
C U U [w({,) € [Tn} m {Co(fk)f Um] .

4>t UpnUpy,=0
Ze wzoru

P“‘”(’)‘) € Un] ~ {m({k) € Uml) = fp(ii—’ka &y Up)p (I %o, dor)
Um

i rownodci A (x) = X —(x) dla z krytyeznych otrzymujemy dla Upn U, =
= 0 ré6wnoscé

P([w(;) e Uy} ~ {or(th) € Un)) = fp (fi—tey @, A(2)ple, 2, dir) = 0
m
(por. wzor (69)). Stad i ze wzoru (79) wynika teza lematu.
LeMAT 13. Dla kaidego j zachodzi wzor

P({int Lo A Riay) = 0} A fint Lie) a X =By £ 0}) = 0.
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Dowdd. Z rownodei X—B(x;) = A (x;) i otwartod~i intL(w) wynika
implikacja: Jezeli intL{w)~ A(xy) # 0, to intL(m) ~ A(ry) 4 0. Stad
mamy inkluzje

(80) {intL(w) ~X—B(xy) =0} C M U {w(te)e ()},

n=1 {>n
gdzie 1,1, ... jest ciggiem gestym na polprostej dodatniej. Stad otrzy-
mujemy inkluzje
(81)  {int L(m) ~ B(ax;) # 0} ~ {int L(w) ~ X—B(xy) # 0} C
CU {o (1) € A( a'f\}r\[w )e B{ay)} .

1>t

Dla xe B(x;) na podstawie lematu 8 zachodzi mkluzm

(82) A(xy) C A(x).

Ze wzorow (69), (82) i rownosei

P({o(tx) € A(x)) ~ {o(t) e B(ap))) = f P (te—ts, @, A7)} p (15, 7y, d)

s

otrzymujemy wzor i

P({o (1) € A(xp)) ~ {w(ts) € B(rp)}) < (f) (tk—f,, x, A(2) pls, g, dr) = 0.

Stagd na podstawie inkluzji (81) otrzymujemy teze lematu.

LEMAT 14. Jezeli U jest otwartym niepustym podzbiorem zbioru B(ay),
to

P({w( t)e B(x;)— | ﬂ {(U(T) no_neU}) =0.
>t
Dowad. Jezeli ye U jest punktem niekrytyeznym, to poniewaz jest
on takze punktem granicznym, wiec na podstawic lematu 7 mamy

lim H(y,t, U) = 0.

t—o00

Stagd na podstawie lematu 4
P(UloMelllw(0)=9y)=1 dla t>0.
T>t

Jezeli punkt y e U jest krytyezny, to ostatnia rownosé zachodzi na podsta-
wie (8).
A zatem dla wszystkich ye U zachodzi réwnosé
(83) P(U{o(T)eU)|w(0) =y) =1 dla yeU, t3=0.
T>t
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Przyjmijmy
(84) E = {2: P(N {«(T)none U}|w(0) = 2) = 0.
T>0 .
Z réwnosei (83) i wzoru
P (N {w(T)none U}w(0) = y) = [P((N{o(T)none T}|w(0) = 2)p(t, y, dz)
T>t I T=o0
dla t>0 i yeU

wynika, Ze
(85) p{t,y, E) =1 dla kazdego t>0 i yeU.

Niech z € B(x;) —R; mamy wéwezas B(z) = B(ay). Z lematu 9 wynika,
ze istnieje cigg vq, ¥, ... gesty w X— A (x), dla ktérego
(86) P(ts; 41, (2)) > 0 dla pewnego 1.

Poniewaz U C B(z) i ciag ¥, ¥, ... jest gesty, wiec istnieje co najmniej
jeden element y; nalezagcy do U. Spelnia on wzory (85) i (86), co implikuje
ze E. UdowodnilisSmy wiec inkluzje

(87) B(z)—R CE.
Z réwnosei

P({w(t)e B(z)—R ~ () {o(T)none U}) =

T>t
= [ P(N{o(T)none U}jw(0) = 2)p(t, 75, dx)
B)-g T=>0
oraz ze wzoréow (84) i (87) wynika teza lematu.
LemAT 15.
P([O # int L(w) C B(a‘,)] ) {B(m,)—intL(w) #* 0]) =0.
Dowéd. Jezeli
int L(w) O B(wy),
to poniewaz L(w) jest zbiorem domknietym, wiec mamy L(w) D B(ay),
a zatem
int L(w) D int B(ay) = B(ay),
co implikuje
B(2;)—int L(w) = 0.
Widzimy stad, ze zachodzi inkluzja
(88) {0 #int L(w) C B(xy)} ~ {B(a;) —int L({w) # 0} C
C U{0 # int L(w) C B(x)— Uy,
k



Wlasnosei graniczne proceséw Markowa 31

gdzie U,, U,, ... jest baza zbioréw otwartych zawartych w B(xy). Z le-
matu 9 wynika, ze punkty niekrytyczne lezg gesto w B(x;). A zatem
wobec wzoru (88) mamy inkluzje

{0 #int L(w) C B(ax;)— Uy} C U{w(t) e B(x) —R} nﬂ{w(f) non e Uy},
¢ =

gdzie ¢ przebiega zbidr przeliczalny gesty na poélprostej dodatniej. Stad
na podstawie lematu 14 otrzymujemy teze lematu.

Dowéd twierdzenia 4. Niech 2, 2,,... bedzie ciggiem (skonczo-
nym albo nieskonczonym) wszystkich punktéw krytyeznych izolowanych
(73 # #; dla © # §). Punkty te spelmiajg réwnosé

(89) int(z;) = (%) (1=1,2,...).
Niech I, Iy, ... bedzie ciggiem utworzonym ze zbioréw

B(wl)7 B('Tz% e 07 (21)’ (22)7

(0 jest zbiorem pustym). Zbiory I, (n = 1, 2, ...) s3 otwarte. S3 one takze
rozlgezne. Istotnie, wobec gestosci w B(xy;) punktéw niekrytycznych (por.
lemat 9), ze wzoru z;e B(x;) wynikaloby, Ze 2, jest punktem skupienia
punktéw niekrytycznych, a wiec ze nie jest punktem izolowanym.

Jezeli int L{w) ~ B(a;) # 0 dla pewnego j, to na podstawie lematéw
13 i 15 mamy z prawdopodobienstwem 1 réwnosé

int L(w) = B(xy).
Jezeli natomiast int L(w) ~ U B(x) = 0, to z lematu 11 wynika, Ze z praw-
dopodobienstwem 1 zachod;i inkluzja
int L(w) C R,

Stad na podstawie lematu 12 int L(w) jest zbiorem co najwyze] jednopunk-
towym z prawdopodobienstwem 1. Jezeli

int L(w) = (2),

to x jest punktem krytycznym izolowanym, a wiee r = 2, Przy pewnym k.
Udowodniliémy zatem, ze z prawdopodobienstwem 1 zachodzi alterna-
tywa

int L(w) = I'y albo I, albo .

Twierdzenie 4 jest wigc udowodnione.

II.1. Wyladowania elektryczne w gazach mozna w pierwszym przy-
blizeniu uwazaé¢ za kaskade stochastyczng zlozong z elektronéw. Gdy ilosé
elektronéw w kaskadzie jest bardzo duza, obserwuje si¢ nowe jakodciowo
zjawiska fizyczne (np. hamowanie). Fizykéw interesuje prawdopodobien-
stwo pojawiania si¢ zjawisk wtoérnych. Niech na przyklad n, bedzie dla
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zjawiska A krytyczng ilo$cig elektronow w kaskadzie, to znaczy, ze m

clektronéw wywoluje zjawisko A4, gdy m > n, i nie wywoluje go, gdy

m < ng. Wowezas prawdopodobienstwo P(supw(t) < fno) jest prawdopo-
o<t

dobienstwem tego, ze wyladowaniu w gazie nie bedzie towarzyszyé zja-
wisko A.
Z rezultatow poprzedniego rozdzialu otrzymuje sie¢ metode obliczania
dystrybuanty zmiennej losowej sup w(t) dla proceséw kaskadowych i ogdl-
ot
nie dla proceséw Markowa przybierajgeych warto§ei z przestrzeni dyskret-

nej.

II.2. Rozpatrzmy proces Markowa, ktérego realizacje przybierajy
wartodei 0, 1, 2, ..., to znaczy dla ktorego przestrzen X sklada si¢ z liczb
calkowitych nicujemnych. Nicch 1, 1,, ... bedzie ciggiem gestym na pol-
prostej dodatniej. Ze schodkowosei funkeji wynika réwnosé '

supw(t) <z} = ﬁ {o(ty) <z,
ot =1

a wi¢e supw(t) jest zmienng losowy (funkejg mierzalng).
o<t

Pomocniczo bedziemy rozpatrywali proces Markowa o takich samych
prawdopodobienstwach przejscia, ktérego realizacje przybieraja w zerze
warto$é » (a zatem dla tego procesu r, = n). Niech '™, I'f", ... bedzie
ciggiem zbioréw granicznych prawie wszystkich realizacji tego procesu
(por. twierdzenie 4). Symbolem M{® oznaczmy sume wszystkich zbioréw
'™ zawierajacych co najmnicj jedng liezbe wickszy Tub réwng k. Symbo-
lem F, oznaczmy dystrybuante warunkowsg:

(90) Fo(k) = P(supow(t) < klo(0) = ).
o<t
Metode znajdowania dystrybuant F,,, gdy dane sg intensywnodei i praw-
dopodobienstwa przejscia procesu, daje nastepujgce
TWIERDZENIE b. Dystrybuanty F, spelniajq nastepujqcy uklad row-
nan lintowych: '

Fak)+ ' F(k) A (k) = Bu(k),

reR}c")
dze
g R{? = {m: mnone MY, m < k),
00
ADK) = [ D alPa)dt, Bu(k)=1lim D' Pi().
0 snonng") Eroo seRL")

(Dowdd tego twierdzenia jest podany w ustepie II.4.)



Wlasnosici graniczne proceséw Markowa 33

IL.3. PRzYKEADY. a. Proces kaskadowy. Z przykladu z ustepu

1.5 widzimy, ze dla procesu kaskadowego zbiér M jest pusty dla

k=1,2,...idowolnych n, a zatem zbiér R{ sklada sie z liczb 0,1, 2,
., k—1, gdy k¥ # 0. Mamy wiec na mocy (16) dla &k #* 0 wzoér

40w = [ [ 3 api]at
onaP(t) t

a=k 0 dla r<k-—1.

ka} [ Pry@t  dla  r=1k—1,
0

Liczby naturalne nie 83 punktami granicznymi procesu, a zatem mamy
réwnogé

(91) 1imPL‘(z) =0 (k=1,2,...).
00

Z réwnosei (16) 1 (17) wynika

(92) Pty = (P(t))".

Funkeja P)(t) na mocy réwnania (17) (przy & = 0, n = 1) jest funkcja
niemalejacg, a wige ma granice w nieskonezonosci. Przyjmujac oznaczenie

(93) : Q = lim PY(1)
i
otrzymujemy ze wzoréw (91) i (92) nastepujacy:
k1
Ba(k) =1lim D' Py(t) = @™ (k >1).
t>o0 50

Dla procesu kaskadowego teza twierdzenia 5 przybiera wiee postaé

=

(94) Fo(k)+Fe_r(k)kay [ Prt)dt = Q" (k >1).
0

Przyjmujgce w tym réwnaniu n = k—1 wyznaczamy F,_,(k) i wstawiajgc
otrzymang warto$§é do réwnania (94) przy dowolnym n mamy
o0
kaQ " [ Pr(t)dt
(95) Fo(k) = Q" :

1+a’) [ Pi_y(t)dt
0

Calkujae réwnania (17) wzgledem ¢ od 0 do oo otrzymujemy

a [ Prt)dt = ¢, '
(96) ’
—(m— 1)a1me“ )dt -+ Z sa? fP:(t Yt = 6™ (m=2,..., k).
s;em -1

Rozprawy Matematyczne XIII 3
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Z réwnan tych wyznaczymy catki

[ Ffitya.
0
Wyznacznik D, ukladu (96) jest postaci
a3 0 0 e 0
—a; 2a] 0 .. 0
D= o —2' 3¢ .. 0]=*kNa)"
a¥-1 2qk-% 3gk-2 kal

Zastepujgce w tym wyznaezniku k-tg kolumne kolumng wyrazéw wol-
nych ukladu (96) otrzymujemy wyznacznik D{. Droga prostych rachun-
kow stwierdzamy, ze zachodzi rownosé

LY = (k—1)1[(=1/""'Q" Ay H(—1)""(ad) Ma_r 1),

gdzie
—a) al 0 0
ai —a @
(97) 4=\ @ a3 —al . 0 dla. = =1,
& oayt et L. al
(98) Ado=1, 4,=0 dla n<0O.
Stad otrzymujemy réwnodé (przy mi = 0)
oy 1
[ PEtyat = ——7 [(— 1)@ Ay +(— 1 (ad) A ).

. k-(a})*

Wstawiajae otrzymane wyrazenie do wzoru (95) dostajemy
(99) Fo(k) = (—1)"(0)" Agsn_1/dx_1, gdy a1 #0.

(Wzér ten otrzymal takze W. M. Zolotariew [12].)
W przypadku procesu Fellera, w ktérym czastki rozpadajg si¢ tylko na
dwie czedci, intensywnosci 83 okreslone wzorem

ad=9y>0, ai=9p>0, af=0 dla k=>3.



Wlasnosci graniczne proceséw Markowa 1

Zachodzi wowezas latwa do sprawdzenia (np. przez indukcje) rownosé
A _{(‘1)"(?““—7;"’“)/(?—77), gdy y #n,
B U Vi D P gy y =1
Wstawiajae te wartodei do wzoru (99) otrzymujemy dla procesu Fellera:
k) — {(a"—a")/(l—a"), gdy a=yjn#1,
" (k—n)/k, gdy vy =n,

dla k>n

b. Proces reakecji wybuchowych. Z przykladu c¢ ustepu 1.4 wi-
dzimy, ze dla tego procesu M{". jest zbiorem pustym dla k¥ =1,2,...,
a zatem zbiér R{™ sklada sie z liczb 0, 1, 2, ..., k—1. Uwzgledniajac wzory
na intensywnofci procesu reakeji wybuchowych uzyskujemy dla ¥ > 1
wzlr

.- B Pitydt, gdy r=20
ADE) = f Ek ’ ’

0, gdy r>0.
Ze wzoru (24) otrzymujemy dla wszystkich n
k-1
Byk) =1lim Y Pty =1 (k=1
o g7y

Z réwnan (22) i (23) wynika PE(t) = 0, gdy k > 0, co implikuje A (k) = 0
dla kazdego r i k. Stad na podstawie twierdzenia 5 otrzymujemy

Fok)=1 dla k>1,

(100) F,(k) = 1—ﬂf ZP,’;(t)dt (n>0,Lk>=1).
0 8=k
Z réwnan (22) i (23) wynika
(101) Poty=0 dla s=1,2,...,a~1.
Uwzgledniajae to, z ré6wnania (23) otrzymujemy
d

—_pn — n

7 n (1) (B+PBn) Palt),

skad Pr(t) = exp(—(8+Pa)1), gdyz Pp(0) = 1. Z réwnania (23) dostajemy
dla s #n

o0

(B+8s) [ Paltyat = po_y [ Pyt
0

0
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Stad, dla s > n, wynika réwnogé

(102) [ Bawdt = [ (Busil(B+Busssd)) [ Patt) dt =
8—n-—1
= (B+6u) 7" [ (Busil(B+Barisa))

Ze wzoréw (100), (101) i (102) wynika dla & > n

oo S§-n-1

Fok) = 1—(8/(8+8) D) || (8nsrl(B+Bnsisd)).

8=k j=0
II.4. Rozpatrzmy proces Markowa o przestrzeni zlozonej z liczb
calkowitych nieujemnych (ze zwykly dyskretng topologia). Przyjmijmy

(103) Cu(B,1) = P( M {w(s)eB)|w(0) = n).

ot

Jezeli X — B jest zbiorem zwartym (czyli skoriczonym), to ng mocy wniosku
z lematu 3 i wzoréw okreslajacych funkcje g przez intensywnosé af, otrzy-
mujemy réwnanie

(104)  Co(B,t) = D Pay— > M jc (B, t— U)alP%(u)du.
seB reB gnoneB 0

Pokazemy teraz, ze rownanie (104) zachodzi takze dla zbioréw B skoriczo-
nych.

Niech {B,} bedzic zstepujgeym ciagiem zbioréw o dopelnieniach skon-
czonych, zbieznym do zbioru skonczonego B. Dla kazdego zbioru B,
spelnione jest rownanie (104). Z definicji (103) wynika bezposrednio nie-
réwnosé

(105) Cr(B,t) < Cp(Bg,t) < Cp(Bp,t) dla  k =m.
Stad i z réwnania (104) otrzymujemy nieréwnogé
CalBry t) < ) Po()— D) 2 fc w)al Pi(u) du.
8¢ By, 7¢B snoneBy 0
Gdy k — oo, wynika stad m‘eréwnoéé
CaB, ) < D Paty— Y N fo(B t—w)alES(w)du  (m =1,2,...).
seB reB snone By, 0
Wobee dowolnosci m nieréwnosé ta implikuje nastepujgca:

¢
(106)  Ca(B,0)< D Fit)— D' D) [CAB,t—u)a[Fi(u)du.

seB réeB gnoneB 0
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Z nieréwnosei (105) i réwnania (104) otrzymujemy takze nierdwnosé
dla m > k:

CalBm, 1) = Y] Pilt)—

SeBy,

t
- 2 2 fCr(Bln t_u)a;sz(u)du_

rﬁBﬂl, 8 noneRy, 0

! .
o Z Z fCr(Bk, t—u)alPs (u)du =
0

reB;, seBy,—B
t
= Y Pit)— 3 N [ Co(Byy t—u)|af| Py () du.
8eB,, ?¢By, snoneB 0
Gdy m — oo, uzyskujemy stad nieréwnosé
(107)  Cu(B,t) =
¢
=W ACEDY Y [CiBy, t—waiFyi)du  dla k=1,2,...
seB r¢B snoneB 0
Ze skonczonosci zbioru B wynika ograniczonosé
t
2 2 fa;P;(u)du gZa«:t < K < oo,
7¢eB gsnoneB 0 reB

Stad i ze wzoru (107), na mocy twierdzenie Lebesgue’a o przejsciu gra-
nicznym pod znakiem catki otrzymujemy nieréwnosé

t
Cu(B, 1) = D Fat)— Y Y [C (B, t—u)a;Py(w)du,
seB TeB snoneéB 0

ktora razem z nieréwnodeig (106) daje wzér (104) dla zbioru skonczo-
nego B.

LEMAT 16. Jeseli meX—A(n), to
Fulk) = P(N{et) <k}~ M {o(T)none MP}w(0) = m).
[>11] I>=0
Dowdéd. Przypusémy, ze
(108) MP =TI orPo...

(oznaczenia jak na str.32). Z definicji zbioru M{" wynika, ze skladnik
I i‘:‘) zawiera co najmniej jeden element n, spelniajacy nieréwnosé

(109) n=k (r=1,2,..).
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Z definicji zbioréw I'f? otrzymujemy inkluzje
(110) rCB(n,) (r=1,2,...)

(por. dowéd twierdzenia 4). Przyjmijmy
(111) U, = {s:seB(n,),s #0,1,...,k—1}.

Z wzoréw (109) i (110) wynika, ze zbiory U, sg nicpuste. Wobec tego
na podstawie lematu 14 otrzymujemy dla kazdego ¢ i r:

(112) P({w(t)e B(n,)) ~ M |o(T)none U,}|w(0) = n) = 0.
T>t
Z zalozenia m e X — A (m) 1 dyskretnosei przestrzeni X wynika, ze dla pew-
nego t, jest Fy'(f;) > 0. Stad i z nier6wnosci
P({w(t+t) e B(n }ﬁ [w ynone U,}|w(0) = n) >

> P(lw(t)eB(fn,.)} ATQ [w(T)none U,}iw(0) = m)Pyity)

na mocy wzoru (112) otrzymujemy réwnosé

(113) P({w(t)e B(n,)) nT(Dt[w(T) non e U, }jw(0) = m) = 0

dla kazdego t >0 i meX —A(n).

Ze schodkowosci realizacji proeesu i wzorow (108), (109), (110),
(111) uzyskujemy inkluzje

N{eo@) <k}~U{o(T)eMP?) C

>0 T>0

C U U{ru Ye B(n, ]f\ { (T)noneU,.],

T>t;

gdzie t,,1,,... jest ciggiem gestym na pélprostej dodatniej. Stad wobec
wzoru (113) otrzymujemy roéwnosé '

P(m[w (1) < k}r\U{w ye M |w(0) =m) =0 dla meX—A(n),

ktora wraz z definicjg (90) daje teze lematu.

LEMAT 17. Jezeli r jest punkiem granicznym procesu, czyli jeiels

re\JI'f oraz rnoneM{, to
i

F,(k) = 1.

Dow6d. Z zalozenia lematu wynika, ze r nalezy do pewnego zbioru
ry, zlozonego z liczb mniejszych od k:

(114) m<k da melD.
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Dowodzge nie wprost, przypuéémy, ze zachodzi nieréwnoéé F,(k) < 1.
Z niej i z definicji (90) otrzymujemy

P(Tgo{w(T) > k}jw(0) =7) >0,

a zatem wobec schodkowosdci realizacji w jest

(115) wo{ty) > 0  dla pewnego {,,
gdzie

(116) me > k.

Z tego widzimy, ze

(117) moeX—A(r).

Przestrzenn X jest dyskretna, a zatem ze wzoru (117) na mocy lematu 9
wnioskujemy, ze reX—A(m,y), co w polaczeniu z (117) implikuje niekry-
tycznosé punktéw r i my. Z zalozenia punkt r jest punktem granicznym
rozpatrywanego procesu, a wi¢c na mocy twierdzenia 2 mamy

f Pr(t)dt = oco.
0
Stad i ze wzoru (115) na mocy nieréwnosci Py (t+1,) = P;'(t,) Fy(t) mamy
[ Pyt = oo,
0

a wi¢e na mocy twierdzenia 2 punkt m, jest punktem granicznym rozpa-
trywanego procesu. Na mocy definicji zbioréow 1}‘") mamy zatem mye B(r) =
= F{:’, skagd na podstawie wzoru (114) otrzymujemy my, < k, co jest
sprzeczne z (116). Lemat jest wiec udowodniony.

Dowéd twierdzenia 5. Przyjmijmy
R = {m: mnoneM{", m < k}.
Z lematu 16 otrzymujemy woéwczas, na mocy wzoru (103),

(118) F (k) = im C,(R{™,t) dla reX—A(n).

t—>o00

Zbiér R{" jest skorczony, a wiec spelnia réwnanie (104):

(119)  Co(R[Y,t) =

¢ .
= D mt— D Y [ORP, t—w)a Pu)au.

seRSCn) reR}‘n) snone R;;"') 0
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Pokazemy teraz, ze dla kazdego re F{™ zachodzi mirréwno$é
¢
(120) AP, ) =[] D aiFaw]du<k<oco dla kazdego ¢>0.

snone I?Ln)

Jezeli r nie jest punktem granicznym procesn (pomocniczego, czyli
z warunkiem w(0) = n), to na mocy twierdzenia 2

(121) fP;(u)du < oo.

Z réownan Kolmogorowa (14) uzyskujemy nier6wnosé

ag Po(u) < ap Pp(u)-+d Pr(u)/du,
snoneR;‘n)

ktéra wobec wzoru (121) dowodzi nieréwnosci (120) dla punktéw » niegra-
nicznych.

Przypuéémy teraz, ze re E{") oraz ze r jest punktem granicznym (a wiec
w szezegolnosei r e X — A (n)). Ze wzoréw (118),(103) i lematu 7 otrzymujemy
tc zsamosé C,(h{),t) =1 dla r granicznych. Z niej i z réwnania (119)
wynika nieréwno$é (120) dla punktdéw r granicznych. UdowodniliSmy
zatem nieréwnogé (120). Z niej i z réwnania (119) uzyskujemy przy ¢t — oo

HmC, (B, 1) =lim ¥ Pyt)y— D limCy(EP, 1) AD(k, 1).

t>o0 {00 selRl™ reR(M oo

Stad, wobec wzoru (118) i uwagi, ze dla reAd(n) jest

Ag)(ky t) =0,
wynika twierdzenie.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK



Bibliografia

[1] H.A. IMmurpe u A. H. Hoamoropos, Bemeswyueca cayvaiinve npo-
yeccwr, Hoknagm Axagemun Hayx CCCP 56 (1) (1947), str. 7-10.

(2] J. L. Doob, Markoff chains — denumerable case, Trans. Am. Math. Soc.
58 (1945), str. 455-473.

[3] — Stochastic processes, New York-London 1953.

[4] — Topics in the theory of Markoff chains, Trans. Am. Math. Soc. 52 (1942),
str. 37-64.

[6] W. Feller, An introduction to probability theory and its applications, New
York 1950.

[6] — On the theory of stochastic processes, with particular reference fo applica-
tions, Proc. Berkeley Symp. Math. Statistics and Probability (1949), str. 403-432.

[7] P. R. Halmos, Measure theory, New York 1950.

[8] A.H. Koamoropos, K eonpocy o dugepenyupyemocmu nepexodnur ee-
poamuocmels 8 0dnopodHuz no epemenu npoyeccar Mapkosa co cuemHBM YUCAOM CO-
emoanuti, YvyeHole 3anmucku. MockoBckuit Opp. Jlenuna Ioc. Yeus. um. M. B. Jlo-
MoHocona, 148 (1951), str. 53-59.

[9] C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa-Wroclaw 1948.

[10] P. Lévy, Systémes markoviens et sltationnaires. Cas dénombrable, Ann.
Ec. Norm. Sup. 68 (1951), str. 327-381.

(117 K. Urbanik, ILimit properties of homogencous Markoff processes with
a denumerable sct of states, Bull. de I’Acad. Polon. des Sciences, Cl. I1I, 2 (1954), str.
371-373.

[12] B.M. BonorapeBn, 06 odnoii 2adave ua meopuu €emEAUUICA CAYYAUHUT
npoyeccos, Ycrmexu mareMmar. sayk 9,2 (1954), str. 147-156.



INPEJIEJBHBIE CBONCTBA MAPKOBCKHX IPOI[ECCOB

K. VPEAHUK
. PESIOME

B craree paccMaTpWBAIOTCA OXHOPOJAHBIE MAPKOBCKME CIYy4aiHLIE TPOLECCH
(2, Bg, P) ypmoBierBOpAIOIAE CIEAYIOUUM YCIOBHAM:

1. IIpocTpancreo {2 peaamsauuit npomecca COCTOMUT M3 CKAUKOOOPasHHMX QyHK-
Uuit o ompexen€nHbLIX XAA t>> 0, NPUHMMAKIIHX 3HAYEHMA M3 HEKOTOPOrO0 MeTpHue-

CKOro, cenapabeablioro, I0Kai1bHO KOMIAKTHOro mMuokecrsa X u Taxkux 4ro: w(0) =
= Tg.

2. Bo — HaMMEHBLICE ¢ - TEI0, NOPOIKACHHOE MHOMECTBAMM BUJA
AU, = {w: w(t)e U},
rae U — NpOM3BOIBHOE OTKPHITOE NOAMHOMecTBO X.

3. UnreHcupnoctu q(x) u g(x, A), onpexeicuusle gopmynamu

l—P(t' z, (w))

g(x) = lim ,
-0+ t
t,x, A
gz, A) = lim M pusa Gopenesckux A CX—(z),
>0+ t
rae p(t,z, A) — BepoATHOCThL Mepexofa u3 £ B A B Teuenue BpeMeHHU f, CYThb He-

npepeiBHLEe QYHKUMM nepeMeHHo#t x. VHrencuBrnocTh ¢(x, 4) npnm PUKCHpPOBZHHOM 7,
ABJACTCA KOHCYHON o-Mepod 1a GOpeJeBCKIX MOJMHOMKECTBAX MuoOMmecrBa X — (z).

ITponeccw (2, Bo, P>, yAOBIETROPAIOIINE BBIICIICPEYUCICHHBM YCIOBHAM, Ha-
3BIBATCH KpaTKoO Mapnoacnu.uu npaueccamu.

Touxa x e X HA3LIBAETCH Kpumuueckoii moukoii mapkogckozo npoyecca, €CIH KIA
ncAxoro t = 0

'p(ta x, (:L‘)) =1.
Touka z €% naspiBaeTca npedeavkoli moukoli MAPKOBCKOTO Npoliecca, €CIM LA
ﬂ[)OHBBOJIbHOﬁ OIPeCTHOCTH U Toyku & umMeeT MeCTO IlepapeHcTBO
lim P(|_J {o: o(T)e U}) > 0.
t—o0 >t

CJIEI()’IOILI&H TeopeMa XapaKTepH3IyeT HEHPUTUYECCKHUE TNepegesbllibié TOYKH JIpO-
uecca npm nOMOUH BGpOHTHOCTen nepexojya:

Hexpumuueckas moura €% moeda u moavko mozda seasemcs npedeavbnoti mowu-

Kol MapKosckozo npoyecca, Kozda 048 npoussoasmoii okpecmuocrnu U mouwku x cnpase-
daugo pasencmso

(*) p(t, g, U)dt = oo.
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ITpu smom mioscecmso HenpedeabHblZ U KPUMUMECKUT MOYUEK, onpecmuocmu Komopwzr

yBoeaemeoparom (*), samkrymo u Huzde He NAOMHO.
oo

Jerko mposeputs, uTo [ p(t, Tg, U)dt ecTh cpegHee BpeMA MpeGHBaHuUA Npolec-
0

ca B okpecrHoctu U.
Haa auckperdnx mpocrpaictB X umeer mecto Goaee CuAbNIaA Teopema:

Ecau X — Oduckpemmoe npocmpancmeo, mo mouxa xeX mozda u moavko mozda-
neasemcs npedeavroii moukoi MapKoéckozo npoyecca, kKozda

f P(t, Tg, (13)) =
0

MHoxecTBO

L(w) = ﬂU{w o(T) = =}

>0 T

1Ha3LIBACTCH npedeabMblM MHoxucecmeom peasuzayuii o. Ecin X koMnakrsoe Muome-

¢TBO, T0 paneHcTBO L{w) = (y) paBHocumasHo papeHctsy lim w(t) = y. JokasusaioT-
t—soo
CA CIeRYIOIME TEO PEMBL:

1. I pedeavroe muoorcecmso L (w) daa nowmu ecex we 2 cocmoum u3z npedeavublr
mouer npoyecca.

2. Cywyecmeyem nocaedosamesshocms I'y, I's, ... Henepeceraowuzcia OMEpLIMbLT
MHOJICECTNE MAKUT, 4mo 0af nowmu ecex w € £ cnpagedaueo pasercmeo

int L(w) = 1IN uau Iy, uau

(int A — MHO03eCTBO BHYTPeHHEX TOUEK MHOKecTBa A).

B cratee pgaloTCA UPHMMeHeHMA H3NOMKEHHIX TeopeM. B uwacrmocrn, korga X —
MHOHECTBO LeJbIX HEeOTPULATENIBHBIX 4YMcCed {(C JAUCKpeTHOH Tomoaormeit), yCJIOBHEIE
PYRKOUM pacmpemereHnsn

Fp(k) = P(sup o (t) < klo(0) = n)

ot

YAOBIETBOPAT CHCTCMC NUHCHHHIX YpaBHeHMii

Fuok)+ D Fek)AD(k) = By(k) (n,k=1,2,..),

TeRsc""
rae
R}:’) = {m: mnone M}:‘), m <k},
A;(k) = f ( 2 q(s, r)p(t, n, (s))) dt,
snone R ")
Bp(k) = lim p(t, n, R{M)
t—>co
" M;cn) — coepuienue Bcex MHoMects Iy, I, ... (¢cM. Teop. 2) mpouecca ¢ Hayaib-

HHM YCIOBHEM Zp = 7, COLCPIKAINX IO Kpakmel Mepe ofguo 4mcao == k. Ucmoawsyn

3ToT peaynbrar MOMHO B HOROTO[)HX cnyqaﬂx BRIYNCIUTH @yHHuHH pacnpeneneunﬂ
Fu(k).



LIMIT PROPERTIES OF MARKOFF PROCESSES

K. URBANIK

SUMMARY
There are considered in this paper homogeneous stochastic processes (2, Bg, P>
satisfying the conditions:

I. The space 2 of the realizations of the process consists of step funections o
defined for ¢ > 0 and taking on values from a separable locally compact metric

space X, morcover, we suppose that the functions of 2 have a fixed value at zero:
w(0) = z,.

2. Bg is the smallest o-field spanned upon the sets of form
A(U,t) = {w: w(t)e U}
where U is an arbitrary open set of %.
3. The intensities ¢(x) and q(x, A) defined as

1-p(t, =, (x))

g(z) = lim ,
-0+ !
t,z, A
q(z, 4) = lim pit. 2 —) for Borel sets A c X—(x),
04

where p(t, z, 4) is the transition probability from » to A in the time ¢, are conti-
nuous functions of xeX. For fixed x, the inteneity ¢(z, A) is a finite s-measure on
Borel subsets of X —(x).

The processes {2, Bg, P> satisfying these conditions are called shortly the
Markoff processes.

The point z¢% is called critical for the Markoff process if for every t = 0
p(t, z, (x) = 1.

The point z e % is called limit-point of the Markoff process if for every neighbour-
hood U of »

limP(|J {o: ©(T)e U) > O.
AP e eel) >

The following theorem characterizes the non-critical limit-points of the process,
by means of the transition probabilities:

The non-critical point xeX is a limil point of the Markoff process if and only
if for every meighbourhood U of x

o0
(») fp(t,:co. U)dt = oo.
0
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Moreover, the set of critioal non-limil-points satisfying (x) for every of its neighbourhoods
U is closed and non-dense.

o
It is casily seen that the integral fp(t, zg, U)dt is equal to the mean time of
0

remaining of the process in the neighbourhood U.
The foregoing theorem may be strengthened for discrete spaces X:

Let the space X be discrete. Then the point xeX is a limit point of the Markoff
process if and only if

o 0
[ p(t, =0, (x))dt = oo.
0 .

The set

= N [z: @(T) = =z}

=0 T>t

is called the limit-set of the realizaiion w. If the space X is compact, then L(w) =
= [y} if and only if lim w(f) = y. The following theorems describe the properties
t—>o00

of limit-sets of realizations of Markoff processes. )

1. For almost all we 2 the limit set L(w) consisis of limit-points of the process.

2. There exists a sequence I'y, I'y, ... of disjoint open sets such that for almost
any we 2

intL(w)=1I7 or Iy, or

(int A denotes the interior of the set A).

In the paper some applications of the general theorems are given. In particu-
lar if % is the space of positive integers (with the discrete topology), then the con-
ditional distribution functions

Fn(k) = P(supo(t) < klw(0) = n)

o<t

satisfy the system of linear equations

Fu(k)+ ) F (k) AD(E) = B (k) (2, k =0,1,...)
TER(n')

where
R = {m:mnone MM, m < k},

ADmE = [ Y q(s, M)p(t, n, (8)))de,
0 snoneR}c”)
(k) = lim p(t, n, B{M)
)

and ML"‘) stands for the sum of all the sets I, I's, ... (see th. 2) of the process satis-

fying the initial condition #y = » and containing at least one number non-less than
k. This result enables us to determine in many cases the distribution functions Fj(k).
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