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Introduction

En 1959 Andrzej Granas a proposé une méthode nouvelle pour le
traitement des problémes non linéaires, basée sur les notions provenant de la
théorie d’homotopie (voir A. Granas [1], J. Dugundji et A. Granas [1]). Par la
suite, cette méthode a rendu des services analogues pour d’autres classes
d’opérateurs que les opérateurs compacts; et a été appliquéé a des espaces plus
généraux (voir Granas [5], Furi, Martelli et Vignoli [1], Volkmann [1]). Le but
de ce travail est de préciser et de compléter certains aspects de cette méthode et
de montrer comment on peut réduire au cas classique plusieurs généalisations
de la théorie de Leray—Schauder.

Les résultats principaux de ce travail peuvent étre résumeés comme Ssuit:

Soient E et F deux espaces de Banach, L: E — F un opérateur de Fredholm
d’indice zéro [Chapitre IV, §1]. Dans la suite on considére aussi d’autres cas,
ou L est par exemple un opérateur de Fredholm généralisé au sens de Mawhin
(voir Gaines et Mawhin [1]) [Chapitre IV, §3] ou bien un opérateur
semi-fredholmien [Chapitre IV, §4]. On désigne par CR(L) un sous-ensemble
non vide de J'(E, F) défini par CR(L) = {Ae A (E, F) | L+ A est bijectif}.

Soit 4 une mesure de non compacité définie sur E x R de fagon axiomatique
[Chapitre I, §2], [Chapitre V, §1], ou bien par exemple la mesure de non
compacité de Kuratowski qu’on note a.

Soit X < E x R un sous-ensemble borné. Si Y < E est borné et G est une
application continue de X dans Y, on dit que:

(i) G est une application de Darbo si u(G(A)) < k-u(A) pour chaque
Ac X, on 0<k< .

(i) G est condensante si u(G(A4)) < u(4) pour chaque A = X avec
u(A4) > 0 [Chapitre I, §3].

Notons par X la classe des applications compactes, par 2 la classe des
applications de Darbo et par ¢ la classe des applications condensantes. Etant
donnée une des classes & d’applications définies ci-dessus, on introduit la
classe o/, de la fagon suivante

i) F: X—>You X est borné¢ et Yc F;

Fed, = {ii) (L+A) 'oFe o pour un certain 4eCR(L).
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Notons les inclusions suivantes:
(1) HcDc¥ e H, 9D cE,.
Etant donné un couple fermé (X, A) dans E avec A # @, on pose
(X, A)={F X>F | () Fe, et (ii) Lx # F(x) Vxe A}.

On dit que deux applications F, G e/, (X, A) sont homotopes dans &/ (X, A)
il existe une application H: X x[0. 1]>F telle que (i) He.o/,: (ii)
Lx # H(x.t) pour tous te[0, 1], xe A; (ili) H(x, 0) = F(x), H(x, 1) = G(x)
pour tout x& X. La relation d’homotopie dans .« (X, A) est une relation
d’équigalence et on désigne par &/, [X, A] 'ensemble des classes d’homotopie
correspondantes; si Fe.of,(X, A) nous notons par [F] la classe d’homotopie
dans &/;[X, A] qui contient F. [Chapitre II, §1], [Chapitre IV, §2].

On dit qu'une application F € &, (X, A) est L-universelle dans o/ (X, A) si
pour tout G e/ (X, A) satisfaisant F|, = G|, il existe un x,e X tel que
Lx, = G(x,) (dans le cas ou L = I: E—E, F est dite essentielle dans o/ (X, A)).

On dit qu'une classe d’applications .« satisfait la propriété de Leray-
Schauder. si pour tout couple fermé (X. A) = E avec A # @ la condition

(%) F et G sont homotopes dans «,(X, A);
entraine

(**) F est L-universelle dans o/, (X, A) si et seulement si G est L-universelle
dans o, (X, A).

Nous sommes maintenant en mesure d’annoncer notre premier résultat
principal [Prop.IV.1.3, Prop.IV.3.1, CorollV.3.3, Prop.IV.4.1, Corol.IV.44].

THEOREME 1.

() Chacune des classes X |, 9, € satisfait la propriété de Leray—Schauder;

(i) Pour tout couple fermé (X, A) = E avec A # @, dans le diagramme
suivant

AL [X, A1-D,[X, A1~ %,[X, A]

toutes les fléches (induites par les inclusions évidentes) représentent des fonctions
bijectives qui appliquent les classes L-universelles sur les classes L-universelles.

Dans le cas spécial L =1I: E—»E on peut élargir le résultat précédent.
Supposons que C est un convexe fermé dans E. Etant donné un couple fermé
(X, A) c C avec A # @ et une classe o/ d’applications #", 2 ou %, on pose

AX, A)={F X>C | (i) Feo; (ii) x # F(x) VxeA}.

De fa¢on analogue on introduit la relation d’homotopie dans .« (X, A) et
on désigne par /[ X, A] I'ensemble de classes d’homotopie correspondantes; si
Fe.o/(X, A), on désigne par [F] la classe d’homotopie qui contient F. On
deéfinit la notion d’application essentielle dans ./ (X, A).
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THEOREME 2.
(1) Chucune des classes K, L2 et 6 sdtisfuit lu propricté de Leray- Schuuder;
(i) Pour tout couple fermé (X, A) = C avec A # O dans le diagramme

A[X, A]-2[X, A]-¥[X, 4]

toutes les fleches (induites par les inclusions évidentes) représentent des functions
bijectives qui appliquent les classes essentielles sur les classes essentielles.
[Th.ll.1.1, Th.lL2.4, Th.ll.3.1, Corol11.3.2].

Soit & la classe d’applications A", 2 ou % et (X, A) un couple fermé dans
E avec A # 0. Etant donné BeCR(L), définissons une fonction ©F de
&, [X, A] dans &/[X, A] en posant @} ([F]) = [(L+B) 'oG] pour tout
[Fle.«, [X. A).

THEOREME 3. Soit (X, A)e E un couple fermé quelconque tel que A #* O.
Alors:

(i) La fonction OF: o/, [X, A]—»o/[X, A] définie ci-dessus est bijective,

(i) @F applique les classes L-universelles sur les classes essentielles.
[Chapitre 1V. §1].

En s’aidant des ‘théorémes 1, 2 et 3 on peut réduire au cas classique
(o = ) plusieurs extensions des théorémes de point fixe pour les classes
d’applications o # 4. Par exemple, les théorémes de Darbo et de Sadovskii
sont une conséquence immeédiate et directe du théoréme de Schauder,
[Chapitre I1I, Chapitre IV]. En utilisant les théorémes 1 et 3 on raméne au cas
classique les extensions de la théorie du degré topologique de Leray—Schauder
[Appendice Al].

Nous voulons indiquer que certains résultats présentés dans ce travail ont
été déja annoncé dans Geba, Granas, Kaczynski et Krawcewicz [1].

La matriére de cet article est incluse dans la thése de doctorat de I'auteur
a I'Université de Montréal. Je tiens a exprimer ma gratitude a mon directeur de
recherche, le professeur A. Granas, pour l'aide précieuse et le soutien qu’il m'a
apportés, pour ses conseils judicieux et pour sa collaboration pendant la
préparation de ce travail. Je remercie également le professeur K. Geba et mon
collégue T. Kaczynski pour plusieurs discussions fructueuses et les remarques
critiques.

Chapitre 1
Preliminaires
Dans ce chapitre on rappelle la définition d’'une mesure de non compacité

abstraite u: 4 —[0, c0] ou 4 est la classe des sous-ensembles bornés dans
E**" = ExR"n=0,1,2,...,et on étudie ses propriétés fondamentales. Dans
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la suite, on définit les classe des applications u-lipschitziennes, des applications
de Darbo (notée 9) et des applications condensantes (notée %), par rapport
a une mesure de non compacité abstraite u. (La classe des applications
complétement continues est notée ). Les propriétés principales de ces
applications sont énumérées dans Prop. (L.3.1) et le Th. (1.3.2).

§1. Notations

Dans ce travail nous considérons des espaces de Banach, dénotés par les
lettres E, F,..., et nous dénotons par E**", n=0, 1,..., I'espace de Banach
ExR" muni de la norme |/(x, p)| = max{|x|, [|p|}, ou x€E, peR" La
projection standard de E®*" sur E, définie par (x, p)-+x, est notée =. Dans le
cas n =0, n étant l'application identité, elle est notée I.

Les notations suivantes sont utilisées dans la suite:

L(E, F) — l'espace des opérateurs linéaires continus de E dans F;

L(E) = L(E, E);

A (E, F) — l'espace des opérateurs linéaires complétement continus de
E dans F;

A (E) = X (E, E),

L.(E) — le sous-espace de L(E) des opérateurs de la forme I+ K, ou
K e X (E),

Iso(E, F) — le sous-ensemble de L(E, F) des isomorphismes linéaires;

GL(E) = Iso(E, E);

GL,(E) = GL(E)n L,(E);

@, (E, F) — l'espace des opérateurs de Fredholm d’indice k;

P, (E) = 9,(E, E);

®(E) — l'espace des opérateurs de Fredholm;

Pr(E) — l'espace des projections linéaires continues dans E.

Soient A, X deux sous-ensembles de E®*" tels que 4 = X. On dit que
(X, A) est un couple dans E®*". Si X est borné, (X, A) est dit couple borné et si
X et A sont fermeés dans E**" on dit qu'il est fermé.

Soient X, Y< E®*" deux ensembles bornés. Définissons:

Conv(X) — lenveloppe convexe de I’ensemble X;
d(X, Y) = inf{Jx—y| | xeX, ye ¥},

d(x, Y) = d({x}, Y), ot xeE>"",

B,(X,e) = {yeE**" | d(y, X) < e};

B(X, €) = By(X, ¢), dans le cas ou X c E;

B,(x, &) = B,({x}, &), o} xe E®*",
D¥(X,Y)=inf{r >0 | X = B,(Y, n};
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D(X, Y) = max{D*(X, Y), D¥(Y, X)};
IX1 = sup{iix| | xeX};
diam(X) = sup{|lx—y| | x, ye X}.

Rappelons que la function D, définie sur la classe des sous-ensembles
bornés et fermés de E®*" 4 valeurs dans R, = {teR | ¢t > 0}, est une
métrique (appelée métrique de Hausdorff).

§2. Mesures de non compacité

Dénotons par .#, la classe des ensembles bornés dans E**" et soit

o0
M=) M,
n=0 .
On dit qu’une fonction w: .# — [0, 4 00) est une mesure de non compacité si
les conditions suivantes sont vérifiées:

(u-1) uX)=0 < X est compact;

(1-2) u(X) = u(X),

m3) XY = uX)<up(Y)y

(k-4 u(Conv(X)) = u(X);

(1-5) p(XUY) = max{u(X), u(Y)}

(1-6) u(rX) =|rl-u(X), reR;

7 pX+Y) < p(X)+u(Y)

(n-8) Soit X, > X, o ... une suite décroissante d’ensembles fermés non vides

X, # 0.

1

de A, telle que lim pu(X) =0; alors X =
i—+w i
Soulignons que cette collection d’axiomes n’est pas minimale.
Soient X, Ye.#, Dans la suite nous utilisons les propriétés suivantes
d’'une mesure de non compacité u

1-9)  u(m(X)) = u(X);
(u-10)  u(B,(X, 1)) < u(X)+r-u(B(O, 1))
(u-11) 1u(X)—u(Y)l < D(X, Y)-u(B,(0, 1));

(La propriété (u-11) implique que la fonction p est uniformément continue par
rapport a la métrique de Hausdorfl).

(u-12) Soient {x;}, {y;} = E®*" deux suites bornées et K = E®*" un compact.
Sl hm d.(xi_yh K) = 0, alOI'S .u({xl}) = Au({yl})

Preuves.
(u-9): Pour chaque X e€.#, il existe un n-simplexe 4; 4 < R", 4 # @, tel
que X < n(X)x 4. Notons que X < n(X)+({0} x 4) et n(X) = X+({0} x (—4))
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et par (u-3). (p-4) et (p-7) on obtient
p(X) € p(r(X)+p(d) = p(n(X)) et p(rX) < uX)+p(d) = p(X),
donc
p(r(X)) < u(X) < plr(X)),
d’ou la conclusion.

(u-10): D’apres (u-9), u(B,(0, 1)) = u(B(0, 1)), puisque B(0, 1) = n(B,(0, 1)).

On déduit alors des propriétés (p-6) et (u-7) que
(B, (X, 1)) = p(X +7B,(0, 1)) < u(X)+ru(B,(0, 1)
= p(X)+r-u(B(O, 1)).

(u-11); Sans perte de géneralite on peut supposer que D(X, Y)=r > 0.
Soit ¢ > O; par définition, X = B, (Y, r+¢) et Y < B,(X, r+¢), alors d’apres
(u-3) et (p-10)

w(X) < p(B,(Y, r+8) < p(Y)+(r+2)u(BO, 1),
et
u(Y) < w(X)+(r+¢)u(B(O, 1).
Donc, on a pour tout ¢ > 0 que
[u(X) = u(Y) < (r+e)-u(BO, 1))

et la propriété (p-11) en résulte.
(u-12). Par hypothése, pour tout ¢ > 0 il existe me N tel que pour tout
i>m

(x;—y)eB,(K,e) etdonc x;ey,+B,(K,e).
Puisque la mesure de non compacité d’un ensemble fini est nulle, on a

p({x}) = w({x; | i > m}y < p({yh)+eu(BO, 1).
D’autre part, par un argument analogue, on obtient
u{y}) < u(§x})+e u(BO, 1)).
Il en résulte que u({x;}) = u({y;:P-

(2.1) Remarque. On peut vérifier que chaque fonction u définie sur
la classe . et vérifiant les axiomes (u-1) & (u-8) par rapport & cette classe,
se prolonge, gridce a la formule (p-9), 2 une mesure de non compacité
w M -[0, + 0).

-Les exemples les plus connus de mesure de non compacité sont les
suivants:
1. La mesure de non compacité de Kuratowski o M4 —[0, +o0) est
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déterminée par la formule:
a(X)=inf{e >0 | JkeN X = X,u...uX,,
diam (X)) <e, pour tout i=1,2,...,k}, ou Xe.#,.

2. La mesure de non compacite de Hausdorff y: # — [0, + o0) est définie de
la fagon suivante:

k
x(X)=1inof{e >0 | IkeN 3{x,,..., 5} = E, X = {J B(x;, §)},

i=1
ou Xe.#,.

Dans le chapitre VI, a la section I, nous présentons d’autres exemples de
mesures de non compacité. b

(2.2) PROPOSITION. Supposons que y est lu mesure de non compacité de
Hausdorf, définie sur E, et soit u une mesure de non compacité sur E. Alors, pour
tout ensemble borné X e E

p(X) < p(B(O, D) x(X).

Precuve. Soit ¢ > 0. Par définition de y, il existe r > O tel que r < y(X)+¢,
et un ensemble fini {x,..., x,} < E tel que

X c Cj B(x;, r).

D’aprés les propriétés d’'une mesure de non compacité on obtient:
u(X) < u( | Blxy, 1) = max{u(B(x, 1) | i=1,2,..., n}
i=1

= r-max{u(B(x;, 1) | i=1,2,...,n} = rpu(B(O, 1)
< (1(X)+e)- u(B(0, 1),

et la conclusion en découle. m

§3. Applications u-lipschitziennes

Soient X < E**" Y < E®**" et F: X—Y une application continue,
bornée sur chaque sous-ensemble borné de X.
On dit que F est une application:
— p-lipschitzienne avec la constante k € R, si u(F(A)) < k-u(4) pour tout
sous-ensemble borné 4 de X;
— complétement continue si elle est p-lipschitzienne avec la constante 0;
— de Darbo si elle est p-lipschitzienne avec la constante k < 1;
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— condensante si elle est p-lipschitzienne avec la constante 1 et
u(E(A)) < u(A4) pour tout sous-ensemble borné A de X tel que
u(A4) > 0.

Une application continue F: X - Y est dite compacte si F(X) est
relativement compact dans Y. Notons que dans le cas ou X est borné, la
.définition d’une application compacte coincide avec celle d’'une application
complétement continue.

Dans la suite nous allons dénoter par:

A" — la classe des application$ complétement continues;

9 — la classe des applications de Darbo;

% — la classe des applications condensantes.

Il est évident qu’on a les inclusions suivantes: X < 9 < ¥.

(3.1) ProrosITION. (Propriétés des applications p-lipschitziennes.) Soient

X, Y ZcE>™

(a) Soient F: X > Y, G: Y>Z deux applications continues. Si F et G sont
u-lipschitziennes avec les constantes k, et k, respectivement, alors
GoF: X —Z est p-lipschitzienne avec la constante k,*k,. Si k,, k, < 1 et au
moins une des applications F et G est condensante, alors GOF est condensan-
te,

(b) Soit F: X — E®*" une application u-lipschitzienne avec la constante k et soit
teR. Alors t-F est u-lipschitzienne avec la constante |t| k.

(c) Soient F, G: X —E™™" deux applications p-lipschitziennes avec les constan-
tes k, et k, respectivement. Alors F+ G est u-lipschitzienne avec la constante
ki+k,. Si F et G sont condensantes et te[0, 1], alors t-F+(1—1)-G est
condensante.

(d) Soit F: XU Y— Z une application continue. Si F|y, F|, sont u-lipschitziennes
avec les constantes k, et k, respectivement, alors F est u-lipschitzienne avec la
constante max{k,, k,}. Si F|y, Fl|y sont condensantes, alors F est
condensante.

Preuve. (a) est évident.
(b) résulte immeédiatement de (u-6).
(c) est une conséquence de (u-3), (u-7) et du fait que

(F+G)(A) = F(A)+ G(A).
(d) est évident d’aprés (u-5). m

(3.2) THEOREME. Soient X un sous-ensemble borné et fermé de E®*" et
F: X>E™*™ une application condensante. Alors:

(1) (m—F)(A) est fermé pour chaque sous-ensemble fermé A < X.

(ii) (n—F)"Y(K) est compact pour chaque compact K < E®*m%

* On note ici 7 la projection E®*"—E composée avec linclusion E ¢ E°*™,
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Preuve. (i) Soient {x;} < A4, {y;} < E®*™ deux suites telles que
y; = m(x)—F(x;) et y;—»ye E*™™, pour i— 0c0. Montrons que y e (n—F)(A).
Les propriétés (u-9) et (u-12) appliquées 4 K = {y} impliquent que
p(x}) = p({n(x)}) = u({F(x)}). Comme F est condensante, cette égalité ne
peut avoir lieu que dans le cas ou u({x,}) = u({F(x;)}) = 0. Il en résulte que
{x,} contient une sous-suite qui converge vers un certain x € A. Par conséquent,
par la continuité de F, on obtient que n(x)—F(x) = y.

(ii) Soit K < E®*™ un compact et soit {x;} une suite dans (x—F)~*(K). Il
suffit de montrer que {x;} contient une sous-suite convergente. Soit
yi = n(x)— F(x;) € K. L’ensemble K est compact, donc aprés extraction d’une
sous-suite, on peut supposer que {y;} converge. Un raisonnement analogue
a celui fait dans la preuve de (i) montre que p({x;}) = u({F(x)}) = 0, d’ol on
obtient qu’il existe une suite extraite de {x;} qui converge. m

Chapitre II

Propriétés homotopiques des applications condensantes

Dans ce chapitre on considére les classes des applications 4", 2 et
% (notée &) et on introduit la notion de la classe &/ (X, A) des applications
appartenant 4 & et n’ayant pas de “point fixe” dans A, ou (X, A) < E"*® est
un couple fermé borné. On définit la notion d’homotopie dans &/(X, A) et la
notion d’application essentielle. On montre ensuite que Iinclusion
A (X, A) c €(X, A) induit une bijection sur les classes d’homotopie et qu’une
application essentielle dans 2 (X, A) est aussi essentielle dans %(X, A)
(Th.(I1.1.1) et Th.(IL3.1)).

§1. Applications essentielles et la propriete de Leray—Schauder

Nous considérons dans ce chapitre un ensemble convexe fermé fixe de
E*** que nous notons C.

Etant donné un ensemble X < E**", n=0,1,..., et une application
F: X —C, on dit que xe& X est un point fixe de F si n(x) = F(x). Remarquons
que dans le cas ou n =0, cela signifie que x = F(x).

Supposons que & dénote une sous-classe des applications continues,
définies sur les sous-ensemble de E®**", n =0, 1,..., et & valeurs dans E®*¥,

Soit (X, A) un couple fermé et borné dans E*-*", Désignons par &/ (X, 4)
la classe de toutes les applications F: X — C telles que:

(i) Fe«,;

(i) F n’a pas de point fixe dans A, ie. n(x) # F(x) pour tout x& A.
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Urie application H: X'x [0, 1]~ C est dite une homotopie dans .o/ (X, A) si
et seulement si He /(X x[0,1], Ax[0,1]), et H,= H(,t) appartient
a (X, A) pour tout t € [0, |]. Deux applications F, Ge o/(X, A) sont dites
homotopes (ce qu'on note F > G), ¢'il existe une homotopie H dans .« (X, A)
telle que Hy=F, H, =G

Dans la suite nous supposons que la classe &/ posséde les propriétés
suivantes:

(1) la relation “~ ™ est une relation d’équivalence pour tout couple borné
et fermé (X, A);,

2 Fl,=6Gl, = F; G, pour toutes F, Ge (X, A).

L’ensemble de toutes les classes d’homotopie dans o7 (X, A4) est noté &/ [X, A].

(1.1) DerniTioN. Une application F e.o/(X, A) est dite essentielle si
chaque Ge # (X, A) telle que F|, = G|, a un point fixe dans X. F est dite
inessentielle si elle n’est pas essentielle.

L’ensemble des applications essentielles dans </ (X, A) est noté Ess (X, A).

(1.2) DeErNiTION. Nous disons que la classe o7 (X, A) satisfait la propriété
de Leray-Schauder si, pour toutes les applications F, Ge o/ (X, A) telles que
F ~ G, F est essentielle si et seulement si G est essentielle.

Supposons que & — o/* sont deux classes d’applications continues
bornées telles que les propriétés (1), (2) et de Leray—Schauder sont satisfaites.
Notons que l'inclusion i: o/ (X, A)— «*(X, A) induit I'application

i, A[X, A]> A*[X, A].

(1.1) THEOREME. Avec les notations précédentes, supposons que les
applications induites:

i*. A[X, A]> L*[X, A] et * L[X, X]>L*[X, X]

sont bijectives, Alors on a:

(i) i(Ess (X, A)) = Ess,,.(X. A).

(i) Si X = C < E (en supposant que C est borné), alors X a la propriété du
point fixe par rapport a la classe </ si et seulement si X u la propriété du point
fixe par rapport a la classe of* (i.e. chaque application F: X — X appartenant
d o/* a un point fixe).

Preuve. (i) Supposons que Fe.o/ (X, A) et que F est inesentielle dans la
classe .&/*(X, A). Par définition, il existe une application G* € o/*(X, A) telle
que G*|, = F|, et G* n’a pas de point fixe. Par conséquent G* € o&#/*(X, X) et
d’aprés la propriété (2), G* ~ F dans la classe ##*(X, A). La bijectivité de
* A[X, X]-*[X, X] implique qu’il existe G € &/*(X, X) telle que G ~ G*
dans la classe .&*(X, X), d’ot I'on déduit que G ~, G* dans &/*(X, A) et par
suite G;,F dans .&/*(X, A). Par ailleurs, Ge.o/d’, A) et G n'a pas de point
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fixe, alors la bijectivité de i*: /[ X, A] - o *[X, A] implique que G > F dans
o (X, A). 1l s’ensuit, grice a la propriété de Leray-Schauder, que F est
inessentielle dans 7 (X, A).

(i) Notons que la condition , X = C a la propriété du point fixe par
rapport a la classe .«/” est équivalente 4: .«/(X, X) = @, d’ou I'on obtient la
conclusion puisque i*: o/[X, X]—-o*[X, X] est supposée bijective. m

§2. Théoréme de transversalité topologique

Dans cette section nous supposons que I’espace de Banach E est muni
d’'une mesure de non compacité u .# —>R,. Considérons les classes
d’applications %", 2 et 4.

Soit (X, A) un couple borné et fermé dans E®*". Nous allons considérer la
classe o7 (X, A), telle que définie au §1, ou o/ représente une des classes %,
2 ou %.

Une homotopie dans la classe (X, A) est dite complétement continue ou
compacte, une homotopie dans 2(X, 4) est appelée homotopie de Darbo, et
homotopie condensante une homotopie dans 4(X, A).

(2.1) PROPOSITION. Les classes A", D et € satisfont les conditions (1} et (2)
du §1.

Preuve. (1) La réflexivité est triviale, la symeétrie résulte de (1.3.1,(a))
appliqué a 'homotopie H entre F et G,ie. H, = Fet H, = G, et a l'application
(x. N —=(x. 1=x). Pour prouver que la relation d’homotopie est transitive,
considérons |'application.

H'(x, 2t si 0
Hx, 0 - { . 20

H*(x.2t—1) si}

ol H! est une homotopie entre F, et F, dans &/(X, A), H? est une homotopie
entre F, et F, dans &/(X, A), o/ = A, 2 ou ¥ (resp.).
On conclut a l'aide (1.3.1,(d)) que 'homotopie H entre F, et F, appartient
i (X, A) ce qui termine la vérification de (1).
(2) Supposons que F, Ge (X, A) et F|, = G|,. Puisque C est convexe,
alors ’homotopie
H(x)=(1-0Fx)+t-G(x), te{0,1], xeX,

est une application dans C sans point fixe dans A.
Soit B < X x[0, 1] un sous-ensemble quelconque. Comme

H(B) = H(n(B)x [0, 1]) = Conv(F(n(B))u G(r(B))),
on a

u(H(B) < p(Conv(F(r(B))UG(rn(B)) = max{,u(F(n(B))), p(G(n(B)))}.
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Si F et G sont deux applications de Darbo (resp. complétement continues,
condensantes), alors H est une application de Darbo (resp. complétement
continue, condensante). Remarquons enfin que si He 2 (resp. He X', He %)
alors il est évident que H,e 2D (resp. H,e A", H e %) pour tout te[0, 1]. =

Si Fe (X, A), alors 0¢ (n— F)(A). D’aprés (1.3.2,(i)) on en déduit que le
nombre

& = d(0,(n— F)(A)) = inf {|n(4)—F @)}

acA
est strictement positif.

(2.2) ProposITION. Soient Fe (X, A), ¢ = 4(0,(n—F)(A)) et G: X>C
une application de la classe of. Supposons qu'une des deux conditions suivantes
est satisfaite:

() n(x) # (1—1)F(x)+t-G(x) pour tout (x, t)e Ax[0, 1],
(i) |G(x)—F(x)|| < e, pour tout xe A.
Alors Ge (X, A) et F ~ G dans (X, A).

Preuve. Supposons d'abord que la condition (i) est satisfaite. Un
raisonnement analogue a celui de la preuve de (2.1,(2)) montre que ’homotopie

H(x,t) = (1-0)F(x)+t'G(x), xeX;te[0,1],

est une homotopie entre F et G dans la classe &/ (X, A). Notons ensuite que la
condition (ii) entraine (i), ce qui achéve la démonstration. w

(2.3) LeMME. Soit F e (X, A). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) F est inessentielle;

(1) il existe Ge (X, A), telle que G n'a pas de point fixe et G~ F dans
A (X, A);

(iii) il existe une homotopie H dans o/ (X, A) entre F et G*, ou G* n'a pas de
point fixe, et telle que H,, = F|, pour tout te[0, 1].

Preuve. (i) = (ii) Soit Ge &/ (X, 4) une application sans point fixe telle
que F|, = G|,. Alors, la condition (2.2,()) est satisfaite, ce qui implique que
F; G dans &/ (X, A).

(ii) = (iii) Soit H une homotopie entre F et G, ou G n’a pas de point fixe.
Définissons I'ensemble

B={xeX | 3te[0, 1] n(x) = H(x, t)}.

D’apres (1.3.2,(ii)), ’ensemble (x—H)~'(0) est compact dans X x [0, 1] et par
conséquent B, étant I'image de cet ensemble par la projection X x [0, 1]— X,
est compact aussi. Sans perte de généralité, on peut supposer que B # 4.
Puisque AN B = @, alors il existe une fonction de Urysohn & X — [0, 1], telle
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que &(A4) =1, £(B) = 0. On définit
F*(x) = H(x, &x)), xeX;
H*(x, t) = H(x,(1~0)+té(x)), xeX, te[0,1].
D’aprés (1.3.1,(a)) appliqué a
x=(x, E(x) et (x,)=(x,(I1-t)+t&(x), xeX, te]0,1];

composées avec H, on déduit que F*, H*e «/.

F* n’a pas de point fixe: en effet, raisonnons par I'absurde et supposons
qu’il existe x € X tel que n(x) = F*(x). Alors x € B et par conséquent &(x) = 0,
d’ou on obtient que n(x) = Hy(x) = G(x) ce qui est une contradiction avec
Thypothése que G n’a pas de point fixe. Par ailleurs, si x € 4, alors £(x) = 1 et
par suite

H¥(x) = H(x,(1-0+¢(x)t) = H,(x) = F(x).

Il en résulte que H* est une homotopie entre F et F*, telle que H}|, = F|, pour
tout te[0, 1]. '
(iii) = (i) est évident. m

(24) TukorEME (de transversalité topologique). Supposons que F,
Ge o (X, A) sont homotopes dans (X, A). Alors FeEss (X, A) si et
seulement si G e Ess (X, A). Par conséquent, les classes A" (X, A), D(X, A) et
@ (X, A) satisfont la propriété de Leray-Schauder pour tous les couples fermés et
bornés (X, A), A = 0, dans E®*",

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés le lemme (2.3). »

§3. Théoréme de bijection

Considérons les inclusions suivantes:

XA ——L FlXA)

S

21x,A)
qui induisent les applications

Zlx Al ——-—»?[XA]

"1\\%
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Le résultat principal de ce chapitre est le suivant:

(3.1) THEOREME (de bijection). Pour chaque couple borné et fermé (X, A),
A # @, dans E**" l'application induite

i*. A[X, A]-¥[X, A]
est une bijection.

Preuve. l-ére étape. (i))*: A [X, A] > D[X, A] est une bijection.

Montrons d’abord que (i,)* est surjective. Supposons que F € 2(X, A), i.e.
il existe k[0, 1) tel que F une application u-lipchitzienne avec la constante k.
11 suffit de vérifier que F est homotope dans 2(X, A) & une application

compacte.
Définissons les suites d’ensembles: Q; = E**", R; c E; définies par

Q, = Conv{F(X)}; R, = n(Q,),
Qir1 = Conv{F(Xnn '(R))}; Rixi=m(Qis1).

Notons que 0, = @, o ..., que @, est un ensemble born¢, fermé et convexe
pour tout i, et que

#(Qi4 1) = w(F(X an™ ! (R))) < ke p(X na™ ! (RY) < ke p(R) = k(@)
pour tous i=1,2..., donc u(Q) < Kk-u(X), i=1,2,..., et par consé-
quent lim p(Q) = 0. Définissons Q= () Q, et R=n(Q); p(@) =0 et

=1

1=
F(Xnn~'(R) < Q.
Il y a deux possibilités: ou bien Q # @, ou bien il existe m > 1 tel que

Qm 7& @’ Qm+1 = @
Dans le premier cas, @ est convexe, compact et non vide. Il existe donc une
rétraction 1 C—Q de C sur Q. Posons

H(x,t)=(1-t)F(x)+tr(F(x), =xeX,te[0,1].

et prouvons que =m(x) # H(x, ) pour tous xe 4, te[0, 1].

En effet, raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe x,e 4 et
to€[0, 1] tels que m(xq) = H(x,, to). Puisque F(xy) €0, et r(F(xy)e Q,, il en
réesulte que n(xy)eQ,. Un raisonnement analogue montre que 7u(x,)€Q;
implique que n(xy)e Q;,,. Par induction n(x,) e Q, donc F(x,)eQ et

T(xg) = (1—to)F(x) +tor(F(x,))
= (1 —to)F(xg) +1to F(xo)

= F(x,)

ce qui est une contradiction. Cela montre que F 5 roF dans 2(X, A4), on
roFe X (X, A).
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Dans le deuxiéme cas considérons un point X,€Q,, et posons
H(x,t) = (1-t)F(x)+t-X,, ou (x,t)eXx[0,1].

Comme dans le cas précédent, supposons qu’il existe (x,, t5)e A x [0, 1]
tel que m(xy) = H(x,, {o). On en déduit que n(x,)eQ,,., mais par hypothese
7~ Y(R,)n X = @, c’est donc une contradiction et cela montre que H est une
homotopie dans 2(X, 4. Comme par ailleurs R,nn(X) =g, alors
'application H(x, t) est une homotopie dans 2 (X, A4) entre I'application F et
lapplication constante X — {x,}.

Montrons ensuite que (i,)* est injective. Supposons que F,, F, e X'(X, A)
sont homotopes dans 2(X, A) et soit H une homotopie entre F, ¢t F, dans
Z(X, A). On va montrer qu’il existe un homotopie H* entre F, et F, dans la
classe (X, A). Par définition He 2(X %[0, 1], A x[0, 1]). D’autre part, la
surjectivité de (i,)* appliquée a (X x [0, 1], A x[0, 1]), implique qu'il existe
une application compacte H' € A (X x[0, 1], Ax[0, 1]) et une homotopie
H: X x[0,11x[0, 1]-C dans 2(X x[0, 1], A x[0, 1]) entre H et H'.

Notons que H|x x jopucx x 1) €St compacte, alors par la construction utilisée
dans la premiére partie de la preuve, H|xx x(0)x0.1nuxx i1y x 0.1 €St également
compacte. Notons, d'autre part, que H|yx(o,1)x1) = H' est aussi compacte.
Alors on peut vérifier facilement que l'application H* définie par la formule
suivante:

H(x, 0, 31 si0o<e<,
H*(x,t) =< H(x, 3t—1,1) sii<t<4,
H(x 1,3-31) sit<gt<l,

est une homotopie entre F, et F, dans la classe A (X, A).

2-éme étape: (i)*: DX, A]->F[X, A] est une bijection.

Sans perte de généralité on peut supposer que Oe C. On va montrer
seulement que (i,)* est surjective, puisque la démonstration de l'injectivité est
trés similaire a celle déja faite pour (i))*.

Supposons que Fe¥(X, A), alors on a que

e = inf ||=(x)~F(x)| > 0.

xeAd

Soit k un nombre tel que

€
IFX)

<k<1,

k'F est une application p-lipschitzienne avec la constante k et on en
deduit que pour tout xe X |k-F(x)—F(x)| < e D’aprés (2.2), 'homotopie
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H(x, t) = (1—t)F(x)+tk-F(x), (x, )€ X x [0, 1] est une homotopie entre F et
k'F dans €(X, 4). =

(3.2) COROLLAIRE. Pour chaque couple (X, A), A # O, dans E**" on a
i(Ess (X, A)) c Essg(X, A).

Chapitre III

Points fixes des applications condensantes

Dans ce chapitre on présente plusieurs ihéorémes de point fixe qui sont
des corollaires des résultats du chapitre précédent (i.e. des Th.(II.1.1) et
Th.(I1.3.1). Dans le §2 on étudie les propriétés des champs condensants et on
démontre de nombreux théorémes sur les équations non linéaires provenant
des champs condensants.

§1. Généralisations des théorémes de point fixe

Dans ce chapitre C dénote un sous-ensemble ferme et convexe de E, fixé.

(1.1) TueorEME (de point fixe de Sadovskii). Chaque application
condensante et bornee F. C—C a au moins un point fixe.

Preuve. On peut toujours se ramener au cas ou C est borné (en

considérant la restriction de I'application F a4 Conv{F(C)}). Par le théoréme de
point fixe de Schauder, C a la propriété du point fixe par rapport a la classe J,
alors d’aprés (I1.1.1) et (I1.3.1), C a aussi cette propriété par rapport 4 la classe %.

(2.1) PROPOSITION. Soient U un ensemble ouvert borné dans C, x,€ C et
Xq ¢ OU. L'application constante U —{x,} est essentielle dans C(U, 8U) si et
seulement si x, e U.

Preuve. D’apres le théoréme de point fixe de Schauder, I'application
U—{x,} est essentielle dans # (U, dU) si et seulement si x,€ U, alors la
conclusion découle de (I13.2). m

(1.3) THEOREME (Alternative non linéaire). Soit U un ensemble ouvert
borné dans C tel que 0eU. Alors, pour chaque application condensante
F: U—C, on a l'alternative suivante:

(i) F a un point fixe,
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ou bien
(i) il existe xedU et 1€(0, 1) tels que x = AF(x).

Preuve. Par (1.2), I'application constante U— {0} est essentielle dans
% (U, 8U). Définissons l'application H par H(x, t) = t-F(x), xe U, te[0, 1].
Alors H étant une application condensante, ou bien elle est une homotopie
entre F et 0 dans €(U, aU), ou bien elle a un point fixe dans dU i.e. il existe
(x, A)e 0U x (0, 1] tel que x = A F(x). Dans le cas oi O~ F dans ¢(U, dU), ou
dans celui o A = 1, F a un point fixe. Sinon, la condition (ii) est satisfaite. m

Soit p: E— R, une fonction (qui n'est pas nécessairement continue) telle
que p~1(0) = 0 et p(dx) = Ap(x) pour tout 1 > 0. Chaque norme définie sur
I'espace E est un exemple d’une telle fonction. Alors:

(1.4) CoOROLLAIRE. Soient U un sous-ensemble ouvert borné de C tel que
0eU, et F: U-C une application condensante telle qu'une des conditions
suivantes est satisfaite:

(1) (condition de Rothe)

pLF(x)] < p(x) pour tout xedU,;
(2) (condition d’Altman)
[P(FO)]* < [p(F(x)—x)]*+[p(x)]>* pour tout xedU.
Alors F a un point fixe.

Preuve. On va vérifier que chacune des conditions (1) et (2), exclut la
possibilité d’existence d’un point (x, )edU x (0, 1) tel que x = AF(x). Donc,
d’aprés (1.3), F doit avoir un point fixe. En effet, raisonnons par I'absurde et
supposons qu'il existe un point (x, A)e0U x (0, 1) tel que x = AF(x). On en
déduit que p(x) = Ap[F(x)], ce qui contredit (1). Par ailleurs

[p()*+[p(x—F(x))]* = (12201 = A)[p(F(x))]* < p[F(¥)]?

ce qui contredit (2). m

(1.5) CoroLLAIRE (Alternative de Leray—Schauder). Soit C un
sous-ensemble convexe et fermé dans E, tel que O C. Etant donné une application
condensante F: C— C, on définit

Z(F)={xeC| 31€(0, 1) x = AF(x)}.
Alors, ou bien X(F) est non borné ou bien F a un point fixe.

Preuve. Supposons que X(F) est borné et soit B(0,r) une boule
contenant X(F). L’ensemble U = Cn B(0, r) est ouvert et borné dans C, 0e U
et F|lg: U—C est une application condensante n’ayant pas de point xedU
satisfaisant la condition (ii) de (1.3). Donc F|y a un point fixe. =
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(1.1) DeérmrTioN. Une application F: E —E est dite quasi-hornée si

TR A e>0 lxlze X

Le nombre |F| est appelé la quasi-norme de F.

(1.6) THEOREME. Soit F: E — E une application condensante quasi-bornée.
Alors, pour chaque yeE et pour chaque Ae[—1,1] tel que |} < 1/|F|,
l'équation y = x — A- F(x) a une solution. En particulier, l'application condensante
A-F a un point fixe.

Preuve. Considérons l'application G(x) = y+4'F(x), xeE. Puisque
|| < 1, l'application G: E—~E est condensante. Il est facile de vérifier que
|G|l = |A]'|F] < 1, donc il existe r > 0 tel que

1GXI

[l

<1 pour tout ||x|| > r.

D’aprés I'alternative non linéaire (1.3), appliquée avec U = {xe E | |x| <r},
on déduit que G doit avoir un point fixe x€ E, donc x = G(x) = y+AF(x). m

(1.2) DérnNITION. Une application F: E— F est dite asymptotiquement
lineaire s’il existe un opérateur linéaire Se L(E, F) tel que

i ISx=FGII _

0.
bxl-wo Ml

On peut vérifier que I'opérateur S est déterminé uniquement. On I'appelle la
derivee asymptotique de F et on le note F'(o0).

(1.7) CoroLLAIRE. Soit F: E—E une application condensante asymptoti-
quement lineaire. Si ||F'(o0)|| < 1 alors, pour chaque yeE et pour chaque
Ae[—1, 1], léquation y = x— A-F(x) a une solution. En particulier, l'application
condensante A'F a un point fixe.

Preuve. Notons d’abord que F est une application quasi-bornée et que
|F| < ||F'(c0)||. En effet, pour tout x # 0 on a
IFel . ., IFe)|  |F(0)x| _ |F(x)—F'(c0)x
1P o] < JEOI_IF o)) _ JF) ”x”( )x]

x| x| 1

ce qui implique que

-

x|l =+ "x“

Alors, |F| <1 ce qui, d’aprés (1.6), achéve la preuve. =

—|[F' () < 0.

(1.8) Remarque. Soit F: E— E une application p-lipschitzienne avec la
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constante k, F asymptotiquement linéaire, et soit F'(oo); E—E sa dérivée
asymptotique. Alors F'(x) est également u-lipschitzienne avec la constante k.

Preuve. Soient X < E un sous-ensemble borné et B(0, R) une boule telle
que X < B(0, R). F'(c0) est la dérivée asymptotique de F, donc

1) Ve>03ar>0 Vx| 2r (F(x)—F(co)x| < elx].
Etant donné n > 0, posons X, = X\(X n B(0, n)). Notons d’abord que si

xerll-X,,, alors r < ||x|| S% R, donc il découle de (1) que
F'(oo)<1X"> - .B(F(L-X,,), E'rR)
n n n
ce qui implique

%- u(F'(00) (X)) < u(B(F(%X,,), a-%-R)) < k-y(;:-Xn>+s~%-R-y(B(O, 1))

< k.%.#(X")+g-%-R-y(B(0, 1).

Par conséquent
W(F'(00) (X,) < kp(X,) +eky,

ou k, est une constante qui ne dépend pas de . Aprés passage a la limite quand
¢—0 on obtient

u(F'(0) (X,)) < k-p(X,) < kep(X).

Puisque cette inégalité est vraie pour tout # > 0, le passage a la limite quand
n—0 conduit & l'inégalité

W(F'(e0) (X)) < k-p(X). @

(1.9) TutoreME (de point fixe de Borsuk). Soit U un voisinage borné et
symétrique de 0 dans E. Supposons que F: U — E est une application condensante
telle que F(—x) = — F(x) pour tout x € dU. Alors, ou bien F u un point fixe sur
U ou bien F est essentielle dans €(U, 8U) (on suppose ici que C = E).

Preuve. Supposons que F n'a pas de point fixe sur JU, alors
Fe%(U, 0U). On va montrer que F est homotope dans #¢(U, dU) d une
application essentielle compacte. Posons

¢ = inf |[x—F(x)| >0

 xedU

et soit k un nombre tel que 1 —¢/||F(U)| < k < 1. Alors k- F est une application
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u-lipschitzienne avec la constante k, et d’apres (11.2.2)
H(x, t) = (1=)F(x)+tkF(x), (x,1)eUx[0,1),

est ’homotopie dans #(U, 8U) entre F et k-F, puisque ||k F(x)~F(x)| <e
pour tout x& dU. Remarquons que k-F est toujours impaire sur U, ie.
k-F(—x) = —k-F(x) pour tout x € 0U, donc le probléme se ramene au cas ou
Fea(U, oU).

Notons que les hypothéses sur F et U nous permettent de modifier la
construction des ensembles Q, de la premiére étape de la preuve de (IL3.1),
c'est-a-dire que nous définissons:

Q, = Conv{F(U)u —F(O)};
Qisy = {Conv FUNQ)U—F(UnQ)}; i=1.

a0

Alors @ = (1) Q; est compact, convexe et symétrique. Soit F une rétraction de
i=1

E sur Q. Alors,

r(x) = 3[F(x)—F(—x)]

est une rétraction symétrique de E sur Q et un raisonnement analogue a celui
de la preuve de (I1.3.1) montre que r*F et F sont homotopes dans 2(U, aU).
Mais 7 F est une application compacte et impaire sur dU, donc d’aprés la
version classique du théoréme de Borsuk, elle est essentielle dans ¢ (U, dU).
On conclut a l'aide de (I1.3.2) que r-F est essentielle dans 2(U, 8U), ce qui
achéve la preuve. m

Une application F: E— E est dite homogéne si F(t-x) = t*F(x) pour tout
teR, xeE.
Indiquons enfin le résultat suivant:

(1.10) THEOREME. Soient F, G, S: E—E des applications condensantes
satisfaisant les conditions suivantes:
(i) F est homogéne et son unique point fixe est zéro;
(i) G est bornée;
(iii) S(x) = F(x)+ G(x) pour tout xe€E.

Alors S a un point fixe dans E,

Preuve. D'aprés (i) et (1.9), F e Ess,(B(0, r), B(0, r)) pour tout r > 0.
Soit

d(r) = inf{|x~F(x)| | x€aB(, r)}.

Donc pour tout r > 0, d(r) = rd(1) > 0. D’autre part, d’aprés (i), il existe
M > 0 tel que ||S(x)—F(x)|| < M pour tout x € E. Soit rytel que M = r,d(1)

=d(ry). Alors, d’aprés (I11.2.2,(ii)), Sy F dans €(B(0, r,), dB(0, ry)), ce qui
achéve la preuve. m
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§2. Champs condensants

Nous supposons dans cette section que C = E.

Soient (X, A) un couple fermé et borné dans E et (U, V) un couple ouvert
dans E. Etant donné une application f: X - U telle que f(4) = ¥, nous la
notons [ (X, A)—»(U, V).

Une application f: (X, A)— (U, V) est dite champ de Darbo (resp. champ
condensant) si f (x) = x— F(x) pour tout xe X et F: X — E est une application
de Darbo (resp. application condensante). La classe des champs de Darbo
(resp. champs condensants) f: (X, 4)—(E, E\{0}) est en correspondance
biunivoque avec la classe €(X, A) (resp. 2(X, A)) via la transformation
f—oF=1-f

(2.1) ProPosITION, Soit U un ouvert borné dans E et soit f: (U, aU)
—(E, E\{0}) un champ condensant tel que F = I—{ est essentielle dans (U, 0U).
Alors pour tout n > 0 tel que f(OU)nB(0, ) = 2,

B(0, n) = f(U).

Preuve. Soit xe B(0, ) un point quelconque. On sait griace a (I1.2.2)
que l'application F, (y) = F(y)+x est essentielle dans % (U, dU), puisque
n < d(0, f(8U)). Par conséquent elle a un point fixe dans U, ce qui entraine que
x€f(U). On en déduit que B(0,n) < f(U). m

(2.2) CoOROLLAIRE. Soit f: E—E un champ condensant tel que l'image
inverse f~1(X) est bornée pour tout sous-ensemble borné X < E. Supposons en
plus qu'il existe une constante C > 0 telle que f (—x) = —f(x) lorsque || x|| = C.
Alors f est une application surjective.

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés (2.1) et (1.9). »

(2.1) DerINITION. Soient X < E un sous-ensemble et F: X —E une
application condensante. On dit que F est une application condensante réguliére
si pour chaque sous-ensemble borné 4 = X tel que u(A4) > 0 on a l'inégalité
suivante;

limsup p(F(B(4, &) < u(A).
=0
On dit que champ condensant f: X — E est un champ condensant régulier si
I—f est une application condensante réguliére.

(2.3) ProposITION. Chaque application de Darbo est une application
condensante reguliére.

Preuve. Soit F une application p-lipschitzienne avec la constante k < 1.
Pour chaque ¢ >0 on a

u(F(B(A, €)) < k-u(B(A, &) < k-{u(4)+& u(B(O, 1)},
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donc
timsup u(F(B(A, 9)) < k-u(A4) < ()

lorsque u(A4) > 0. m
(24) LemMmE. Soit F: B(0, r)—E une application condensante réguliére.

Alors l'application H: B(0, r)x [0, 1]-E,

X —IXx

est une application condensante.

Preuve. Soit A c B(0, r)x[0, 1] un sous-ensemble tel que u(A) > 0.
D'aprés (p-2) et (u-3) on peut supposer que A est fermé. Définissons les
ensembles

1
Ay = {mx | xew(A), s<c< t};

—C
B[s,l] = {]_.l-cx I xETt(A), S < c < t};

ou
(s, )eD = {(u, v)e[0, 11x [0, 1] | u < v}.

Notons que

1
#(As.) = p(Conv{{0} L Ay, 9}) = I_-I-s“(A) > 05

#(Bys) = #(COIW{{O] UB[:.:]}) = IL-H“(A);

1 1

—t—=140(t-s), i =0.
1+s+l+t +0(t—s), ou ¢151_1’1(1)0(6) 0

Montrons d’abord qu’il existe ¢ > 0 tel que

(1) w(F(Apy) < p(Agg)—€  pour tout (s, t)eD.

En effet, raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe une suite
(s;, t)e D telle que

#(ﬁ‘(A[Si,ll])) - ll(A[s"“]) - 01

quand i—»co. L'ensemble D est compact, donc on peut supposer que
(8i» t;) = (59, to) € D. Puisque Papplication (s, t) — A, est continue par rapport
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a la métrique de Hausdorfl alors, si # > 0,
A[Si-!d <B (A[SO."‘I]’ r’)

pour tout i suffisamment grand. Par suite
H(F (Agia)) < #(F(B(Asg.q M)
“(F(B(A[Su.tol’ n)))_u(A[Si.n]) = IL"(F(A[S[.II]))_’J‘(A[Shl(])—>0
quand {— co0. D’apres (p-11)
B Ags) = 1(Agsy.ic)

et par conséquent on obtient
lim j(F(B (Ao 15 1) — H(Apo.e) = 0

n—o
ce qui est une contradiction avec I'hypothése.
Ensuite, considérons une partition de [0, 1]

0=t <ty <...st, =1, -, <6, >0, i=12,..,n
D’aprés les propriétés de p et (1) on a
/.t(H(n(A) x[ti-y, f:])) < y(F(A[,,_,,,,.J))+#(F(B[,,_,_.,]))

< ﬂ(A[“_ |,h])-'8 + M(B[”_ l.n])

L _ _
= T HA e ) = pA) (1 +00) -

pour tout i = 1,2, ..., n. Par conséquent
u(H(4) < u(H(m(4)x [0, 1)))
< max{u(H(n(4) x [t,-, 1) | i=1,2,..., n}
< u(A)(1+0(3)—e.
On obtient a la limite quand 6 —0, que
u(H(A) < w(A)—s.
Ce qui achéve la démonstration. u

(2.2) DerNITION. Soient ¢, ¢ > 0. Une application f: X —=E, ou X est un
espace métrique, est dite une e-application de base d (resp. une e-application) si
diam {f ~*(B(y, 9))} < ¢ (resp. diam{f ~*(y)} < &) pour tout yeE. L’applica-
tion f est dite une e-application stricte sl existe § > 0 tel que f est une
e-application de base 6.

(2.5) LEMME. Soient f: B(xo,_s—)—>E un champ condensant et ¢ > 0.
(a) Sifest un champ condensant régulier et f est une n-application, alors il existe
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n >0 tel que
B(f(xo), n) = f (B(x,, €))-
(b) Si f est une ¢/3-application de base & > 0, alors
B(f (xo), ) = £ (B(xo, ).

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que x, = f(x,) =0
(on peut toujours s¢ ramener i ce cas en considérant le champ f(x)
= f(x+x,)—f (x,)). Notons d’abord que dans les cas (a) et (b) également, [ est
une ¢-application, et alors 0ef(B(0, ¢)) implique que 0 ¢/ (dB(0, ¢)) et ainsi

F=I—fe ¥(B(0, ¢), 8B(0, ¢)).
De plus, si f est une ¢/3-application de base 4, alors

5 < d(0,7(2B(0, ).

Ainsi il suffit de montrer que F eEssg(B(0, €), 0B(0, &)) pour obtenir les
résultats (a) et (b) 4 l'aide de (2.1).
(@) Soit f une e-application condensante réguliére. D’aprés (2.4),

I’application
X —ix
Hix. 9 F<1+t) <l+t>

est condensante, et n'a pas de point fixe dans dB(0, &) x [0, 1]: en effet,
supposons qu’il existe (x, t) e dB(0, &) x [0, 1] tel que

x  —tx x —tx
T 14t 1+t F(l +z->_F<1+z>’
X —1Ix
(i) /()

ce qui contredit I'hypothése que f est une e-application. Remarquons que
H,=F et H, est une application impaire, donc le résultat découle de (1.9).

(b) Soit f une &/3-application de base § > 0. On choisit un nombre k de
telle fagon que

alors

)
< =
IF (B, )|
On a alors que g = I'—k* F est un champ de Darbo et ainsi, d’aprés (2.3), cest
un champ condensant régulier. Par le choix de k, k' F(x) € B(F(x), §) pour tout

x € B(0, ¢), et d’aprés (I1.2.2) on obtient que k- -F~ F dans %(B(0, ¢), 8B(0, €)),
caré < d(O (B0, F))) Il reste & prouver que g ‘est une ¢- -application, d’ou on

0<1—k
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pourra deduire, d’aprés la premiére partie de la preuve, que k*F est essentielle
et donc que F l'est aussi.

Soient yeg(B(0, &) et xeg™!(y), ie. y = x—k-f(y). Soit y’ = x—f ().
Alors

ly=y1 ==k < 8.

Par suite ye B(y,d) et f~'(y) = f~!(B(y, 8). Puisque xef (B(y, d)) et
diam{ /™' (B(y, 8))} < &/3, alors d(x, f~!(y)) < ¢/3 pour tout xeg~(x). Par
conséquent, pour x,, x€¢g~'(y) on a

[[xq—x]l

(%0, S T ) +d(x, £ 71 (y)) + diam { £ =1 ()}

<d
< de+diam{f ' (y)} <&,
donc diam{g~!(y)} <&, ce qui achéve la preuve. w

(2.6) THEOREME. Soit f: E—~E un champ condensant.

(a) Sifest un champ condensant regulier et f est une e-application, alors f (E) est
ouvert dans E.

(b) Si f est une e-application stricte, alors f(E) = E.

Preuve. (a) est immédiat d’aprés (2.5). Pour montrer (b), notons que
d’aprés (2.5), '’hypothése yef(E) implique que B(y, é) < f(E), ou 6 > 0 ne
dépend pas y. On en déduit que f est surjective. m

(2.7) THeorEME (de 'Invariance du Domaine). Soient U un ouvert dans
E et f: U— E un champ condensant regulier injectif. Alors:
(a) f est une application ouverte. En particulier f(U) est ouvert dans E,
(b) f(U) est homéomorphe ¢ U.
De plus, si [ est une e-application stricte pour tout ¢ > 0; alors 'hypothése de
régularité peut étre négligée.

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés (2.6), car une application
injective est une e-application. w

(2.8) CoroLLAIRE (Alternative de Fredholm). Soit T: E — E un opérateur
linéaire condensant. Alors I — T est un operateur de Fredholm d'indice zéro. En
particulier on a l'alternative suivante:

(a) l'équation 0 = x—Tx a une solution non triviale, ou bien
(b) I'equation y = x—Tx a une solution unique pour tout yekE.

Preuve. Remarquons d’abord que si le champ f(x) = x— Tx est injectif,
alors f est un champ condensant régulier. En effet, 'application 4 — T(4), ou
A est un sous-ensemble fermé et borné de E, est continue par rapport a la
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métrique de Hausdorff. Par conséquent
tim u(T(B(A, ©)) = u(T(4))

e—0
ce qui implique que T est une application condensante régulicre.

) Ker(I —T) est de dimension finie.

Considérons X = B(0, 1) et soit T, = T|,: X~ E. Dapres (1.3.2,(ii)),

(I—T,)"1(0) = Ker(I— T)~B(0, 1)

est un ensemble compact. Mais Ker(J—T)nB(0, 1) est la boule fermée dans
Ker(I—T) donc Ker(I—T) est de dimension finie.

2) Im(I—T) est un sous-espace fermé.

Ker(I —T) est de dimension finie, donc il existe un sous-espace fermé E, tel
que E = E,®Ker(/—T). Notons que

A=(-T)g,: E,~E

est une application injective. Soit {x,} = E; une suite telle que A(x,)
= y,— ¥, € E. Remarquons d’abord que la suite {x,} est bornée. En effet,
supposons par contradiction que |x,| — co, alors x, = x,/||x,| est une suite
telle que |x|| =1 et A(x;) = y,/llx,| —=0. Daprés (1.3.2,(ii)) il existe une
sous-suite {x,4} convergente vers xpe E,, ou |xpl| = 1. La continuité de
A implique que A(xj) = 0, ce qui est une contradiction avec I'hypothése que
A est injectif. D’autre part, un raisonnement analogue montre qu’il existe une
sous-suite {x,u,} convergente vers x, € E,. Par continuité de 4, on obtient que
A(xy) = y,. Il s’ensuit que Im(A4) = Im(I — T) est un sous-espace fermé dans E.

3) dimE/Im(I—T) < oo,

Raisonnons par I'absurde et supposons que E/Im(I — T) est de dimension
infinie. 11 existe alors un sous-espace F, = E tel que

i) dim(F,) = dim(Ker (I — T));

ii) FonIm(I—-T) = {0};

iti) Fo@Im(I—T) # E.

Soit Pe#r(E) une projection linéaire associée a la décomposition
E = E,®Ker(I—T), i.e. Im(P) = Ker(I — T) et Ker(P) = E,; et supposons que
B:Ker(I —T)— F, est un isomorphisme quelconque. Il est clair que 'opérateur
T+ Bo P est condensant (puisque Bo P est complétement continu). Notons
ensuite que Ker(/—T—BoP) = {0} donc I—T—BoP est injectif. D’aprés
(2.6), In(I-T—Bo P) = Fy@Im(I—T) est un ouvert dans E, ce qui est une
contradiction car F,@Im(I—T) # E.

(4) Lindice de I—T est zéro.
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Dénotons par L,(E) le sous-espace de L(E) des opérateurs de la forme
I — T, ot Test un opérateur condensant. L,(E) est un ensemble connexe tel
que I € L,(E). La fonction d’indice i: $(E)— Z est une fonction continue, donc
elle est constante sur I'ensemble connexe Lg(E) < ¢(E). Alors
L, (E) c ®y(E). =

(2.9) CoOROLLAIRE. Soit f: E—E un champ condensant. Supposons qu'il
existe une constante M > O telle que

L/ C)—=S O 2 Mlx—y|  pour tous x, yeE.

Alors f est inversible.

Preuve. Notons que f est une ¢-application stricte pour tout & > 0.
D’aprés (2.6), f est surjective et comme elle est aussi injective, alors f est
inversible. m

(2.10) THEOREME. Soit U un ouvert borné et symétrique dans E tel que
0eU et soit f: U—E un champ condensant satisfaisant la condition:

fx)#tf(—x) pour tout (x,t)edU x[0, 1].
Alors F = I—f est essentielle dans C(U, oU).

Preuve. Définissons H: Ux[O 11> E par
)= — F)——t
Hix 1) = 7570 1+tF( %)
11 est clair que H n’a pas de point fixe dans oU x [0, 1]. De plus, pour tout
AcUx[o0, 1],
H(A) = Conv{F(n(A)u —F(—n(4))},

ce qui, en vertu des proprietés d’une mesure de non-compacité, implique que
H est une application condensante et par conséquent, H est une homotopie

dans €(U, oU) entre F et H,(x) = ${F(x)— F(—x)}. Puisque H, est impaire, la
conclusion découle de (1. 9) [

(2.11) THEOREME. Soit U un voisinage ouvert et borné de O dans E, et soit
S+ U= E un champ condensant. Pour chaque y € 0U définissons le rayon de 0 4 y:

={xeE |31 >0 x = Ay}.

Si l'application F = I—{ est essentielle dans €(U, 0U), alors pour tout y e dU
L,nf(0U) # 0.

Preuve. Raisonnons par 'absurde. Supposons qu'il existe y € dU tel que
x # F(x)+ Ay pout tous x € U et 1€(0, o). Puisque f(U) est borné, alors il
existe k > 0 tel que || f(U)| < k*|lyll. Définissons

H(x,t)=F(x)+tky.
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Il est clair que H est une application condensante et qu’elle n’a pas de point fixe
dans 8U x [0, 1]. De plus, H, = F et H; n’a pas de point fixe. En effet, si
x = H,(x), alors k'y = x—F(x) = f(x). Donc k-|ly| < | f(O)ll, ce qui est une
contradiction. w

Dans la suite nous posons: B = B(0, 1), S = 0B, et E®™" dénote un
sous-espace de E de codimension. n.

(2.12) THEOREME. Pour chaque champ condensant f: B—~E® ™1, il existe
un point xe€ S tel que f(x) =f(—x).

Preuve. Supposons que pour tout xe€S, f(x) # f(—x). Définissons
g(x) = H{f()—f(—-x)}, xeB.

Alors 0 ¢ g(S), et donc I —g € #(B, S). Puisque g est impaire, alors I —g est aussi
impaire, ce qui implique qu’elle est essenticlle. Par ailleurs, si y e (E\E®~!)nS§,
alors L,ng(S) = @, ce qui est une contradiction avec (2.11). =

(2.13). TukorREME. Chaque application p-lipschitzienne F: S—E avec la
constante k, peut étre prolongée a une application p-lipschitzienne F: B — E avec
la méme constante.

Preuve. Definissons F: B—E par

gy )X /X)) siox #0,
Foxy = {0 si x =0.

Soient J = [0, 1], X < S. Posons J-X = {t'x | teJ, xe X}. Alors
u(J-X) = p(Conv{{0}u IJ1-X}) = IJ1-u(X).

Notons que F est continue car F est bornée. Montrons que F est une
application u-lipschitzienne avec la constante k. Soient A = Bete > 0. D’aprés
(u-11), il existe un ensemble 4° A = A% de la forme suivante:

n
A° = U[Si’ t1'4, 0<s,<t,<1, 4,8,
i=1

et tel que

#(A%) < u(A4)+e.
Par suite

1(F(A) < u(F(4") = max {W(FLs;, ] A0}
= max {u[s;, 11-F(4))} < k-max {t;-u(4)}

< ke p(A%) < k- p(A) + e k.
Passant 4 la limite quand e—0, on obtient p(F(A)) < k-u(A). w
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(214) Remarque. Soit U un ensemble ouvert, borné et soit xo€ U. On
dit que U est un ensemble étoilé par rapport a x, si chaque point xe U, x # xq
peut &tre exprimé d'une fagon unique par

x =(1-t)x,41tx;, tel0,1], x,edU.

U est appelé ensemble étoilé régulier si la fonction #: S — R, déterminée par la
propriété (1—0(x))xy,+60(x)x€dU, x €S, est continue.

Le théoréme (2.13) reste vrai (et la preuve est analogue) si B, S sont
remplacés par un ensemble étoile régulier quelconque et sa frontiére.

(2.15) CoroLLAIRE (Théoréme Antipodal). Pour chaque champ de Darbo
f:S—E®"! i] existe un point x€e8§ tel que f(x) = f(—x).

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés (2.12) et (2.13). =

(2.16) COROLLAIRE. Il n'existe pas de champ de Darbo bijectif f: S©~"—
—8® "% n < k,onS®", S®* sont les sphéres unité dans les sous-espaces fermés
Eoo-—n+1 et Ecn—k+1 de E.

Chapitre IV

Theorie de coincidence

Dans ce chapitre on adopte le méthode utilisée dans les chapitres
précédents a4 la théorie de coincidence. Dans le §1 on traite la théorie de
coincidence pour des opérateurs de Fredholm d’indice zéro. Dans le §3 on
présente la théorie de coincidence de Mawhin pour des opérateurs de
Fredholm généralisés. On montre que les problémes de coincidence se raméne
directement aux problémes de point fixe. En utilisant les résultats du chapitre
ITT on obtient d'une facon simple et rapide plusieurs généralisations des
théorémes de coincidence déja connus pour les applications L-compactes. Dans
le §4 on présente la théorie de coincidence pour les opérateurs semi-
fredholmiens.

§1. Théorie de coincidence pour des opérateurs de Fredholm

Soit E et F deux espaces de Banach et L: E — F un opérateur de Fredholm
d’indice zéro.

On considére la décomposition F = Fo@Im(L), et soit PeZr(E) une
projection sur Ker(L) « E. L étant d’indice 0, il existe un isomorphisme
J: Ker(L)—F,. Alors, 'opérateur L+JoP: E—F est bijectif, et ainsi cC’est un
isomorphisme. Notons aussi que JoP est un opérateur completement continu.
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(1.1) DEFmiITION, Soit L: E— F un opérateur linéaire continu. L’opéra-
teur T: E— F est dit lu résolvante compacte de Lsi Te # (E, Flet L+T: E-F
est un isomorphisme. On dénote par CR(L) I'ensemble de toutes les résolvantes
compactes de L.

Dans la suite nous supposons que CR(L) # &. Celtte hypothése implique
que Lest un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

(1.1) Remarque. CR(L) est un sous-ensemble ouvert dans #'(E, F).

Preuve. L’application : ¥ (E, F)— L(E, F) définie par /(T) = L+ T est
continue, et CR(L) = ™ *(Iso(E, F)) est ouvert dans A '(E, F) parce que
Iso(E, F) est ouvert dans L(E, F). »

Etant donné TeCR(L), posons Ry = (L+T)~ .

(1.2) ProPOSITION. Paour tous S, Te CR(L) on a les égalités suivantes:
(i) R(L+T)=1+R{(T—-9);
(i) Rg =Ry +R(T—S)R,.

Preuve. La preuve est immédiate. w

Soit S e CR(L). Définissons 'application ag: CR(L)— GL,(E) par la for-
mule 2(T) = Rg(L+T), Te CR(L). Draprés (1.2.(1)),

og(T) = I+ Ry(T—S) e GL,(E),

donc «g est bien définie et continue. De plus, cette application est un
homéomorphisme de CR(L) sur GL (E} dont l'inverse est défini par

05 {(I+K) = (L+8)K+S, ou KeX'(E, F).

Soit E muni d’'une mesure de non compacité u et supposons que
& représente une des classes A4, 2 ou &.

(1.2) DErmNITION, Soit X € E® ™" Nous disons que I'application F: X —»F
appartient d la classe &/, si R, o F appartient & la classe ./ pour un certain
Te CR(L). D’aprés (1.2.(ii)), on en déduit que R, o Fe .« pour tout Te CR(L).
Ainsi, se trouvent définies les classes:

X', — des applications L-completement continues;

9, — des L-applications de Darbo,

%, — des applications L-condensantes.

Nous disons en outre que F: X — F est une application L-condensante
réguliére, si Ry o F est une application condensante réguliére pour un certain
(et par conséquent pour tout) Te CR(L).

(1.3) DerINtTION. Soft (X, A) un couple borné et fermé dans E. Nous
disons que I'application F: X — F appartient a la classe o/, (X, A) si Fe o/, et
L(x) # F(x) pour tout xe A.
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Un point x € X tel que L(x) = F(x) est dit point de coincidence entre L et F.
Nous disons que deux applications F, G e o/, (X, A) sont homotopes s'il existe
application H: X x[0, 1]J—F telle que

i) He A ;
il) H n'a pas de point de coincidence avec L dans 4, i.e. L(x) # H(x, t)
pour tout xe A, te[0. 17]:

ili) Ho=F, H = G.

Une telle application H est dite homotopie dans «#, (X, A). L'ensemble de
toutes les classes d’homotopie dans &,(X, A) est noté </ [X, A].

Nous dissons que F € o/ (X, A) est L-universelle si chaque Ge &, (X, A),
tel que G|, = F|,, a un point de coincidence avec L dans X. Sinon, F est dite
L-non-universelle. L’'ensemble des applications L-universelles dans &7 (X, A)
est noté Unv,, (X, A).

Nous considérons un couple (X', A4), fermé et borné dans E. Pour chaque
Te CR(L) nous définissons la connection

O A (X, A= A(X,A) (ou on suppose que C = E),

par @.(F) = R (F+T), Fes,(X, A)

RroFes et RyoT, donc O, a ses valeurs dans la classes .o/.
Egalement, L(x) = F(x) <= x = @4(F)(x), ou x € X, et on en deduit que & est
bien définie.

(1.3) PROPOSITION. Soit (X, A) un couple fermé et borné dans E.
i) O, est une bijection de of (X, A) sur (X, A), telle que @ (Unvy, (X, A4))
= Ess (X, A), et dont linverse est défini par:

@7 G)=(L+ToG-T, GeALX, A);

i) @ induit la bijection O% 4, (X, A]->J[X, A];
ili) @, et @% sont naturelles par rapport aux classes A", 2 et % c'est-a-dire que
les diagrammes suivants commutent

T X A) ~—E e (X, A] —S—»F,(X,4)
=|or z]or a0y
FIXA) —S—» DX A) —S—m #(XA)
FIXA] —2— g | X, A] —E—— %[ X, A
=gy =ley =lo;
FXA] —=— DX A] —F—» 7 XA]

Preuve. La preuve n’est qu'une vérification simple. m

On obtient de la proposition (1.3) plusieurs corollaires dont les preuves
seront données dans un cas plus général dans la section 3.
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(1.4) CoOROLLAIRE (Alternative non linéaire). Soit U un ouvert borné dans
E tel que 0 U. Alors, chaque application L-condensante F: U—F vérifie au
moins une des conditions suivantes:
(i) F a un point de coincidence avec L dans U,
(i) Pour un certain (et également pour tout) Te CR(L) il existe xedU et
Ae(0, 1) tels que

L)+ =T ) = AF(X).

(1.5) CoroOLLAIRE (Alternative de Leray-Schauder). Soit F: E— F une
application L-condensante. Etant donné Te CR(L), définissons

Zr(F)={xeE | 31€(0, 1) L(x)+(1-A)T(x) = AF(x)}.

Alors, ou bien X, (F) est non borné pour certain (et également pour tout)
Te CR(L), ou bien F a un point de coincidence avec L.

(1.6) CoROLLAIRE (de (II1.1.6)). Supposons que F: E — F est une application
L-condensante quasi-bornée, telle que |Ry|(|F|+I|T|) <1 pour un certain
Te CR(L). Alors, l'application L — F est surjective.

(1.7) CoroLLAIRE (de (III.1.7)). Soit F: E—F une application L-conden-
sante asymptotiquement linéaire, telle que |Ry|(|F(c0)|+T|) < 1 pour un
certain Te CR(L). Alors, l'application L — F est surjective.

«  (1.8) CoroLLAIRE (Théoréme de Borsuk). Soit U un voisinage ouvert de
0 €E, borné, symétrique et soit F: U — F une application L-condensante impaire
sur 0U. Alors, ou bien F a un point de coincidence avec L dans dU, ou bien F est
L-universelle dans 4,(U, oU).

(1.9) CoroLLAIRE (de (II1.1.10)). Soient F, G, S: E—F des applications
L-condensantes satisfaisant les conditions suivantes:
i) F est homogeéne et son seul point de coincidence avec L est O;
ii) G est bornée;
iii) S(x) = F(x)+ G(x) pour tout xeE.
Alors S a un point de coincidence avec L.

(1.10) CoroLLAIRE (de (II1.2.10)). Soit U un voisinage de 0 € E, ouvert,
borné, symétrique et soit F: U—F une application L-condensante telle que
(L — F)(x)#t(L — F)(—x) pour tout (x,t)edUx[0, 1]. Alors F est
L-universelle dans €,(U, oU).

Les corollaires (1.6), (1.7) et (1.10) se rapportent aux applications de la
forme f = L —F. Nous disons que f = L— F est une L-perturbation condensante
(respectivement une L-perturbation condensante réguliére, L-perturbation de
Darbo) si F est L-condensante (respectivement L-condensante réguliére,
L-application de Darbo).
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Ry est une connection entre les L-perturbations et les champs:
Rr(f) = Ryo(L—F) = I-0(F),
dont linverse est L+ T:
(L+T)g)=L+T—(L+T)oG=L-607'(G)

pour tous Te CR(L) et g = I—-G.

(1.11) PRroOPOSITION. Une application f: E—F est respectivement:
— une application injective,
— une application surjective;
— une application ouverte,
— une e-application;
— une ¢-application stricte;
si et seulement si l'application Ryof: E—E est respectivement:
— une application injective;
— une application surjective;
— wune application ouverte;
— une e-application;
— une g-application stricte.

Preuve. La preuve est immédiate parce que R, est un isomorphisme
linéaire. =

(1.12) CoroLLAIRE (de (I11.2.6)). Soit f: E — F une L-perturbation conden-
sante.
a) Si f est une L-perturbation condensante réguliere et si elle est une
e-application, alors f(E) est ouvert dans F.
b) Si f est une e-application stricte, alors f(E) = F.

(1.13) CoroLLAIRE (Théoréme d'invariance du domaine). Soient U un
sous-ensemble ouvert de E et f: U — F une L-perturbation condensante réguliére
injective. Alors:

a) f est une application ouverte. En particulier, f(U) est ouvert dans F;

b) f(U) est homéomorphe a U.

De plus, si f est une ¢-application stricte pour tout ¢ > 0, alors 'hypothése de
régularité de f peut étre négligée.

(1.14) CoroLLAIRE (Alternative de Fredholm). Soit S: E — F un opérateur
linéaire L-condensant. Alors, on a l'alternative suivante:
a) L'équation 0 = L(x)—S(x) a une solution non triviale, ou bien
b) L'équation y = L(x)—S(x) a une solution unique pour tout y€F,

(1.15) CoroLLAIRE (de (II1.2.9)). Soit f: E—~F wune L-perturbation
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condensante. Supposons qu'il existe une constante M > 0 telle que
1/ )=/ = M-lx—yll  pour tous x, yeE.
Alors f est inversible.

(1.16) CoroLLAIRE (de (IIL.2.12)). Pour chaque L-perturbation condensante
f: BsF*"! ou B=B(0,1)cE, il existe un point xS = 0B tel que
Sx) = f(=x).

§2. Remarques génerales sur les applications universelles

Soient E, F deux espaces de Banach et L: Dom(L)—F un opérateur
linéaire (qui n’est pas nécessairement continu), o Dom(L) est un sous-espace
de E.

Soit (X, A) un couple borne et fermé dans E, et supposons que F: X > F
est une application continue. Nous considérons le probléme suivant:

Trouver un point de coincidence entre 'application F et I'opérateur L, ie.
trouver un point x€ X tel que L(x) = F(x). -

Soit # une classe d’applications définies sur les sous-ensembles de E**”,
n=20,1,..., a valeurs dans F. Définissons la classe

B*(X,A)={F: X>F| Fe® et F(x) # L(x) VxeDom(L)nA}.

Deux applications F, Ge #*(X, A) sont dites homotopes dans #*(X, A) s'il
existe une application H: X x [0, 1]—F telle que

() He %,

(i) H,e #*(X, A) pour tout te[0, 1]; )

(iii) Hy=F, H; =G.
On dit que H est une homotopie dans #*(X, A) entre F et G. Nous notons cette
relation F 5 G. Nous supposons dans la suite que cette relation est une relation
d'équivalence et nous notons #*[X, A] 'ensemble des classes d’homotopie.

Nous supposons également que la propriété suivante est veérifiée:
(%) si F, Ge#*(X, A) et F|, =G|, alors F; G dans #*(X, A).

Une application F e #*(X, A) est dite Z-universelle si chaque G e #*(X, A)
telle que F|, = G|, a un point de coincidence avec L dans X. L’ensemble des
applications #-universelles dans #*(X, A) est noté Unvy,(X, 4).

Nous disons que la classe #*(X, A) satisfait la propriété de Leray-Schauder
si, pour toutes les applications F, Ge #*(X, A) telles que F~ G, F est
Z-universelle si et seulement si G est %-universelle. '

Supposons que &#/*(X, A) est une des classes considérées dans (I1.1) (i.e.
elle satisfait les propriétés (1), (2) et la propriété de Leray-Schauder, formulées
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dans la section (11.1)). Supposons également que #*(X, A) satisfait la propriété
(») et la propriété de Leray-Schauder.

Etant donné une application @:%*(X, A)— &/ (X, A), nous disons que
@ est une L-connection si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) F; G dans #*(X., A) = O(F)~ @(G) dans (X, A)

2) O(F)e Ess (X, A) = FelUnv,(X. A).

L’existence d’une L-connection est trés utile dans I'é¢tude des problémes de
coincidence, parce qu’elle permet d’examiner ces problémes en termes de point
fixe, d'une facon analogue a la méthode utilisée dans la section 1. Nous allons
montrer deux autres exemples de théorie de coincidence ayant une L-con-
nection.

§ 3. Theorie de coincidence de Mawhin

Dans cette section nous allons étudier le probléme de coincidence pour un
opérateur généralis¢é de Fredholm.

(3.1) DErnNtTION. Soient E, F deux espaces de Banach et L: Dom(L)— F
un opérateur lineaire (qui n’est pas nécessairement continu), ou Dom(L) est un
sous-espace de E. L’opérateur L est dit opérateur (généralisé) de Fredholm si les
conditions suivantes sont satisfaites:

a) Ker(L) est de dimension finie;
b) Im(L)= L(Dom(L)) est un sous-espace fermé de codimension finie.
Lindice i(L) de L est I'entier dim(Ker(L)) — codim(Im(L)).

(3.2) DermuTioN. Soit L: Dgom(L)— F un opérateur de Fredholm. On dit
qu'un opérateur continu et de rang fini T: E — F est une résolvante de rang fini
de L silopérateur L+ T: Dom(L)~F est bijectif. L'inverse de L+ T'sera noté
R;. On note FR(L) I'ensemble de toutes les résolvantes de rang fini de L. On
a que FR(L) = A (E, F).

Dans cette section nous considérons un opérateur de Fredholm d’indice
zéro L: Dom (L)— F. Dans ce cas FR(L) est non vide. En effet, il existe une
projection P e 2r(E) sur Ker(L) et si J: Ker(L)— F, est un isomorphisme, ou
F = F,®Im(L), alors L+J o P est une bijection et évidemment J o P e FR(L).

Soit E muni d’'une mesure de non compacité u et supposons que
&/ représente une des classes #, 2 ou 4. Soit X <« E**", n =0, 1,.... Nous
disons que I'application F: X — F appartient 4 la classe .o/, si Ry o F € o/ pour
un certain Te FR(L). Cette définition ne dépend pas du choix de Te FR(L). En
effet, supposons que T, Se FR(L), alors on a
(1) ReoF = (L+8) " "(L+T)HL+T) 'oF

= Ipomuy © R0 F+Rgo(T—S)oRyo F

=R;0F+Rso(T-S)oR,0F,
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comme T—S est continu et de rang fini, on en conclut que Rgo F € &/ si et
seulement si RyoFe .
Ainsi se trouvent définies les classes

A, — des applications L-complétement continues,
9, — des L-applications de Darbo,
%, — des applications L-condensantes.

Soit (X, A) un couple borné et fermé dans E. Nous disons que 'application
F: X - F appartient a la classe 7, (X, A) si Fe.&/; et L(x) # F(x) pour tout
x € AnDom(L). Deux applications F, G e .o/, (X, A) sont dites homotopes dans
&, (X, A) ¢l existe une application H: X x[0, [T=F telle que

() Hest;

(i) He o/, (X, A) pour tout te[0, 1];

(i) Hy= F, H, =G.

Il est évident que cette relation d’homotopie est une relation d’equivalence.
I’ensemble de toutes les classes d’homotopie est noté o, [X, A].

Nous disons que Fe .o/, (X, A) est L-universelle si chaque G e (X, A)
tel que G|, = F|, a un point de coincidence avec L. Sinon, F est dite
L-non-universelle.

Pour chaque TeFR(L) nous définissons la connection @: o, (X, A)
— (X, A) par O(F) = R(F+T), Fe (X, A). 1l est facile de vérifier que
©, est bien définie.

(3.1) ProrosiTION. Soient F, Ge of, (X, A). La connection O+ vérifie les
propriétés suivantes:

() xeX et x = O,(F)(x) < xeDom(L)nX et L(x) =F

() ©,(F)eEss, (X, A) = F est L-universelle dans o ,(X,

(iii) Fd~L G dans o, (X, A) = Op(F)~ O@.(C) dans #(X,

(x);
A);
~ A).
Preuve. La preuve est immédiate. m

(3.2) LemME. Soit Fe of (X, A). Les conditions suivantes sont equivalentes:
(i) F est L-non universelle;
(i) il existe Ge o, (X, A) telle que G n'a pas de point de coincidence avec
L et G; F dans o, (X, A);
(iii) il existe une homotopie H dans o/ (X, A) entre F et G*, ou G* n'a pas
de point de coincidence avec L, et telle que H/|, = F|, pour tout
te[0, 1].

Preuve. (1) = (i)} Soit Ge (X, A) une application sans point de
coincidence avec L et telle que F|, =G|, H =t G+(1—t)F est une
homotopie dans «,(X, A) entre F et G.

(if) = (iii) Soit H une homotopie dans 7, (X, 4) entre F et G, ou G n’a
pas de point de coincidence avec L.
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Définissons 'ensemble
B ={xeXnDom(L)| Ite[0, 1] L(x) = H(x, 1)}.
D’aprés (3.1) on obtient que
B={xeX| 3tel0, 1] x = @L(H)(x)}.
Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans la preuve de (I1.2.3), on
déduit que B est fermé dans X. Sans perte de généralité, on peut supposer que

B # 0. Soit & X —[0, 1] une fonction de Urysohn telle que &(A4) =1,
&(B) = 0. On définit

F*(x) = H(x, ¢{()); x€eX,
H*(x,t) = H(x,(1-0)+¢¢(x); xeX, te[0,1].

Par ailleurs & ,(H*) = [ ©,(H)]*, ot [@(H)]* est 'homotopie définie par la
méme construction que dans la preuve de (IL.2.3), appliquée 4 I'’homotopie
©,(H). Par conséquent H* € o/, et elle vérifie les conditions requises.

(iii) = (i) est évident, m

(3.3) CorOLLAIRE (Théoréme de transversalité topologique). Supposons
que F, Ge .o (X, A) sont homotopes dans o/ [ (X, A). Alors F est L-universelle si
et seulement si G est L-universelle. Par conséquent, les classes A (X, A),
D,(X, A) et €,.(X, A) satisfont la propriete de Leray-Schauder pour tous les
couples fermés et bornés (X, A) dans E.

(3.4) CoroLLAIRE (Alternative non linéaire). Soit U un ensemble ouvert
borné dans E tel que 0e U. Alors pour chaque application L-condensante
F: U—F, on a lalternative suivante:

(i) F a un point de coincidence avec L dans U; ou bien

(i) Pour un certain (et également pour tout) Te FR(L) il existe xedU et

4€(0, 1) tels que

L(x)+(1—A) Tx = AF(%).

Preuve. On a que pour tous xe UnDom(L) et te[0, 1]
LxX)+(1=0)T(x) = t-F(x) < x =10 (F)(x).
Alors, la conclusion découle de (II1.1.3). m

(3.5) CoroLLAIRE (Alternative de Leray-Schauder). Soit F: E—F une
application L-condensante. Etant donne Te FR(L), définissons

Zp(F) = {xe EnDom(L) | 34€(0, 1), L(x)+(1—A) T(x) = AF(x)}.

Alors, ou bien X (F) est non bhorné pour un certain (et également pour tout)
TeFR(L), ou bien F a un point de coincidence avec L.
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Preuve. La preuve est immédiate d’aprés (III.1.5), parce que
Z(F) = Z(OH(F). =

(3.6) CorOLLAIRE (de (II1.1.6)). Supposons que Ry: F— E est continue, ou
Te FR(L). Soit F: E—F une application L-condensante quasi-bornee telle que
IRAFI+ITI) < 1. Alors, l'application L—F est surjective.

Preuve. Notons d’abord que
1©+(F) < [IR(FI+ITI) < 1.

Draprés (111.1.6), pour chaque y e F il existe x € X tel que R(y) = x— O (F)(x),
alors xe Dom(L) et

y = L(x)+ T(x)—'(F(x)-i- T(x)) = L(x)~F(x). m

Notorns que si Ry: F— E est continue pour un certain Te FR(L), alors R,
est continue pour tout Te FR(L).

(3.7) CoroLLAIRE (de (IIL.L.7)). Supposons que Ry est continue, ou
TeFR(L). Soit F: E—~E une application L-condensante asymptotiquement
linéaire telle que

IR+ ICIF (@)l + T < 1.

Alors, l'application L—F est surjective.

Preuve. Reprenant la preuve de (111.1.7), on obtient {F| < ||F'(c0)| et la
conclusion découle de (3.6). =

(3.8) CoroLLAIRE (Théoréme de Borsuk). Soit U un voisinage ouvert de
0 € E. horné, symétrique et soit F: U — F une application L-condensante impaire
sur 0U. Alors, ou bien F a un point de coincidence avec L sur 0U, ou bien F est
L-universelle dans (U, 3U).

Preuve. Puisque R, et Tsont linéaires, alors & ,(F) est une application
impaire sur AU. La conclusion découle de (II1.1.9) et (3.1). m

Une application G: E — F est dite L-bornée si Ry 0 G est bornee pour un
certain Te FR(L). D’aprés (1) cette définition ne dépend pas du choix de
Te FR(L).

(3.9) CoroLLAIRE (de (I11.1.10)). Soient F, G, S: E— F des applications
L-condensantes satisfaisant les conditions suivantes:

i) F est homogéne et son seul point de coincidence avec L est O;

ii) G est L-bornée,

iti) S(x) = F(x)+G(x) pour tout xecE.
Alors S a un point de coincidence avec L.

Preuve. Soit TeFR(L). Posons F* = @(F), G* = R, 0G = &,(0)
—Rro T, §* = @(S). On vérifie facilement que F*, G*, S$* satisfont les
conditions (i), (i), (iii) de (I1L.1.10), et la conclusion découle de (3.1). m
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{3.10) CoroLLAIRE (de (I11.2.10)). Soit U un voisinage ouvert de O, borné,
symétrique et soit F: U—E une application L-condensante telle que
(L—F)(x) # t(L—F)(—x) pour tous xe 0U nDom(L) et t [0, 1]. Alors F est
L-universelle dans % ,(U, aU).

Preuve. Notons d’abord que la condition (L — F)(x) # A(L— F)(— x) pour
tous xe dUnDom(L) et Ae[0, 1], est équivalente a

x—Or(F)(x) # A(—x—O1(F)(—x))

pour tous xedU et 1[0, 1].
Alors, la conclusion découle de (I1[.2.10) et (3.1). m

§4. Theorie de coincidence pour des opérateurs semi-fredhoimiens

(4.1) DEFRINITION. Soient E, F deux espaces de Banach. Un opérateur
linéaire L: E—F est dit semi-fredholmnien a droite si les conditions suivantes
sont vérifiées: '

(i) Ker(L) est fermé et il existe un sous-espace fermé E, de E tel que

E = E, ®Ker(L)
(ii) Im(L) est fermé et de codimension finie.

On dit aussi que l'opérateur continu K: Im(L)— E est un pseudo-inverse
a droite de L si les diagrammes suivants commutent:

K L

Imit) —K_ »f E——Lt »imiL)
! d J k
Im{L) E

ou J: E, - E est l'inclusion.

Soit P e Zr(E) la projection associée a la décomposition E = Ker(L)® E,,
ie. P(E) = Ker(L) et Ker(P) = E,. La relation Im(K) = Ker(P) nous autorise
4 dire que l'inverse a droite K est associé d la projection P.

On définit I'indice de L comme étant le nombre entier généralise

i(L) = dim(Ker(L))— dim(F/Im(L)).

Dans la suite nous supposons que i(L) = 0.

Notons que 'exisience d'un pseudo-inverse implique que L est continu. En
effet, K: Im(L)— E, est un isomorphisme et L(x) = K~ o (I—P)(x), ou P est
la projection associée a l'inverse K et xeE.

D’abord nous considérons un opérateur semi-fredholmien a droite
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L: E—F qui est surjectif et nous supposons que K: F—E est un pseudo-
inverse a droite de L.

Supposons que ¥ représente une des classes /', 2 ou ¥ par rapport
a l'espace E.

(4.2) DerNITION. Soient X — E®*" un ensemble fermé et borné et
F: X — F une application continue. Nous disons que F appartient a la classe
s/, si lapplication KoF: X —E appartient d la classe .

Cette définition dépend du choix de K.

Soit (X, 4) un couple borné et fermé dans E. Nous définissons la classe
& (X, A), Thomotopie dans cette classe et les applications L-universelles de la
méme maniére que dans les sections précédentes.

Considérons l'application @ & (X, A)> A (X, A); OkF)=KoF:
X-E; Fed (X, A).

(4.1) PRrOPOSITION. Lapplication @y a les propriétés suivantes:
() si x = @(F)(x), o Fed,(X, A), xe X alors L(x) = F(x);
(i) F; G dans A (X, A)) = O(F) ~ Of(G) dans (X, A);
(iii) Oy(F)eEss (X, A) = FeUnvy (X, A).

Preuve. (i) est évident et (ii), (iii) découlent de (i) par contradiction. m

(42) Remarque. Les conditions (4.1,(ii)) et (4.1,(iii)) impliquent que &,
est une connection entre &/, et &/, au sens de la section 2.

(4.3) LeMME. Soit Fe &/, (X, A). Les conditions suivantes sont equivalen-
tes:
(i) F n'est pas L-universelle;
(i) il existe Ge (X, A), telle que G n’a pas de point de coincidence avec
L et G; F dans o, (X, A);
(iii) il existe une homotopie H dans o/, (X, A) entre F et G*, ou G* n'a pas
de point de coincidence avec L, et telle que H,|, = F|, pour tout
te[0, 1].
Preuve. Les implications (i) = (i) et (iii) = (i) sont évidentes. Pour
prouver I'implication (ii) = (iii) nous répétons la méme construction que dans

la preuve (I1.2.3). Soit F, G e o/, (X, A) comme dans (ii) et supposons que H est
une homotopie entre F et G dans &, (X, A). Définissons

B={xe X| 3te[0, 1], L(x) = H(x, 1)}
={xe X| Ae[0, 1], x = KoH(x, t)+({ — P)(x)}.
Puisque (x, )= Ko H(x, t)+(I~P)(x)—x est continue et que l'intervalle

[0, 1] est compact, il s’ensuit que B est fermé. Sans perte de généralité on peut
supposer que B # @. Soit & X —[0, 1] une fonction de Urysohn telle que
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£(4) = 1, £(B) = 0. On définit
F*(x) = H(x, f(x)),
H*(x, t) = H(x(1-0)+t¢(x); xeX, tef0, 1].

Alors @ (H*) = [@((H)]*, ou [@,(H)]* est 'homotopie définie par la méme
construction que dans la preuve (I1.2.3), appliquée & ’homotopie & (H). Par
conséquent H* e o/, et elle vérifie les conditions requises. m

(4.4) COROLLAIRE. Les classes A (X, A), D, (X, A) et €.(X, A) satisfont
la propriété de Leray-Schauder pour tous les couples fermés et bornés (X, A)
dans E.

Maintenant, nous abandonnons I'hypothése que L est surjectif.

(4.5) LEMME. Soient L: E—F un opérateur semi-fredholmien a droite et
K: Im(L)— E un pseudo-inverse a droite de L. Supposons que B: E—F est un
opérateur complétement continu. Alors L+ B: E—F est un opérateur semi-
fredholmien a droite ayant un pseudo-inverse 4 droite.

Preuve. Considérons l'opérateur linéaire continu /+Bo K: Im(L)—F.
Nous voulons montrer que Im(I +B o K) est un sous-espace fermé dans F,
codim(Im(I+Bo K)) < o et Im(I+Bo K) = Im(L+ B). Cela nous permettra
de constater que Im(L + B) est fermé et que codim(Im(L + B)) < co. En effet, si
Im(I+BoK) est fermé et de codimension finie, alors Im(L+B)=
Im(I+Bo K)®@F* ou F* est un sous-espace de dimension finie, et la
conclusion en découle.

Soit Q € Zr(F) une projection sur Im(L). Il est clair que

Im(I+BoK)=Im(Q+BoKoQ), ouQ+BoKoQ: F-F.

Parce que @ = I—R, oi R: F— F est de rang fini, on a que ¢ +Bo Ko Q est
un champ complétement continu sur F. D’aprés (II1.2.8), Im(I+ Bo K) est
fermé dans F et de codimension finie. Ensuite, soit y = z+ B o K(z) pour un
certain zeIm(L). Alors

z=L(xy), ou x,€kE,
et
y = L(x)+B o Ko L(xy) = L(xg)+ B(x,).
Cela montre que Im(I + B o K) = Im(L + B). Puisque Ker(/+Bo K) < Im(L),
il existe un sous-espace fermé F, c F tel que
Im(L) = Ker(I+Bo K)®DF,.

Considérons l'opérateur [+ Bo K: Im(L)—Im(I + B o K), restreint au sous-
espace F,. Il est bijectif, donc son inverse D: Im(/+ B o K)— F, est continu.
Par conséquent, pour tout zeIm(I+B oK), (L+B)o Ko D(z) = z. F* est de
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dimension finie, donc K o D se prolonge & un pesudo-inverse & droite de L+ B,
défini sur tout le sous-espace Im(L+B). =

(4.6) THEOREME. Soit L: E—F un opérateur semi-fredholmien ayant un
pseudo-inverse a droite.. Soient U < E un voisinage ouvert et borné de
0 ¢t F: U—F une upplication continue. Supposons qu'il existe un opérateur
Be X (E, F) tel que:

a) L+B: E—~F est surjectif;

b) Kyo(F+B): U~ E est condensante, ou Ky est un pseudo-inverse a droite de
Fopérateur semi-fredholmien a droite L+ B;

¢) L(x)+ B(x) # t(F(x)+ B(x)) pour tous xedU, te[0, 1).

Alors F a un point de coincidence avec L. De plus, si la conclusion (c) est
vérifice pour tout te[0, 1], alors O F est un point intérieur de (L— F)(U).

Preuve. On peut supposer que la condition (c) est vérifiée pour tout
te[0, 1]. Sinon, F a un point de coincidence avec L dans dU. D'apres (4.4) et
(I11.1.2), application @ (F) est essentielle dans %(U, AU). Cela implique, par
(4.1), qu'il existe un point de coincidence entre F et L.

D’aprés (I11.2.1), 0 est un point intérieur de ({ — O, (F)}(V). 11 existe donc
g >0 tel que pour tout yeF, |y|ee TIéquation x—O, (F)(x)=y a
une solution dans U. Par consequent, il existe un xeU tel que
y = (L+B){(x)—(F+B)(x) = L(x)—F(x). Il sensuit que 0 est un point
intérieur de (L—F)(U). »

(4.7) TufiorEME. Soit L: E-~F un opérateur semi-fredholmien ayant un
pseudo-inverse a droite. Soit F: E — F une application continue. Supposons qu'il
existe un opérateur Be ¥ (E, F) tel que les conditions (a) et (b) de (4.6) sont
vérifiées. Définissons l'ensemble.

Z,(F) = {xeE| 3A€[0, 1], A-F(x) = L(x)+(1—A)B(x)}.

Alors, ou bien X y(F) est non borné, ou bien F a un point de coincidence avec L.

Preuve. Supposons que Xy(F) est borné, ie. 2,(F) < B(0, r) pour un
certain re R, . Pour chaque x € dB(0, r), A-F(x) # L(x)+(1 —A)B(x) et alors la
conclusion découle de (4.6) pour U = B(0, r). m

(4.8) THEOREME. Soit L: E—F un opérateur semi-fredholmien ayant un
pseudo-inverse a droite. Soient U < E un voisinage de 0. horne. ouvert ot
symétrigue, F: U — F une application continue, impaire sur dU. Supposons qu'il
existe un opérateur Be #(E, F) tel que les conditions (a) et (b) de (4.6) sont
verifices.

Alors F a un point de coincidence avec L.

Preuve. L'application Kzo(F+B): U—E est condensante, et elle est
impaire sur AU, puisque K, et B sont linéaires. Alors, d’apreés (I11.1.9) et (4.1),
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F+B a un point de coincidence x, avec L+ B, et ainsi x, est un point
coincidence entre F et L. »

(4.9) TuEorREME. Soient L: E—F un opérateur semi-fredholmien ayant un
pseudo-inverse a droite, U < E un voisinage de 0, ouvert, borné, symétrique et
convexe, et F: U— E une application continue satisfaisant la condition suivante:
d) (L—F)(x) # t(L—F)(—x) pour tous t € [0, 1], x € dU. Supposons qu'il existe
un opérateur Be A (E, F) tel que les conditions (a) et (b) de (4.6) sont satisfaites.

Alors F a un point de coincidence avec L dans U.

Preuve. (d) implique que

(1= Oy (F)(x) # t{I— O y(F)(—)

pour tous xe AUNE, et te[0, 1], ou Ok, (F) = Kg(F+ B) et E; = Im(K,). E,
est un sous-espace fermé de E, alors nous pouvons appliquer (I11.2.10)
a Ok,(Flg, U, = UnE,. D’apres (I11.2.10), O, (F) a un point fixe x,e U,. Il
est clair que x, est un point de coincidence entre L et F. m

Chapitre V

Applications aux équations difféerentielles

Dans ce chapitre on présente des exemples de mesures de non compacité
sur divers espaces fonctionnels et on étudie certaines applications condensantes
par rapport a ces mesures. On indiques plusieurs applications des théorémes
précédents aux eéquations différentielles et on obtient quelques résultats
d'existence pour les équations différentielles non résolubles par rapport 4 la
derivée seconde.

§1. Notations

Soit & = (,, ..., ,) € N" un multi-indice. On pose
el
T oax% ... 0xi

Soient M un espace métrique et F un espace de Banach. Nous considérons
I'espace de Banach

0" ou |of =a,+... +a,.

C(M, F)={u: M—F| u est continue et bornée},

ot la norme est donnée par |ul, = sup [ju(x)|.
xeM
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Soit € — R" un domaine, i.e. 2 est un ensemble ouvert et borné. Nous
considérons en particulier les espaces de Banach suivants:

C(Q, F) = {u: Q—F| u a une extension continue bornée sur Q}

muni de la norme |u|, = sup [ju(x)|;
xe2

C(Fy = C(@, R);
CH@, F) = {w Q—F| Y0 < |o| < k, PueC(@, F))
muni de 1a norme ||u] o, = max{[[®*uj | 0 < |o| < k}; CHQ) = CHQ, R);

'@, F) = {w: Q— F|u mesurable et [|u|” < oo}
2

muni de la norme ||ull, = (follul?)'?, p = 1; Q) = I’(2, R);
WhP(Q) = {u: Q—>R| VO < |of < k, d*ueP(Q)}
muni de la norme |uf,;, = max{[0*u|,| 0 < |« < k}.
Supposons que (a, b) est un intervalle dans R. Posons
C[a, b] = C¥([a, b)), I[a,b] =I((a,b), W*[a, b]=W*P((a,b)).

L'espace W*2(Q) peut étre muni d’une autre norme équivalente, définie par

lul =( X lo“ul2)*

0<|a| Sk

L'espace W*2(£2) muni de cette norme est un espace de Hilbert. Tl est noté
H*(Q). Les espaces W“?(Q) sont dits espaces de Sobolev.
Etant donné u: Q— F une application, définissons le support de u par

supp(u) = {x € 2| u(x) s 0}. Soit
CH(Q) = {ue C*(Q)| supp(u) = Q}.

Alors, il est clair que C§(Q2) ¢ W*P(Q) et en particulier C5(Q) < H*(Q). On
note WgP(Q) (respectivement H%(Q)) sa fermeture dans W*?(Q) (respectivement
dans H*(Q)).

Remarque. On peut vérifier que chaque fonction u définie sur la famille
My des sous-ensembles bornés d'un espace de Banach E, et qui satisfait les
axiomes (L.2,(p-1) — (u-8)) par rapport a .#,, peut étre prolongée par ‘la
formule (I.2,(u-9)) 4 une mesure de non compacité pu: 4 —[0, o).

Nous présentons d’autres exemples de mesures de non compacité, qui
n'ont pas été discutés dans le Chapitre 1.

EXEMPLES.
(1.1) Mesure de non équicontinuité w,. Soit (K, g) un espace métrique
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compact. Considérons P'espace E = C(K). Etant donné xe C(K) et ¢ > 0,
définissons
w(x, &) = sup{|x(s)—x()| t, se K, ofs, 1) < e}.

Le module de continuité d’un sous-ensemble borné X < E est la fonction

o(X, &) = sup{w(x, g)| x € X}.

Posons wy(X) = lim w(X, £). On peut vérifier que ¢, est une mesure de non
e 0
compacité et que wy(X) = 2-¥(X) pour tout X e 4.
Nous appelons w, mesure de non équicontinuité.

(1.2) Soit F un espace de Banach et soit E = C([a, b], F). Etant donné
une mesure de non compacité p sur I'espace F, définissons

p*(X) = sup{u(X(®)| tela, b]}, o X(®) = {x()| xeX}.

Posons p(X) = we(X)+ u*(X), ou wy(X) est définie de fagon analogue a w,
dans I'’exemple précédent. La fonction y_ est une mesure de non compacité sur
E.

(1.3) Soient E = I!{a, b] et T,: I![a, b] > IZ(R) 'opérateur de translation
défini par

(T,x)(t) = x(t+h); xeE, heR. ¥

Etant donné ¢ > 0, xeE et X < E un ensemble borné, définissons:

v(x, &) = sup{| T,x—x|,| [hl <e} et v(X,¢e) =sup{v(x,s| xeX).

Soit v,(X) = lim v(X, €). v, est une mesure de non compacité sur E.
=0

Une autre mesure de non compacité #, sur [’[a, b] peut étre obtenue si
dans la construction de v, ci-dessus, 'opérateur T, est remplace par I'opérateur
§,;, défini par

t+h
1
(Spx)) = o J x(s)ds, xelf[a,b], h#0.
t=h
L’opérateur S, est dit opérateur de la moyenne de Stéklov. On peut vérifier que

les mesures de non compacité y, v, et 7, sur I7[a, b] satisfont les inégalités
suivantes

x(X) < 1o(X) € vo(X) pour tout X e 4.

*) On pose x(t) = 0 pour t¢ [a, b].

4— Dissertationes Mnthematicac 273



50 V. Applications aux équations diflérenticlles

(14) Supposons que E représente l'espace C"[a, b] (respectivement
W™?[a, b)) et que E, représente l'espace C[a, b] (respectivement I?[a, b]).
Soit X c E un ensemble borné. Définissons I'ensemble X® < E, par

X™ = {x"] xe X},

ou x™ est la n-iéme dérivée de x. Etant donne une mesure de non compaciteé
u sur E,, définissons

HO(X) = p(X™).

1™ est une mesure de non compacité sur E. En particulier, on obtient les
mesures o, o, ¥™ sur C'{a, b] et v§), 4, o™ et ¥ sur W™P[a, b].

§ 2. Certains résultats concernant les applications condensantes et L-condensantes

(2.1) Soit K: E—~E une application complétement continue et soit
F: E—E une contraction avec constante k > 0, i.e. ||[Fx—Fy| < k*]Jx—y]|
pour tous x, y€ E. Alors, 'application F+ K est a-lipschitzienne et y-lipschit-
zienne avec la constante k. Si k < 1. F+K est une application de Darbo.

(22) Soit f: [0,1]xR—R une fonction continue. Lopérateur de
Nemytskii F: C[0, 11- C[0, 1] pour la fonction f est défini par la formule

F)® =/(t, u(t), ueC[0, 1], te[0, 1].

Les conditions suivantes sont équivalentes:
@) 1S, x)—~ft, Y| < k'|x—y| pour tous te[0, 1], x, yeR,
(i) |Fw)—F(x), < k-lu—v|, pour tous u, ve C[0, 17;
(ii) F est y-lipschitzienne avec la constante k.

(cf. Appell [1]).

(2.3) Soit f: [0, 1] x R—=R une fonction de Carathéodory, ie. [(t, ") est
continue pour presque tout t€[0, 17; (-, x) est mesurable pour tout xeR.

Lopérateur de Nemytskii F: I'[0, 11— I[0, 1] pour la fonction f est
défini par F(u)(t) = f(t, u(1), ue [0, 1]. (On peut montrer que si F est bien
défini, alors il est nécessairement continu).

Les conditions suivantes sont équivalentes:

() |f(@, x)—f(t, y)| < k’|x—y| pour presque tout t [0, 1], et pour tous
x, VER,

(i) |F(w)~F@ll, < kllu—v|,, pour tous u, ve /[0, 1];

(iii) F est x-lipschitzienne avec la constante k.
(cf. Appell [1]).

(24) Nous considérons 'espace E = C[a, b]. Supposons que S: C[a, b]
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—C([a, b], R") est une application complétement continue. Soit g:
[a, b] x R">R'x R une fonction continue satisfaisant la condition:

(1) Il existe une constante ke(0,1) tel que pour tous te[a, b],
xeR" et r,seR

lg(e, x, r)—g(t, x, s)| < ke|r—s|.

Supposons que fi;: [a, b]—[a, b], i=1,..., 1, sont des fonctions continues.
Etant donné ue C[a, b], posons

Bu)) = (u(B, (). ..., u(B,(1)) e R"
Définissons G: E— E par la formule:

Gu)(t) = g(t, S(w)(t), B(w)(t) pour tous uek, te[a, b].

Alors, G est une application de Darbo par rapport aux mesures de non
compacité a, x et w,.

Preuve. Parce que w, = 2y (ex. (1.1)), alors il suffit de montrer que G est
p-lipschitzienne avec la constante k pour u = w, et x = o Notons d’abord que
l'opérateur f:C[a, b]— C([a, b], R') est un opérateur linéaire continu et
I8l < 1. Soient A < E un ensemble et r > 0 tel que diam(A4) < r. Soit R > 0
tel que diam(S(4)) < R. La fonction ¢: [a, h]x B(0, r)x B(0, r)=R (ou
B(0, R) = {xeR"| ||x| < R} et B(0,r) = {xeR'| x|l <r}) est uniformément
continue. Alors, la compaciteé de l'application §;,: .1 » {([{u, b], R") implique
que Ve¢>030>0 Vv, €A VueE Vs, tel[a, b] si |t—s| <d, |[v—0|,
< d et lul, <r alors

(2) lg(z, S)(), BE))—g(s, S@s), BuND)| < e

Posons

w(B, n) = max{w(f,, n)| i=1,.... 1},

ou n >0 et w(-,n) est défini dans (1.1). Il est clair que lim w(f, n) = 0.
n—0

Cas oii u = w,. Pour chaque ue C[a, b] défnissons:
w, (u, &) = sup{|g(t, S@)(©), Bw)®)—g(s, Sw)(s), B! lt—s| < &},
@, (u, 8) = sup{las, S, BEV)—g(s, SBIE), RO | lt—s <&},
(A, &) = sup{w,,(u, &)| ue A4},
w, (A, &) = sup{w,.(u, €)| ue Aj.
Pour tout ue A on a
o(G(u), €) < (u &)+ w,(u, £) < o, (u, &)+k-o(u, o, )
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alors
w(G(A4), s)’s W (A, &) +w,(4, £) < w (4, ) +k (4, B, ¢).
D’aprés (2) on obtient que lima (4, &) = 0,
e—0
wo(G(A)) = lim w(U(A), ¢) < k- limw(4, w(f, &)
=0 c—0

= k-lin w(4, n) = k-wy(4).

y—0

Cas ot yt = o. Etant donnés ¢ > 0 et y = a(4), il existe une décomposition
A=A,u...uAd,, ot diam(4) < n+e¢/(2k). Définissons la famille {G,:
A—E| ueE, |lu||, <r} par

G, (o)) = g(t, S)1), f@)E), tela, b, ve A,

Daprés (2), {G,} est équicontinue, 1e. V&> 030 > 0 Vv,5e 4 VuekE si
lv—7ll, < 0 et |lu|l, <r, alors

() 1G,(»)—G, ()], < s

S|+ A—C([a, b], R") est compacte, alors d’aprés le théoréme d’Arzela
et daprés (2), U,(A4) est compact pour tout ucE. Par (3) il existe
des décompositions A4; = Aju...udly, i=1,...,m, telles que diam
(G,(4%) < ¢/2 pour tovs i = 1,..., m, j = 1...., n(i), et pour tout ue E tel que
lull, <. |

Supposons que u, vedl; i=1,. .,m j=1,..., nfi). Alors

I1G()— Gl < 1G(W)— G, W), +1G,(0) =Gl
Notons que
1G®) =G ()l = sup{lg((z, SWIE), BE)E)—g(t, SO)(), Be@)|| ¢ € a, bI}
< klB)— Bl o
< ke lv—ul , < k(n+e/(2k))
<

On a aussi
1G.)~ G, = G, ()G, W, < e&?2.
Il s’ensuit que diam(G(45) < k'n+e, pour tous i, j. Alors a(G(4)) < k'
=koa(d). »
(2.5) Soit g: [a, b] x R"x R'—R une fonction de classe C' telle que
(4) IGrad,(g)(t. x, r)]| <!
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pour tous tefa, b], xeR" et reR!, ol Grad, est le gradient par rapport
areR.

Supposons que S: C[a, b]—C([a, b], R") est une application com-
plétement continue et que f;: [a, b]—[a, b], i =1,..., |, sont des fonctions
continues. Alors 'application G: C[a, b]— C[a, b], définie par

G@)(t) = g(t, S@)), pun(),

ou P(u)(t) est définie comme dans (2.4), est une application condensante par
rapport aux mesures %, y et @,

(2.6) Considérons l'espace E = C"[a, D] muni de la mesure de non
compavcité ™, ol u est une mesure de non compacité sur E, = C[a, b]. Soient
X c E et F: X - E, une application continue, bornée sur les sous-ensembles
bornés. F est dite une application (u*', p)-lipschitzienne avec la constante k, si
pour tout sous-ensemble borné A = X, u(F(4)) < k-u™(A4).

Soient S: C'(a, b]—C([a, b], R") une application complétement continue
et g: [a, b]x R" x K' - R une fonction continue satisfaisant (1). Supposons que
Bi [a,b]—[a,b]; i=1,...,1 sont des fonctions continues et S(u)(t)
= (u(B, (1), ..., u(B,(t)) € R*. Définissons

Gu)(t) = g(t, S)(), ™), ou ueC[a,b] et te[a,b].

Alors, par un raisonnement analogue a celui de la preuve de (2.4) on obtient
que G est une application (u™, w)-lipschitzienne avec la constante k, ou u = «,

X wO‘

(2.7) Supposons que E est un sous-espace fermé de C"[a, b] et soit
L: E-E, = C[a, b] un isomorphisme linéaire continu. Définissons

(L) = sup{r > 0| VA = E, diam(4) < o0, ru™{4) < u(L(A))}.

Supposons que (L) >0 et que F: X>E; X c E, est une application
(u™, w-lipschitzienne avec constante k. Alors L' o F: X — E (respectivement
FoL': L(X)—E,) est une application u™-lipschitzienne (respectivement
p-lipschitzienne) avec la constante k/I(L). En effet, si A < X est un
sous-ensemble borné et B = (L™ ! o F)(4), alors L(B) = F(A) et

HL) 1™ (B) < #(L(B) = u(F(A)) < k-p™(A).
(Respectivement, si A = L(X) est un sous-ensemble borné et B = L™ '(4), alors
W o L1 (A4) < k- u™(B) < kI(L) u(L(B)) = k/I(L)-1(A))

Considérons comrie ce3 particulier
E = "2a, b] = {ue"?[a, h]| ula) = u(b) = 0}

et Ly: E->Ey = C[a, b] défini par Lyu = u”, ue if. 1l est clair que L, est un
isomorphisme et que I(Ly) = 1.
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Soit ¢: [a, b]x R*x R'> R une fonction continue satisfaisant (1) et
supposons que S: E—C([a, b], R?) est une application complétement con-
tinue. Supposons aussi que le vecteur Bw)(t)e R, o uekE, est défini comme

dans (2.4), (2.5) ou (2.6).
Considérons le probléme suivant

) u’ = g(t, S@)(t), ")),
u(a) = u(b) = 0.
L'application G: E—E,, est définie par
G)(®) = g(¢, S, fH(), uekE, tefa,b].

Le probléme (5) est équivalent & I’¢quation

Fuy=u, ucE, ou F=Ly'0G.
Il est aussi équivalent a I’équation

TwW)=u, ueE,, ou T=Golg'.

On peut vérifier que F (respectivement T) est une application u"-lipschitzienne
(respectivement p-lipschitzienne) avec la constante k < 1, ot = a, x ou w,.
Alors elle est une application de Darbo. Si ¢ satisfait (4) au lieu de (1), alors F et
T sont des applications condensantes.

Considérons également le probléme

u’ (1) = g(t, S, BE")W),
u(a) =u(b); u'(a) =u'b)
Ce probléme est équivalent au probléme
W' () —ult) = g(t, S@)(®), B")(1)—u(),
u(a) = u(b); u'(a) = v'(b).
Dans ce cas considérons
E = Ci[a, b] = {ue C?*[a, b]| u(a) = u(b), u'(a) = u'(b)},
E,=C[u,b] et L. E-E, est défini par Lu = u"—u, uekE.

(52)

1l est clair que L est un isomorphisme ct que /(L) = 1. En effet:
(L) = sup{r > 0| VA c E borné, r-u"(A4) < p(L(4))}
= sup{r > 0| V4 < E borné, r-u™(A4) < u(Ly(A))}
= I(Ly) = 1.
Soit G': E—E, deéfini par
G'w)(t) = g(t, SW)(t), Bu")(t)) —u(®).
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L’inclusion E c E, est complétement continue, donc L '0G: E~E et
G oL ': Ej—E, sont des applications de Darbo et (5a) est équivalent aux
équations

L'oGu=u; ueE ou (GoLYu=u; uckE,

(2.8) Soit E = I?[a, b]. Nous considérons I'espace E muni de la mesure
de non compacité o. Soit §: I?[a, b]— C([a, b], R") une application compleé-
tement continue. Supposons que la fonction continue g: [a, )] x R"xR—R
satisfait la condition (1) et

(6) Ve>030>0 Vie[a,b] VreR Vx,yeR"
Ix—yl <& = lgt, x,r)—g(t, y. 1) <e.
Définissons I'application G: E—E par
Gw)(t) = g(t, S(W)@), u(t)); ueE; te[a, b].
Alors G est une application a-lipschitzienne avec la constante k.

Preuve. Soient &; > 0, &, > 0, et supposons que A < E est un ensemble
borné tel que a(A4) = 5. Alors il existe une décomposition 4 = 4, u...UA4,,
diam(A4) < n+e¢,, i=1,..., m. Comme S(A) est relativement compact dans
C([a, b], R", il existe § > O correspondant a ¢, > 0 dans la condition (6), et il
existe des décompositions 4; = Aju...udl;, i=1,..., m, ol diam(S(4}) < 5,
i=1,...,m j=1,...,n(). Soient u, ve 4}. On a

lg(, S@)(©), v(B)—g(e, S@E)u®)| < gt SEH), o) —g(t, SE)), u@)
' +g(z, SO .u@)—g(t, S@)), u(®)| < klo(©)—ul) +e,.
Alors
1G@)—GWll, < k:llv—ull,+e, (b—a)
< k(n+e,)+e,(b—a)t.
Par conséquent a(G(A)) € k'n = k'a(4). m
(2.9) Soit g: [a,b]xR"xR—R une application comme dans (2.8).
Définissons G: H"[a, b]— [2[a, b], Gu)(t) = ¢(t, S(W)(0), u™(t)), ue H"[a, b],

ou S: H"[a, b]— C([a, b], R") est une application complétement continue.
Alors G est une application (o™, a)-lipschitzienne avec la constante k.

(2.10) Considérons l'espace E = C([0, 1], F), ou F est une espace de
Banach quelconque, et considérons les mesures de non compacité o, ou yx,
(cf. ex. (1.2)). Soient f: F — E une application compacte et G: [0, 1]x [0, 1]—R
le noyau de Green, défini par

_f=s(l~y), si 0
G(t’s)_{—t(l—s), si 0
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Définissons l'application ¢: E—E par
1
Pu(t) = [ G(t, )f (s, u(s))ds, wuekE,
0

ou

T, x) =f(x)s); (s, x)e[0,1]xF.
Nous allons prouver que @ est une applicati'on compacte. D’abord, notons que
pour tout te [0, 1] l'application g: E— F

g,(u) = }G(t, sju(s)ds, wueE,
0

est continue et que pour tout te[0, 1] on a
{@u(t)| ueC([0, 11, F)} = g,(f (F)),

alors la compacité de f (F) implique que g,{(f (F)) est rélativement compact. Il en
décolue que a*(P(E)) = 0 (cf. ex(1.2)).

Il reste & prouver que wy(P(E)) = 0. Soit |t—t'| < & Pour tout ueE, on
a les inégalités suivantes:

| Pu()—Du)l < [||GE, 9] (s, us)— G, )7 (s, u(s)| ds

< J1G(, )= G(¢, s) ds-supll [ (¢, s)l

O Gy = O -, =

< Const-|t—t'| < Const-e.

Alors w(®P(E), €) < Const-¢ et par conséquent
wo(P(E)) = lim w(P(E), €) = 0.
e—0

Supposons que h: F—F est une contraction avec la constante k < 1.
Définissons I'application H: E—E par Hu(t) = h(u(t)), uc E. H est aussi une
contraction avec la constante k; en effet, soient u, ve E , alors

| Hu—Ho| = sup{[Ih(u®))—h(@)||| [0, 11}
< sup{k-[lu(t)—v(®)|| | te[0, 11} = k- [lu—v].

Ainsi on a obtenu que ¢+ H: E — E est une application de Darbo par rapport
a a, (ou g).

(2.11) Soient a > 0, teR et xe C(R, R"). Définissons
x,eM,=C([—a,0],R")} par x(t)=x(t+7).
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Considérons
E = {xe C'(R, R")| VteR, x(t+1) = x(s)},
F = {yeC(R, R| VteR, y(t+1) = y(o)}

et soit L: E— F T'opérateur défini par Lx = %, x € E, ot x(t) = (x,(t), ..., x,(t))
et x(f) = (x1(0),..., xn(t), teR. Notons que L: E-F est opérateur de
Fredholm d'indice 0. En effet:

Ker(L) = {xe€E| x est constante},

donc dim(ker(L)) = n et

Im(L) = {yeF| |y()dt = 0},
0

et par conséquent Im(L) est un sous-espace fermé et dim(F/Im(L)) = n.

Soit P: E—E la projection définie par P(x) = x(0). P est une projection
continue sur Ker(L). Considérons Pinclusion J: Ker(L)— F. Alors J o Pe CR(L)
parce que L+JoP: E—F est bijective.

ProOPOSITION. Soit g: Rx M, xM,—R" une application uniformément
continue sur les sous-ensembles bornes et supposons que:

(7) g est 1-périodique par rapport a la premiére variable, i.e.
g(1+t,u,v) = gl(t, u, v) pour tous te[0, 1], u,veM,;
8 3ke[0,1) VteR Vu,v,,v,eM,
lg(t, u, v,)—g(t, u, o)l < ko, — 5l o-
Définissons l'application G: E—F par la formule:
G(x)(@) = g(t, x,, x,), ou x€kE.
Alors G est une L-application de Darbo par rapport a la mesure o’ (et a'").

Preuve. Montrons d’abord que Giggo,: B(0, r)—F est uniformément
continue pour tout r € R, et ainsi elle est bornée sur les sous-ensembles bornés.
En effet, soit £¢>0. Si xeB(0,r), alors |x,l, |x]| <r Lapplication
g: RxB,xB,—»R", oiu B, ={ueM,| |ju| <r}, est uniformément continue,
donc 36 > 0 Vi, t,eR Vu,, u,, v, v,€B,, si

max{|t, —t,|, [u;—u,l, o, —0v,l} <8
alors
(9) ”g(tly U, vl)"g(tls Uy, vz)” <eé&.

Soient, x, ye E tel que || x—y| < &. Il est clair que ||x,—y,|| < d et |%,—p,ll <6,
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alors

1G)— Gl = sup{llg(t, x,, X)—g(t, yi, ) | [0, 1]} < e.

Montrons ensuite que G est L-application de Darbo. D’abord notons que:
4 1
(L+J o P)"1y(t) = [ y(e) dr+(1—1) | y(7) dr.
0 0

Soit A < E un ensemble borné. Pour chaque xe A définissons
W, (x, €) = sup{llg(t, x, %) —g(s, X, K| It—s| < &};
3%, ) = Sup{llg(s, Xo» £)—g(s, X 2 | l—sl < 8};
w,(4, &) = sup{w,(x, &)| xe A},
w,(A, &) = sup{w,(x, &)| xe A}.
Soit y =(L+JoP)"'oG(x). On a
Iy@—3E) = llg(t, x,, £)—g(s, X,, %)
< lglt, x,, %)—g(5, X5 %)+ 1905, X, £)—g(s, X, X1
Soit B = (L+JoP) " 'oG(A), alors on a
o(BY, &) < 0 (A, §) +0,(A4, &) < 0, (4, &) +k oAV, ¢).
Comme A est relativement compact dans F, alors d’aprés (9) on obtient que

limw, (A4, &) = 0, et donc

e—0

w§(B) = lim w(B'", g) < k-lim w(A"Y, ¢) < k-w§’(4).

e—+0 e—=0

La démonstration dans le cas de la mesure a!"’ est analogue a celle de (2.4) pour
le cas u=o. m

§ 3. Applications aux équations différentielles ordinaires

(3.1)  Théorie de Bernstein pour l'équation y" = f{t, y, y', B(y")).Consider-
ons la fonction continue ¢:[0, 17x R?x R' —» R satislaisant:
(Al) 1l existe une constante ke (0, 1) telle que

lg(t, x, y, r)—g(t, x, y,s)) € k|r—s|| pourtouste[0,1];x, yeR;r, seR".
(A2) 1I existe une constante M, > 0 telle que

y'g(t,y,0,r)>0 pour tous |y] = M,; te[0,l]; reR".
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(A3) 1l existe des constantes 4, B > O telles que, pour tous (¢, y, p, r)
e[0, 11x[—My, Mg]x Rx R,
lg(t, y, p, 1)l < 4-p*+B.

Soient f;: [0, 1]—=[0,1];i=1,..., I, des fonctions continues, et posons

B0)@) = (B, ©).... (1)), ou yeCl0,11, teo, 1.

Nous allons étudier I'existence d'une solution y dans C?[0, 1] de
I’équation différentielle du second ordre

y' =gt y, ¥, Bp"), 1€(0,1)

satisfaisant 1'une des conditions au bord suivantes;
(I) y(©) = 0, y(1) = 0 (condition de Dirichlet);
(I1) y'(0) = 0, y'(1) = O (condition de Neumann);
(IIT) y(0) = y(1), ¥'(0) = y'(1) (condition périodique);
Désignons par b une des conditions (I), (II) ou (IIT) et notons

C2[0, 1] = {ye C*[0, 1]| yeb}.

Pour appliquer les résultats généraux, considérons le probléme

(H) y' =gt y, ¥, B0"), yeb,
transformé en
(H,) Y'—y =gt y, ¥, By")~)), yeb, ie[0, 11.

Soient E = C:[O, 1], E, = C[0, 1] et L: E—E, défini par Lu = u"—u.
Posons

Gu)(®) = g(t, u(t), w'(t), pU")))—ult); uekE; te[0,1].

D’aprés (V1.2.7), 'application F =L 'oG: E—~E est une application de
Darbo. L'existence d'une solution de (H) est équivalente 4 'existence d'un point
fixe de F et le probléme (H,) est équivalent a I'équation

u=AFu, uecE, 1ef0,1].
Considérons I'ensemble
Z(F)={ueE|30<2<1, u=AF®u)}.

D’aprés I'alternative de Leray-Schauder (IT1.1.5), si Z(F) est borné, alors F a un
point fixe. Cela signifie que pour prouver I'existence d’une solution de (H) il
suffit de trouver des bornes a priori sur les solutions de (H,).

(3.1) LEMME. La condition (A2) implique que si y est une solution de
lequation (H,) pour un certain 1€[0, 1], alors |yl < M,.
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Preuve. Si y est une solution de (H;), ou 4 > 0 et si y n’atteint pas son
maximum en ¢t = 0 ou ¢ = 1, alors |y|? atteint un maximum positif en un point
to € (0, 1). Supposons que |y(t,)] > My, nous aurons alors

02 2:-p(to) v'(ty)
= 24-(to) [9(to, ¥(ta), 0, B0} — y(ta)] +2(¥(t0))
= 2A4-y(to) g(to» ¥(to)s 0, BO")(t0))+2(1 = Ay (to))?
= 24-y(to) g(tos ¥(to)s 0, BY")(to))-
Mais par I'hypothése (A2)
2:¥(t0) 9(to, ¥(to), O, BO/)(to) > 0,

d’ou la contradiction.

Pour le probléme de Dirichlet (I), si y atteint son maximum en ¢ = 0 ou
t =1, alors ||y} = 0. Soit donc y une solution de (H,) avec les conditions au
bord (II) ou (I1I). Si y atteint son maximum en t, = 0 ou ¢, = 1, alors il suffit
de montrer que |y(t,)| < M,. Supposons donc que y est une solution du
probléme (II) telle que |y(0)| est la valeur maximale de |y|, et supposons par
contradiction que [y(0)] > M,. Nous avons

y(0)y"(0) = Ay(0)-g(0, y(0), 0, B(¥)(0))+ (1 —A)(»(0))* >~ 0.

Si y(0) > 0 alors y“(0) > 0, i.e. y'(z) est strictement croissante prés de zéro, et
donc y(0) = |y(0)| n’est pas un maximum de |y| sur [0, 1], d’ou la contradiction.
St ¥(0) < 0 nous obtenons la méme contradiction et donc |y(0)] < M,. Par le
méme argument nous prouvons que |y(1)] € M,, et le lemme est donc prouvé
pour la condition (II) (de Neumann).

Considérons maintenant la condition périodique (ITI). Si y'(0) = y'(1) # 0,
alors y ne peut pas atteindre son maximum en t,, ou t, = 0 ou ¢, = 1 puisque
y(0) = y(1). Alors, si on suppose que y atteint son maximum. pour t, = 0 ou
to = 1, on doit avoir y'(0) = 0, y satisfait donc les conditions (II), et par
consequent |y(0)f = |p(1)] € M,. La preuve est compléte. m

(3.2) LeEMME. Les conditions (A2) et (A3) impliquent qu'il existe une
constante M > 0 telle que pour toute solution y de l'équation (H,), 1€ [0, 1],
on a

IVl <M,  I¥Vlo <M, [y, <M.

Preuve. Comme y' s’annule au moins une fois sur [0, 1], alors chaque
point t € [0, 1] pour lequel y'(¢) # 0 appartient a4 un intervalle [, v] sur lequel
y' ne change pas de signe et tel que y'(u) et/ou y'(v) est nul. Supposons que
y() =0 et que y' = 0 sur [g, v]. Alors, par (A3),

d 2A'y,'y”
_1 A. )2 B —_ s Aoy
dl(og[ (,V) + ]) A(yl)2+B 2 A y sur [,U,, V],
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et en intégrant entre u et t il vient
A(y()*+B
B

La possibilité y'(v) = 0 se traite de maniére identique et la méme borne M, est
obtenue. D’aprés (A3),

B 1/2
log <4A4M, yOl< {Z(e‘*““—l)} =M,.

1Yl < A(M)*+B = M,

Alors il suffit de prendre M = max{M,, M,, M,}. =

(3.3) THEOREME. Supposons que g: [0, 1]xR*>xR'—>R satisfait les
conditions (A1), (A2) et (A3); alors, le probléeme (H) a au moins une solution de
classe C2.

Preuve. La preuve est immédiate d’aprés (3.2) et (TILLS). =

(3.4) THEOREME. Supposons que g: [0, 1]x R x R x R*— R est une fonctior.
continue telle que: )
{H1) M existe une constante ke (0, 1) telle que

lg(t, x, y. )—g(t, x, v, 8)] < k+||r—s| pour touste[0, 1]; x, yeR, r, se R
(H2) Il existe une constante My > 0 telle que
yg(t,y,0,r) >0  pour tous |y| = M,, te[0, 1], reR.
(H3) Il existe une constante M, > 0 telle que
¢ = inf{lg(t, y, p, | (¢, ¥)€[0, Ix[—M,, M1, Ipl > My, reR'} >0
(H4) La fonction g est bornée sur I'ensemble
{t, y,p,r)| tel0, 1], ye[—M,, My], Ipl < max{l, ¢, M,}, reR'}.
Alors le probléme homogéne de Neumann
Y () = g(t, y), y' (), BYND)),
(N)
) y(0)=y(1)=0,
admet une solution.
Preuve. Soit & = g/(2(M,+1)), ou ¢ > 0 est défini dans la condition
(H3). Considérons la famille de problémes
y'—ey = Ag(t. y, ¥, BO")—ev]+(1=Delt, y, ¥, By,

(N))
Yi0)=0, ym)=0, 4ie[0,1].
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ot o¢ft, y, p, r) est une fonction continue bornée telle que
@(t, y, p,7) =sign g(t, y, p,r) pour (¢, y)€[0, 1]x[—M,, M,],
lpl = M, et reR".
Une telle fonction peut étre construite de la fagon suivante: d’aprés (H3) il
existe 8 > 0 tel que
inf{lgt, y, p, M)l | (¢, y) €0, 11x [— Mo, Mo], Ipl > M, -6, reR'} > 0,

Soit & R— R une fonction de classe C* telle que &(p) = 0 si |p| = M, et
é(p) =1 si |p| < M,—4. Posons

o(t, y, p, 1) = (1—¢(p))-sign g(t, y, p, 1)+ &) 9(t, v, p. 7).
11 est clair que (¢, y, p, r) est bornée (par (H4)) et que la condition suivante est
satisfaite:
lo(t, y, p, )—0(t, . P, )| < k- |r—sl]|

pour tous te[0, 1], y, peR, r,seR.

Notons que pour A = 0, le probléme (N,) satisfait les conditions (A1), (A2)
et (A3); d’apres le théoréme (3.3) il existe au moins une solution de (N,). Alors,
pour prouver I'existence d’une solution de (N ), qui est équivalent a (N), il faut
ctablir des bornes a priori sur les solutions de (N,).

Supposons donc que y est une solution de I’équation

y' = 2g(t, . ¥, B+ =De-y+(1=Dolt, y, ¥, By
Parce que
x[Ag(t, x, 0, )+(1—A)e-x] = Axg(t, x, 0, N+(1—=2)ex? >0
pour |x| > M, on obtient par (3.1) que |y|, < M,.
Soit M} = max{1, M,, ¢}. Supposons que |y|, > M’. En vertu des
conditions au bord, il existe ;€ (0, 1) tel que |y'(t,)| = max{|y'(t) | te[0, 1]}

et donc y'(t;) =0. On a donc que |y'(t) > M. Posons y, = y(t,),
yIO = .V’(to), ﬂo = ﬂ(}’”)(to): do = g(to, yO’ yIO’ ﬂo)- On a dOI'lC

0=yp=4g,+(1 — ) [eyo + o(to, Yo» Yoo ﬂo)y{)z .

On a que ¢(ty, yq, Yo, Bo) = sign g,. On multiplie cette équation par sign g, et
on obtient

(sign go)(1 —A)-eyo = Algol+(1—A) s
Puisque

elyol < [e/2(Mo+1)]' My <40, gol =0, yo = M?Z =M, =0,
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on obtient que
30 23(1-Ae = o+(1-Ag=¢

ce qui est une contradiction. Alors ||y']|,, < M} pour chaque solution y(t) de
(N,). La condition (H4) donne la borne a priori sur [y’ ,. m

(3.5) COROLLAIRE. Soient o, 7: [0, IJxRxRxR'=>R deux fonctions
continues telles que les conditions suivantes sont vérifiees:
(i) aft,y,0,n >0
(i) [y(t, y, p, ¥l =00 et aft, y, p, 1)/y(t, y, p, ) =0 quand |p|— co, pres-
que-uniformément par rapport d (t, y)e[0, 1] x R et uniformément par
rapport a reR";
(iti) Il existe une constante M > 0 telle que

¥, »,0,7)
yaft,y,0,7)
(iv) La fonction g(t, y, p, r) = yalt, y, p, )—=7(¢, y, p, r).vérifie la condi-
tion (H1); '
(v) Pour chaque R > 0 la fonction g est bornée sur l'ensemble: |y| <M,
Ipl < R, te[0, 1], reR.
Alors, le probléme homogéne de Neumann
y' = yalt, y, ¥, BOM)—tlt, v, ¥, BO).

y'(0)=y(1)=0.

<1 pour|y|>M et reR";

admet une solution.

(3.2) Résolution de léquation y” = g(t, y")+f(t, y, y)+h(t) dans Hy[O, 1].
Considérons une fonction continue g: [0, 1]x R— R satisfaisant pour un
certain k > 0 la condition

(B1) |g(t, x)~g(t, y)| < k:|x—y| pour tous te[0, 1]; x, yeR.

Soit f: [0,1]xR?>— R une fonction continue telle quil existe des
constantes 7, & > 0 et B e I*[0, 1] satisfaisant les conditions

(B2) |f(t, s, ) < BE)+yls|+dll pour tous te[0, 1], s, reR,
2
@3 k+l+Z <,
T T

Nous allons étudier le probléme aux limites suivant
y' =g, y)+S @, y, ¥)+h(),

(D)
y(0) = y(1) = 0,

oi hel?[0, 1] est une fonction quelconque.
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Considérons E = H2[0, 11nH{[0, 1], E, = IZ[0, 1], et définissons Jes
applications
L. E-E,, Lu=u";
G E~E, Gu)t) = g(t, " (t);
F: EmE,, F)() =f(t, u(), v (1),

ot ueE et te[0, 1].

Une vérification simple et directe montre que 'opérateur L: E — E, est un
isomorphisme. D’'aprés (V.1.4) et (V.29) on obtient que Iapplication
L 10 G: E—E est de Darbo par rapport 4 la mesure de non compacité o, II
est facile de vérifier que L 1o F est complétement continue®. Définissons
T: E»E par

T(w) = L *(Gu)+F(u), wueE.
T est une application de Darbo et le probléme (D) est équivalent a I'équation
u=Twu)+L '(u), ucE.
Nous allons montrer que les hypotheses (B1), (B2) et (B3) impliquent que
I'application T: E—E est quasi-bornée avec |T| < 1.
Supposons que u, ' € I2[0, 1]. On a les inégalités suivantes, connues sous

le nom d'inégalités de Wirtinger (cf Hardy, Littlewood, Polya [1]):

1
(1) lul, < lwll,  pour uek,

2
@ ull, s;[lu'llz pour u, u' e I?[0, 1] et u tel que

u(ty) = 0 pour un certain t,e[0, 1].

Nous allons utiliser ces inégalités pour estimer la norme de I'opérateur
L' E,—»E. Si L''v=u, ie. 4’ =, on a les inégalités suivantes

’ 2 "
) I, < —lu’ll2,

2
4@ lul, < F”“””z pour tout uek.

* F se décompose de la fagon suivante: E&C[0, 11x C[0, 114 C[0, 1] = E,,
a(u) = (u, u), F(u,v)(t) = f(t, u(t), v{t)), ou « est complétement continue et F esl continue.
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Par conséquent

! i 2 2
lullz,2 < max{[lullz, lu'll,, lu’l,} < maX{? -t } lally < NIl

alors
"L_lvnz.z < vll5.

Ensuite, montrons que

|T|<infsup{ L@z s> }<1.

e>0 " "2

En effet, étant donné ueE, on a
ITW2.2 < [GW)+FW, < GO, +1GM)—GO)|,+ IF(w),.
Mais [|[G(w)—G(0)|l, < k-[lu”]l, et par 'hypothése (B2) on obtient que
IF@l, < KBl2+y llull,+3- 1w,
D'aprés (3) et (4) on obtient que
ax { Il 21wt}

1 2
lull, < max{ 1#ll2, — ”“”“2}=

1 ' 1
< ;max{"w"z, ]2} < - lieell 2,2

Al

et

3 " 2
lu'll, “”“ I < —||u||2_2,

ce qui implique
20
IFGl2 < 1B+ Hula.0 + lul .

Alors

¢>0

D’aprés (IIL.1.6) il existe au moins une solution de I'équation (D). Ainsi on
a prouvé ‘

(3.6) THEOREME. Soit g: [0, 1] x R— R une fonction continue satisfaisant
la condition (B1) et soit f [0, 1] x R? = R une fonction continue satisfaisant (B2)
et (B3).
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Alors le probleme
y' =gy )+t y, V)+ h@),
y(0) = y(1) =0,
a au moins une solution dans H5[0, 1] pour tout he IZ[0, 1].

Appendices

Dans I'appendice Al on présente, comme un complément i la théorie de la
transversalité topologique, certains aspects de la théorie du degré topologique.

Dans 'appendice A2 on généralise un résultat de K. Gegba (Ggba [1]) et on
montre que la structure homotopique de lensemble GL (E) — des
isomorphismes de la forme I+ 7T, ou T est un opérateur condensant, est
équivalente avec Lim GL(n, R).

n—aow

Al. Theéorie du degré topologique

Nous présentons dans cet appendice les relations entre la théorie du degré
topologique et la théorie de la transversalité topologique. Nous conservons la
notation du Chapitre Il et nous supposons que C = E.

Soit w la classe des sous-ensembles ouverts bornés dans E. Supposons
donnée une famille de fonctions non-constantes a valeurs entiéres:
{dg A [Q,0Q]>Z| Qew}. Etant donné un champ compact f = I—F:
Q—E, ou FeX(Q, 09Q), définissons D(f, Q) = d,([F]).

La fonction D(-, £) est dite le degré sur Q si la condition suivante est
vérifiée:

(D) (propriété d’additivité) Pour tous Q,, Q,, Qe w tels que Q,UQ, =< Q
et Q,nQ, = et pour tout Fe A (Q, Q\(Q,UQ,)), on a

D(I-F,Q)=D(I-F, 2,)+D(I~-F, Q,).

(1.1) THEOREME. Le degré D a les propriétés suivantes:

(1) (propriété d’excision) Si Fe A (R, Q\Q,), oit Q, = Q est un ouvert,
alors

D(I—-F,Q)=D(I-F, Q).

(2) (propriété d’existence de point fixe) Soit Q # 0. Si Fe A (5, 0Q) et
D(I—F, Q) #0, alors 0e(I—F)(R), i.e. il existe x,eQ tel que x, = F(x,).
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(3) (dépendance des valeurs sur le bord) Si F, G e o (Q, 6Q) sont telles que
F(x) = G(x) pour tout xe 99, alors D(I—F, Q) = D(I-G, Q).

Preuve. (1) découle directement de (D), appliqué a Q, =
(2) Supposons que F n’a pas de point fixe et soit @, # @ un
sous-ensemble ouvert de 2 avec Q, = Int(Q\Q,) # 2. Alors, d’aprés (D) et (1)

D(I—F,Q)=D(—F,Q)+D(I—F, Q,) = 2D(I-F, )

et par conséquent D(I—F, Q) =0,
(3) est immeédiat par la propriété de Leray-Schauder de la classe ). u

(1.2) Remarque. Notons que le degré D peut étre défini. de la méme
maniére pour classe o considérée dans le Chapitre II, section 1. On montre de
la fagon similaire que les propriétés (1), (2), (3) de (1.1) sont satisfaites.

D’aprés le Théoréme de bijection on a les bijections suivantes:

A [Q, Q]3> 2[Q, 9)>%4[Q, 6Q].

Il en résulte que le degré défini pour la classe #[Q, 0Q], Q € w, détermine
d’une fagon unique le degré pour les classes 2[Q, Q] et ¥[Q, 6Q]. D’autre
part, la valeur D(I, Q) pour un certain Qe w tel que 0€ Q, détermine d’une
fagon unique le degré pour toute la classe .#'(cf. Lloyd [1]).

Si D(I, Q) = 1 pour un certain Q, ou 0 € Q, alors par (1), D(I, Q) = 1 pour
tout Qew tel que 0, et ce degré est dit le degré de Leray-Schauder.

(1.3) THEOREME. Soient D le degré de Leray-Schauder et Fc%(Q, 6%).
Alors

*) FeEss,(Q,0Q) <« D(I—F, Q) #0.

Preuve. La preuve est une conséquence du théoréme de bijection et de la
propriété analogue 4 (x) pour la classe X (cf. Krasnoselskii, Zabrejko [1].) =

Supposons que D est le degré de Leray-Schauder. La propriété du produit
est une propriété trés importante et non triviale, qui ne découle pas des

propriétés des applications essentielles.
Supposons que E,, E, c E sont deux sous-espaces fermés tels que
E=E @E, et soient Q, c E{, 2, < E, deux ouverts bornés dans ces

sous-espaces. Supposons aussi que F;: E,aEl et Fj: 52—>E2 sont des

éléments de #(Q,, 0Q,) et ¥(Q,, 382,) respectivement, ol €(Q, 0Q), i=1,2
est considérée pour le convexe C; = E, i = 1, 2. Définissons I'application

F: Q—E, o Q=2Q,xQ,,
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par
F(x,, x;) = (Fy(xy), Fy(x,))eE, ®E, = E.
Il est clair que Fe%(Q, 0Q). Avec ces hypothéses on a:
(14) THEOREME (propriété du‘produit).
D(I-F, Q)= D(I-F,, Q)D(U~-F,, 2,).

Preuve. La preuve décolue de la propriété analogue pour la classe % (c.f.
Krasnoselskii, Zabrejko [1]). m

(1.5) COROLLAIRE
FeEss,(?, 00) <> F;eEss,(Q;,0Q) pouri=1,2.
La propriété du produit implique le théoréme. suivant:

(1.6) THEOREME. Supposons que E est un espace de Hilbert. Soient E, < E
un sous-espace fermé, E, = (E\)', Q=0Q,xQ,, ot Q, < E, est un sous-
ensemble ouvert, borné et convexe et 2, est un voisinage ouvert et borné de 0 dans
E,. Supposons que Fe€(Q, 0Q) est une application telle que F(Q) < E,.

Alors F est essentielle dans (82, 99) si et seulement si Flg: Q, —E, est
essentielle dans €(Q2,, 0Q,) (ou C = E).

Preuve. Soit P € Zr(E) une projection orthogonale sur E,, ie. P(E) = E,
et Ker(P) = E,. Supposons d’abord que Fe . Definissons I'homotopie

H(x, t) = F(P'x-i—t(I—P)x),l xe, te[0, 1],

Parce que Q, est convexe, alors Px+t(I — P)x e 2 pour tout (x, t)e @ x [0, 1].
Donc H est bien définie. 1l est clair que H est une application compacte. De
plus, si x € 0, alors H(x, t) # x pour tout te[0, 1]. Il en découle que H est
une homotopie dans )" (@, 8Q), H, = Fet H, = F,, oi F(x) = F(Px), xe Q.
Il est clair que

Fo(x;, %) = (F(x;),0), ol (x;, x))e; xQ,.

Alors, d’aprés (1 5) F est essentielle dans (2, 09) si et seulemet si F, = F la,
est essentielle dans J'(Q2,, 6Q,) (pour C = E,).

Considérons le cas général: F e €(£2, 69). En répétant la construction de'la
démonstration de (IL3.1), on montre quil existe une homotopie H dans
(02, 0Q) entre F et Fex (Q, 09) telle que H(Q) <-E,. Alors,

H* = Hig, w01y @, %[0, 1],

est une homotopie dans %(2,, 9Q,) entre Flg, et Fl e #'(2,, 0Q,) . Par la
proprlete de Leray-Schauder de la classe € et par (I1.3.2), Flg, est essentielle
dans %((,, 0Q,) si et seulement si F|g, est essentielle dans f(ﬁi, 9Q,). Or, on
a déja montré que F est essentielle dans ¢ (Q,, 8Q,) si et seulement si F I, est
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essentielle dans J#°(Q,, 8Q2,). La conclusion découle de la propriété de Leray
~Schauder de € et de (I1.3.2). m

Supposons que L: Dom(L)— F; Dom(L) < E, est un opérateur généralisé
de Fredholm d’indice zéro. Rappelons que nous avons la connection:

O,(F)=R;o(F+T) pour Fesd (X, A),

ou &/; dénote une des classes %, 2, ou ¥, et Te FR(L).
Nous avons le diagramme suivant

H 19, 60) ~——- A2, 001 — % (2, 0]

"
Jer le; Je;

Fl2,00)]—> T2, 0] —» %[0, 39]

Définissons le degré de coincidence:
D (L—F, Q) = do([01(F)]) = D(I—-0.(F), Q), pour Fes (R, 9Q).

Cette définition dépend du choix de l'opérateur T (au signe prés), mais la
propriété analogue a (D) est satisfaite:

(D,) (propriété d’additivité) Pour tous Q,, Q,, Qe w tels que Q, U Q, = 2

et 2,nQ, =@, et pour tout Fe..olL(ﬁ, 5\—(Qlu92)), on a
D,(L—F, Q) =D,(L—F, Q,)+D,(L—F, Q,).

(1.7) THEOREME. Le degré D, a les propriétés suivantes:

(1) (propriété d’excision) Si Fe of,(Q,, Q\Q,), ot Q, < Q est un ouvert, alors
D,(L-F,Q,)=D,(L-F, Q),

(2) (propriété d'existence de point de coincidence) Soit Q 3% &,
Si Fesof (Q,,09), et D,(L—F, Q) #0, alors 0e(L—F)(Q), ie. il existe
Xq €8 tel que Lx, = F(xg);

(3) (dépendence des valeurs sur le bord) Si F, Ge.o/,(Q, 3Q) sont telles que
F(x) = G(x), on xe€dQ, alors D;(L-F, Q) =D, (L— G, Q).

A2. Propriétées homotopiques de P'ensemble GL(E)

Rappelons que #"(E) dénote I'espace des opérateurs linéaires complete-
ment continus de E dans E. Dans la suite nous notons %(E) (respectivement
9D(E)) I'espace des opérateurs linéaires condensants (respectivement de Darbo).
Par #(E) nou dénotons I'espace des opérateurs de rang fini.

(2.1) DerNITION. On dit que 2 = L(E) est une classe de perturbations si
les conditions suivantes sont vérifides:
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i) F(E)+2 c 2,
(ii) Si A€ alors t-Ae @ pour tout te[0, 1];
(iii) Si A€ alors I+ A e dy(E).

(2.1) PROPOSITION, Les sous-ensembles % (E), X (E), D (E) et €(E) sont des
classes de perturbations.

Preuve. La preuve découle de (I.3.1) et de (II1.2.8).

Supposons que 2 est une classe de perturbations. Dénotons par L,(E) le
sous-ensemble de I(E), des opérateurs de la forme I+ T, ou Te . Posons

GL4(E) = GL(E)nL,(E).

Dans le cas # = ", GL,(E) est exactement le groupe GL (E) défini dans le
Chapitre I. On a aussi les inclusions suivantes:

GL4(E) c GL,(E) = GL,(E) € GL(E).

Nous allons montrer que tous ces espaces sont homotopiquement
équivalents.

(2.2) LemME. Soient (C, C,) un couple compact et a. C— L,(E) une
application continue telle que alc, : C; —GL4(E).
Alors, il existe un sous-espace fermé E° de E et une application continue
p: C—o2Pr(E) tels que:
() E° est de codimension finie;
(i) E°nKer a(i) = {0} pour tout AeC;
(i) p(A)E = a(A)E°® pour tout e C;
(iv) p(2) = a(l)oQoa(d)~! powr tout AeC,, o Q est une projection sur E°,
(v) Lensemble £(C) = {(v, )€ ExC| v eKer p(l)} est muni d'une structure
naturelle de fibré vectoriel sur C.

Preuve. Pour chaque A,eC, Ker a(l,;) est un sous-espace fermé de
dimension finie. Alors, il existe une décomposition

E = E(4,) @ Ker a(4,),

ou E(l) est fermé dans E. Considérons l'application a,: C — L(E(A,), E)
définie par

ao(4) = a(M)|ge): E(dg) > E.

Evidemment, a,(4) est une application injective 4 'image fermé. Puisque GL(E)
est un sous-ensemble ouvert de L(E), alors il existe un voisinage ouvert V,, de
4o €C, tel que E(4g)nKer a(d) = {0} pour chaque 1€ V,,. L'ensemble C est
compact, alors par un raisonnement analogue, il existe un recouvrement ouvert
et fini {¥, }/-, de I'ensemble C, tel que A, = V,,, et il existe aussi une suite finie
de sous-espaces E(4,),..., E(A,) fermés et de codimension finie, telle que
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E = E(A,) ® Ker a(4) et pour tout ALeV,, E()nKer a(d) = {0}, i=1,...,
m. Posons E° = () E(4). Il est clair que E°’nKer a(4) = {0} pour tout AeC.

i=1
Le sous-espace E° est fermé dans E et il est de codimension finie.
Notons que a(4,)E(4,) est un sous-espace fermé et de codimension finie,
alors il existe un sous-espace de dimension finie L(A,)c E, tel que
E = a(4)E(1) ® L(4),i = 1,..., m. Puisque GL(E) est ouvert dans L(E) et que
I'application a est continue, alors, sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que pour chaque A€ V;, on a la décomposition directe suivante:

E = a()E(4) & L(4).

Définissons les applications c¢; V), = Lg4(E); i=1,...,m, par c;(A)
= a(D)lpzy D@ A;, A€Vy, ou A Ker a(d)—L(4) est un isomorphisme
arbitraire. Il est évident que ¢;(1) e GL4(E) pour tout A&V, et que ¢; est une
application continue. Soient P;, Qe 2?r(E); i = 1,..., m, des projections telle
que P,(E) = E(4), I—P)(E) = Ker a(4), i =1,..., m et Q(E) = E°. Puisque
E° = E(4) pour tout i=1,...,m, il est clair que Qo P,e Zr(E). Ensuite
définissons p;: Vy, »Pr(E);, i=1,...,m, par pi(d) =c(A)oQoP,oc(A)~1.
L’application p, est bien définie, parce que

pA) o pi(A) = [c(W)o QP,0c(A) *Jo[c() o QP o c(D) ']

=c(A)oQP;0c(A)"1oc(A)oQPoc(l)!

=c(A)oQPoQPoc(l)™!

= c¢(d)o QP,0c(A)~! = p,(A).

On a aussi que
P:(AE = [c(A) 0 QP; 0 c(A)™*J(E)

= [c()) 0 QPI(E(4,) ® Ker a(4))
= [c(4) o QI(E(4))
= a(1)E°.

Soit {«;}, i = 1,..., m une partition de 'unité subordonnée au recouvrement
{v,,}. Posons

) = ¥ ()P

i=1

Notons que pour tout Ae C, p(4) € Zr(E). En effet, si Ae V,, n...nV,,, alors

piNE = ... = p, (A)E = a(})E°,
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et ainsi

ok

p() = Y (%(A)p:i(A)

1

est une projection continue sur a(4)E°. 1l reste 4 prouver que I'ensemble £(C)
est muni d’une structure naturelle de fibré vectoriel sur C. Soit A€ V),. Notons
que

0i(A) = (I =pi(V)legp: LA)—E
est une application injective, et que
Im(g;(D) = Ker py(d).

Alors, on peut considérer @;: £(Vy)—- L(A)xV;, définie par &,(v, 1)
= (p,(A)v, A), comme une trivialisation de ¢ au-dessus de V;,. m

(2.3) LEMME. Soient C un compact et a: C x [0, 11— L, (E) une application
continue, telle que alcx1y; Cx {1} = GL4(E).

Alors il existe un sous-espace fermé et de codimension finie E® < E tel que
E°nKer a(d, t) = {0} pour tout (4, t)e Cx [0, 1], et il existe une application
continue b: Cx [0, 11— GL,(E) telle que
(1) b(A, ]ge = a(A, t)|go pour tout (A, )e C x [0, 17;

(@) blex(y = alexqyy

Preuve. D’aprés (2.2), il existe on sous-espace fermé E°, de codimension
finie, et il existe une application p: Cx [0, 17— #r(E), telle que p(4, HE
= a(4, t)E° pour tout (1, t)e Cx [0, 1], et p(4, t) = a(4, Ho Qoa(l, 1)~ ! pour
tout (4, t)e Cx {1}. Considérons le fibré vectoriel

ECx[0,1]) = {(v, A, )e ExCx [0, 17} veKer p(4, 1)}.

Notons que le fibré vectoriel £(C x {1}) sur C x {1} est trivial. En effet, posons
L,=(I~Q)E, on a

a(d, )Ly = a(4, t)(I—Q)E

=a(l, YI-Q)a(d, )™ 'E

=[I-a(d, )oQoa(A, )" 1]E

— I-p()E

= Ker p(A) pour tout (4, )e Cx {1},
alors on peut définir la trivialisation

Y: {(Cx{1} )= Lyx(Cx{L})

de ¢ au-dessus de Cx {1} par la formule

Y(v, 2, 1) = (a(d, )7 v, (4, )); ol veKer p(d, 1) et (1, e Cx {1},
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Considérons le diagramme suivant de fibrés vectoriels

¢lCx]0,1])) -— M) ———p*i"(g)

3 ke T

Cx(0,1) =—— (1) «=*— cxl0,1]

ot ir Cx{l}>Cx[0,1] est linclusion et g: Cx[0,1]>Cx {1} est la
projection naturelle.

11 est évident que le fibré i*(£) est isomorphe d £(C x {1}), donc i*(¢) est un
fibré vectoriel trivial, Il s’ensuit que le fibré o*i*(£) est également trivial.

D’autre part, l'application iog: Cx[0,1]—-Cx[0,1] est homotope
a lapplication identité, donc le fibre ¢ doit aussi étre trivial. Il en resulte qu'il
existe des sections s,,..., §;: Cx [0, 1]—=¢(C %[0, 1]), linéairement indépen-
dantes, telles que a(4, 1)7!'s;(4,1) =v, ou AeC, i=1,...,k et
{v, ..., v} © Ly est une base de L.

Considérons la fonction f: Cx[0, 11— L(L,, E) définie par

™M=

f(4, t)( ﬁiv,-) = i Bisi(A, 1), ou (4,1)eCx[0,1].
=1

it

i=1

1l est clair que f est une application continue et aussi que f(4,t): Ly—
Ker p(4, 1) est un isomorphisme pour chaque (4, t)e C x [0, 1]. On en déduit
que l'application b: Cx[0, 1]— L,(E) délinie par

b(A, 1) = a(4, )oQ+f(4, )o(I—Q)
est une application continue de Cx[0, 1] dans GL,(E). Pour compléter la
preuve, remarquons que l'application b satisfait la condition:
b(4, t)go = a(A, t)|go.
Il découle de la construction de b que b(4, 1) = a(4, 1) pour tout AeC. m

(2.4) THEOREME. Soient P une classe de perturbations, C un compact et
a: C—GL(E) une application continue. Alors, il existe une décomposition
E=E"@L,, ou E° est un sous-espace fermé de codimension finie, et une
homotopie h: Cx [0, 1] GL,(E), telle que pour tout AeC on a

1) h(A, 1) = a(l);
(i) h(4, 0)lgo = I|go;
(ii) h(4, Q)|ge: Ly—L,.

Preuve. Définissons I'application b: C x [0, 1]— L,(E) par
bA, )x = x+t-A(A)x, ou a(d)=I1+A4(); AA)e?, xeE, LeC.
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D’aprés le lemme (3.3) il existe une décomposition E = E° @ L,, ou E° est un
sous-espace fermé de codimension finie, et il existe une application
h Cx[0, 1] GL,(E), telle que A(4, 1) = a(1) pour tout AeC, et b(A, t)g
= h(A, t)|go pour tout (4, tye Cx [0, 1]. Alors, on a que A(4, t)|go = I|go. On
peut représenter (4, 0): E—E par la metrice suivante:

E° L,

[ I 0 i|E°
M, (4) M(A) L,

oi M(J) est un isomorphisme de L, dans lui-méme. Considérons ensuite
’homotopie définie par

E° L,
I 0 JE°
tM,(A) MQ)|L,

ol 1eC, te[0, 1]. En composant 'homotopie & avec cette homotopie, on
obtient une homotopie h qui satisfait les conditions requises. »

Soit {(E,, E"}, n =1, 2,.., une suite de sous-espaces de E telle que pour
toutn=1,2,...,

(1) dim(E,) = n;

(2 E, = Eysy;

3 E,@E"=E;

4) E"tt c E"
Une telle suite peut étre construite facilement.

Définissons les inclusions:

inn+x GL(n, R)> GL(n+k, R)
et
i, GL(n, R) ~ GL(E,)—GL,(E)
de la fagon suivante: i, ,.+.(T). R"x R*— R" x R* est définie par
(T, v,) =(Toy, v,), ol v, eR" v,eR* et TeGL(n, R),
et i (T E,®E"—>E,® E" est délinie par
i, (T)(xq, x,) = (Tx,, x;), ol x,€E,, x,eE", TeGL(n, R)

et TeGL(E,) est lopérateur qui correspond 4 T par [lidentification
GL(n, R) ~ GL(E,).
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Alors, on obtient I'application

i: Lim GL(n, R)— GL4(E).

n—rowo

(2.5) THEOREME. L application i: Lim GL(n, R) » GL,(E) est une équiva-

lence homotopique faible.

(2.6) LeMME. Soient C un compact et a: C—GL(R"x R*x R") une
application continue ayant la forme suivante:

R R - R}
| 1

! } 0 | 0 R

G
A g R

l Afa)

o | Ry
|

ou AeC.
Alors, il existe une déformation continue:

H: Cx[0, 1]-GL(R"x R*x R")

telle que
(i) H(Z, 0) = a(A) pour tout AeC;
(i) H(A, 1) est de la forme suivante

R R R

t

i 0 AT

Ata) - be-—-
A—> oo R

_—_T___J'_—--
0 i 0 i ! R?

o AeC.
Preuve. Soient (e, ..., e,) une base orthonormale dans Rj et {fi,...,/,}

une base orthonormale dans R3. Définissons les vecteurs

t t
e§=cos<%>-e,-+sin<%—>'f,-; i=1,2,...,n,
= sin( = M =12 0, 1
S =sin 0 "e;— oS 0 fis J=1,2,...,n, te[0, 1].

Remarquons que {é\,..., ¢, f4,...., 1} forme une base orthonormale dans
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" @ R%, pour chaque te[0, 1]. En effet:

t t
(el, ey = cosz<%>-5u +sin® (%)-6”. =4,

t
Lo = sin2<%t)‘6u+cosz<n—2—>-5ij =05

1\ . (7t . (e t
et, [ = cos(%)sm(%)'éu—sm(%—)cos(%—)-éu =0,

ol 4,;=0sii#jet dp=1,0Lj=1,2,...,n
On peut alors définir I'application
A: [0, 1]->GL(R} x R* x R)
par

A@)ge = I|ge: RE>RY  A()e;=¢l, AQSi =10

pour te[0, 1], i=1,2,...,n. Il est évident que A()e U(R] x R* x R3). On
définit H: C x[0, 1]-GL(R"x R*x R") par la formule:

H@A, t) = A()"'oa()o A(t), ou (4,1)eCx[0, 1].
Notons que H(A, 0) = a(d) et que

A1) oa@od(1) f; = A()"  calle; = A7 e = 1,
pour i =1,2,...,n, AeC. Alors I'homotopie H(A,t) vérifie les conditions
requises. m

Preuve du théoréme (2.5). Il faut prouver que 'homomorphisme
i,: Lim n,(GL(n, R))— 7, (GL4(E))

est un isomorphisme pour tous k=1, 2,...

i, est injectif. Soient o: ¥ —i( Lim GL(n, R)) € GL,(E) une application
continue et A S*x [0, 17> GL,(E) uﬁc homotopie entre ¢ et I'application
constante. D’aprés (2.4) on peut supposer qu'il existe une homotopie
h: S¥x [0, 11> GL,(E) entre o et l'application constante telle que h(4, t)
=T1+T(,t) oo T(A t) est de rang fini, et qu'il existe L, < E, dim L,
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=n+k< oo, et E°c E, E=E°@® L, tels que h(A, f)|g = I|go pour tout
(4, )€ §* x [0, 1]. Lapplication h(4, t). E—E est donc de la forme

( I} I: 1] E°
ek it
A R I A
(A, t)}—> 0 }___4___.____
Lo : LonEn
== [+ TlAH) -
i |0 : -L,,

ou E° E,,
(LynEy+i) @ Eo =Ly, (LonE,+)) ® En =E,; E°=E° @ E"*

L, sont définis par les décompositions suivantes:

Notons aussi que dim(£,) = dim(L,) = n. Alors, d’apres (2.6), il existe une
déformation de ’homotopie h a une homotopie de la forme suivante:

E-o En En.kﬂlg ZD _

N l )
Pt 0 E°
_.___]l ________ ~—- _
o1 0B
| 1+ TIA) F—=——
0 ! |
| 1 0 Enxnly
Y A
| T | .
poro sk
L r ! ! ]

ou 1eC, te[0, 1]. 1l en résulte que i, est injectif.
Pour prouver que i, est un épimorphisme il faut faire une construction
analogue. =

(2.7) CoroLLAIRE. Toutes les inclusions suivantes sont des équivalences
homotopiques faibles:

Lim GL (1, R) € GL4(E) € GL,(E) = GL4(E) = GL(E).

a0

Commentaires

Pour des informations plus précises concernant les mesures de non
compacité abstraites, présentées dans le Chapitre 1, nous renvoyons a J. Banas,
K. Goebel [1].

Les notions de transversalité topologique et d’application essentielle ont
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été introduites par A. Granas pour la classe des applications compactes. Pour
plus de détails sur ce sujet nous referons a Granas [1] et Dugundji, Granas [1].
Nous voulons aussi signaler qu’on peut retrouver certaines idées du § 2,
Chapitre II et du § 3, Chapitre IV dans Volkmann [1].

Des cas particulieurs du Théoréme de Bijection (Th.IL.3.1) ont été traités
dans les travaux suivants: Ewert [1], Nussbaum [1,2,3], Webb [1] et dans le
cas multivoque par Ma [1].

Dans le Chapitre III nous présentons une série de corollaires du Théoréme
de Bijection. Plusieurs de ces résultats ont été trouvés ultérieurement dans
Petryshyn [1], Webb [1,2], Nussbaum [1,2,3]. La formulation du Théoréme
(T11.1.3) et des corollaires (II1.1.4)°et (II1.1.5) dans un convexe quelconque C, est
originale, de méme que les résultats concernant les applications quasi-bornées
et asymptotiquement lineaires. Les théorémes et corollaires (I11.2.10) a (II1.2.16)
sont également nouveaux.

La théorie de coincidence, présentée dans le §l, Chapitre IV, posséde des
points communs avec 1’article de J. Pejsachowicz et A, Vignoli [1]. Dansle § 3,
Chapitre IV, on utilise la notion d’application L-condensante, intruduite par P.
Volkmann [1], et les résultats de ce paragraphe (présentés ici pour la premiére
fois) sont des généralisations des résultats de Mawhin [1, 2, 3] et Gaines,
Mawhin [1]. Les résultats du § 4, Chapitre IV, ont été suggérés par ceux de M.
Martelli [1] et la plupart d’entre eux est originale.

Dans le Chapitre V on donne plusieurs applications des théorémes
précédents aux équations differentielles. Le théoréme (V.3.3) généralise une
version d’'un résultat classique de Bernstein, déja considéré dans Granas,
Guenther, Lee [1]. Le théoréme (V.3.4) et la corollaire (V.3.5) sont également
des genéralisations de certains résultats de Granas, Guenther, Lee [1]. Nous
voulons signialer que le théoréme (V.3.4) est vrai aussi pour les conditions au
bord périodiques. Le théoréme (V.3.6) a été prouvé dans Fitzpatrick [1], mais
la preuve présentée ici comporte des modifications essentielles. On peut
retrouver certaines idées du Chapitre V dans Appell [1], Appell, Zabrejko [1],
Bana$, Goebel [1], Petryshyn, Yu [1, 2, 3].

Dans I’Appendice A2 nous généralisons un résultat de K. Geba [1] sur la
structure homotopique de 'ensemble des isomorphismes condensants (voir le
corrollaire (A2.2.7)).
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