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Introduction

Dans cet article nous examinons les propriétés de type cöıncidence pour di-
verses classes de transformations multivoques.

Toute transformation multivoque semi-continue supérieurement à valeurs com-
pactes et acycliques (relativement à l’homologie de Čech) sera appelée applica-

tion acyclique. En s’appuyant sur le théorème de Vietoris–Begle, il est possible
de définir un degré pour cette classe de transformations. Un grand nombre de
théorèmes furent déduits des propriétés de ce degré (voir par exemple [7], [8], [13],
[16], [17], [23]–[25] etc.). Nous mentionnons à titre indicatif l’important théorème
de Brouwer :

(1) Théorème. Toute application acyclique φ de la boule unité Kn de R
n

dans elle-même admet un point fixe; c’est-à-dire, il existe un point y ∈ Kn tel

que y ∈ φ(y).

En 1947, O’Neill [30] formula l’exemple suivant, montrant que l’hypothèse de
l’acyclicité des valeurs n’est pas négligeable. Soit ξ : Kn → R, ξ(x) := 1− ‖x‖+
‖x‖2. On définit la transformation multivoque ψ : Kn → Kn par

ψ(x) := {y ∈ Kn : ‖y − x‖ = ξ(x)} ∪ {y ∈ Sn−1 : ‖y − x‖ ≥ ξ(x)} .

On vérifie par des méthodes élémentaires que ψ est semi-continue supérieurement
(et aussi semi-continue inférieurement) mais elle n’admet pas de points fixes. Ses
valeurs, étant des sphères topologiques de dimension n−1, ne sont pas acycliques.

Une des généralisations du théorème (1) à des transformations multivoques
à valeurs non nécessairement acycliques fut présentée par Górniewicz [22]. On
associe à chaque ensemble fermé et borné X de l’espace euclidien R

n l’ensemble
fermé et borné X̃ ayant pour complémentaire R

n\X̃ l’unique composante connexe
non bornée de R

n \X. Si BX denote l’union de toutes les composantes bornées

de R
n \X, on a BX = X̃ \X. Le résultat principal de [22] se lit comme suit :

(2) Théorème. Soit φ : Kn → Kn, n ≥ 2, une transformation multivo-

que semi-continue supérieurement (donc, par définition, à valeurs compactes),
vérifiant :

(2.1) {x ∈ Kn : x ∈ B(φ(x))} est ouvert dans Kn;

(2.2) H∗(φ(x)) = H∗(S
n−1) pour tout x ∈ Kn.

Alors φ admet un point fixe.
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Les transformations multivoques satisfaisant (2.1) et (2.2) sont appelées appli-

cations sphériques ([22]). Remarquons que ψ dans l’exemple d’O’Neill ne satisfait
pas (2.1).

L’étude des applications sphériques dans R
n, n ≥ 2, se poursuit dans [10].

On y modifie un peu leur définition (voir th. (3) ci-après) de façon à inclure les
applications acycliques. L’un des résultats typiques de [10] est le suivant :

(3) Théorème. Supposons qu’une transformation multivoque φ : Kn → Kn

semi-continue supérieurement satisfasse les conditions suivantes :

(3.1) le graphe Γ (Bφ) de la transformation multivoque Bφ : Kn → Kn définie

par Bφ(x) := B(φ(x)) pour tout x ∈ Kn est un ouvert du produit Kn ×Kn;

(3.2) φ̃(x) est acyclique pour tout x ∈ Kn.

Alors φ admet un point fixe.

Des théorèmes de type Borsuk–Ulam, un théorème de l’invariance du domaine,
ainsi qu’un théorème de cöıncidence de type Poincaré, furent établis pour ce genre
d’applications multivoques [10].

Des exemples d’applications sphériques s’obtiennent en utilisant une distance
de continuité ̺C (Borsuk [4]). Soit (M,µ) un espace métrique et A,B deux parties
de M . On note par C(A,B) l’ensemble des transformations (univoques) continues
de A dans B. La distance de continuité entre les parties fermées Y,X ⊂M est

̺C := max{ inf
f∈C(X,Y )

|f |, inf
g∈C(X,Y )

|g|} ,

où |f | est l’écartement de f , c’est-à-dire, la borne supérieure des µ(x, f(x)), x par-
courant l’ensemble de définition de f . Les transformations multivoques à valeurs
compactes et connexes, continues pour ̺C (en tant que transformations univo-
ques dans l’espace D(Kn) des parties fermées de Kn, métrisé par ̺C) et vérifiant
(3.2) sont des exemples fondamentaux d’applications sphériques dans R

n, n ≥ 2.

Cet exposé a pour but de présenter des résultats semblables dans le cadre
d’un espace de Banach E arbitraire, dim(E) ≥ 2. Dans le chapitre I, nous com-
mençons par rappeler la théorie de cohomologie de dimension infinie, introduite
par K. Gȩba et A. Granas dans les espaces normés ([18]–[20]) en la modifiant pour
nos besoins. Nous appliquons cette théorie dans le paragraphe 1 du chapitre III
en définissant une caractéristique topologique d’un champ de vecteurs faiblement
admissible (voir [2]) et un degré d’un champ de vecteurs admissible ([7], [8], [22],
[24]). Nous démontrons les théorèmes :

• de cöıncidence d’un champ de vecteurs faiblement admissible et d’une ap-
plication admissible (une généralisation de [8]);

• des antipodes pour les champs de vecteurs Z2-admissibles (voir [17]);

• de l’invariance du domaine d’un champ de vecteurs fortement Z2-admissible
qui est une ε-transformation relativement à son domaine ouvert (une généralisa-
tion de [7]).
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Dans le chapitre II, nous étendons la notion de distance de continuité au cas
d’un espace de Banach de dimension infinie en remplaçant les transformations
continues dans la définition de ̺C par les champs de vecteurs compacts. Nous
obtenons ainsi une distance ̺F sur la famille D(E) des parties de E fermées,
bornées et non vides, distance dont les propriétés sont tout à fait analogues à celles
de ̺C dans R

n. En particulier, si E est de dimension finie, ̺C et ̺F cöıncident.
Toute transformation multivoque φ : K → K (K désignant la boule unité dans
E) à valeurs fermées, continue pour la distance ̺F , et vérifiant :

(4.1) φ̃(x) est convexe et non vide pour tout x ∈ K;

(4.2) la famille {φ(x) : x ∈ K} est totalement bornée dans l’espace D(K)
métrisé par la distance de Hausdorff ̺S;

est un exemple fondamental d’une application sphérique dans K (pour la défini-
tion, voir (III, (2.1))).

De telles transformations ont la propriété du point fixe (III, (2.11)).

Le deuxième paragraphe du chapitre III est consacré aux champs de vecteurs
sphériques (déf. (III, (2.8))). En utilisant les théorèmes du paragraphe précédent,
nous y démontrons :

• le théorème de cöıncidence d’une application et d’un champ de vecteurs
admissibles ou sphériques (III, th. (2.9));

• le théorème des antipodes pour les champs de vecteurs Z2-sphériques (III,
th. (2.14));

• le théorème de l’invariance du domaine d’un champ de vecteurs fortement
Z2-sphérique (III, th. (2.17)).

La matière de cet article est incluse dans la thèse de doctorat de l’auteur
à l’Université Nicolas Copernicus de Toruń. L’auteur désire exprimer toute sa
gratitude à son directeur de recherche, le professeur Lech Górniewicz, pour son
soutien et ses conseils, et au professeur H. Ben-El-Mechaiekh à l’Université de
Brock pour son aide précieuse dans la préparation de la traduction française de
ce travail.

I. Cohomologie de dimension infinie

1. Préliminaires. Nous noterons par:

• N — l’ensemble des nombres entiers non négatifs;

• Z — l’anneau des nombres entiers;

• Z2 — le corps des deux nombres: zéro et un;

• R — le corps des nombres réels;

• R
n — l’espace euclidien de dimension n;

• E — l’espace vectoriel sur R, normé ou de Banach, avec une norme ‖ ‖;



8 A. Dawidowicz

• K (Kn) — la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans E (dans R
n,

resp.);
• S (Sn) — la sphère de centre 0 et de rayon 1 dans E (dans R

n+1, resp.).

Soit (M,µ) un espace métrique muni d’une métrique µ. Posons

D(M) := {X ⊂M : X est fermé, borné et non vide} ,

dist(X,Y ) := inf{µ(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } ,

K(X, ε) := {y ∈M : dist(y,X) ≤ ε} , Oε(X) := {y ∈M : dist(y,X) < ε} .

Par (H∗(·; Z2), δ) ((H∗(·), δ)) on note le foncteur cohomologie de Čech sur la
catégorie des espaces de Hausdorff, à coefficients dans le corps Z2 (dans l’anneau

Z, respectivement). H̃s désigne le foncteur homologie singulière réduite. Sauf men-
tion explicite les détails et les démonstrations des faits cités dans ce chapitre se
trouvent dans [14] ou [32].

(1.1) Théorème (Dualité d’Alexander, [32]). Pour toute partie compacte

X⊂R
n et pour tout entier k, l’homomorphisme d’Alexander

H̃s
n−k−1(R

n \X)→ Hk(X)

est un isomorphisme.

Nous appelons couple dans un espace topologique M tout couple [(X+, A+),
(X−, A−)] des paires (X+, A+) et (X−, A−) fermées dans la paire (X+ ∪ X−,
A+∪A−) des sous-espaces de Hausdorff de M (les signes + et − n’étant ici que
des indices). On ne suppose aucune inclusion entre X+ et X− ni entre A+ et
A−. Si A+ = ∅ = A−, on écrit [X+,X−] au lieu de [(X+, ∅), (X−, ∅)]. Une
paire (X,A) est dite paracompacte si X et A sont paracompacts. Un couple
[(X+, A+), (X−, A−)] est dit paracompact si la paire (X+ ∪ X−, A+ ∪ A−) est
paracompacte. Rappelons que si A est un sous-espace fermé d’un espace to-
pologique compact X, la paire (X,A) est dite compacte. Le terme application

désigne une transformation (univoque) continue. Pour tout couple paracompact
T := [(X+, A+), (X−, A−)] et pour tout entier n, il existe un homomorphisme

∆(T ) : Hn−1(X+ ∩X−, A+ ∩A−)→ Hn(X+ ∪X−, A+ ∪A−)

appelé homomorphisme de Mayer–Vietoris et vérifiant les propriétés suivantes :

(1.2) Soit f : M → M ′ une application de T := [(X+, A+), (X−, A−)] dans
T ′ := [(Y +, B+), (Y −, B−)] (c’est-à-dire f(X+) ⊂ Y +, f(X−) ⊂ Y −, f(A+) ⊂
B+ et f(A−) ⊂ B−). Alors le diagramme

Hn−1(X+ ∩X−, A+ ∩A−)
∆(T )

−−−−−−−−−→ Hn(X+ ∪X−, A+ ∪A−)xH
n−1(f |X+∩X−)

xH
n(f |X+∪X−)

Hn−1(Y + ∩ Y −, B+ ∩B−)
∆(T ′)

−−−−−−−−−→ Hn(Y + ∪ Y −, B+ ∪B−)

commute pour tout entier n.
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(1.3) Si T := [(X+, A+), (X−, A−)] est un couple paracompact et T ′ :=
[A+, A−], alors le diagramme

Hn−1(X+ ∩X−, A+ ∩A−)
∆(T )

−−−−−−−−−→ Hn(X+ ∪X−, A+ ∪A−)xδ
xδ

Hn−2(A+ ∩A−)
∆(T ′)

−−−−−−−−−−−−−−−−→ Hn−1(A+ ∪A−)

anticommute pour tout n ∈ Z, c’est-à-dire ∆(T ′) ◦ δ := −δ ◦∆(T ) ([11], p. 69).

(1.4) A chaque couple T := [(X+, A+), (X−, A−)] nous pouvons associer le
couple opposé −T := [(X−, A−), (X+, A+)]. Le lien entre les homomorphismes de
Mayer–Vietoris des couples opposés s’exprime par l’équation ∆(−T ) := −∆(T ).

Nous allons montrer un lemme technique sur lequel reposera la construction de
la cohomologie de dimension infinie. Pour plus de simplicité nous ne présentons
la formulation et la preuve que dans le cas particulier où l’on prend les couples
d’espaces au lieu des couples de paires (voir aussi [19], p. 202–204). Le cas général
peut s’obtenir de manière analogue.

(1.5) Lemme ([19]). Soient T ′
i := [X+

i ,X
−
i ] et T ′′

i := [Y +
i , Y

−
i ] deux couples

paracompacts dans un espace topologique M satisfaisant les relations suivantes :

X+
1 ∩X

−
1 = X+

2 ∩X
−
2 =: X , Y +

1 ∪ Y
−
1 = Y +

2 ∪ Y
−
2 =: Y ,

X+
1 ∪X

−
1 = Y +

1 ∩ Y
−
2 =: Z1 , X+

2 ∪X
−
2 = Y +

2 ∩ Y
−
2 =: Z2 .

Si de plus

X+
1 = Z1 ∩ Y

+
2 , X−

1 = Z1 ∩ Y
−
2 , X+

2 = Z2 ∩ Y
+
1 , X−

2 = Z2 ∩ Y
−
1 ,

alors le diagramme des homomorphismes de Mayer–Vietoris

Hn−1(X)
∆(T ′

1)ւ ց∆(T ′

2)

Hn(Z1) Hn(Z2)

∆(T ′′

1 )ց ւ∆(T ′′

2 )

Hn+1(Y )

anticommute pour tout n ∈ Z.

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit d’indiquer deux couples paracompacts T ′
3 :=

[X+
3 ,X

−
3 ], T ′′

3 := [Y +
3 , Y

−
3 ] vérifiant

X+
3 ∩X

−
3 = X , Y +

3 ∩ Y
−
3 = Y , X+

3 ∪X
−
3 = Y +

3 ∩ Y
−
3 =: Z3 ,

[X+
1 ,X

−
1 ] ⊂ [X+

3 ,X
−
3 ] ⊃ −[X+

2 ,X
−
2 ] ,(1.5.1)

[Y +
1 , Y

−
1 ] ⊂ [Y +

3 , Y
−
3 ] ⊃ [Y +

2 , Y −
2 ] .
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Ceci étant, on obtient le diagramme commutatif

Hn−1(X)

∆(T ′

1)ւ
y∆(T ′

3) ց∆(−T ′

2)

Hn(Z1) ←− Hn(Z3) −→ Hn(Z2)

∆(T ′′

1 )ց
y∆(T ′′

3 ) ւ∆(T ′′

2 )

Hn+1(Y )

où les homomorphismes horizontaux sont induits par les injections canoniques (la
commutativité de tous les triangles du diagramme découle de (1.2)). Le résultat
s’ensuit.

Nous définissons les couples T ′
3 et T ′′

3 comme suit :

Y +
3 := Y +

1 ∪ Y
+
2 , Y −

3 := Y −
1 ∪ Y

−
2 , X+

3 := Y +
2 ∩ Y

−
1 , X−

3 := Y −
2 ∩ Y

+
1 .

La vérification de (1.5.1) ne présente aucune difficulté.

Rappelons qu’un espace topologique est dit acyclique (Z2-acyclique) si son q-
ième groupe de cohomologie de Čech à coefficients dans Z (dans Z2, resp.) est égal
à celui d’un singleton. Une application f : (X,A)→ (Y,B) est appelée application

de Vietoris (Z2-application de Vietoris) si elle est propre, f−1(B) = A, et f−1(y)
est acyclique (Z2-acyclique, resp.) pour tout y ∈ Y .

(1.6) Théorème (Vietoris–Begle, [32]). Si f : (X,A)→ (Y,B) est une appli-

cation de Vietoris (Z2-application de Vietoris) d’une paire compacte (X,A) dans

une paire (Y,B) alors l’homomorphisme

H∗(f) : H∗(Y,B)→ H∗(X,A)

(H∗(f ; Z2) : H∗(Y,B; Z2)→ H∗(X,A; Z2) , resp.)

est un isomorphisme.

Une involution τ d’un ensemble X est une transformation τ : X → X vérifiant
τ2 = idX (idX étant l’identité sur X).

(1.7) Théorème ([2], p. 92). Soit X un espace métrique compact tel que

H∗(X; Z2) = H∗(Sn; Z2) pour un n ∈ N. Soit τ : X → X une involution

continue sans points fixes. Si une application q : X → R
n+1 \ 0 satisfait

(1.7.1) q(τ(x)) 6= λq(x) pour tout x ∈ X et tout λ > 0,

alors Hn(q; Z2) : Hn(Rn+1 \ 0; Z2)→ Hn(X; Z2) est un isomorphisme.

Nous rappelons maintenant quelques faits d’algèbre linéaire. Notons par L(E)
la famille de tous les sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace normé
E. Associons à chaque L ∈ L(E) son orientation o(L) arbitrairement choisie. La
classe de tous les sous-espaces de dimension finie de E, avec leurs orientations
fixées, préordonnée par la relation d’inclusion, est appelée filtration canonique.
On peut aussi considérer la filtration canonique comme une catégorie filtrante à
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droite, dont les morphismes sont les injections canoniques. Parmi toutes les injec-
tions canoniques, nous distinguons certaines injections dites élémentaires. Plus
précisement, nous disons qu’un espace vectoriel L est élémentairement contenu
dans un espace vectoriel P (et nous écrivons L ⇒֒ P ) si L ⊂ P et d(P )−d(L) = 1
(d(Q) étant la dimension d’un espace vectoriel Q ∈ L(E)). Dans ce cas, L définit
deux demi-espaces P+, P− dans P . Le choix de l’orientation nous permet de les
différencier de la manière suivante :

(1.8) Soit (e) := (e1, . . . , ek) une base de L ∈ L(E). Définissons le signe de (e)
par

sgn(e) :=

{
1 si (e) ∈ o(L),
−1 si (e) 6∈ o(L).

Complétons la base (e) en une base (ê) := (e1, . . . , ek, ek+1) de l’espace P . Posons

P+ := {a+ λek+1 : a ∈ L, λ ∈ R, λ · sgn(e) · sgn(ê) ≥ 0} ,

P− := {a+ λek+1 : a ∈ L, λ ∈ R, λ · sgn(e) · sgn(ê) ≤ 0} .

Nous avons les propriétés immédiates :

(1.9) Si L ⊂ P , où L,P ∈ L(E), alors il existe une suite Q1, . . . , Qk d’espaces

de la filtration L(E) reliant L et P par des injections élémentaires :

L ⇒֒ Q1 ⇒֒ . . . ⇒֒ Qk ⇒֒ P.

(1.10) Tout diagramme dans L(E) de la forme

peut être complété par un espace P ∈ L(E) au diagramme

De plus, si Q1 6= Q2, l’espace P est unique.

SoitE un espace normé de dimension infinie. Rappelons qu’une transformation
r : M → E définie sur un espace de Hausdorff M est dite compacte (de dimension

finie) si r(M) est contenu dans une partie compacte (dans un sous-espace de
dimension finie, resp.) de l’espace E. Nous associons à E la catégorie W(E) dont
les objets sont les triades (X,A, f), où la paire (X,A) est paracompacte et f :
X → E est une application. Les morphismes p : (X,A, f) → (Y,B, g) de W(E)
sont les applications p : (X,A)→ (Y,B) telles que

(1.11) f − gp : X → E se décompose en somme algébrique d’une application
compacte F : X → E et d’une application de dimension finie (non nécessairement
bornée) G : X → E, c’est-à-dire f − gp = F +G.
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Nous vérifions que la composée de tels morphismes est en fait un morphisme
de W(E). Soit p : (X,A, f)→ (Y,B, g), q : (Y,B, g)→ (Z,C, h) des morphismes
de W(E). On a f − gp = F +G et g − hq = F ′ +G′ où F et F ′ sont compactes
et G et G′ sont de dimension finie. Donc F +F ′p est compacte et G+G′p est de
dimension finie. Comme f −hqp = (f − gp)+ (g−hq)p = (F +F ′p)+ (G+G′p),
la composée qp : (X,A, f)→ (Z,C, h) est dans W(E).

Soit p : (X,A, f)→ (Y,B, g) un morphisme de W(E). Si f − gp : X → E est
de dimension finie (compacte), p est dit de dimension finie (compact , resp.). Nous
écrivons (X, f) au lieu de (X, ∅, f), et chaque paire (X,A) dans E est identifiée
à la triade (X,A, i), où i : X → E est l’injection canonique. L’application f de
(X,A, f) est appelée transporteur de filtration.

Soit W0(E) la sous-catégorie de W(E) dont les objets sont ceux de W(E),
et dont les morphismes sont tous les morphismes de dimension finie de W(E).
C’est sur W0(E) que nous construirons, dans le paragraphe suivant, le foncteur
cohomologie de dimension infinie.

2. Cohomologie de dimension infinie sur W0(E). La théorie de la
cohomologie de dimension infinie fut construite par K. Gȩba et A. Granas dans
les années soixante. Elle fut définie sur la catégorie des paires fermées et bornées
et des champs de vecteurs compacts dans un espace normé de dimension infinie
([18]–[20]). En 1975, Gelman étendit la théorie au cas des champs de vecteurs
multivoques. La théorie de Gelman s’applique immédiatement aux champs de
vecteurs multivoques de dimension finie. Dans le cas où ils sont complètement
continus, elle devient trop compliquée ([2]). Notre tâche dans ce paragraphe est
de modifier la construction de Gȩba–Granas–Gelman afin d’étendre la théorie aux
champs de vecteurs admissibles (déf. III, (1.1) et (1.3)).

En utilisant une idée de Gelman, nous définissons une théorie de cohomologie
de dimension infinie surW0(E). Dans le paragraphe suivant, nous la prolongerons
à une certaine classe de morphismes compacts de W(E) en utilisant l’idée d’un
système approximatif ([19]). Pour nos applications, nous nous bornerons aux cas
des coefficients dans Z ou dans Z2 (en fait le caractère strictement algébrique de
la construction de la cohomologie fait qu’elle reste valable pour tout anneau (tout
groupe) de coefficients).

Les objets de W(E) seront appelés brièvement objets. Soient (X,A, f) un
objet et n un entier. Posons XC := f−1(C), AC := A ∩XC pour toute partie C
de l’espace normé E. Associons à chaque L ∈ L(E) le (d(L) + n)-ième groupe de
cohomologie de Čech Hd(L)+n(XL, AL). Si L,P ∈ L(E) et L ⇒֒ P , posons

∆P
L := ∆(T ) : Hd(L)+n(XL, AL)→ Hd(P )+n(XP , AP )

où ∆(T ) est l’homomorphisme de Mayer–Vietoris induit par le couple paracom-
pact T := [(XP+ , AP+), (XP− , AP−)]. Si L⊂P et non L ⇒֒ P , alors d’après (1.9)
il existe une suite Q1, . . . , Qk de sous-espaces de E de dimension finie reliant L
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et P par des injections élémentaires. Posons

∆P
L := ∆P

Qk
◦∆Qk

Qk−1
◦ . . . ◦∆Q1

L .

Dans ce qui suit nous omettrons les indices L et P dans le symbole ∆P
L .

Nous vérifions que ∆ est bien défini, c’est-à-dire qu’il ne dépend pas du choix
de la suite Q1, . . . , Qk. Montrons d’abord le :

(2.1) Lemme. Soient L ⇒֒ Q1 et L ⇒֒ Q2 où L,Q1, Q2 ∈ L(E). Si P ∈ L(E)
complète le diagramme de (1.10), alors le diagramme des homomorphismes de

Mayer–Vietoris

Hd(L)+n(XL, AL)

ւ ց

Hd(Q1)+n(XQ1
, AQ1

) Hd(Q2)+n(XQ2
, AQ2

)

ց ւ

Hd(P )+n(Xp, Ap)

commute pour tout n ∈ Z et tout objet (X,A, f).

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit de montrer le lemme pour Q1 6= Q2. Choisissons
une base (e) := (e1, . . . , ek) de L qui appartient à l’orientation o(L). Trouvons
des vecteurs u1, u2 ∈ E tels que (e1) := (e1, . . . , ek, u1) soit une base de Q1

appartenant à o(Q1) et (e2) := (e1, . . . , ek, u2) une base de Q2 appartenant à
o(Q2). Alors, (u) := (e1, . . . , ek, u1, u2) est une base de P .

Si (u) ∈ o(P ), l’injection Q1 ⇒֒ P nous donne les deux demi-espaces fermés

P+
1 := {a+ λu2 : a ∈ Q1, λ ≥ 0} et P−

1 := {a+ λu2 : a ∈ Q1, λ ≤ 0} ,

tandis que Q2 ⇒֒ P nous donne

P+
2 := {a+ λu1 : a ∈ Q2, λ ≤ 0} et P−

2 := {a+ λu1 : a ∈ Q2, λ ≥ 0} ,

Il est facile de se convaincre que les couples [Q+
1 , Q

−
1 ], [P+

1 , P
−
1 ] et [Q+

2 , Q
−
2 ],

−[P+
2 , P

−
2 ] satisfont les hypothèses du lemme (1.5). Alors les couples

T ′
1 := [(XQ+

1
, AQ+

1
), (XQ−

1
, AQ−

1
)] , T ′′

1 := [(XP+
1
, AP+

1
), (XP−

1
, AP−

1
)] ,

T ′
2 := [(XQ+

2
, AQ+

2
), (XQ−

2
, AQ−

2
)] , T ′′

2 := [(XP+
2
, AP+

2
), (XP−

2
, AP−

2
)] ,

satisfont les hypothèses de ce lemme en version relative; d’où la commutativité
du diagramme en question.

Le cas où (u) 6∈ o(P ) se traite de façon analogue.

(2.2) Lemme. Supposons que L ⊂ P et soient Q′
1, . . . , Q

′
k et Q′′

1 , . . . , Q
′′
k deux

suites d’espaces de L(E), reliant L et P par des injections élémentaires. Alors

∆P
Q′

k
◦∆

Q′

k

Q′

k−1
◦ . . . ◦∆

Q′

1

L = ∆P
Q′′

k
◦∆

Q′′

k

Q′′

k−1
◦ . . . ◦∆

Q′′

1

L .
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D é m o n s t r a t i o n. En appliquant à plusieurs reprises (1.10), on obtient le
réseau des injections élémentaires

De par (2.1), ce réseau induit le diagramme commutatif des homomorphismes de
Mayer–Vietoris; on en déduit immédiatement le résultat.

Ainsi nous avons obtenu un système inductif {Hd(L)+n(XL, AL);∆} sur la
catégorie filtrante à droite L(E). Le n-ième groupe de cohomologie de dimension

infinie de l’objet (X,A, f) se définit par

(2.3) H
∞

n(X,A, f) := Lim−−→
L∈L(E)

Hd(L)+n(XL, AL) .

Supposons qu’un morphisme p : (X,A, f) → (Y,B, g) soit de dimension finie
et que n soit un entier. Notons par L0 un sous-espace de E de dimension finie qui
contient l’image de f−gp. Faisons correspondre à p la filtration Lp(E) constituée
des espaces L ∈ L(E) qui contiennent L0. Evidemment, la catégorie filtrante à
droite Lp(E) est cofinale dans L(E). Soit L ⇒֒ P , L,P ∈ Lp(E). Par (1.2), le
diagramme

(2.4)

Hd(L)+n(XL, AL)
Hd(L)+n(pL)
←−−−−−−−−− Hd(L)+n(YL, BL)x∆

x∆

Hd(P )+n(XP , AP )
Hd(P)+n(pP )
←−−−−−−−−− Hd(P )+n(YP , BP )

commute (pL, pP désignent les restrictions respectives de p à XL et XP ). Si
l’injection L ⊂ P n’est pas élémentaire, elle se décompose en injections élémen-
taires, chacune induisant un diagramme commutatif du type (2.4). Par suite,
p détermine la transformation naturelle {Hd(L)+n(pL)} des systèmes inductifs
{Hd(L)+n(XL, AL);∆} et {Hd(L)+n(YL, BL);∆} définis sur la catégorie filtrante
à droite L(E). Appliquant le foncteur Lim−−→

L∈Lp(E)

à cette transformation, on obtient

(2.5) H
∞

n(p) := Lim−−→
L∈Lp(E)

Hd(L)+n(pL) : H
∞

n(Y,B, g)→ H
∞

n(X,A, f) .
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Le fait que H
∞

n est un foncteur découle du fait que Hq est un foncteur pour tout
q ∈ Z et des propriétés bien connues des limites inductives.

Nous allons définir l’homomorphisme du cobord de dimension infinie.

(2.6) Lemme. Soient (X,A, f) un objet , n un entier , L,P ∈ L(E). Si L ⊂ P ,
le diagramme suivant commute :

(2.6.1)

Hd(L)+n(XL, AL)
(−1)d(L)δL
←−−−−−−−−− Hd(L)+n−1(AL)y∆

y∆

Hd(P )+n(XP , AP )
(−1)d(P)δP
←−−−−−−−−− Hd(P )+n−1(AP )

(δL, δP étant les cobords dans la cohomologie de Čech).

D é m o n s t r a t i o n. Si L ⇒֒ P , le résultat découle de (1.3). Sinon, il exi-
ste une suite d’injections élémentaires entre L et P , chacune induisant un carré
commutatif du type (2.6.1).

Nous définissons l’homomorphisme du cobord de dimension infinie par

(2.7) δ
∞

:= Lim−−→
L∈L(E)

(−1)d(L)δL : H
∞

n−1(A, f |A)→ H
∞

n(X,A, f) .

Ainsi nous venons de décrire la cohomologie de dimension infinie (H
∞

∗, δ
∞

∗) sur la
catégorie W0(E). Ce foncteur satisfait les axiomes d’Eilenberg–Steenrod quelque
peu modifiés, que nous formulons ci-après sans vérification (les démonstrations
résultent immédiatement du fait que ces axiomes sont valables dans la cohomo-
logie de Čech et que les limites inductives préservent les monomorphismes et
épimorphismes (voir aussi [2], p. 104–106 ou [19])).

Avant de formuler l’axiome d’homotopie, nous précisons la notion d’homotopie
dans la catégorie W(E). Posons

(X,A, f)× [0, 1] := (X × [0, 1], A × [0, 1], f̂ ) ,

où f̂(x, t) := f(x) pour tous x ∈ X et t ∈ [0, 1]. Par homotopie dans la catégorie
W(E), nous entendons tout morphisme F : (X,A, f)× [0, 1] → (Y,B, g). Une ho-
motopie F est dite compacte (de dimension finie) si F est compact (de dimension
finie, resp.).

(2.8) Axiome d’homotopie. Si l’homotopie F est de dimension finie, alors

H
∞

∗(F (·, 0)) = H
∞

∗(F (·, 1)).

(2.9) Axiome d’exactitude. Étant donné un morphisme p : (X,A, f) →
(Y,B, g) de dimension finie, tous les carrés dans le diagramme suivant sont com-

mutatifs et les deux lignes sont exactes :
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←−−−− H
∞

n(X, f |X) ←−−−− H
∞

n(X,A, f) δ
∞

←−−−− H
∞

n−1(A, f |A) ←−−−−xH
∞
n(p|X)

xH
∞
n(p)

xH
∞
n−1(p|A)

←−−−− H
∞

n(Y, g|Y ) ←−−−− H
∞

n(Y,B, g) δ
∞

←−−−− H
∞

n−1(B, g|B) ←−−−−

(2.10) Axiome d’excision. Soient (X,A, f) un objet et V un ouvert de X.

Si V ⊂ IntA, alors l’homomorphisme

H
∞

∗(X,A, f)→ H
∞

∗(X \ V,A \ V, f |(X \ V ))

induit par l’inclusion est un isomorphisme.

Au lieu de l’axiome de dimension nous avons

(2.11) Axiome de coefficients.

H
∞

n(S) =

{
l’anneau (le corps) des coefficients si n = −1,
0 si n 6= −1, n ∈ Z.

Nous appelons rayon dans l’espace normé E tout ensemble U ⊂ E tel qu’il
existe a ∈ E, a 6= 0, de sorte que U = {λa : λ > 0}. Nous utiliserons dans le
chapitre III les faits suivants, valables dans la théorie de cohomologie de dimension
infinie :

H
∞

∗(E) = H
∞

∗(K) = H
∞

∗(E \ U) = H
∞

∗(E \ 0, E \ 0) = 0 ,(2.12.1)

H
∞

∗(E \ 0) = H
∞

∗(S) ,(2.12.2)

H
∞

n(E,E \ 0) = H
∞

n(K,S) = H
∞

n−1(S) quel que soit n ∈ Z.(2.12.3)

Une suite d’objets {(Xk, Ak, fk)}k∈N de W(E) est dite décroissante vers un

objet (X,A, f) si X =
⋂
k∈N

Xk, A =
⋂
k∈N

Ak et f est la restriction commune
des fk à A. Un objet (X,A, f) de W(E) est dit propre si f est propre, bornée
et A = f−1(f(A)). Les objets propres jouent dans W(E) le même rôle que des
paires compactes dans la catégorie des paires de Hausdorff. Nous allons formuler
et montrer la propriété de continuité de la cohomologie de dimension infinie.

(2.13) Continuité. Supposons qu’une suite {(Xk, Ak, fk)}k∈N d’objets pro-

pres décroisse vers un objet (X,A, f). On a alors :

H
∞

∗(X,A, f) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(Xk, Ak, fk) ;(2.13.1)

δ
∞

= Lim−−→
k∈N

δ
∞

k ;(2.13.2)

de plus, les deux égalités sont fonctorielles.

D é m o n s t r a t i o n. (2.13.1) Nous employons la continuité de la cohomologie
de Čech en tenant compte de la permutabilité de deux limites inductives ([19],
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p. 199, lemme (5.2)) :

Lim−−→
k∈N

H
∞

n(Xk, Ak, fk) = Lim−−→
k∈N

Lim−−→
L∈L(E)

Hd(L)+n((Xk)L, (Ak)L)

= Lim−−→
L∈L(E)

Lim−−→
k∈N

Hd(L)+n((Xk)L, (Ak)L)

= Lim−−→
L∈L(E)

Hd(L)+n(XL, AL) = H
∞

n(X,A, f) .

(2.13.2) ainsi que la dernière conclusion se montrent de manière similaire.

Le morphisme p : (X,A, f) → (Y,B, g) de dimension finie est appelé mor-

phisme de Vietoris (Z2-morphisme de Vietoris) si p : (X,A) → (Y,B) est une
application de Vietoris (Z2-application de Vietoris, resp.). D’après le théorème
(1.6) et la définition (2.5), on a

(2.14) Tout morphisme de Vietoris (Z2-morphisme de Vietoris) p : (X,A, f)→
(Y,B, g) d’un objet propre (X,A, f) dans un objet propre (Y,B, g) induit l’iso-

morphisme

H
∞

∗(X,A, f)
H
∞

∗(p)
←− H

∞

∗(Y,B, g) (H
∞

∗(X,A, f ; Z2)
H
∞

∗(p;Z2)
←− H

∞

∗(Y,B, g; Z2) , resp.)

(comp. [2], p. 110, (3.3.2)).

3. Prolongement du foncteur cohomologie de dimension infinie à

une certaine classe de morphismes compacts de W(E). La définition (2.5)
n’est valable que dans le cas où le morphisme p de W(E) est de dimension finie.
Nous ne connaissons aucune méthode de prolongement du foncteur cohomologie
de dimension infinie à la catégorie W(E) toute entière (ce serait là une extension
considérable de la construction de Gelman — mais pas encore une généralisation).
Toutefois, grâce à la continuité (2.13) et au concept de système approximatif (voir

déf. (3.2)), nous allons prolonger le foncteur (H
∞

∗, δ
∞

∗) à une certaine classe F de
morphismes compacts de W(E) (déf. (3.1)), généralisant ainsi la construction de
Gȩba–Granas. Les résultats obtenus suffisent aux applications dans la théorie des
champs admissibles (chapitre III).

(3.1) Définition. Nous notons par F la classe des morphismes p : (X,A, f)→
(Y,B, g) de la catégorie W(E) vérifiant les conditions suivantes :

(3.1.1) (X,A, f) est un objet propre;

(3.1.2) p est un morphisme compact;

(3.1.3) g : Y → E est une injection canonique (alors Y ⊂ E).

Dans la suite, nous écrirons presque toujours (Y,B) au lieu de (Y,B, g) à condi-
tion que g : Y → E soit une injection canonique. Tout morphisme p : (X,A, f)→

(Y,B) de la classe F admet la factorisation (X,A, f)
p̂
→ (p(X), p(A))

j
→ (Y,B),
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où p̂ (x) := p(x) et j est l’injection canonique. Il est évident que j est de dimen-
sion finie. Il est facile de vérifier que la paire (p(X), p(A)) étant fermée et bornée
dans E, elle est un objet propre de W(E).

(3.2) Définition. On appelle système approximatif d’un morphisme p :
(X,A, f) → (Y,B) de la classe F toute suite de morphismes de dimension finie
{pk : (X,A, f)→ (Yk, Bk)}k∈N vérifiant les conditions suivantes :

(3.2.1) {(Yk, Bk)}k∈N est une suite d’objets propres décroissant vers la paire
(p(X), p(A));

(3.2.2) pour tout k ∈ N, il existe une homotopie compacte F : (X,A, f) ×
[0, 1] → (Yk, Bk) dans la catégorie W(E) telle que F (x, 0) = p(x) et F (x, 1) =
pk(x) quel que soit x ∈ X;

(3.2.3) si k ≥ l, il existe une homotopie G : (X,A, f) × [0, 1] → (Yl, Bl) de la
catégorie W0(E) telle que G(x, 0) = pk(x) et G(x, 1) = pl(x) quel que soit x ∈ X.

(3.3) Lemme. Tout morphisme p : (X,A, f) → (Y,B) de la classe F admet

un système approximatif.

D é m o n s t r a t i o n. L’application f−p : X → E étant compacte, en vertu du
théorème d’approximation de Schauder on a une application de dimension finie
(f − p)k : X → E telle que ‖(f − p)k(x)− (f − p)(x)‖ < 1/k pour tout x ∈ X et
k ∈ N. Posons

pk := f − (f − p)k , Yk := K(p(X), 1/k) , Bk := K(p(A), 1/k) .

L’homotopie F : (X,A, f)× [0, 1] → (Yk, Bk), F (x, t) := tpk(x)+ (1− t)p(x) pour
x ∈ X et t ∈ [0, 1], vérifie (3.2.2). L’homotopie G : (X,A, f) × [0, 1] → (Yl, Bl),
G(x, t) := tpk(x) + (1− t)pl(x), où k ≥ l et t ∈ [0, 1], réalise (3.2.3).

Soit {(Yk, Bk), pk} un système approximatif d’un morphisme p : (X,A, f) →
(Y,B). D’après (3.2.3) il induit le diagramme commutatif

H
∞

∗(X,A, f)
H
∞

∗(pk)ր տH
∞

∗(pl)

H
∞

∗(Yk, Bk) ←−−−−−−−−−
H
∞

∗(il
k
)

H
∞

∗(Yl, Bl)

où ilk : (Yk, Bk)→ (Yl, Bl), k ≥ l, est l’injection canonique.

Nous définissons l’homomorphisme induit par le morphisme p de la classe F
par

(3.4) H
∞

∗(p) := (Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(pk)) ◦H
∞

∗(j) ,

où {(Yk, Bk, pk)} est un système approximatif de p et j : (p(X), p(A)) → (Y,B)
est l’injection canonique. Pour vérifier que cette définition ne dépend pas du
choix du système approximatif, nous montrerons trois lemmes techniques (voir
[19], p. 186–187).
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(3.5) Lemme. Soient {(Yk, Bk), pk} et {(Y ′
k , B

′
k), p

′} deux systèmes approxi-

matifs d’un morphisme p : (X,A, f)→ (Y,B) tels que le diagramme

(X,A)
p′kւ ցpk

(Y ′
k, B

′
k) ←−−−−−−−−−

ik
(Yk, Bk)

commute pour tout k ∈ N (ik étant une injection canonique). Alors

Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(p′k) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(pk) .

D é m o n s t r a t i o n. En vertu de (2.13.1), on a

Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(p′k) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(ikpk) = (Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(pk)) ◦ (Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(ik)) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(pk) .

(3.6) Lemme. Si {(Yk, Bk), p} et {(Yk, Bk), p
′
k} sont deux systèmes approxi-

matifs d’un morphisme p, alors

Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(pk) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(p′k) .

D é m o n s t r a t i o n. De par (3.2.2), pk et p′k sont homotopes dans (Yk, Bk)
pour tout k ∈ N. D’après le théorème d’approximation de Schauder, chacune
de ces homotopies admet une approximation de dimension finie arbitrairement
proche. Il ne reste plus qu’à invoquer (2.8) et (3.5).

(3.7) Lemme. Si {(Y ′
k, B

′
k), p

′
k} et {(Y ′′

k , B
′′
k ), p′′k} sont deux systèmes approx-

imatifs quelconques d’un morphisme p, on a

Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(p′k) = Lim−−→
k∈N

H
∞

∗(p′′k) .

D é m o n s t r a t i o n. Posons (Yk, Bk) := (Y ′
k ∪ Y

′′
k , B

′
k ∪ B

′′
k ). Soient i′k :

(Y ′
k, B

′
k) → (Yk, Bk) et i′′k : (Y ′′

k , B
′′
k ) → (Yk, Bk) les injections canoniques. Con-

sidérons les deux systèmes approximatifs {(Yk, Bk), i
′
kp

′
k} et {(Yk, Bk), i

′′
kp

′′
k}. En

employant les lemmes (3.6) et (3.5) nous obtenons l’équation voulue.

(3.8) Corollaire. La définition (3.4) est bien posée.

(3.9) Corollaire. Si un morphisme p : (X,A, f) → (Y,B) de dimension

finie est de la classe F , les définitions (3.4) et (2.5) cöıncident.

Le prolongement du foncteur (H
∞

, δ
∞

) à la classe F garde les propriétés fonda-
mentales de cohomologie (comp. [19], p. 189–190).

(3.10.1) Si F : (X,A, f)× [0, 1] → (Y,B) appartient à F , alors H
∞

∗(F (·, 0)) =

H
∞

∗(F (·, 1)).

(3.10.2) Si p : (X,A, f)→ (Y,B) et q : (Y,B)→ (Z,C) appartiennent à F , il

en est de même pour qp; de plus H
∞

∗(qp) = H
∞

∗(p) ◦H
∞

∗(q).
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(3.10.3) Si p appartient à F , le diagramme

H
∞

n(X,A, f) δ
∞

←−−−−−−−−− H
∞

n−1(A, f |A)xH
∞
n(p)

xH
∞
n−1(p|A)

H
∞

n(Y,B) δ
∞

←−−−−−−−−− H
∞

n−1(B)

commute pour tout n ∈ Z.

Nous allons prouver une version du théorème (1.7) pour le cas de la dimension
infinie en utilisant la cohomologie de dimension infinie à coefficients dans Z2.
Notons par α : E → E l’application antipodale dans un espace normé E. Par
involution de l’objet (X, f) nous entendons toute involution continue τ : X → X
vérifiant fτ = αf . Observons qu’une telle involution n’est pas un morphisme
dans W(E).

(3.11) Théorème. Soient q : (X, f) → E \ 0 un morphisme de la classe F ,
g : (X, f)→ S un Z2-morphisme de Vietoris et τ une involution de l’objet (X, f)
sans points fixes. Supposons en outre que X soit métrique et que q vérifie (1.7.1).
Alors

H
∞

−1(q; Z2) : H
∞

−1(E \ 0; Z2)→ H
∞

−1(X, f ; Z2)

est un isomorphisme.

D é m o n s t r a t i o n (en trois étapes, comp. [28], p. 41–43). (1) Supposons
que q soit de dimension finie et qu’un espace L0 ⊂ E de dimension finie contienne
(f − g)(X) et (f − q)(X). Fixons un espace L ⊃ L0, L ∈ L(E), et considérons le

diagramme SL
gL
← XL

qL
→ EL \ 0. Comme gL est une Z2-application de Vietoris,

on a

Hd(L)−1(XL; Z2) = Hd(L)−1(SL; Z2) = Hd(L)−1(Sd(L)−1; Z2) .

Il est facile de vérifier que la restriction de τ à XL est une involution continue
sans points fixes. De plus, qL vérifie (1.7.1). Donc, d’après (1.7),

Hd(L)−1(qL; Z2) : Hd(L)−1(EL \ 0; Z2)→ Hd(L)−1(XL; Z2)

est un isomorphisme. Ceci restant valable pour les limites inductives contenues
dans la définition et L ∈ L(E), L ⊃ L0, étant arbitraire, nous obtenons le
théorème.

(2) Supposons que q est compact et que qτ(x) = −q(x) pour tout x ∈ X.
Alors, étant donné un système approximatif {Yk, qk} de q, les morphismes qk de
dimension finie vérifient (1.7.1) pour tout k∈ N suffisamment grand. En vertu de

(1), les H
∞

−1(qk; Z2) sont des isomorphismes, et H
∞

−1(q; Z2) l’est donc aussi.

(3) (Le cas général). Définissons une application F sur X × [0, 1] par

F (x, t) :=
q(x)

1 + t
−
tq(τ(x))

1 + t
.
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De par (1.7.1), F (x, t) 6= 0 pour tout x ∈ X et t ∈ [0, 1]. Puisque

f(x)− F (x, t) =
(f − q)(x)− t(f − q)(τ(x))

1 + t

et que f − q est compacte, F : (X, f)× [0, 1] → E \ 0 est une homotopie dans la
classe F . D’après (3.10.1),

H
∞

−1(q; Z2) = H
∞

−1(F (·, 0); Z2) = H
∞

−1(F (·, 1); Z2) .

Mais puisque F (·, 1) = 1
2 (q(x)− q(τ(x))) satisfait l’hypothèse de (2), l’homomor-

phisme induit est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

II. Distances de Borsuk

Ce chapitre nous permettra de fournir, dans le chapitre III, des exemples
d’applications et de champs de vecteurs faiblement admissibles, fortement admis-
sibles et sphériques.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons des notions et des notations con-
cernant les transformations multivoques qui nous seront utiles ultérieurement.
Nous établissons certaines relations entre un espace métrique (M,µ) et l’espace
D(M) de toutes les parties fermées, bornées et non vides de M , métrisé par la
distance de Hausdorff ̺S . Nous introduisons la notion de famille d’ensembles to-
talement bornée inférieurement ou supérieurement (déf. (1.2)) et nous montrons
le théorème (1.9) des sélections multivoques complètement continues, à valeurs
non vides, pour une certaine classe de transformations multivoques contenant
les m-applications ̺S-hypercontinues (déf. (2.4)). Ce théorème nous permettra
d’obtenir des exemples d’applications et de champs de vecteurs faiblement et
fortement admissibles (considérées dans le paragraphe 1 du chapitre III).

Dans le deuxième paragraphe, nous donnons une définition générale d’une
certaine distance (formule (2.3)). La distance de Hausdorff ̺S, celle de continuité
de Borsuk ̺C ([4]) ainsi que la distance ̺F définie sur les parties fermées, bornées
et non vides d’un espace normé — en sont des cas particuliers. La propriété la
plus importante de ̺F consiste en ce que les ensembles peu éloignés dans ̺F
disconnectent l’espace normé ¡¡de la même façon¿¿ (voir th. (2.8)).

Dans le troisième paragraphe, nous nous intéressons tout d’abord à l’opéra-
tion ˜ introduite dans [22]. On fait correspondre à chaque partie fermée et bornée
X d’un espace normé E un ouvert BX qui est l’union de toutes les composantes
bornées de E \X, et on note par X̃ l’union X ∪BX . Si une transformation mul-
tivoque φ : M → E est à valeurs fermées, bornées et non vides, nous définissons
deux transformations multivoques Bφ : M → E et Dφ : M → E de la manière

suivante : (Bφ)(x) := B(φ(x)) et (Dφ)(x) := E \ φ̃(x). Nous montrons que dans
le cas où φ : M → E est ̺S-semi-continue supérieurement et ̺F -semi-continue
inférieurement les graphes de Bφ et Dφ sont des ouverts du produit M × E
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(th. (3.6)). En outre, nous trouvons des conditions suffisantes sur une famille

A ⊂ D(E) pour que la famille Ã := {X̃ : X ∈ A} soit totalement bornée
dans l’espace métrique (D(E), ̺S). Ces énoncés nous permettront de présenter
ultérieurement des exemples d’applications et de champs de vecteurs sphériques
(par. 2 du chapitre III).

1.Transformations multivoques et distance de Hausdorff. On appelle
transformation multivoque (ou en abrégé m-transformation) toute relation φ de
graphe Γ (φ) d’un ensemble M vers un ensemble M ′. Nous employons les nota-
tions et les notions suivantes :

• φ : M →M ′ — une m-transformation de M dans M ′;

• φ(x) := {y ∈ M ′ : (x, y) ∈ Γ (φ)} — la valeur de la m-transformation φ au
point x ∈M ;

• φ(A) :=
⋃
x∈A φ(x) — l’image d’un ensemble A par la m-transformation φ;

• {φ(x) : x ∈ A} — l’hyperimage de l’ensemble A par φ.

Une m-transformation φ : M →M ′ est dite

• sélection multivoque (en abrégé : m-sélection) d’une m-transformation ψ :
M →M ′ si φ(x) ⊂ ψ(x) pour tout x ∈M ;

• involution multivoque (en abrégé : m-involution) si M = M ′ et φ est
symétrique (comme relation);

• fortement injective si φ(x) ∩ φ(y) 6= ∅ entrâıne x = y pour tous x, y ∈M .

Soient M , M ′ deux espaces topologiques de Hausdorff. Une m-transformation
φ : M →M ′ est appelée

• localement compacte si tout x ∈M admet un voisinage V ⊂M dont l’image
φ(V ) est contenue dans un compact de M ′;

• compacte si φ(M) est inclus dans un compact de M ′;

• semi-continue supérieurement si ses valeurs sont compactes et l’ensemble
{x ∈M : φ(x) ⊂ U} est ouvert pour tout ouvert U de M ′;

• acyclique (Z2-acyclique) si elle est semi-continue supérieurement et à valeurs
acycliques (Z2-acycliques).

Soient M , Γ , M ′ des espaces métriques. Les deux applications M
p
← Γ

q
→M ′

sont dites former une

• paire sélective d’une m-transformation φ : M →M ′ si φ(x) ⊃ qp−1(x) pour
tout x ∈M ;

• paire déterminant une m-transformation φ : M → M ′ si φ(x) = qp−1(x)
pour tout x ∈M ;

• paire faiblement admissible si p est propre et surjective et pour tout borné
X de M , q(p−1(X)) est contenu dans un compact de M ′;
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• paire admissible (Z2-admissible) (voir [7], [8], [23], [24]) si elles forment une
paire faiblement admissible, p étant de plus une application de Vietoris (une
Z2-application de Vietoris, respectivement).

Soient (M,µ) un espace métrique et M ′ un espace de Hausdorff. Une m-
transformation φ : M →M ′ est appelée

• ε-transformation pour un ε > 0 ([23], [28]) si φ(x) ∩ φ(y) 6= ∅ implique
µ(x, y) < ε quels que soient x, y ∈M ;
• ε-transformation locale relativement à un ouvert V de M ([7], [28]) si pour

tout x ∈ V , il existe ε > 0 tel que la boule K(x, ε) soit contenue dans V
et la restriction φ|K(x, ε) soit une ε-transformation (par restriction d’une m-
transformation φ à une partie X de M on entend la m-transformation φ|X :
X →M ′ de graphe Γ (φ|X) := Γ (φ) ∩ (X ×M ′));
• complètement continue si elle est semi-continue supérieurement et l’image

φ(X) de toute partie bornée X de M par φ est contenue dans un compact de M ′.

Soit (M,µ) un espace métrique. Nous rappelons que D(M) désigne la famille
de toutes les parties non vides, fermées et bornées deM . La distance de Hausdorff

entre deux éléments X et Y de D(M) se définit par

̺S(X,Y ) := inf{ε > 0 : X ⊂ Oε(Y ) et Y ⊂ Oε(X)} .

Dans ce qui suit l’espace D(M) sera muni de la distance de Hausdorff. Une
famille A ⊂ D(M) est dite totalement bornée si pour tout ε > 0 il existe une
famille finie B ⊂ A ε-dense dans A. Notons par D0(M) la famille de toutes les
parties totalement bornées, fermées et non vides de M .

(1.1) Nous avons :

(1.1.1) le plongement x ֌ {x} de M dans D(M) est fermé;
(1.1.2) si X est un fermé de M , D(X) est fermé dans D(M);
(1.1.3) D0(M) est fermé dans D(M);
(1.1.4) D(M) est complet si et seulement si M est complet ;
(1.1.5) D(M) est totalement borné si et seulement si M est totalement

borné.

Nous allons introduire deux notions liées à celle de famille totalement bornée.

(1.2) Définition. Soit A ⊂ D(M). On dit que A est bornée supérieurement

(inférieurement) si pour tout ε > 0 il existe une famille finie B ⊂ A telle que
pour tout X ∈ A on puisse trouver un Y ∈ B tel que X ⊂ Oε(Y ) (Y ⊂ Oε(X),
respectivement).

On a bien que si A est totalement bornée alors elle est bornée supérieurement
et inférieurement. Nous allons établir d’autres relations entre ces trois notions.

(1.3) Lemme. Si une famille A ⊂ D(M) se compose d’ensembles totalement

bornés, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1.3.1) A est totalement bornée;
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(1.3.2) A est bornée supérieurement ;
(1.3.3)

⋃
A =

⋃
X∈AX est totalement borné dans M .

D é m o n s t r a t i o n. L’implication (1.3.1)⇒(1.3.2) est immédiate.
(1.3.2)⇒(1.3.3). Pour ε > 0 donné il existe une famille finie B ⊂ A telle que

pour tout X ∈ A il existe Y ∈ B vérifiant X ⊂ Oε/2(Y ). De chaque Y ∈ B
choisissons un ensemble fini ZY ⊂ Y , ε

2 -dense dans Y . B étant finie,
⋃
Y ∈B ZY

est fini et ε-dense dans
⋃
A.

(1.3.3)⇒(1.3.1). L’adhérence de
⋃
A étant totalement bornée, il résulte de

(1.1.5) que l’espace métrique D(
⋃
A) l’est aussi. Puisque A ⊂ D(

⋃
A), la pro-

priété (1.3.1) est vérifié.

Dans le cas général, les notions de famille bornée supérieurement, bornée
inférieurement et totalement bornée sont presque indépendantes :

(1.4) Exemple. Soit l2 l’espace des suites réelles (an)n∈N telles que
∑∞
i=1 a

2
i <

∞. Désignons par ei la suite dont le i-ème terme est 1 et tous les autres sont 0.
Posons X := {ei : i ∈ N}, Xi := {e0, ei}, i = 0, 1, . . . On voit facilement que la
famille A1 := {Xi : i ∈ N} ∪ {X} est bornée supérieurement et inférieurement
mais qu’elle n’est pas totalement bornée. N’étant pas bornée supérieurement,
la famille A2 := {Xi : i ∈ N} est bornée inférieurement. A3 := {{ei} : i ∈
N} ∪ {X} est bornée supérieurement mais elle n’est pas bornée inférieurement.
Enfin, A4 := {X} est totalement bornée alors que

⋃
A4 = X n’est pas totalement

borné dans l2.

La notion de famille bornée inférieurement apparâıt dans le résultat intéressant
suivant :

(1.5) Théorème. Pour toute famille A ⊂ D(M) non vide et bornée inférieu-

rement on peut trouver une partie totalement bornée A de M telle que dist(A,X)
= 0 quel que soit X ∈ A.

Avant de montrer le théorème nous énonçons le :

(1.6) Lemme. Soient A ⊂ D(M) bornée inférieurement et A ⊂M totalement

borné. Si pour un ε > 0 on a

(1.6.1) dist(A,X) < ε pour tout X ∈ A,

alors pour tout α > 0 il existe B ⊂M totalement borné tel que

(1.6.2) A ⊂ B ⊂ Oε(A) et B \ A est fini ,
(1.6.3) dist(B,X) < α pour tout X ∈ A.

D é m o n s t r a t i o n. Donnons-nous α > 0 et choisissons une sous-famille finie
B de A vérifiant

(1.6.4) pour tout X ∈ A il existe Y ∈ B tel que Y ⊂ Oα(X).

De chaque Y ∈B, choisissons un bY ∈Y tel que dist(A, {bY }) < ε et posons B :=
A∪{bY : Y ∈B}. La condition (1.6.2) est immédiate. Fixons maintenant X ∈A



Applications et champs sphériques dans les espaces de Banach 25

et, en vertu de (1.6.4), prenons Y ∈ B tel que Y ⊂ Oα(X). Alors dist(B,X) <
dist({bY },X) < α.

D é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e. Pour ε = 1 choisissons une sous-famille
finie B de A vérifiant (1.6.4). Choisissons un élément de chaque Y ∈ B; l’ensemble
de ces éléments, soit Y0, est totalement borné (étant fini). D’après (1.6) il existe
une famille C := {Y1, Y2, . . .} vérifiant

(1.6.5) Yn ⊂ Yn+1 ⊂ O1/2n(Y ), n ∈ N,
(1.6.6) dist(Yn,X) < 1/2n quels que soient X ∈ A et n ∈ N.

D’après (1.6.5), C est totalement bornée. Il résulte donc de (1.3) que
⋃
n∈N

Yn =:
A l’est aussi. Nous avons dist(A,X) < dist(Y,X) < 1/2n quels que soient X ∈ A
et n ∈ N, d’où dist(A,X) = 0 pour tout X ∈ A.

(1.7) Corollaire. Si l’espace métrique M est complet et une famille A ⊂
D(M) bornée inférieurement est non vide, il existe un compact A de M tel que

A ∩X 6= 0 pour tout X ∈ A.

Par application multivoque (ou simplement m-application) nous entendons une
m-transformation φ : M → M ′ à valeurs non vides, fermées et bornées dans un
espace métrique M ′.

Nous allons maintenant exploiter le corollaire (1.7) afin d’obtenir un théorème
de m-sélection, qui nous sera utile dans le chapitre III (voir (III, (1.2))). Nous
montrons tout d’abord le :

(1.8) Lemme. Soit φ : M → M ′ une m-application d’un espace de Hausdorff

M dans un espace métrique complet M ′ vérifiant

(1.8.1) {φ(x) : x ∈M} est borné inférieurement dans D(M ′);
(1.8.2) Γ (φ) est fermé dans M ×M ′.

En outre, soit η : M → M ′ une m-sélection compacte de φ, à valeurs arbitraires

(même vides) non nécessairement semi-continue supérieurement. Alors il existe

une m-application ψ : M → M ′ compacte et semi-continue supérieurement telle

que

(1.8.3) η(x) ⊂ ψ(x) ⊂ φ(x) pour tout x ∈M.

D é m o n s t r a t i o n. En vertu de (1.7) il existe un compact A de M ′ tel que

(1.8.4) A ∩ φ(x) 6= ∅ pour tout x ∈M.

Notons par B un compact de M ′ qui contient η(M). Définissons la m-application
ψ : M →M ′ par

(1.8.5) ψ(y) := (A ∪B) ∩ φ(y) , y ∈M .

D’après (1.8.4) nous avons ∅ 6= ψ(y) ⊂ φ(y) pour tout y ∈ M . De plus ψ(M) ⊂
A∪B, ψ est donc compacte. Puisque Γ (ψ)=(M×(A∪B))∩Γ (φ), (1.8.2) entrâıne
que le graphe de ψ est fermé dans M ×M ′. Par conséquent, ψ est semi-continue
supérieurement. Enfin η(x) ⊂ B ∩ φ(x) pour tout x ∈M , d’où (1.8.3).
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(1.9) Théorème. Supposons qu’une m-application φ : M → M ′ d’un espace

métrique M dans un espace métrique complet M ′ soit à graphe fermé et satisfasse

(1.9.1) {φ(x) : x ∈ X} est borné inférieurement pour toute partie bornée X

de M.

Soit η : M → M ′ une m-sélection complètement continue de φ (à valeurs

peut-être vides). Alors il existe une m-application ψ : M → M ′ complètement

continue vérifiant (1.8.3). En outre, si M ′ est un espace de Banach et les valeurs

de φ sont convexes, on peut trouver une m-application complètement continue

ψ′ : M →M ′ vérifiant (1.8.3) et à valeurs convexes.

D é m o n s t r a t i o n. Prenons un recouvrement C de M formé d’ensembles
fermés et bornés, tel que

(1.9.2) la famille CW := {X ∈ C : X ∩W 6= ∅} est finie pour tout borné W de
M (par exemple, pour a ∈M fixé la famille des couronnes fermées {K(a, n+ 1) \
On(a) : n ∈ N} constitue un tel recouvrement).

Fixons X ∈ C et considérons les restrictions φ|X et η|X. D’après le théorème
(1.8) on a une m-application ψX : X → M ′ semi-continue supérieurement et
compacte telle que

(1.9.5) η(y) ⊂ ψX(y) ⊂ φ(y) pour tout y ∈ X .

Nous définissons une m-application ψ : M →M ′ en posant

ψ(y) :=
⋃
{ψX(y) : y ∈ X ∈ C} .

Par (1.9.5) nous avons η(y) ⊂ ψ(y) ⊂ φ(y) pour tout y ∈ M . C étant un re-
couvrement de M et les valeurs de ψX n’étant pas vides pour tout X ∈ C, il
s’ensuit que ψ(y) 6= ∅ pour tout y ∈ M . Désignons par ZX un compact de M ′

contenant ψX(X). Si W est borné dans M , ψ(W ) est contenue dans l’union finie⋃
X∈CW

ZX des ensembles compacts ZX . Pour montrer que ψ est complètement
continue il suffit de vérifier qu’elle est semi-continue supérieurement. Soit D un
fermé de M ′. Nous montrons que Y := {y ∈M : ψ(y) ∩D 6= ∅} est fermé. Pour
tout X ∈ C posons X(D) := {y ∈ X : ψX(y) ∩ D 6= ∅}. La famille C étant
localement fini, il en résulte que {X(D) : X ∈ C} l’est aussi. Par conséquent,
Y =

⋃
X∈CX(D) est fermé.

Au cas où M ′ est un espace de Banach, nous définissons la m-application
ψ′ : M → M ′ en posant ψ′(y) := conv(ψ(y)), où conv(X) désigne l’enveloppe
convexe fermée deX. Par des méthodes élémentaires nous vérifions que ψ′ satisfait
les conditions exigées.

2. Distances de Borsuk et séparation. Dans ce paragraphe nous présen-
tons la notion de distance de Borsuk ̺ et celle de m-application ̺-(semi)-continue.
Nous étudions par la suite diverses conditions de continuité pour une m-applica-
tion φ : M → M ′ reliées à la propriété suivante : si φ(x) sépare des points a
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et b dans M ′, alors a et b sont séparés par toutes les images φ(y), y parcourant
un voisinage de x dans M . Le résultat principal de cette section est le théorème
(2.8).

Soit (M,µ) un espace métrique.

(2.1) Définition. On appelle semi-distance sur D(M) toute fonction ̺ de
D(M)×D(M) dans l’intervalle [0,+∞] vérifiant les conditions suivantes :

(2.1.1) ̺(X,Y ) = 0 si et seulement si X ⊂ Y ;

(2.1.2) ̺(X,Y ) ≤ ̺(X,Z) + ̺(Z, Y ) quels que soient X,Y,Z ∈ D(M).

Nous désignons par KM une catégorie dont la classe des objets cöıncide avec
D(M) et dont les morphismes sont des transformations. Toutes les injections
canoniques sont cependant supposées être des morphismes de KM . A chaque
catégorie KM nous faisons correspondre une semi-distance ̺ sur D(M) en posant

(2.2) ̺(X,Y ) := inf{|f | : f ∈ KM (X,Y )} ,

où KM (X,Y ) désigne l’ensemble des transformations f : X → Y qui sont des mor-
phismes de KM et par |f | nous notons la borne supérieure des nombres µ(x, f(x)),
x parcourant X, que nous appellerons l’écartement de f .

Nous vérifions que (2.2) définit en effet une semi-distance. Si X ⊂ Y , l’injec-
tion canonique X → Y appartient à KM (X,Y ), donc ̺(X,Y ) = 0. D’autre part,
si X 6⊂ Y , il existe x ∈ X et ε > 0 tels que dist(x, Y ) ≥ ε. Par conséquent,
l’écartement de toute transformation f : X → Y est supérieure ou égale à ε, d’où
̺(X,Y ) ≥ ε. La condition (2.1.1) est ainsi vérifiée. Maintenant donnons-nous
f ∈ KM (X,Z) et g ∈ KM (Z, Y ). Pour tout x ∈ X nous avons µ(x, gf(x)) ≤
µ(x, f(x))+µ(f(x), gf(x)). En prenant les bornes supérieures pour x parcourant
X, nous avons |gf | ≤ |f |+|g|. En prenant les bornes inférieures pour f parcourant
KM (X,Z) et g parcourant KM (Z, Y ), nous obtenons (2.1.2).

La distance de Borsuk sur D(M) se définit comme suit :

(2.3) ̺(X,Y ) := max{̺(X,Y ), ̺(Y,X)} , X, Y ∈ D(M) .

Il est facile de se convaincre que (2.3) donne en fait une distance (généralisée).
D’ailleurs, max peut être remplacé par une fonction arbitraire de deux variables,
non négative, symétrique, subadditive par rapport à chaque variable et qui ne
s’annule qu’au cas où les deux variables sont égales à zéro. Nous introduisons
maintenant la notion de continuité selon la distance de Borsuk ̺.

(2.4) Définition. Soit M ′ un espace métrique. Une m-application φ : M →
M ′ est dite :

• ̺-semi-continue supérieurement (̺-semi-continue inférieurement) en x ∈
M lorsque pour tout ε > 0 il existe un voisinage V de x dans M tel que
̺(φ(y), φ(x)) < ε (̺(φ(x), φ(y)) < ε, resp.) pour tout y ∈ V ;

• ̺-continue en x ∈M lorsqu’elle est à la fois ̺-semi-continue supérieurement
et inférieurement en x;
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• localement bornée si tout x ∈ M admet un voisinage V ⊂ M avec φ(V )
borné dans M ′;
• ̺-hypercontinue lorsqu’elle est ̺-semi-continue supérieurement et {φ(x) :

x ∈ X} est totalement borné dans (D(M ′), ̺) pour tout borné X de M .

Pour X,Y ∈ D(M) posons KM (X,Y ) := Y X , où Y X désigne l’ensemble de
toutes les transformations de X dans Y . Alors (2.3) détermine la distance de
Hausdorff ̺S .

Nous allons maintenant examiner la relation entre l’hypothèse de ̺S-continuité
d’une m-application et le problème posé au début du paragraphe.

(2.5) Lemme. Soit φ : M → M ′ une m-application d’un espace de Hausdorff

M dans un espace métrique M ′, ̺S-semi-continue supérieurement en un point

x ∈M donné. Considérons des points a et b appartenant à la même composante

connexe de M ′ \ φ(x). Il existe alors un ε > 0 et un voisinage V de x dans M
tels que les ε-voisinages Oε(a) et Oε(b) sont contenus dans la même composante

connexe de M ′ \ φ(y) pour tout y ∈ V .

D é m o n s t r a t i o n. Donnons-nous un arc L dans M ′ \ φ(x) reliant a et b. L
étant compact, et puisque par hypothèse il existe un ε > 0 et un voisinage V de x
dans M tels que Oε(L)∩φ(V ) = ∅, il en découle que Oε(a) et Oε(b) sont contenus
dans la même composante connexe de M ′ \ φ(y) pour tout y ∈ V .

Il est important de remarquer que lorsque φ(x) sépare des points a et b de M ′,
il se peut qu’il existe un voisinage V de x dans M tel que a et b appartiennent à la
même composante connexe de M ′ \ φ(y) pour tout y ∈ V , y 6= x. L’hypothèse de
̺S-continuité de φ ne suffit donc pas à assurer la séparation des points. L’exemple
suivant en est une illustration.

(2.6) Exemple. Posons M := [0, 1], M ′ := R
2, φ(s) := {(cos t, sin t); 0 ≤ t ≤

2π− s}, et choisissons a := (0, 0), b := (2, 0). Il est clair que a et b appartiennent
à la même composante connexe de R

2 \φ(s) pour s > 0 et qu’ils sont séparés par
φ(0).

L’exemple de O’Neill présenté dans l’introduction est un exemple supplémen-
taire illustrant l’inaptitude de la distance de Hausdorff à séparer les points.

Nous allons définir sur la familleD(E) des parties fermées, bornées et non vides
d’un espace de Banach E une distance ̺F qui nous sera utile. Étant donnésX,Y ∈
D(E), rappelons qu’une application f : X → Y est dite un champ de vecteurs

compact (en abrégé : champ compact) lorsque i − f : X → E est compacte, i :
X → E désignant l’injection canonique. Notons par CF (X,Y ) l’ensemble de tous
les champs compacts de X dans Y et posons KE(X,Y ) := CF (X,Y ). La formule
(2.3) nous donne une distance notée par ̺F et vérifiant ̺F ≥ ̺S . Dans le cas où E
est de dimension finie, ses parties fermées et bornées sont compactes. L’ensemble
CF (X,Y ) cöıncide alors avec l’ensemble C(X,Y ) de toutes les applications de X
dans Y . Par conséquent, ̺F n’est autre que la distance de continuité de Borsuk
̺C ([4]). Nous y reviendrons ultérieurement.
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La propriété principale de ̺F est décrite par le théorème (2.8). Pour commen-
cer, nous montrons le

(2.7) Lemme. Soient X,Y ∈ D(E) et supposons que deux points a et b de

l’espace de Banach E appartiennent au complémentaire de l’union X ∪ Y . Si ces

points sont dans la même composante connexe de E \Y tout en étant séparés l’un

de l’autre par X , alors

̺F (X,Y ) ≥ min{ra, rb} ,

où ra := dist({a},X) + dist({a}, Y ) et rb := dist({b},X) + dist({b}, Y ).

D é m o n s t r a t i o n. Fixons un champ compact f : X → Y et considérons
l’homotopie F : X × [0, 1]→ E définie par F (x, t) := (1− t)x+ tf(x) pour x ∈ X
et t ∈ [0, 1]. D’après le théorème de balayage ([28], page 56, corollaire 6) au
moins un des points mentionnés — disons a — appartient à l’image de F . Il
existe alors y ∈ X et s ∈ [0, 1] tels que a = (1 − s)y + sf(y). Par conséquent,
ra ≤ ‖y − f(y)‖ ≤ |f |, d’où min{ra, rb} ≤ ̺F (X,Y ).

(2.8) Théorème. Soit φ : M→E une m-application d’un espace de Hausdorff

M dans un espace de Banach E , ̺S-semi-continue supérieurement et ̺F -semi-

continue inférieurement en x ∈ M . Si deux points a et b sont séparés par φ(x),
il existe un ε > 0 et un voisinage V de x dans M tels que Oε(a) et Oε(b) sont

séparés par φ(y) pour tout y ∈ V .

D é m o n s t r a t i o n. φ étant ̺S-semi-continue supérieurement, il existe un
voisinage V1 de x dans M et un ε > 0 tels que

(2.8.1) Oε({a, b}) ∩ φ(y) = ∅ pour tout y ∈ V1 .

Comme φ est ̺F -semi-continue inférieurement, il existe un voisinage V2 de x dans
M tel que

(2.8.2) ̺F (φ(x), φ(y)) < 2ε pour tout y ∈ V2 .

Les ε-voisinages dans l’espace de Banach E étant connexes, en vertu de (2.8.1)
tout revient à démontrer que φ(y) sépare a de b quel que soit y ∈ V := V1 ∩ V2.
Supposons au contraire que a et b appartiennent à la même composante connexe
de E \ φ(z) pour un z ∈ V . En posant, dans (2.7), Y := φ(z), X := φ(x) nous
obtenons ̺F (φ(x), φ(z)) ≥ 2ε, car ra ≥ 2ε et rb ≥ 2ε en vertu de (2.8.1), ce qui
contredit (2.8.2) et établit le théorème.

Pour terminer ce paragraphe, nous présentons un exemple montrant qu’en di-
mension infinie, la distance de continuité de Borsuk ̺C ne préserve pas la propriété
de la séparation. Rappelons d’abord que la distance ̺C métrisant la famille D(M)
s’obtient en posant KM (X,Y ) := C(X,Y ) dans (2.3), C(X,Y ) étant l’ensemble
de toutes les applications de X dans Y . Notre exemple montre que la sphère S
dans un espace de Banach E de dimension infinie est limite relativement à ̺C
d’une suite d’ensembles de D(E) dont les complémentaires dans E sont connexes.
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(2.9) Exemple. Soient E un espace de Banach et e ∈ S ⊂ E. On considère
la suite {Sn}, où Sn := S \ O1/n(e). Bien évidemment le complémentaire de
tout Sn dans E est connexe. Nous montrons que {Sn} converge selon ̺C vers S.
Fixons n et remarquons que K(e, 1/n) ∩ S est homéomorphe à une boule fermée
de dimension infinie. Il existe alors une rétraction continue r : K(e, 1/n) ∩ S →
Fr(K(e, 1/n)∩S) (la frontière dans S). Il est facile de vérifier que la transformation
f : S → Sn définie par

f(x) :=

{
x pour x ∈ Sn,
r(x) pour x ∈ K(e, 1/n) ∩ S

est continue, et que son écartement |f | est inférieur ou égal à 2/n. Par conséquent,
̺C(S, Sn) ≤ 2/n. Comme Sn ⊂ S, il en découle que ̺C(Sn, S) = 0, d’où ̺C(S, Sn)
< 2/n.

Dans le chapitre III lesm-applications ̺S-hypercontinues, dorénavant appelées
applications hypercontinues, joueront un rôle important car elles admettent des
m-sélections complètement continues (th. (1.9)).

3. L’opération .̃ Dans ce paragraphe, E désigne un espace de Banach fixé
de dimension ≥ 2. Soit X une partie de E, bornée et fermée. Notons par DX

l’unique composante connexe non bornée de E \X. Par BX notons la réunion de
toutes les composantes connexes bornées de E \X. On voit que DX et BX sont

des ouverts de E. L’ensemble BX ∪X = E \DX est noté par X̃ . Les ensembles
ci-dessus jouissent des propriétés suivantes :

(3.1) Lemme. Soient X , Y des parties fermées, bornées et non vides de l’espace

de Banach E (dim(E) ≥ 2). On a alors :

(3.1.1) DX 6= ∅;
(3.1.2) X ⊂ Y entrâıne DY ⊂ DX ;
(3.1.3) si X est connexe on a l’alternative suivante : X ⊂ BY , ou bien X∩Y 6=

∅, ou bien X ⊂ DY ;
(3.1.4) X et DX ne sont pas séparés;

(3.1.5) DX = D(X̃);

(3.1.6) X ⊂ Ỹ entrâıne X̃ ⊂ Ỹ ;

(3.1.7) X̃ est fermé et borné;
(3.1.8) X ⊂ BY implique que DX ∩BY 6= ∅ et BX ∩DY = ∅;
(3.1.9) D(X ∪ Y ) ⊂ DX ∩DY ;

(3.1.10) X̃ ∩ Ỹ = X̃ ∩ Y si et seulement si DX ∩DY = D(X ∪ Y );
(3.1.11) X ∩ Y = ∅ entrâıne DX ∩DY ⊂ D(X ∪ Y );

(3.1.12) si X̃ et Ỹ sont connexes, on a l’alternative suivante : X ⊂ BY , ou

bien Y ⊂ BX , ou bien X̃ ∩ Ỹ = ∅, ou bien X ∩ Y 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. (3.1.1)–(3.1.10) sont élémentaires. Pour montrer (3.1.11)
nous utilisons le fait que les points a et b appartiennent à la même composante
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connexe de E \X si et seulement si les champs compacts i − a : X → E \ 0 et
i − b : X → E \ 0 sont homotopes dans la classe de tous les champs compacts
(th. 1, page 54, [28]). Choisissons b ∈ D(X ∪ Y ) et a ∈ DX ∩ DY . Puisque
b ∈ DX d’après (3.1.9), il existe une homotopie hX : X × [0, 1] → E \ 0 telle que
hX(x, 0) = x− a et hX(x, 1) = x− b pour tout x ∈ X. Comme b ∈ DY , il existe
une homotopie hY : Y × [0, 1]→ E\0 telle que hY (y, 0) = y−a et hY (y, 1) = y−b
pour tout y ∈ Y . X et Y étant disjoints, l’homotopie h : (X ∪ Y )× [0, 1]→ E \ 0
définie par

h(z, t) :=

{
hX(z, t) pour z ∈ X et t ∈ [0, 1],
hY (z, t) pour z ∈ Y et t ∈ [0, 1]

est continue, h(z, 0) = z−a et h(z, 1) = z− b pour tout z ∈ X ∪Y . On en déduit
que a et b appartiennent à la même composante connexe de E \ (X ∪ Y ), donc
a ∈ D(X ∪ Y ).

Passons maintenant à (3.1.12). Le fait que les quatre conditions s’excluent
mutuellement découle facilement de (3.1.1)–(3.1.10). Nous montrons qu’il n’y a
pas d’autres positions possibles des ensembles X et Y l’un par rapport à l’autre
dans E. Supposons pour une contradiction que

(1) X̃ ∩ Ỹ 6= ∅ et (2) X ∩ Y = ∅ et (3) X 6⊂ BY et (4) Y 6⊂ BX .

(1) entrâıne l’alternative

(5) BX ∩BY 6= ∅ ou (6) X ∩BY 6= ∅ ou (7) BX ∩ Y 6= ∅ ,

et d’après (2), (3) et (4) nous avons

(8) X ∩DY 6= ∅ et (9) Y ∩DX 6= ∅ .

(3.1.12.1) Supposons que (7) soit vérifiée. Alors, en vertu de (2) et (9), Y se
décompose en union des ensembles disjoints bornés fermés et non vides BX ∩Y et
DX ∩ Y . D’après (3.1.9)–(3.1.11), Ỹ = ( ˜BX ∩ Y ) ∪ ( ˜DX ∩ Y ). Ỹ étant connexe,

nous obtenons (10) ( ˜BX ∩ Y )∩ ( ˜DX ∩ Y ) 6= ∅. D’autre part, puisque DX ∩ Y ⊂

DX , nous avons X̃ ⊂ D(DX∩Y )∪B(DX∩Y ). Mais X̃ étant connexe, il en découle

que (11) X̃ ⊂ D(DX ∩Y ) ou bien que (12) X̃ ⊂ B(DX ∩Y ). Si X̃ ⊂ B(DX ∩Y )

alors X̃ ⊂ Ỹ , ce qui contredit (8). Si X̃ ⊂ D(DX ∩ Y ), alors X̃ ∩ ( ˜DX ∩ Y ) = ∅.

Toutefois, BX ∩ Y ⊂ BX implique que ˜BX ∩ Y ⊂ X̃ contredisant ainsi (10).
(3.1.12.2) Si (6) est vérifiée, d’après (2) et (8) l’ensemble X est union des

ensembles BY ∩X et DY ∩X, qui sont disjoints, bornés, fermés et non vides. La
fin de la démonstration de ce cas est symétrique à celle du cas précédent, c’est-à-
dire qu’il suffit de remplacer les symboles X et Y l’un par l’autre dans (3.1.12.1).

(3.1.12.3) Si (5) est vérifiée, d’après (8) et l’hypothèse de connexité de X̃ nous

obtenons X̃ ∩ Y 6= ∅. En vertu de (2) nous avons BX ∩ Y 6= ∅ et nous nous
ramenons au cas (3.1.12.1).

Remarquons que cette démonstration se simplifie considérablement si l’on sup-
pose la connexité des ensembles X et Y eux-mêmes.
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Dans la suite, nous appliquerons les propriétés (3.1.1)–(3.1.10) implicitement.

(3.2) Lemme. Soit A ⊂ D(E) totalement bornée. Si l’une au moins des con-

ditions suivantes est satisfaite :

(3.2.1) E est de dimension finie;

(3.2.2) X̃ = conv(X) pour tout X ∈ A,

alors Ã := {X̃ : X ∈ A} est totalement bornée dans D(E).

D é m o n s t r a t i o n. Dans le cas (3.2.1), la conclusion découle du lemme (1.3)
et du fait que dans tout espace de Banach de dimension finie, la notion d’ensemble
borné cöıncide avec celle d’ensemble totalement borné. Si (3.2.2) est vérifiée,
nous utilisons le fait élémentaire que pour tout ε > 0 et pour tous X,Y ∈ D(E),
̺S(X,Y ) < ε implique ̺S(convX, conv Y ) ≤ ε.

Dans le cas où E est de dimension infinie, nous pouvons trouver une famille
totalement bornée A ⊂ D(E) telle que Ã ne soit pas totalement bornée.

A chaque m-application φ : M → E on associe une m-application φ̃ : M → E
donnée par φ̃(x) := φ(x) pour tout x ∈M . Ainsi φ est une m-sélection de φ̃. De
façon analogue nous associons à φ : M → E deux m-transformations à valeurs
ouvertes Bφ,Dφ : M → E. Nous présentons maintenant certaines conditions
suffisantes pour que les graphes Γ (Dφ) et Γ (Bφ) soient ouverts dans M × E
(voir III, (2.1.2)).

(3.3) Théorème. Si une m-application φ : M → E d’un espace de Hausdorff

M dans un espace de Banach E est ̺S-semi-continue supérieurement , le graphe

Γ (Dφ) est ouvert dans M × E.

D é m o n s t r a t i o n. Choisissons a ∈ Dφ(x) pour un x fixé de M . La m-
application φ étant localement bornée, il existe b ∈ E et un voisinage V1 de x
dans M tels que b ∈ Dφ(y) pour tout y ∈ V1. Par hypothèse et en vertu de (2.5),
il existe un voisinage V2 de x dans M et ε > 0 tels que les ε-voisinages de a et b
sont contenus dans la même composante connexe de E \ φ(y) pour tout y ∈ V2.
Donc Oε(a) ⊂ Dφ(y) pour tout y ∈ V1 ∩ V2. Par conséquent, (V1 ∩ V2) × Oε(a)
est un voisinage de (x, a) dans M × E, contenu dans Γ (Dφ).

(3.4) Corollaire. Si une m-application φ : M → E est ̺S-semi-continue

supérieurement , alors φ̃ : M → E est localement bornée et son graphe Γ (φ̃) est

fermé.

Lorsque la dimension de E est infinie, nous pouvons trouver unem-application
φ ̺S-semi-continue supérieurement (même ̺S-continue) sans que la m-application

φ̃ ne le soit. Étant donné que la notion de m-application localement bornée
équivaut à celle de m-application localement compacte au cas de dimension finie,
nous obtenons :

(3.5) Corollaire. Si une m-application φ : M → E dans l’espace de Banach

E de dimension finie est ̺S-semi-continue supérieurement , alors φ̃ l’est aussi.
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Il résulte aisément de l’exemple (2.6) que Γ (Bφ) ne peut pas être ouvert,
même si la m-application φ : M → R

2 est ̺S-continue. C’est sur la distance ̺F
de Borsuk que repose le résultat suivant :

(3.6) Théorème. Soit φ : M→E une m-application d’un espace de Hausdorff

M dans un espace de Banach E , ̺S-semi-continue supérieurement et ̺F -semi-

continue inférieurement. Alors le graphe Γ (Bφ) est un ouvert de M × E.

D é m o n s t r a t i o n. Si Γ (Bφ) est vide, il est évidemment ouvert. Sinon, choi-
sissons a ∈ Bφ(x) et b ∈ Dφ(x) pour x fixé de M . En vertu de (3.3) on a un
voisinage V1 de x dans M tel que b ∈ Dφ(y) pour tout y ∈ V1. D’après (2.8) il
existe un voisinage V2 de X dans M et ε > 0 tels que les ε-voisinages de a et b
soient separés par φ(y) pour tout y ∈ V2. La composante connexe à l’infini de
E \ φ(y) étant unique, nous avons Oε(a) ⊂ Bφ(y) pour tout y ∈ V1 ∩ V2. Par
conséquent, (V1 ∩ V2) × Oε(a) est un voisinage de (x, a) dans M × E, contenu
dans Γ (Bφ).

III. Applications et champs de vecteurs

admissibles et sphériques dans les espaces de Banach

Les m-applications considérées dans cet article admettent les valeurs non com-
pactes.Nous supposons en outre qu’elles possèdent desm-sélections complètement
continues à valeurs non vides; auquel cas, elles sont dites applications faiblement

admissibles. A mesure que nous imposons des conditions supplémentaires sur ces
m-sélections, nous obtenons les applications admissibles, fortement admissibles et
strictement admissibles. Nous associons à ces m-transformations des champs de
vecteurs multivoques.

La théorie des applications et champs de vecteurs (faiblement, fortement, stric-
tement) admissibles est rappelée et complétée dans le paragraphe 1 de ce chapitre.
En utilisant la cohomologie de dimension infinie du chapitre I, nous définissons
une caractéristique topologique d’un champ de vecteurs faiblement admissible, et
un degré d’un champ de vecteurs admissible dans un espace de Banach.

La notion de caractéristique topologique d’un champ de vecteurs multivoque
complètement continu fut introduite par Gelman en 1975 en employant la coho-
mologie de Gȩba–Granas étendue à tous les espaces topologiques avec filtration.
Certains théorèmes principaux de point fixe furent ainsi généralisés ([2]).

La classe des applications admissibles a été introduite par Górniewicz ([23]).
Le degré d’un champ de vecteurs admissible fut défini sans la cohomologie de
dimension infinie (voir par exemple [7], [8], [23]). Dans cet exposé, grâce à la
cohomologie de dimension infinie, la définition (1.8) du degré est naturelle et les
méthodes pour s’en servir ressemblent à celles utilisées dans le cadre des espaces
euclidiens (où est habituellement utilisée la cohomologie de Čech).
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Ajoutons que la notion d’application admissible que nous avons établie est
plus restrictive que celle de [7], [8] ou [12], car elle contient une condition de type
continuité complète (voir ¡¡la paire admissible¿¿, II, (1)). Or, dans un espace de
Banach de dimension infinie, les champs de vecteurs admissibles ne sont pas des
applications admissibles.

Dans le paragraphe 2, nous introduisons les notions d’application et de champ
de vecteurs sphériques (comp. [22]). Nous utilisons les résultats des chapitres I
et II pour illustrer ces deux notions par des exemples ((2.4)). Par la suite, dans
(2.5), (2.6) et (2.7), nous présentons des méthodes caractéristiques de la théorie
des applications et des champs de vecteurs sphériques. Nous en déduisons pour
terminer des résultats suivants :

• un théorème de la cöıncidence entre une application et un champ de vecteurs
admissibles ou sphériques ((2.9)),

• un théorème des antipodes pour les champs Z2-sphériques ((2.14)),

• un théorème de l’invariance du domaine pour les champs fortement Z2-
sphériques qui sont des transformations locales par rapport à leurs domaines
ouverts.

1.Utilisation de la cohomologie de dimension infinie à la théorie des

applications et champs de vecteurs admissibles. Nous ne considérons dans
ce chapitre que des m-applications φ : M →M ′ d’un espace métrique M dans un
espace métrique M ′ dont les valeurs sont non vides, bornées et fermées dans M ′.

(1.1) Définition. Une m-application φ : M →M ′ est dite :

(1.1.1) application faiblement admissible (application admissible) (comp. [7],
[8], [23], [24]) lorsqu’elle admet une paire sélective faiblement admissible (resp.
admissible);

(1.1.2) application fortement admissible si pour toute m-sélection complète-
ment continue η de φ, il existe une paire sélective admissible (p, q) ⊂ φ telle que
η(x) ⊂ q(p−1(x)) quel que soit x ∈M ;

(1.1.3) application strictement admissible (comp. [7], [8], [23], [24]) s’il existe
une paire admissible déterminant φ.

De façon analogue, nous définissons la notion d’application Z2-admissible,

fortement Z2-admissible et strictement Z2-admissible. Tous les énoncés de ce
paragraphe, formulés pour les applications admissibles (fortement, strictement)
s’étendent aux applications Z2-admissibles (resp. fortement, strictement). Par
définition, toute application strictement admissible est fortement admissible,
toute application fortement admissible est admissible, et toute application admis-
sible est faiblement admissible. Toute application strictement admissible est ̺S-
semi-continue supérieurement et possède des valeurs compactes et connexes (elle
est donc semi-continue supérieurement). En s’appuyant sur la notion d’application
hypercontinue, nous illustrons la définition (1.1) par des exemples.
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(1.2) Exemple. Soit φ : M → E une application hypercontinue d’un espace

métrique M dans un espace de Banach E. Alors :

(1.2.1) φ est faiblement admissible;
(1.2.2) φ est strictement admissible à condition que ses valeurs soient com-

pactes et acycliques;
(1.2.3) φ est fortement admissible à condition que ses valeurs soient convexes.

D é m o n s t r a t i o n. En vertu de (II, (1.9)), φ admet une m-sélection complè-

tement continue ψ : M → E. Considérons la paire M
pψ
← Γ (ψ)

qψ
→ E des appli-

cations pψ(x, y) := x et qψ(x, y) := y. On vérifie aisément qu’elle est faiblement
admissible et sélective pour φ, ce qui établit (1.2.1). (1.2.2) découle du fait
élémentaire que l’image φ(X) de tout compact X de M est compacte lorsque φ
est complètement continue. Passons maintenant à (1.2.3). Si une m-application
η : M → E est une m-sélection complètement comtinue de φ, il existe d’après
(II, (1.9)) une m-sélection ψ : M → E de φ complètement continue, à valeurs
convexes, telle que η ⊂ ψ. De par (1.2.2), ψ est strictement admissible, donc φ
est fortement admissible.

Toutefois, nous ne savons pas si toute application hypercontinue φ : M → E
à valeurs acycliques (non nécessairement compactes) est admissible.

La classe des applications hypercontinues à valeurs convexes fut étudiée dans
[1]. Les auteurs y ont défini un degré pour les champs de vecteurs multivoques
correspondant à ces m-applications en se servant d’une méthode d’approximation,
obtenant ainsi une version faible du théorème de point fixe. La propriété (1.2.3)
entrâıne que non seulement le théorème classique de point fixe, mais aussi tous
les autres théorèmes de ce paragraphe s’étendent à ces m-applications.

(1.3) Définition. Soient X,Y des parties d’un espace de Banach E. Une
m-application φ : X → Y est appelée champ de vecteurs (ou en abrégé : champ)
faiblement admissible (admissible, fortement admissible, strictement admissible)
si i−φ : X → E est une application faiblement admissible (admissible, fortement
admissible, strictement admissible, respectivement).

Les champs faiblement Z2-admissibles etc. se définissent de manière analogue.
Tous les énoncés présentés ci-après pour les champs de vecteurs admissibles (forte-
ment, strictement) demeurent valides pour les champs Z2-admissibles (fortement,
strictement).

Nous allons définir, pour des champs faiblement admissibles, une caractéristi-
que topologique sur la boule K ⊂ E (comp. [2], [21]). Supposons qu’un champ
faiblement admissible φ ne s’annule pas sur la sphère S, c’est-à-dire φ(S) ⊂ E \0.

Choisissons une paire sélective K
p
← Γ

q
→ E de la m-application i − φ et posons

Θ := p−1(S). Puisque (p− q)(Θ) ⊂ φ(S) ⊂ E \ 0, p− q détermine un morphisme
compact p−q : (Γ,Θ, p)→ (E,E\0) de la catégorieW(E). Appartenant à F (déf.
(I, (3.1))), ce morphisme induit un homomorphisme de groupes de cohomologie
de dimension infinie.
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(1.4) Définition (comp. [2]). Par caractéristique topologique κ(φ) d’un champ
faiblement admissible φ : K → E ne s’annulant pas sur la sphère S, nous en-
tendons l’ensemble de tous les homomorphismes H

∞

0(p − q) : H
∞

0(E,E \ 0) →

H
∞

0(Γ,Θ, p) indexés par les paires sélectives (p, q) de i − φ : K → E, faiblement
admissibles.

Nous énonçons maintenant des propriétés principales de la caractéristique
topologique.

(1.5) Soit φ : K → E un champ faiblement admissible ne s’annulant pas sur

la sphère S. Alors :

(1.5.1) si ψ : K → E est un champ faiblement admissible en plus d’être une

m-sélection de φ, alors κ(ψ) ⊂ κ(φ);

(1.5.2) si κ(φ) 6= {0} (c’est-à-dire κ(φ) contient un homomorphisme non nul),
alors il existe y ∈ K tel que 0 ∈ φ(y).

D é m o n s t r a t i o n. La propriété (1.5.1) est immédiate. Pour montrer (1.5.2),
donnons-nous une paire sélective (p, q) faiblement admissible de la m-application
i−φ, et supposons que 0 6∈ φ(K). Alors le morphisme p−q : (Γ,Θ, p)→ (E,E\0)
de F se factorise comme

(Γ,Θ, p)
r
→ (E \ 0, E \ 0)

i
→ (E,E \ 0) ,

où le morphisme r(y) := p(y)−q(y), y ∈ Γ , appartient à F et i désigne l’injection

canonique. Comme H
∞

0(E \ 0, E \ 0) = 0 (I, (2.12.1)), nous avons H
∞

0(p − q) =

H
∞

0(r) ◦H
∞

0(i) = 0. Donc κ(φ) = {0}, contrairement à l’hypothèse.

Notre but maintenant est de formuler un théorème de cöıncidence d’un champ
faiblement admissible et d’une application admissible en un point y ∈ K ⊂ E
(th. (1.7)), généralisant ainsi un résultat de [8]. Notons par ]a, b[ l’intervalle sans
extremités {(1 − t)a + tb : 0 < t < 1} dans l’espace de Banach E, a, b ∈ E et
a 6= b. Si a = b on pose ]a, b[ := ∅. Étant donné un sous-ensemble quelconque X
de E, l’ensemble Sw(X) := {y ∈ E : ]y, 0[ ∩X 6= ∅} est appelé ombre de X.

(1.6) Lemme. Supposons qu’un champ faiblement admissible φ : K → E ne

s’annule pas sur S. Si une application admissible T : K → E vérifie

(1.6.1) (Sw(φ(x)) ∪ φ(x)) ∩ T (x) = ∅ pour tout x ∈ S ,

alors κ(φ) 6= {0} implique κ(φ− T ) 6= {0}.

D é m o n s t r a t i o n. Remarquons qu’en vertu de (1.6.1), φ − T ne s’annule

pas non plus sur S. Donnons-nous une paire faiblement admissible K
p
← Γ

q
→ E

de i− φ et une paire admissible K
r
← Θ

s
→ E de T . Notre but est de construire

une paire faiblement admissible K
k
← Ξ

m
→ E telle que K

k
← Ξ

k−m
→ E \ 0 soit

une paire sélective de φ− T . Ainsi nous aurons montré que φ− T est un champ
faiblement admissible.



Applications et champs sphériques dans les espaces de Banach 37

Posons Ξ := {(γ, δ) ∈ Γ ×Θ : p(γ) = r(δ)}, k(γ, δ) := p(γ) = r(δ), m(γ, δ) :=
q(γ) + s(δ). Les applications r et p étant propres, k l’est aussi. Puisque q(Γ )
est contenu dans un compact A ⊂ E et que l’image s(Θ) est contenue dans un
compact B ⊂ E, alors m(Ξ) est contenu dans la somme algébrique A + B qui
est un compact de E. Le fait que (k, k−m) soit une paire sélective de φ−T est
immédiat. Donc φ−T est un champ faiblement admissible. Remarquons encore
que la projection π : Ξ→Γ est une application de Vietoris, car r en est une. Cette
projection détermine le morphisme de Vietoris π : (Ξ, k−1(S), k)→(Γ, p−1(S), p)
dans la catégorie W(E).

Posons Λ := k−1(S) et définissons l’homotopie f sur Ξ× [0, 1] par f(γ, δ, t) :=
k(γ, δ) − (q(γ) + ts(δ)). Nous vérifions que f(Λ × [0, 1]) ⊂ E ne contient pas
l’origine. Supposons par contre qu’il existe t ∈ [0, 1] et (γ, δ) ∈ Λ tels que r(γ, δ)−
(q(γ)+ts(δ)) = 0. Si t = 1 ou ts(δ) = 0, en vertu de r(γ, δ)−q(γ) = p(γ)−q(γ) ∈
φ(p(γ)) et s(δ) ∈ T (r(δ)), nous obtenons φ(x) ∩ T (x) 6= ∅ ou 0 ∈ φ(x) pour un
x ∈ S, ce qui contredit l’hypothèse. Si t < 1 et ts(δ) 6= 0, l’intervalle ]s(δ), 0[
et l’ensemble φ(p(γ)) se coupent au point ts(δ) = p(γ) − q(γ), contrairement à
(1.6.1).

Or, f détermine une homotopie compacte f : (Ξ,Λ, k) × [0, 1] → (E,E \ 0)
appartenant à la classe F . On a

f(γ, δ, 0) = p(γ)− q(γ) = (p− q)π(γ, δ) ,

f(γ, δ, 1) = p(γ)− (q(γ) + s(δ)) = (k −m)(γ, δ).

D’après (I, (3.10.1)), H
∞

0(k−m) = H
∞

0(π)◦H
∞

0(p−q),H
∞

0(π) étant un isomorphisme

(voir I, (2.14)). Donc, si (p, q) est choisie de façon que H
∞

0(p− q) soit non nul, la

caractéristique κ(φ− T ) contiendrait l’homomorphisme non nul H
∞

0(k −m).

(1.7) Théorème. Supposons qu’un champ de vecteurs faiblement admissible

φ : K → E ne s’annule pas sur S et que κ(φ) 6= {0}. Si une application admissible

T : K → E satisfait

(1.7.1) Sw(φ(x)) ∩ T (x) = ∅ pour tout x ∈ S ,

alors il existe y ∈ K tel que φ(y) ∩ T (y) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Si φ(x)∩ T (x) 6= ∅ pour un x ∈ S alors la conclusion est
vraie. Sinon, κ(φ − T ) 6= {0} d’après (1.6). D’où, en vertu de (1.5.2), il existe
y ∈ K tel que 0 ∈ φ(y)− T (y).

Passons maintenant aux applications et champs admissibles définis sur K
ou S. Nous commençons par une description du degré topologique à l’aide de
la cohomologie en dimension infinie. Soit φ : K → E un champ admissible ne

s’annulant pas sur S. Choisissons une paire sélective admissible K
p
← Γ

q
→ E

de i − φ : K → E. Cette paire détermine les deux paires de morphismes de la
catégorie W(E) :

(K,S)
p
← (Γ,Θ, p)

p−q
→ (E,E \ 0) et S

p
← (Θ, p)

p−q
→ E \ 0 ,
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où p, p− q sont les restrictions de p, p − q, resp., à Θ := p−1(S). Remarquons
que p− q et p− q appartiennent à F .

(1.8) Définition (comp. [23], [7], [8], [9]). On appelle degré d’un champ ad-
missible φ ne s’annulant pas sur la sphère S (en symbole : Deg(φ)) l’ensemble de
tous les homomorphismes de la forme

(H
∞

−1(r))−1 ◦H
∞

−1(s) : H
∞

−1(E \ 0)→ H
∞

−1(S)

indexés par les paires admissibles sélectives (p, q) de la m-application i− φ, avec

(1.8.1) r := p, s := p− q, lorsque φ est définie sur la boule K, ou

(1.8.2) r := p, s := p− q, lorsque φ est définie sur la sphère S.

La définition s’étend sans difficulté au cas où le champ est défini sur la boule
(la sphère) de rayon ε > 0 et de centre x ∈ E arbitraires.

Nous allons maintenant établir des relations entre le degré et la caractéristique
topologique.

(1.9.1) Si deux champs admissibles φ et ψ sont définis sur K ou sur S, et si

φ(S) ⊂ E \ 0 et ψ ⊂ φ, alors Deg(ψ) ⊂ Deg(φ).

(1.9.2) Si un champ admissible φ ne s’annule pas sur S et si Deg(φ) 6= {0},
alors κ(φ) 6= {0}.

D é m o n s t r a t i o n.Donnons-nous une paire admissible sélective K
p
← Γ

q
→ E

de i− φ. Le diagramme suivant commute :

H
∞

0(K,S)
H
∞

0(p)
−−−−→ H

∞

0(Γ,Θ, p)
H
∞

0(p−q)
←−−−− H

∞

0(E,E \ 0)xδ
∞
′

xδ
∞

xδ
∞
′′

H
∞

−1(S)
H
∞

−1(p)
−−−−→ H

∞

−1(Θ, p|Θ)
H
∞

−1(p−q)
←−−−− H

∞

−1(E \ 0)

D’après (I, (2.9)) et (I, (2.12.1)), les cobords δ
∞

′ et δ
∞

′′ sont des isomorphismes.

Supposons à présent queH
∞

−1(p − q) soit non nul. Puisque, par (I, (2.14)), H
∞

−1(p)

et H
∞

0(p) sont des isomorphismes, δ
∞

l’est aussi. Par suite, H
∞

0(p − q) 6= 0; donc
κ(φ) contient un homomorphisme non nul.

(1.10) Corollaire (comp. [8]). Soit φ : K → E un champ admissible tel que

φ(S) ⊂ E \ 0 et Deg(φ) 6= {0}. Pour toute application admissible T : K → E
vérifiant (1.7.1) il existe y ∈ K tel que φ(y) ∩ T (y) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Nous utilisons (1.9.2) et (1.7).

(1.11) Corollaire (théorème du point fixe). Toute application admissible

T : K → K admet un point fixe.

D é m o n s t r a t i o n. Appliquons (1.10) à T en prenant pour φ l’injection ca-

nonique i : K → E. H
∞

−1(i) : H
∞

−1(E \ 0) → H
∞

−1(S) étant un isomorphisme,
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Deg(i) ne se réduit pas au seul homomorphisme nul. La condition (1.7.1) est
manifestement vérifiée et l’existence de y ∈ K tel que y ∈ T (y) s’ensuit.

En particulier, toute application hypercontinue φ : K → K à valeurs convexes
admet un point fixe. La question suivante reste toutefois sans réponse :

(1.12) Problème. Est-ce que toute application hypercontinue φ : K → K
à valeurs acycliques ou Z2-acycliques (non nécessairement compactes) admet un
point fixe?

La dernière partie du chapitre est consacrée aux théorèmes de Borsuk–Ulam
pour les champs Z2-admissibles et aux théorèmes de l’invariance du domaine pour
les champs fortement Z2-admissibles dans un espace de Banach. Nous emplo-
yons le degré Deg( ; Z2) obtenu à l’aide de la cohomologie de dimension infinie à
coefficients dans Z2.

(1.13) Théorème (premier théorème des antipodes [7], voir aussi [28]). Soit

φ : S → E un champ Z2-admissible ne s’annulant pas. Si pour tout rayon U
(voir (I, (2.12.1)), U ∩ φ(x) = ∅ ou U ∩ φ(−x) = ∅ quel que soit x ∈ S, alors

Deg(φ; Z2) 6= {0}.

D é m o n s t r a t i o n. Donnons-nous une paire Z2-admissible sélective S
p
←

Θ
q
→ E de i− φ. Posons

Λ := {(x, γ, γ′) : x ∈ S, γ ∈ p−1(x), γ′ ∈ p−1(−x)} ,

r(x, γ, γ′) := x , h(x, γ, γ′) := γ , s(x, γ, γ′) := p(γ)− q(γ) .

Nous avons le diagramme commutatif des morphismes de W(E) suivant :

(Θ, p)

pւ
xh ցp−q

S ←−
r

(Λ, r) −→
s

E \ 0

Le morphisme r, étant la composée de deux Z2-morphismes de Vietoris
(x, γ, γ′) ֌ (x, γ) ֌ x, est aussi un morphisme de Vietoris. Définissons l’invo-
lution continue τ sur Λ par τ(x, γ, γ′) := (−x, γ, γ′). Puisque s(τ(x, γ, γ′)) =
p(γ′) − q(γ′) ∈ φ(−x) et que s(x, γ, γ′) = p(γ) − q(γ) ∈ φ(x) par hypothèse, la

condition (I, (1.7.1)) est vérifiée pour s. Par (I, (3.11)), H
∞

−1(s; Z2) est un isomor-

phisme. PuisqueH
∞

−1(h; Z2) l’est aussi, alors H
∞

−1(p−q; Z2) 6= 0. Par conséquent,
Deg(φ; Z2) 6= {0}.

Avant de montrer le deuxième théorème des antipodes, nous établissons le
lemme suivant :

(1.14) Lemme. Si φ : S → E est une application Z2-admissible dont l’image

est disjointe d’un rayon U , alors Deg(φ; Z2) = {0}.
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D é m o n s t r a t i o n. Soit S
p
← Θ

q
→ E une paire Z2-admissible sélective de

i− φ. Le morphisme p− q se factorise selon

(Θ, p)
s
→ E \ U

i
→ E \ 0 ,

où s(γ) := (p− q)(γ), et i désigne l’injection canonique. En vertu de (I, (2.12.1)),

H
∞

−1(E \ U ; Z2) = 0, donc H
∞

−1(p − q; Z2) = H
∞

−1(s; Z2) ◦ H
∞

−1(i; Z2) = 0. Par
conséquent, Deg(φ; Z2) = {0}.

(1.15) Théorème (deuxième théorème des antipodes, voir [17], [7] et aussi
[9], [23], [28]). Soit φ : S → E1 un champ Z2-admissible, E1 étant un sous-espace

vectoriel de codimension 1 d’un espace de Banach E. Il existe alors un x ∈ S tel

que φ(x) ∩ φ(−x) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons par contre que

(1.15.1) φ(x) ∩ φ(−x) = ∅ pour tout x ∈ S .

Nous construirons ci-après un champ Z2-admissible ψ : S → E satisfaisant les
conditions :

ψ(S) ⊂ E1 \ 0 ,(1.15.2)

Deg(ψ; Z2) 6= {0} .(1.15.3)

Mais d’après (1.14) ces deux conditions ne peuvent être vérifiées simultanément.
Cette contradiction achève ainsi la démonstration.

Donnons-nous une paire Z2-admissible sélective S
p
← Θ

q
→ E quelconque de

i − φ. Définissons Λ et r comme dans la démonstration de (1.13). L’application
s : Λ → E définie par s(x, γ, γ′) := 1

2
(q(γ) − q(γ′)) étant compacte et r étant

une Z2-application de Vietoris, la paire (r, s) est Z2-admissible. Donc (r, r − s)
détermine un champ (strictement) Z2-admissible ψ : S → E. Par hypothèse et
par (1.15.1),

ψ(S) = {(r − s)(x, γ, γ′) : (x, γ, γ′) ∈ Λ}

= {1
2
((p − q)(γ)− (p− q)(γ′)) : (x, γ, γ′) ∈ Λ}

⊂ {1
2 (φ(x) − φ(−x)) : x ∈ S} ⊂ E1 \ 0 .

La propriété (1.15.2) est donc vérifié.

Définissons l’involution continue τ sur Λ comme dans la démonstration de
(1.13). Puisque (r−s)(τ(x, γ, γ′))=−(r−s)(x, γ, γ′), les hypothèses de (I, (3.11))
sont vérifiées pour le morphisme r − s : (Λ, r) → E \ 0 de la classe F . Par

conséquent, H
∞

−1(r − s; Z2) est un isomorphisme et Deg(ψ; Z2) 6= {0}. (1.15.3)
est donc montrée.

De manière similaire, nous allons prouver un théorème de l’invariance du do-
maine pour les champs fortement Z2-admissibles dans un espace de Banach. Les
deux lemmes ci-dessous sont necéssaires pour cette preuve.
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(1.16) Lemme (comp. [7], p. 92 et [23], p. 60). Supposons qu’une 1-transfor-

mation φ : K → E (voir (II, (1))) est un champ strictement Z2-admissible et que

0 ∈ φ(0). Alors Deg(φ; Z2) 6= {0}.

D é m o n s t r a t i o n. φ étant une 1-transformation et 0 ∈ φ(0), nous avons
φ(S)⊂E\0, ce qui rend la conclusion bien posée. Prenons une paire Z2-admissible

K
p
← Γ

q
→ E qui détermine i − φ. Alors φ(y) = {(p − q)(γ) : γ ∈ p−1(y)} pour

tout y ∈ K. Par hypothèse, il existe γ0 ∈ Γ tel que p(γ0) = 0 = q(γ0). Posons

Λ := {(x, t, γ, γ′) : x ∈ S, t ∈ [0, 1] , γ ∈ p−1((1− t)x), γ′ ∈ p−1(−tx)} ,

Θ := p−1(S) , r(x, t, γ, γ′) := x ,

h(γ) := (x, 0, γ, γ0) , s(x, t, γ, γ′) := q(γ)− q(γ′) .

Puisque (p− q)(γ) ∈ φ((1− t)x), (p− q)(γ′) ∈ φ(−tx) et que ‖(1− t)x− (−tx)‖ =
‖x‖ = 1, alors (r − s)(x, t, γ, γ′) 6= 0 pour tout (x, t, γ, γ′) ∈ Λ. Il est facile de
vérifier que le diagramme des morphismes de la catégorie W(E)

(Θ, p)

pւ
yh ցp−q

S ←−
r

(Λ, r) −→
r−s

E \ 0

commute. Le morphisme r est un Z2-morphisme de Vietoris étant la composée
de trois morphismes de Vietoris : (x, t, γ, γ′) ֌ (x, t, γ) ֌ (x, t) ֌ x.

Le morphisme r − s de la catégorie W(E) est compact et appartient à F .
Définissons l’involution continue τ sur Λ par τ(x, t, γ, γ′) := (−x, 1 − t, γ′, γ).
Puisque s(τ(x, t, γ, γ′)) = −s(x, t, γ, γ′), alors r − s vérifie les hypothèses de (I,

(3.11)). Ainsi H
∞

−1(r − s; Z2) est un isomorphisme. Puisque H
∞

−1(h; Z2) l’est

aussi, alors H
∞

−1(p− q; Z2) 6= 0, d’où Deg(φ; Z2) 6= {0}.

(1.17) Lemme. Pour toute 1-transformation φ : K → E qui est un champ

strictement Z2-admissible, φ(0) ⊂ IntE(φ(K)).

D é m o n s t r a t i o n. Fixons a ∈ φ(0) et considérons le champ strictement
Z2-admissible ψ : K → E, ψ(y) := φ(y) − a. ψ étant une 1-transformation et
0 ∈ φ(0), d’après (1.16) nous obtenons

(1.17.1) Deg(ψ; Z2) 6= {0} .

Comme ψ(S) est fermé dans E, il existe ε > 0 tel que

(1.17.2) ψ(S) ∩Oε(0) = ∅ .

Prenons un point arbitraire b ∈ Oε(0), et considérons la m-application constante
T : K→E, T (y) := {b}. En vertu de (1.17.1) et de (1.17.2), les m-applications ψ
et T satisfont les hypothèses de (1.10). Or, il existe z ∈ K tel que b ∈ ψ(z), d’où
a+ b ∈ φ(z). Nous avons montré que a+ Oε(0) = Oε(a) ⊂ φ(K), ce qui signifie
que a ∈ IntE(φ(K)).



42 A. Dawidowicz

Observons que les lemmes (1.16) et (1.17) restent vrais lorsque l’on substitue
à la boule K une autre boule K(x, ε) de centre x ∈ X et de rayon ε > 0 et à la
1-transformation une ε-transformation.

(1.18) Théorème (de l’invariance du domaine, comp. [7], voir aussi [23], [9]).
Soient V un ouvert de E et φ : V → E un champ fortement Z2-admissible. Si φ
est une ε-transformation locale par rapport à V , alors φ(V ) est un ouvert de E.

D é m o n s t r a t i o n. Soit a ∈ φ(x) pour un x ∈ V arbitraire. Par hypothèse,
il existe un champ strictement Z2-admissible ψ : V → E qui est une m-sélection
de φ avec a ∈ ψ(x). Le champ ψ est évidemment une ε-transformation locale par
rapport à V . Prenons ε > 0 tel que ψ|K(x, ε) soit une ε-transformation. Par le
lemme (1.17) et le commentaire après ce lemme, a ∈ ψ(x) ⊂ IntE ψ(K(x, ε)) ⊂
φ(V ).

Toute ε-transformation φ : E → E étant une ε-transformation locale par
rapport à E tout entier, nous obtenons :

(1.19) Corollaire (comp. [7]). Pour tout champ fortement Z2-admissible

φ : E → E qui est une ε-transformation pour un ε > 0, l’image φ(E) est ouverte

dans E.

Puisque toute m-transformation strictement injective définie sur un ouvert
V ⊂ E est une ε-transformation locale par rapport à V , nous avons :

(1.20) Corollaire (comp. [23], p. 62). Pour tout champ fortement Z2-admis-

sible φ : V → E, strictement injectif , défini sur l’ouvert V , l’image φ(V ) est

ouverte dans E.

2. Applications et champs de vecteurs sphériques dans un espace

de Banach. Nous supposerons dans ce qui suit que la dimension d’un espace de
Banach E donné est supérieure à 1.

(2.1) Définition (comp. [10], [22]). Une m-application φ : M → E d’un
espace métrique M dans un espace de Banach E est appelée application (forte-
ment) sphérique si

(2.1.1) φ̃ : M → E est une application (fortement) admissible à valeurs con-
nexes, et

(2.1.2) les graphes Γ (Bφ) et Γ (Dφ) sont des ouverts de M × E.

Si nous remplaçons (2.1.1) par

(2.1.3) φ̃ : M → E est une application (fortement) Z2-admissible à valeurs
connexes,

nous obtenons la définition d’une application (fortement) Z2-sphérique.

Tous les résultats et commentaires concernant les applications (fortement)
sphériques s’étendent aux applications (fortement) Z2-sphériques. Par définition,
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le graphe Γ (φ) de l’application sphérique φ est fermé dans M×E. Les valeurs des
applications sphériques peuvent être non connexes. Au cas où E est de dimension
finie, toute application sphérique est ̺S-semi-continue supérieurement (ou semi-
continue supérieurement — ceci revenant au même).

Les deux lemmes suivants nous seront utiles pour la présentation d’exemples.

(2.2) Lemme ([10]). Supposons qu’une partie X de l’espace euclidien R
n, n≥2,

soit fermée et bornée. Alors :

(2.2.1) X = X̃ lorsque X est acyclique;

(2.2.2) H∗(X) = H∗(Sn−1) implique que X̃ est acyclique;

(2.2.3) si X est connexe et n = 2, X̃ est acyclique.

Ce lemme reste valable pour la cohomologie de Čech à coefficients dans Z2.

(2.3) Lemme. Supposons qu’un espace de Banach E est de dimension infinie.

Pour toute partie X de E compacte ou convexe, fermée et bornée, on a X = X̃.

D é m o n s t r a t i o n. Dans le cas où X est compacte, E\X est connexe d’après

le théorème de Klee ([12], p. 33, th. (6.3)). Donc X = X̃. Dans le cas où X est
convexe, fermée et bornée la conclusion est évidente.

Au cas où E est de dimension infinie, l’opération ˜ étant triviale, il résulte de
(2.3) que l’étude des applications sphériques à valeurs compactes est sans intérêt.

(2.4) Exemples. Supposons qu’une m-application φ : M → E définie sur un

espace métrique M est hypercontinue.

(2.4.1) Supposons que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(2.4.1.1) les valeurs de φ sont acycliques et E = R
n, n ≥ 2; ou

(2.4.1.2) les valeurs de φ sont convexes.

Alors φ est une application fortement sphérique.

(2.4.2) Supposons que φ soit ̺F -semi-continue inférieurement et que l’une des

conditions suivantes soit vérifiée :

(2.4.2.1) E = R
n, n ≥ 2, et les valeurs φ̃(x) sont acycliques pour tout x ∈M ;

ou

(2.4.2.2) les valeurs φ̃(x) sont convexes pour tout x ∈M .

Alors φ est une application fortement sphérique.

(2.4.3) Supposons que φ soit ̺F -semi-continue inférieurement et que l’une des

conditions suivantes soit vérifiée :

(2.4.3.1) E = R
n, n ≥ 2, et H∗(φ(x)) = H∗(Sn−1) pour tout x ∈M ; ou

(2.4.3.2) les φ(x) sont des sphères géométriques dans E pour tout x ∈M .

Alors φ est une application fortement sphérique.

(2.4.4) Si E = R
2 et φ est ̺F -semi-continue inférieurement à valeurs con-

nexes, alors φ est une application fortement sphérique.
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D é m o n s t r a t i o n.Nous montrons d’abord (2.4.1) et (2.4.2). Nous déduisons
de l’hypothèse (2.4) et de (II, (1.2)) que Γ (Dφ) est ouvert dans M × E. Dans
le cas (2.4.1.1), nous utilisons (2.2.1) et (1.2.2), et pour (2.4.1.2), nous utilisons

(2.3) et (1.2.3). Nous obtenons ainsi que φ = φ̃ est fortement admissible et que
Γ (Bφ) = ∅, d’où (2.4.1).

Dans les cas (2.4.2.1) et (2.4.2.2), le fait que Γ (Bφ) soit ouvert résulte de

l’hypothèse (2.4.2) et de (II, (3.6)). Il reste à vérifier que φ̃ est fortement admissi-

ble. En vertu de (1.2.2) et de (1.2.3), il suffit de montrer que φ̃ est hypercontinue.
D’après (II, (3.2)) et l’hypothèse (2.4), les hyperimages des parties bornées de

M par φ̃ sont totalement bornées dans (D(E), ̺S). Pour montrer que φ̃ est ̺S-
semi-continue supérieurement, nous utilisons le corollaire (II, (3.5)) dans le cas

(2.4.2.1) et l’égalité φ̃ = conv(φ) dans le cas (2.4.2.2) (il est alors immédiat que
si φ est ̺S-semi-continue supérieurement alors conv(φ) l’est aussi). Nous avons
ainsi prouvé la propriété (2.4.2).

Dans le cas (2.4.3.1), l’assertion découle de (2.4.2.1) et de (2.2.2). Dans le cas
(2.4.3.2), le résultat découle de la propriété (2.4.2.2) déjà montrée.

Enfin, pour (2.4.4), nous utilisons les propriétés (2.2.3) et (2.4.3.1) déjà mon-
trées.

Nous allons maintenant énoncer trois lemmes nous fournissant des condi-
tions suffisantes pour que deux applications sphériques admettent des points de
cöıncidence. Nous utiliserons ces lemmes dans les démonstrations des théorèmes
de cöıncidence, de Borsuk–Ulam et de l’invariance du domaine pour les champs
(fortement) Z2-sphériques (déf. (2.8)).

(2.5) Lemme (comp. [10]). Soient φ, T : M → E, dim(E) ≥ 2, deux m-

applications vérifiant :

(2.5.1) Γ (BT ) et Γ (DT ) sont ouverts dans M × E;
(2.5.2) φ est à valeurs connexes et possède une m-sélection ̺S-semi-continue

supérieurement , à valeurs compactes et connexes.

Alors,

(2.5.3) M = MB ∪MD ∪MK ,

où

MD := {x ∈M : φ(x) ⊂ DT (x)} , MB := {x ∈M : φ(x) ⊂ BT (x)} ,

MK := {x ∈M : φ(x) ∩ T (x) 6= ∅} ;

(2.5.4) MB et MD sont séparés,
(2.5.5) si M est connexe et MB et MD sont non vides, on a MK 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. (2.5.3) résulte de (II, (3.1.3)) et de la connexité des va-
leurs de φ. Pour montrer (2.5.4), soit ξ : M → E une m-sélection ̺S-semi-
continue supérieurement de φ à valeurs compactes et connexes. Les ensembles
M ′
B := {x ∈M : ξ(x) ⊂ BT (x)} et M ′

D := {x ∈M : ξ(x) ⊂ DT (x)} sont ouverts
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et disjoints. Comme MB ⊂ M ′
B et MD ⊂ M ′

D, MB et MD sont séparés. (2.5.5)
découle immédiatement de (2.5.4).

(2.6) Lemme. Soient φ, T : M → E, dim(E) ≥ 2, deux m-applications

vérifiant :

(2.6.1) Γ (Bφ), Γ (Dφ), Γ (BT ) et Γ (DT ) sont ouverts dans M × E;

(2.6.2) φ̃, T̃ : M → E sont à valeurs connexes et possèdent des m-sélections

ξφ, ξT : M → E, ̺S-semi-continues supérieurement à valeurs compactes et con-

nexes.

Alors,

(2.6.3) M = Mφ ∪MT ∪MK ∪M0 ,

où

Mφ := {x ∈M : φ(x) ⊂ BT (x)} , MT := {x ∈M : T (x) ⊂ Bφ(x)} ,

MK := {x ∈M : φ̃(x) ∩ T̃ (x) 6= ∅} , M0 := {x ∈M : φ(x) ∩ T (x) = ∅} ;

(2.6.4) Mφ, MT et M0 sont mutuellement séparés;

(2.6.5) si M est connexe et au moins deux des ensembles Mφ, MT , M0 sont

non vides, alors MK 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. (2.6.3) résulte de (II, (3.1.12)). Afin de prouver (2.6.4),
nous montrons que Mφ et MT sont séparés. Supposons au contraire qu’il existe
x ∈Mφ∩MT . Comme x ∈Mφ, dans tout voisinage V ∋ x dans M il existe y ∈ V
tel que φ(y) ⊂ BT (y), d’où (1) DT (y) ⊂ Dφ(y). Mais x ∈ MT , donc T (x) ⊂
Bφ(x), d’où DT (x)∩Bφ(x) 6= ∅. Les graphes des m-applications DT et Bφ étant
ouverts, il existe un voisinage W de x dans M tel que (2) DT (y)∩Bφ(y) 6= ∅ pour
tout y ∈W . D’après (1) et (2) nous avons la contradiction : Dφ(y) ∩Bφ(y) 6= ∅
pour un y ∈ W . Le fait que MT ∩Mφ = ∅ se démontre symétriquement. Nous
avons ainsi prouvé que Mφ et MT sont séparés. Considérons à présent Mφ et M0.
Donnons-nous un x ∈Mφ∩M0. Comme x ∈Mφ, dans tout voisinage V de x dans

M il existe y tel que φ(y) ⊂ BT (y). D’où φ̃(y) ⊂ T̃ (y) et donc (3) ξφ(y) ⊂ T (y)

pour un y ∈ V . Mais x ∈ M0, donc φ̃(x) ∩ T̃ (x) = ∅. D’où ξφ(x) ⊂ DT (x) et il
existe un voisinage W de x dans M tel que ξφ(y) ⊂ DT (y) pour tout y ∈ W .

En vertu de (3), nous obtenons T̃ (y) ∩ DT (y) 6= ∅ pour un y ∈ W , ce qui est
contradictoire.

Soit x ∈ Mφ ∩M0. Comme x ∈ M0, dans tout voisinage V de x dans M

il existe y tel que φ̃(y) ∩ T̃ (y) = ∅. C’est-à-dire (4) φ̃(y) ⊂ DT (y) pour un
y ∈ V . D’autre part, puisque x ∈ Mφ, nous avons (5) Bφ(x) ⊂ T (x) ∪BT (x) et
(6) φ(x)∩T (x) = ∅. La condition (5) entrâıne l’alternative (7) Bφ(x)∩BT (x) 6= ∅
ou bien (8) Bφ(x) ⊂ T (x). Au cas où (7) est vérifiée, Γ (Bφ) et Γ (BT ) étant
ouverts, il existe un voisinage W de x dans M tel que Bφ(y) ∩ BT (y) 6= ∅ pour
tout y ∈ W . Cela contredit (4). Si (8) est vérifiée, grâce à (4) nous obtenons
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Bφ(x) = ∅. Alors ξφ(x) ⊂ φ̃(x) = φ(x) ⊂ BT (x). L’application ξφ étant ̺S-
semi-continue supérieurement, il existe un voisinage W de x dans M tel que
ξφ(y) ⊂ BT (y) pour tout y ∈ W , ce qui contredit (4). Ainsi, nous avons montré
que Mφ et M0 sont séparés.

En procédant symétriquement, nous montrons que MT et M0 sont séparés.
(2.6.5) découle immédiatement de (2.6.4).

(2.7) Lemme. Soit β : M → M une m-involution à graphe connexe, définie

sur un espace métrique M. Supposons en outre qu’une m-application φ : M → E
vérifie (2.1.2) et la condition suivante :

(2.7.1) φ̃ : M → E est à valeurs connexes et possède une m-sélection ξ : M →
E, ̺S-semi-continue supérieurement , à valeurs compactes et connexes.

Alors, s’il y a une paire x = (x1, x2) ∈ Γ (β) telle que φ̃(x1) ∩ φ̃(x2) 6= ∅, il

existe une paire y = (y1, y2) ∈ Γ (β) telle que φ(y1) ∩ φ(y2) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que φ(z1)∩φ(z2) = ∅ pour tout z = (z1, z2) ∈
Γ (β). D’après (II, (3.1.12)), il n’y a que deux situations possibles :

(1) φ(x1) ⊂ Bφ(x2) , ou bien (2) φ(x2) ⊂ Bφ(x1) .

Notons par π1, π2 : Γ (β) → M les projections canoniques. Prenons, dans le
lemme (2.6), M := Γ (β), T := φπ2, φ := φπ1. Les projections π1 et π2 étant
continues, les hypothèses (2.6.1) et (2.6.2) sont satisfaites. Supposons maintenant
que (1) soit vérifiée. Alors x ∈Mφ. Γ (β) étant symétrique, il existe y ∈ Γ (β) tel
que (π1(x), π2(x)) = (π2(y), π1(y)), d’où y ∈ MT . D’après (2.6.5), MK est non
vide, ce qui contredit l’hypothèse.

La démonstration dans le cas (2) est similaire.

Nous introduisons maintenant la notion de champ (fortement) sphérique.

(2.8) Définition. Soit X une partie d’un espace de Banach E, et soit E0 ⊂ E
un sous-espace vectoriel de E de dimension ≥ 2. Une m-application φ : X → E0

est appelée champ (fortement) sphérique si

(2.8.1) φ̃ : X → E0 est un champ (fortement) admissible à valeurs connexes;

(2.8.2) Γ (Bφ) et Γ (Dφ) sont ouverts dans X × E0.

En remplaçant la notion de champ (fortement) admissible par celle de champ
(fortement) Z2-admissible dans (2.8.1), nous obtenons la définition de champ (for-
tement) Z2-sphérique. La discussion concernant les champs (fortement) sphéri-
ques qui suit concerne aussi les champs (fortement) Z2-sphériques. Nous allons
tenter d’étendre les théorèmes principaux du chapitre 1 au cas des applications
et des champs sphériques. Cependant, afin de pouvoir formuler ces nouveaux
théorèmes, nous devons disposer d’un degré pour les champs sphériques. Nous
allons définir un tel degré de manière assez naturelle en s’appuyant sur la relation
étroite entre les champs admissibles et les champs sphériques. Soit φ : M → E
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un champ sphérique avec X := K ou X := S, et φ(S) ⊂ E \ 0. Posons

Deg(φ) :=

{
Deg(φ̃) lorsque 0 ∈ Dφ(x) pour tout x ∈ S,
{0} lorsqu’il existe x ∈ S tel que 0 ∈ Bφ(x).

Le symbole {0} désigne le singleton composé de l’homomorphisme nul

H
∞

−1(E \ 0)→ H
∞

−1(S).
Nous sommes à même de présenter la partie fondamentale de ce chapitre. Nous

montrons d’abord un théorème de cöıncidence de type Poincaré pour des champs
et des applications sphériques ou admissibles.

(2.9) Théorème. Supposons qu’un champ admissible ou sphérique φ : K → E
ne s’annule pas sur la sphère S et que Deg(φ) 6= {0}. Soit T : K → E une

application admissible ou sphérique vérifiant (1.7.1). Alors, il existe y ∈ K tel

que φ(y) ∩ T (y) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. (1) Si φ est un champ admissible et T est une application
admissible, la conclusion découle de (1.10).

Supposons alors que les hypothèses de (1) ne sont pas satisfaites et, de plus,
que

(2.9.1) φ et T ne cöıncident pas sur S.

(2) Si φ est un champ admissible et T une application sphérique, d’après (1)

il existe z ∈ K tel que φ(z) ∩ T̃ (z) 6= ∅. Si φ(z) ∩ T (z) 6= ∅, la démonstration
est terminée. Sinon, nous utilisons (2.5) pour M := K. Comme z ∈ MB et que,
d’après (1.7.1) et (2.9.1), S ⊂ MD, l’existence de y ∈ K tel que φ(y) ∩ T (y) 6= ∅
découle de (2.5.5).

(3) Dans le cas où φ est un champ sphérique et T est une application admis-
sible, la démonstration est semblable à celle de (2).

(4) Si φ est un champ sphérique et T une application sphérique, d’après (1)

il existe z ∈ K tel que φ̃(z) ∩ T̃ (z) 6= ∅. Il n’y a rien à prouver dans le cas où
φ(z) ∩ T (z) 6= ∅. Sinon, nous utilisons (2.6) avec M := K. D’après (1.7.1) et
(2.9.1), S ⊂ M0. Comme z 6∈ MK ∪M0, alors z ∈ Mφ ∪MT (voir II, (3.1.12)).
Donc, en vertu de (2.6.5), il existe y ∈ K tel que φ(y) ∩ T (y) 6= ∅.

(2.10) Corollaire. Si l’image de S par une application sphérique T : K → E
est contenue dans K , alors T admet un point fixe.

(2.11) Corollaire. Toute application sphérique T : K → K admet un point

fixe.

Nous obtenons comme conséquence de (2.11) et (2.4.4) le

(2.12) Corollaire. Si une m-application T : K2 → K2 à valeurs connexes

est ̺S-semi-continue supérieurement et ̺F -semi-continue inférieurement , alors

elle admet un point fixe.

Observons que dans ce dernier corollaire aucune hypothèse sur le caractère
homologique des valeurs de T n’est postulée. La faiblesse des hypothèses topolo-
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giques y est compensée par une condition de continuité extraordinaire. La question
suivante demeure sans réponse :

(2.13) Question. Est-ce que toute m-application ̺F -continue T : Kn → Kn,
n > 2, à valeurs connexes (et compactes) admet un point fixe?

(2.14) Théorème (des antipodes). Soit E1 un sous-espace de codimension 1
d’un espace de Banach E , dim(E) ≥ 3, et soit φ : S → E1 un champ Z2-sphérique.

Alors il existe x ∈ S tel que φ(x) ∩ φ(−x) 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. φ̃ : S → E1 étant un champ Z2-admissible, d’après (1.15)

il existe z ∈ S tel que φ̃(z) ∩ φ̃(−z) 6= ∅. Définissons la m-involution β : S → S
par β(y) := {−y}. Comme Γ (β) est connexe, d’après (2.7) il existe x ∈ S tel que
φ(x) ∩ φ(−x) 6= ∅.

Avant de démontrer le théorème de l’invariance du domaine, nous énonçons
un lemme et un corollaire sur la nature des ε-transformations.

(2.15) Lemme. Soient x ∈ E et r > 0, dim(E) ≥ 2. Supposons qu’une m-

application φ : K(x, r)→ E satisfasse (2.1.2) et (2.7.1). Alors pour tout nombre

réel positif ε < r, φ est une ε-transformation si et seulement si φ̃ l’est aussi.

D é m o n s t r a t i o n. L’implication (⇐) est évidente. Afin de montrer la réci-

proque, supposons que φ̃(a) ∩ φ̃(b) 6= ∅ et que ‖a − b‖ ≥ ε pour a, b ∈ K(x, r).
Définissons la m-involution β : K(x, r) → K(x, r) par β(y) := {z ∈ K(z, r) :
‖z − y‖ > ε}. Nous vérifions aisément que Γ (β) est connexe (et même connexe
par arcs). Comme (a, b) ∈ Γ (β), d’après (2.7) il existe une paire (c, d) ∈ Γ (β)
telle que φ(c) ∩ φ(d) 6= ∅. Comme ‖c− d‖ ≥ ε, nous en déduisons que φ ne peut
être une ε-transformation, d’où la contradiction.

(2.16) Corollaire. Soit V un ouvert de E (dim(E) ≥ 2) et soit φ : V → E
une m-application vérifiant (2.1.2) et (2.7.1). Alors φ est une ε-transformation

locale par rapport à V si et seulement si φ̃ l’est aussi.

Ainsi, dans le cas V := E pour tout ε > 0, φ est une ε-transformation si et
seulement si φ̃ l’est.

(2.17) Théorème (de l’invariance du domaine). Soit V un ouvert d’un espace

de Banach E (dim(E) ≥ 2). Supposons qu’un champ fortement Z2-sphérique

φ : V → E soit une ε-transformation locale par rapport à V. Alors l’image de V

par φ est ouverte dans E.

D é m o n s t r a t i o n. D’après (1.18) et (2.16), l’image φ̃(V ) est ouverte dans

E. Il s’agit de démontrer que φ̃(V ) ⊂ φ(V ), l’inclusion dans l’autre sens étant
évidente. Donnons-nous un point a ∈ Bφ(x) pour un x ∈ V quelconque. Le

champ fortement Z2-admissible φ̃ étant une ε-transformation locale par rapport
à V , il existe ε > 0 tel que K(x, ε) soit contenue dans V et que φ̃|K(x, ε) soit une

ε-transformation. Comme a 6∈ φ̃(y), nous avons a ∈ Dφ(y) pour tout y ∈ S(x, ε).
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Posons, dans (2.5), M := K(x, ε), φ(y) := {a} pour tout y ∈ K(x, ε), et T := φ.
Il est facile de vérifier que x ∈MB et que S ⊂MD; il existe donc, d’après (2.5.5),
un z ∈ K(x, ε) tel que a ∈ φ(z).

(2.18) Corollaire. Soit φ : E → E un champ fortement Z2-sphérique

(dim(E) ≥ 2). Si φ est une ε-transformation pour un ε > 0, alors l’image φ(E)
est ouverte dans E.

D é m o n s t r a t i o n. Toute ε-transformation définie sur E tout entier est une
ε-transformation locale par rapport à E.

Il n’y a aucun intérêt à formuler un théorème sur l’invariance du domaine
pour les champs fortement Z2-sphériques et à la fois fortement injectifs; de tels
champs de vecteurs multivalents sont immédiatement fortement Z2-admissibles :

(2.19) Lemme. Soit V un ouvert d’un espace de Banach E (dim(E) ≥ 2).
Pour tout champ sphérique φ : V → E fortement injectif l’ensemble Bφ(x) est

vide quel que soit x ∈ V .

D é m o n s t r a t i o n. Supposons qu’il existe a ∈ E tel que a ∈ Bφ(x) pour
un x ∈ V . L’ensemble V étant ouvert dans E et le graphe Γ (Bφ) étant ouvert
dans V × E, il existe r > 0 et y ∈ V tels que K(x, r) ⊂ V , y ∈ K(x, r) \ {x} et
a ∈ Bφ(y). D’où

(2.19.1) φ̃(x) ∩ φ̃(y) 6= ∅ .

D’autre part, φ|K(x, r) est une ε-transformation pour tout ε > 0. D’après

(2.15), φ̃|K(x, r) est aussi une ε-transformation pour tout positif ε ≤ r, elle est
donc fortement injective; ceci contredit (2.19.1).
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