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Yorwort

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode der Parameterintegration
zur Berechnung von Fundamentallosungen linearer partieller Differential-
gleichungen, welche D. W. Bresters erstmalig auf Produkte von Klein-Gordon-
-Operatoren anwandte, systematisch entwickelt.

Kapitel I bringt eine Zusammenstellung von Hilfsmitteln aus der Distri-
butionentheorie. In Kapitel IT bzw. III werden hinreichende Voraussetzungen
fir die Giiltigkeit der Methode der Parameterintegration fiir Produkte hyper-
bolischer bzw. homogener, elliptischer Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten angegeben. In einigen Beispielen am Ende der Kapitel II
bzw. III ermittelte ich mit dieser Methode (zum Teil neue) Fundamentallg-
sungen. Grossen Wert legte ich dabei auf eine moglichst explizite Angabe der
Fundamentallosungen.

Das Thema dieser Arbeit stellte mir Norbert Ortner. IThm verdanke ich
auch zahlreiche Anregungen und die meisten Literaturangaben.

Peter Wagner

Innsbruck, April 1981






I. Bemerkungen zur Distributionentheorie

§ 1. Notationen

Ich verwende die Bezeichnungen aus der Distributionentheorie, wie sie
in jedem Standardlehrbuch — etwa [D 1], [S 3]; [H 3], [H 2] oder [S 2] —
eingefiihrt werden.

Insbesondere werden die Abkiirzungen D = D(R"), S = S(R"), D' = D'(R"),
§’ = §'(R") beniitzt. Fiir die Anwendung einer Distribution T € D' bzw. S’ auf
eine Funktion ¢ eD bzw. § wird (¢, T) geschrieben. Der Raum Il der
lokalintegrablen Funktionen wird als Teilraum von D' betrachtet.

Y (x) € Li, (R!) bezeichnet die Heaviside-Funktion:

v _jo fir x <0,
(x)—“ fir x >0

sig(x) = —14+2Y(x) € LY. (R).

r* = x4+ ... +x2, n bedeutet immer die Raumdimension.

Wir verwenden — abweichned von [S 2] — die Fouriertransformation in
der Form

F:S=8: ob (2rn) ™ [e " ¢(x)dx,
F: S =8 Th (o {Fo, TY).

Dann gelten die Formeln von [D 1], S. 144,

deD' bezeichnet die Distribution @ b ¢(0). Es ist F§ = (2m)~ "2,
Fl = 2ny"?s5. :

o = (a4, ..., o,) bezeichnet gewbhnlich einen Multiindex und D* = 6;11
... 03 den zugehorigen Differentialoperator.

Fiir ein Polynom P (in mehreren Unbestimmten) bedeutet gr P seinen
Grad.

d,,» bezeichnet das Kroneckersymbol.

P(0), Q(0) sind lineare Differentialoperatoren mit konstanten Koetfizienten.

4,0 = 83+ ... +0; wird fiir den Laplaceoperator geschrieben.

Eine Fundamentalldsung eines linearen Differentialoperators P (d) ist eine
Distribution Ee D’, die P(3)E = § erfiillt.

Intervalle in R werden mit eckigen Klammern geschrieben. Fir a < b
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ist zum Beispiel ]a, b] = {x: a < x < b}, R* = R\{0}. Fiir ze C\]—~0, 0]
ist mit logz der in diesem einfach zusammenhidngenden Gebiet definierte,
durch log 1 = 0 normierte Logarithmus gemeint.

§ 2. Stetigkeit, Differentiation und Integration von
distributionenwertigen Funktionen

Wir betrachten eine offene Menge 4 = R™ bzw. C™ und eine iiberall
definierte ,distributionenwertige Funktion” f* A — D'(R"). A4,..., 4, seien
Koordinaten in A.

Die Stetigkeit und (komplexe) Differenzierbarkeit von f nach A, wird
wie in [S 3], § 2.2.4 definiert (siche § 5 unten, Bsp. 1, 2). Insbesondere gilt
fir e D: (¢, 0, f; = &,[<e./]. I sei nun ein kompakter, rektifizierbarer
Weg in A. Auf I' wird in kanonischer Weise ein Mass induziert. f heisse
iiber I' (komplex) integrabel, wenn T € D' existiert, sodass fir ¢ € D gilt:

i) <o,f(A)) ist iiber I integrabel.

T wird dann mit | f(2) bezeichnet.

el

Wenn [ stetig ist, so ist es auch iiber I' (sogar Riemann-) integrabel
(siehe [S 3], § 2.24 oder [B2], Ch. I, Th. 12). Zur Berechnung der oben
definierten Kurvenintegrale (sieche auch Bsp. 3 in § 5) dient der folgende

Satz 1. Esseiend < R™offen, I c Aeinrektifizierbarer Weg, g e L. .(I" x R").
Dann ist

i) die Funktionf: T - D": A (o b | @(x)g(A, x)dx), T — f. ii. wohldefi-
niert und iiber I' integrabel.

i) [ f)ela(R) =D und [ | f(N]() = [ g(&,%) fii
il Ael Ael

Beweis. a) Nach bekannten Sitzen der Masstheorie ist g (4, x) € Lk, (R")
c D' Rir alle AeT.

b) ),fl_ (o, (A = .J'I'I(P(X)g(l,x)dx = [p(x)dx ‘}.rg(/l,x)
nach Fubini, da ¢(x)g(4, x)e L' (I'x R") fiir peD.
Spiter benétigen wir noch

SATZ 2. Es seim 2 0, f: A— D': A+ P,, P, sei ein Polynom vom Grad
<m,dh P,= I; aix*, I' sei ein rektifizierbarer Weg in A. Dann gilt:
IEm

i) Die Aussagen (1) f integrabel iiber I' und (2) Va: &’ € L' (I') sind
dquivalent.
ii) Wenn (1) und (2) erfiillt sind, so ist

ff=3 %[ d.

rel’ lz|€m Jel
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Beweis. Es sei zunichst f iiber I' integrabel; wir wihlen ¢, €D mit
“ Qe X', = 855 fiir |of, || < m. Dann ist | <@, f; = | a.
el ;

rel
Damit ist die Implikation (1)=(2) gezeigt. Wenn nun (2) gilt, so ist
fiir ¢ € D:

{o,.f(A) = ;:ém a: g, x*>

iiber I integrabel und | <{¢,f» = (@, T) mit T:= ; ¥ | a.
el HES] el

Daher folgt (1) und die Behauptung ii) des Satzes.

§ 3. Lineare Transformationen von Distributionen und Differentialoperatoren

A: R" — R" sei eine nicht ausgeartete lineare Abbildung, det 4 ihre De-
terminante, A" die transponierte, lineare Abbildung; wir definieren die Zusam-
mensetzung T 0 A von T e D' mit A durch

{p, To Ay = |det A" {po0 A™}, T).

Fiir y e i, = D' ergibt sich damit die iibliche Komposition von ¥ mit A
(siche [D 1], S. 108). Wenn P ein Polynom in n Unbestimmten und P(J)
der zugehdrige Differentialoperator ist, so setzen wir P(9)0 4:= (P o 4) (d).

Satz 3. Die Diagramme

D—— D D— D
P(7)o A P
ATl l.ﬂ' ATj 1 AT
D—— D D—— D
Pic) PiyoAd~!

kommutieren,

Beweis. Das rechte Diagramm ergibt sich aus dem linken. Wir betrachten
das linke Diagramm mit D an Stelle von D’ und folgern dann die Behaup-
tung aus der Dichtheit von D in D’. Es geniigt also fiir ¢ € D zu zeigen:
P(d)[poA'] = [P(d)oA](p)oA".

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dass P
ein Monom ist. Wir argumentieren nun durch Induktion iiber den Grad
des Monoms; die Behauptung gelte also fir Q = x” und es sei P = x,-Q;
dann ist

P@)[po A™] = Q(@)0,,[904"] = QA L (24,0)0 47 8, (w0 A");
3

e;, i =1,...,n sei die Standardbasis in R", de; = ) A;;e;. Dann ist
7

(xi0A")(e) = Ay, @xl(xkoA’.) = Ay,
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P@)[poA"] = Q@)Y Ay -0, 0)0A" = (nach Induktionsannahme)
k
=Y 4, [[Q@)0 4] @, @]o 4"
k

= [(Q(?)0 4)-(6x, 0 A)] (¢) 0 4" = [P(9)0 Al(p)o A"
wegen
0y 0A= (o A@ = T Audy

Damit ist alles gezeigt.

Im ndchsten Satz bestimmen wir die Fundamentallosung eines linear
transformierten Differentialoperators (siehe Bsp. 4 in § 5).

Satz 4. P(0) sei ein lDiﬂ'arentialoperator, E eine Fundamentallosung zu
P({), A wie oben. Dann ist |det A|"*Eo(A')™"! eine Fundamentallosung von
P(@oA.

Beweis.

d=P@E=P@)[EcA" " '0A"] = (Satz 3)
= (P(®)oA)EcA oA = (P(6)oA)(EcA"™!)=b0A4""! =[det 4]-4.

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung. Dasselbe Resultat findet sich (in anderer Notation) in
[G 2), p. 284.

§ 4. Einteilung von Differentialoperatoren

Bekanntlich werden Differentialoperatoren in elliptische, hyperbolische,
parabolische und nicht klassifizierbare eingeteilt. Ich verwende die Defini-
tionen 3.3.2 fur elliptische, 4.1.1 fiir hypoelliptische, 54.1 fir hyperbolische
und 5.8.1 fiir parabolische Operatoren in [H 4]. Bei hyperbolischen und
parabolischen Operatoren P (€) bezeichnen wir die Koordinaten mit ¢, x4, ..., X,
und nehmen ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit an (sieche [H 4], S. 130,
(5.4.1.)), dass

P(it—s,ix{,...,ix,) # 0 fir s<s;eR,t,xq,..., %,
beliebig.
Theorem 5.6.1 in [H 4] erhilt dann folgende Gestalt:

Satz 5. P(6) sei ein  hyperbolischer  Differentialoperator., H =
= {(t, Xy, ..., x,): t 2 O}, Dann existiert genau eine Fundamentallosung E von
P(0) mit supp E < H.

Fiir Differentialoperatoren, die invariant unter gewissen Matrizengruppen
sind, ergeben sich aus Satz 4 einige Folgerungen fiir ihre Fundamental-
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I6sungen. Wir benotigen dazu den Begrifl der Homogenitét einer Distribution,
wie er in [D 1], § 23 definiert wird. Weiters verwende ich die

DEFINITION. P sei ein Polynom in » Variablen.

1) Gl,:= {4: R" — R" linear, nicht ausgeartet},

2) I(P):= !4eGl,: PoA=iP, ieC),

3) V < (D' heisst P-eindeutig, falls # {TeV: P()T =48} < 1,

4) V < (D'. AeGl,; V heisst A-invariant, [alls gilt: VTe V: ToAeV.

Bemerkungen 1) P=r*=xi+..+x=I(P)=R*-0,= {c-A:
c€ R*, A orthogonal].

2) Wenn P hyperbolisch ist, so ist V:= {T: supp T< {t > 0}] nach
Satz 5 P-eindeutig.

Satz 6. P sei ¢in Polynom. V P-eindeutig, AeI(P), PoA = AP, V sei
A-invariant, E € V ¢ine Fundamentallosung von P(¢). Dann ist: A~1|det A x
xEo A" = E.

Beweis. Nach Satz 4 ist |det A|- Eo A" Fundamentalldsung von
P(@oA ' =i 'P(®)= A" !|det A/Eo A" ist Fundamentalldsung von P(¢)
und liegt in V., da VI(P)-invariant ist. Aus der P-Eindeutigkeit von V folgt
2 '|det A|JEc A" = E.

KoOROLLAR. P = P(t,xy, ..., X,) sei homogen vom Grad m und hyperbolisch,
E die Fundumentallisung von P(C) mit Trdger im Halbraum t 2 0. Dunn
ist E homogen von der Ordnung m—n—1 und liegt in §'.

Beweis. a} Wir verwenden Satz 6 mit A = ¢I, ¢ > 0, I Einheitsmatrix,
V=IT:suppTc |t 20}}, 1 =c" detd ="+

b) Nach [D 1], S. 154 liegt jede homogene Distribution in S’

Bemerkungen. 1) Tatsdchlich hat jeder Operator mit konstanten Ko-
ellizienten eine Fundamentallosung in S, jedoch ist der Beweis nicht einfach
{siche [H 6]).

2) Im 5. Beispiel wird Satz 6 auf den Laplaceoperator angewendet.

§ 5. Beispiele

1. BEISPIEL. log(y—/x)e LY, (R?) ist eine analytische Funktion von
AeC.R.

Beweis. Es sei ¢ € D; dann ist

log (y—ux)—log (y— }wc)

d

L o log (v—ix)> = li v .

= (@, log (y—2x)> HT’?qu(x,;) # 7 xd)
B (A—p)x )
_11‘1_1;111#_ [folx, L)Iog\1+ dxdy

= (Satz von der majorisierten Konvqrgenz)
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.1 { (/l—u)x)
= ——log{ 1 xdy
[T oG,y lim—— log{ 1+= = | dxdy
= .H e,y y:.)\;x dxdy.
Somit: log (y—4ix) ist komplex differenzierbar und
d — x 1 2
7118 0= = — o€ LR ).

Bemerkung Wie wir spiter sehen werden (Bsp. 6, Kap. 3), ldsst sich
A log (y— /x) in kein, die obere oder untere Halbebene umfassendes, Gebiet
analytisch fortsetzen.

2. BerspiEL. Die Funktion {i: Im A > 0} —» D', A b log (y —Ax) ldsst sich
in {A: Im A > 0} stetig fortsetzen. Fiir Ae R ergibt sich als Randwert:

log |y —Ax|—in sig (x) Y (Ax—y) =:log™ (y— Ax).
Beweis. Es sei ¢ € D, A, € R; dann ist

lim {¢,log(y—4x)) = lim | [ ¢(x,y) log(y—7ix)dxdy = (Lebesgue) :
/‘.—0/‘.0 l‘.-bl..o
Imzi>0 Imi>0

= (@, log* (y=1x)>.

Bemerkungen. 1) Als Fortsetzung von log(y—4x), Im 2 < 0 in ein
2 € R ergibt sich ebenso: log |y—Ax|+in sig (x) Y (Ax—y) =:log™ (y—4x).

2) Spezialfille dieser Formeln sind in [B 2], p. 51 angegeben.

3. BeispieL. Es sei a,b = 0; f: ]0, o[ = D'(R%): A 47312 Y(t—r/\/—/l),

wobei t. x Koordinaten im R* sind und r = /x}+x3+x}. Dann gilt:
b2

{ f(Adi = Eyy—E,,, wobei E,, = (2/ar) (at—r) Y(at—r) und analog Eg,.
a2

Beweis. i) Wir wenden Satz 1 an; A:= [0, [, g(4,¢,x):= A~ *?x
x Y(t—~r/\/2); es sei K « R* kompakt; dann ist

[dtdx [ lglt,x)di = [dedx [ 272 Y (t1—r/ /Ty dA

K ] N 0

fardx | a=%2d0 = | 2 geax < o
A Fiy2 v T

= g(/, t,x)e Llloc (A X R“)
»2
Somit ist f integrabel und | f(4)dZ ergibt sich durch punktweise Integration.
2

a
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b2

b2 b2
E(b) = J. f(}.)d}. = z‘; 1_3/2 di.
0 1Z2rl\ 4
0 fir t<r/b
= N == (br—r)Y(bt—
%g(t—z) fir t>r/b br(r nYibr=r)
r b

und analog E.

Bemerkung. f(4) ist bis auf eine multiplikative Konstante eine Fun-
dzamentall'dsung von P, ()% := (8} —iA4,)* (siehe Beispiel 4 unten). Das Integral
b

{ S (2)da ist (bis auf eine Konstante) eine Fundamentall§sung des Operators
a2

P2(0)- P,,(d), wie in Kapitel II gezeigt wird.

4. BeisPiEL. Es sei A > 0; dann ist (1/8n)A~32 Y (t—r/ﬁ) eine Funda-
mentallssung von (82 —A43)%, (r* = x2+)y*+:z2%).

Beweis. Nach [0 2], Op. 52 ist (1/87) Y (¢t —r) eine Fundamentalldsung
von (82—43)%; (82—A45)* = (8 —43)*0 A, wobei A(t,x,y,2) = (t, \/Ix,
ﬁy,ﬁz). Die Behauptung folgt dann aus Satz 4.

5. BeisPIEL. B’ sei wie in [S 2], S. 200 definiert. Dann gilt: Es existiert
héchstens eine Fundamentallosung E von 4, mit Ee B und fiir diese gilt:
i) E ist rotationssymmetrisch. ii) E ist homogen von der Ordnung 2—n.

Beweis. a) B' ist 4,-eindeutig:

Es seien E,,E,e B mit AE, =6 = AE,; B < S'= E,—E,;€S' . 4(E,—E,)
=0=r*F(E; —E;) = 0= supp F(E, ~E,) = {0} = F(E;—E;) = z .00

alsm
fir ein m=E,—E, ist ein Polynom in B =E,—E, =0=I>IEl =E,.
(vgl. [Z 1], ex. 82, p. 147).

b) Wir verwenden nun Satz 6 mit V = B und A orthogonal bzw.
A = c-Identitdt, ¢ > 0 und erhalten i) und ii).

I (n/2)
(2~n)-2n"?
n 2 3 (sieche [0 2], Op. 10) erfiillt offembar i) und ii). Fiir n =1, 2 kann
es keine Fundamentallésung in B’ geben, da homogene, nicht identisch
verschwindende Distributionen von der Ordnung > O nicht in B’ liegen.

Bemerkung Die bekannte Fundamentallésung r2Tr fir



II. Parameterintegration bei hyperbolischen Operatoren

§ 1. Motivation

Gegeben sei ein von einem reellen Parameter i linear abhdngender
Differentialoperator P(¢)+AQ(¢). Eine Fundamentallosung E; des iterierten
Operators (P(E‘)+).Q(6))l sei bekannt. Wir suchen ecine Darstellung einer
Fundamentallésung E von (P(8)+aQ () (P(8)+bQ (@), a # be R durch E;.

Wenn E e §' ist, so erhalten wir:

(2r)™"2 = F§ = F{[(P(0)+aQ () (P(2)+bQ(®)] E|

= (P(i8)+aQ (i&) (P (it)+bQ (i¢)) FE.
Falls man dividieren kann (was im allgemeinen nicht moglich ist), folgt:
FE = (2m)~"2-[(P(i€)+aQ (i¢)) (P (i&)+bQ(i&)] .

Wir verwenden nun einen Spezialfall der Feynman-Parameter-Formel (siehe
[S 17, S. 72):
b
[u+av) u+be)]™! = (b—a)™' [ (w+iv)"2dA
fir a <beR,u, veC, u+iv # 0 fir Ae[a,b].
Heuristische Anwendung auf obige Situation ergibt:
b

b
FE = Q)" (b—a)* [(P(i&)+2Q(i&) > dA = (b—a)™' [ FE,dJ

(falls zum Beispiel P(if)+AQ(i¢) # 0 fiir alle ¢ € R" und A€ [a, b]).
b

Somit ergibt sich als heuristisches Prinzip: E = (b—a)™' [ E; dA,

Bemerkungen. 1) Diese Methode geht auf [B 3] und [B 2] zuriick,
wo sie auf Produkte von Klein-Gordonoperatoren angewendet wird. Ich gebe
im weiteren allgemeinere Bedingungen an, unter welchen sie anwendbar ist.
In den Beispielen | und 2 wird die obige Formel bereits in einfachen
Fiillen getestet.

2) Klarerweise ist unser Vorgehen nur sinnvoll, wenn es ,leichter” ist,
die Fundamentallosung des Operators (P(("‘)+/ZQ((‘))2 Zu bestimmen als die
von (P () +aQ()) (P(€)+bQ (7). Dass dies meistens der Fall ist, zeigen die
Sdtze 3.3 und 4 aus [0 1] und unsere Beispiele.
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§ 2. Ein Satz fiir hyperbolische Operatoren
Im Falle hyperbolischer Operatoren ist es leicht, allgemeine Bedin-
b
dingungen anzugeben, unter denen die Formel E = (b—a)™! [ E;dA gilt.

Fir E und E; sind dabei die eindeutig bestimmten Fundamentallosungen
mit Trdger im Halbraum zu nehmen (siehe Kap. I, Satz 5). Ich wiederhole
zunichst einiges aus [H 4]. P(d) sei ein linearer Differentialoperator (mit
konstanten Koefiizienten) von der Ordnung m. ¢, x,,..., x, seien die unab-
hingigen Variablen, P, bezeichne den Hauptteil von P, dh. grP =
gr Py =:m und gr (P—P,.n) < gr P. P(9) heisst hyperbolisch (beziiglich t),
wenn

1) Pom (1,0) # 0,

il) P(it—s, ix) # 0 fir s < sgeR, (t, x)e R"*! (siche [H 4], Def. 54.1.
Man beachte, dass bei [H 4] D; = —id; ist!). Die eindeutig bestimmte
Fundamentallosung E von P(8) mit Triger im Halbraum ¢ > 0 hat nach
[H 4], Th. 5.6.1, Beweis, die folgende Gestalt:

Fo(t+is, x)

Plr—s, ix) 9%

(p(~x),E; = @2m)~0+ 12 |

fir ¢ € D und jedes s < sg.

(Wegen @ e D ist Fo holomorph auf C" fortsetzbar!)

Die Wohldefiniertheit des Integrals folgt aus Fe (t+is, x) € I} (R?}!) und
aus der Abschitzung

(*) [P (it—s, ix)| 2 Prom (1, 0)| - |s—s0|", wobei m = gr P.

Diese ergibt sich aus den Bedingungen i) und ii), wenn man P(it—s, ix)
als Polynom is s betrachtet, dessen m Nullstellen sy,...,s, jedenfalls
Re s; > s erfiillen.

Satz 1. P; () sei ein linear von e [a,b] abhingender. hyperbolischer
Differentialoperator. m:= gr (P;) hdnge nicht von A ab. sy(2) sei die Konstante
aus Bedingung ii) oben und es gelte inf {so(1): 1€[a,b]} > —oc. E; sei die
Fundamentallosung von P;(8)® mit Triger im Halbraum. Dann ist:

i) [a,b] » D': 2> E; stetig

b
i) E:= (b—a)"' [E.d,

die Fundamentallosung von P, (8) P,(C) mit Triger im Halbraum.

Beweis. i) Es sei ¢ € D; wir miissen zeigen, dass A {p(—x), E,) ste-
tig ist;
Fo(t+is, x)
P;(it—s, i.\‘)l
fir s < s:= inf {5y(4): 2 € [u, b]}; die Stetigkeit ergibt sich aus dem Satz von
der majorisierten Konvergenz; dazu miissen wir nur noch P, (it-s, ix)*

‘@(=x), E;; = Q2r)~ e+ | dtdx
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gleichmiissig beziiglich 4, t und x nach unten abschdtzen. Wir setzen
w:= inf {|Pyom (1, 0)2: A€ [a,b]} > 0 (da A > Pyen (1,0) stetig) und erhalten
aus (*):

|P;(it—s, ix)} = a|s—§*™, Vie[a.b], V(. x)eR"™!.

ii) Da die Abbildung X b E; stetig ist, ist sie auch integrabel und E ist
wohldefiniert. Fiir ¢ € D ist

b
{p(~=x),E) = (b—a)~* [{p(—x), E;)di

b Fe(t+is, x) N
= —n+ 12 (h_ )1 rr v di fi .
(27) (b—a) {J.P,-_(it—s.ix)zd[dx ir s<§;
wegen
Fo(t+is,x)e ' (R"*!) und |P,(it—s, ix)}| = a|s—5>"
ist
Fe(t+is, x)

P—m € B([a, b] X R::l),

wir kdonnen daher nach dem Satz von Fubini die Integrale vertauschen:

b .
(p(—x), Ey = (2r)~@* V2 [ (h—q)™* IM

didt dx.
J P (ir—s, 1o GAdtax

Die Anwendung der Feynman-Parameter-Formel wie in § 1 ergibt:

Fcp(t+ls,x)‘ it dox.

(P, - Py) (it—s, ix)
Dies zeigt die Behauptung inii) des Satzes.

Bemerkungen. 1) Wenn P; homogen ist, so kann man s4(4) =0
wihlen. Die Bedingung inf {so(1): 1 € [a,b]} > —oco kann hier also entfallen.

2) Trotz seiner Einfachheit und grossen Anwendbarkeit (siche etwa Bsp. 3
und 4) habe ich Satz 1 in der Literatur nicht gefunden. Im nichsten
Paragraph verallgemeinere ich diesen Satz auf Produkte von ! > 2 Differential-
operatoren und stelle daher die interessanten Beispiele noch zuriick.

3) Der obige Satz kann auch auf Produkte zweier, iterierter Differential-
operatoren erweitert werden (vgl. [0 3]).

{p(—x),E; = (gn)—(nn)/zj

§ 3. Die Parameterformel fir mehrfache Produkte

Satz 2. Es seien 12 2,u,v,aq,4ay,...,a,€C; a,,...,a; seien paarweise
verschieden, u+ajv # 0 fir j=1,...,1. Dann ist:
! i aj -2
_ _ a;—A)
[T rao)™ = (=1 ¥ ] (@=ayt [ G2
j=1 i=1 k=1
k* ]
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Die Integrationswege von ag nach a; haben dabei den Punkt —ufv zu vermeiden.
(aj—i)’ ~2
(u+Av)
der rechtsstehende Ausdruck hingt also nicht von der Wahl der Integrations-

wege ab.

Es sei zundchst v # 0 fest und a, # q; fir j = 1,..., [
{

b) [] (u+a;v)"! ist eine meromorphe Funktion in u, die in o versch-

Jj=1
. . 1
windet und einfache Pole bei —a;v, j =1,...,/, mit Residuen [| ———
iy v(a—ay)
besitzt. Wenn dasselbe von der rechtsstehenden Funktion, nennen wir sie
f (u), nachgeweisen wird, so gilt die Gleichheit. f(u) ist offenbar iiberall

Beweis. a) Wegen | = 2 hat Residuum 0 im Punkt 1 = —ufy;

ausser in ¥ = —agv und u = —ayv, j=1,...,1 holomorph und versch-
windet in co.
¢) f (u) hat keinen Pol in 4 = —agv.
Dazu zeigen wir, dass f(u) nicht von a, abhiingt, d.h. §f/da, =
af

1
P —(-1) Y (a—ae) 2 (u+apv)”’ I (aj—a)™!
do i=1 k#]

Es geniigt daher,
Z ar [[(aj—a)™' =0 fir m=0,1,..1-2

k*j
Zu zeigen.
s = ) Resg(z),
wabei
]
g(z) = H z—a)7?
1
=>s=-= [ g(z)dz fir Ry>max{al:k=1,..1}
2mi lzl=Rg
[ g(z)dz = llm [ g()dz=0,
|zl =Rg — @ |z|=R

da sich g(z) wie z72 in oo verhdlt. Damit ist df/da, = O und die Holo-
morphie von f in —ayv gezeigt.
d) f hat bei —a;v, j=1,...,] ecinfache Pole mit den Residuen
1
Y] v(ak—a_jj'
Offenbar geniigt es dafiir zu zeigen:

aj (aj_l)l-z ) - ' ‘ . .
J Tty dA hat einen einfachepPRol in 4= —a;v mit Residuum
ag

(—V)l_"

-1~

2 — Dissertationes Mathematicae 230
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nach [G 3], 421. 4b) ist

U@=H1 (aj—a0)”"

A (u+Av)! T (=D(ayv+u)(av+u)t’
woraus die obige Behauptung folgt.

e) Die Fille v = 0 oder a, = a; ergeben sich aus dem obigen durch
Grenziibergiinge.

Damit ist alles bewiesen.

Sa1z 3. P, (9) sei ein linear von A€ [a,b] abhingender hyperbolischer
Differentialoperator. gr P; sei von A unabhingig. so(A) sei wie in §2 und es
gelte wieder inf {so(4): Ae[a,b]} > —oo. Es seien | > 2, ap,ay1,...,4 € [a,b],
ai,...,a paarweise verschieden. E; sei die Fundamentalosung von P, (0 mit
Trdger im Halbraum. Dann ist:

i) [a,b] = D': 1 b E; stetig

1 4
i) E:=(1—1) Y, [][(a;—ap™" [ E;(a;—4)~*dA die Fundamentalldsung

J=1k#j ag

1
von [] P,;(9) mit Trdger im Halbraum.
=1

Der Beweis verlduft wie fiir Satz 1.

Bemerkung In [B 2] wird ebenfalls eine Parameterintegrationsmetho-
de bei mehrfachen Produkten (von Klein-Gordon-Operatoren) verwendet.
Allerdings arbeitet Bresters mit der allgemeinen Feynman-Parameterformel
(siehe [S 1], S. 72) und stellt E als (/—1)-faches Parameterintegral dar.
Dieses ist fiicr konkrete Berechnungen (welche sich dort auch nicht finden)
nicht geeignet.

§ 4. Fundamentallosungen von Produkten von Wellenoperatoren

Im folgenden seien /,neN, I>n/2, 12 2; a;,...,a, > 0 und paar-
weise voneinander verschieden. Wir betrachten den Differentialoperator

!
P(‘Q) = n (ai?._ajl An)

i=1

Nach [S 2], p. 50 ist ¢(2—r3)/~*¥2 y(r—p) mit ¢ = g1 ~™W2 21-2x
x(I=D!"' I'(I—(n—1)/2)~! die Fundamentallésung von (92 —4,) mit Trager
im Halbraum ist daher nach Satz 4, Kap. I: E; = cA~"2 (22— p2/2)y "+ 102 x
xY (r—r/\/)_.). Satz 3 ergibt als Fundamentallosung von P(d):

i
E= Z H-(a}—af)‘l-E(j,,
j=1 k+j
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wobei
nl

4
Ey = (-1) [ Ei(af—2)"2dA.
[}

Als nichstes zeigen wir, dass Satz 1 aus Kap. I verwendet und punktweise
integriert werden kann (vgl. Beispiel 3 aus Kap. I).

LemMMA.  g(4, t, %)= A™"2 (2 —r A~ V2 Y (t—r/ [7) € Lioe ([0, o0[ X
x R"Y) fiir | = n/2.

Beweis. w, bezeichne die Oberfliche von {xeR": |x| = [}, w, = 2,
0 < a, N. Dann ist:

a N
fdt[dx [ 1lg(A,t, x)|dA = (Polarkoordinaten)
0 0

]

a N @
w, [ dt [ A7"2dA [ Pt (2 —rYAY 0O Y (c—p) SA)dr
0 0 0

a N tZ
W, I dtj ATni2 da I Mot (tz—rz//l)'"‘"“”zdr
0 [ 0

]

(Substitution: s = r2/it?)

WE} t_fl n/2 d).fs"’z 1 4m2 21 1(1_5)1 (m+1)2 ¢
0

=S N-B(n/2,I-(n—1)2) < . u

Fiir E;, erhalten wir nun:
o2

J
Ey = (I=1)c [ A7"2 (2= /2y =0+ 02 Y (e r/, [2) (@2 = A) "2 dA
0

a2
i
= (I-1)c Y(t—r/aj) 2-’/-2 l—Hl/z(ltz—rz)'_("+1)/2(a}—,l)"zd/l
rén
= (Substitution u = Ar?)
a?'lz

= (I-1)cY (t—rfa)t Jj‘ #"‘*1’2(p—r2)“‘”+”/2(a}tz—u)"zdu.
Nach [G 4], 3.197.8 folgt r?

Eg = (I=1)cY(t—r/a) tr' =2 (af 12 —p2) -0+ 212
xB(I=1,1—(n—1)/2); Fy (I—1/2, I—-(n—1)/2; 21—(n+1)/2; 1—a}¢*/r?).

Bemerkung. Die angegebene Darstellung der Fundamentallgsung eines
I-fachen Produktes von Wellenoperatoren ist neu. In [H 1], S. 308 ff. wird
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mit der in [S 3] als Herglotz-Petrowskyformel bezeichneten Formel fiir
n > 2 cine andere Darstellung von E; hergeleitet. Die Aquivalenz der
beiden Darstellungen ergibt sich durch Verwendung einer der Kummerschen
Relationen fir die Hypergeometrische Funktion (siehe [0 3]). Unser Ziel ist
es, fir spezielle n explizite Formeln fir E; anzugeben.

SATz 4. Fiir ungerades n = 2k—1, ke N gilt:

1 1 6 o 20~2
B = g Timayg, T eyt=r)™.

(Fir aj =0 ist E; =0 zu setzen; die Differentiation ist im Sinne der

klassischen Analysis zu verstehen.) Insbesondere ist fiir n = 1:

1
Ej = W Y (t~[x/a) (a;t— |x})* 2

und fiir n = 3:

1
Eh=——_— —_Y(t—r/a)(at—r)2"3
" = g@I=3)inay ¥ T @)
Beweis. a) Nach der Substitution u = a2 in der Darstellung
a??
J
Ep ==Y (t—rfa)t [ p* Hu—r2y~0*D2(a} 2~ py~2dy

2

r

erhalten wir:

ajl
Egp =20-DcY(t~r/a)t | a2 (a®—r?)*(a? t*~a?)'~ 2 do,

=k 10
2(1-Det Y(t—rfa)2! m(—;g)

x [ J az—zx(az__rz)l—l(a} t2_a2)l—2da] .

ﬂjl

b) Bestimmung von | a®~ 2 (x2—r%)'~"(a?12—a?)'"2da. Wir betrachten
d .

fur festes ae C\{0} die Funktion

f )=

8ty

az— 2] (az ___a2)l—1 (uz _aZ)I—Z da;

2l-4
2-200.2 21,2 u
a*" o' -a*) 1wt —a?) "2 = =737 x Polynom in «? a® und u®+

+u?'"8/a?"% x Polynom in o?, a® und u*+ ...

Der Integrand besitzt daher Residuum 0 in « = 0, f (1) hingt also
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nicht vom speziellen Integrationsweg ab. Weiters hat f (1) hdchstens einen
einfachen Pol in v = 0. g(u):= u f(u) ist somit ein Polynom in u. f(u)
wichst hochstens wie |u*'~3 = gr(g) < 2[-2

Weiters hat f in u = a eine (2/—2)- fache Nullstelle, denn

a+i

lmg g2 J‘ a2~ 2 (o2 az)"l((a+£)2—a2)l_2da

= (Substitution o = &y+a)

1
= lim &2 { (e +)* " (o (2a+ey) " (e(1—y) Qa+ep+e) ed

1
= [ ¥y 2a) " (1 =) "2 (2a) " 2dy = 227307 B, I-1)
0

Ly (=D (-2
=2""a 2—2)!

Wegen gr(g) < 2/-2 folgt

— - — 21— 24921- 3(1 nt-2)!
) =utg) = T wmat R e

Wenn man hier a = r und u = a;t einsetzt, erhdlt man aus a) die Formeln
im Satz.

Bemerkungen. 1) In [0 2], Op. 64 werden die Spezialfille n = 1,
/=2 und n = 3, | = 2 angegeben.

2) Mit der gleichen Methode wird in Beispiel 5 unten die Fundamental-
16sung fiir Produkte von Operatoren P;(8) = 82 —4,— 282, A > 0, berechnet.
Die sich ergebenden Formeln scheinen in. der Literatur nicht auf Im
Beispiel 6 betrachten wir am Operator P(9) = (62 —a? 4,) (02 —a3 45)* den
Fall gleicher a;.

Satz 5. Fiir n = 2 gilt:

1 ta_,- 10
1) E; = \/;23‘_4(1—2)!21‘(1—1/2) Y(t—r/aj) arch (T)x<—?5?)

x [t¥ 73 (w2 —a} )] u2=a}12_r2+F(ﬁ, wobei Fyy = Y (t—r/a)</a} t* —r?-mal
ein homogenes Polynom in't* und r* vom Grad 21—4 in t und r ist.

2) Ausserhalb von 0 ist Eg, (21—3)-mal stetig differenzierbar.

Beweis. a) Nach der Substitution a? = 2 —r?>r?/u in der Darstellung
a?s?

J

Egy = (=D ¥(t—rfa)t | w3~ (u=rd)=o* 2 (a} e~ =2 dp
2
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erhilt man

le—rzlaj
EU) =2(l— )cY(t——r/aj) Zl 4 j aZl 2( Z/a _aZ)I 2(t2_a2)1 Ida‘
0

b) Wir betrachten fiir festes a > 0 die Funktion
f(ll) — J' c!21—2(112_a2)1~-2(al_aZ)l—-ldtx'
0

f ist eindeutig und holomorph in (C\R)u]—a, 4d[.
22_l l a o2 21-2 -2 2\ -1
f= = 2)'( Z&a) j'a W —a ) (a*—o?)" ' da.

dot
a®—a?

Sei g):=[a¥ 2(u?—a? "2 Dann  ist g@) = a® 2x
1]

x (ur—a?~? g (a*—a*)"'da+ Polynom in a und u, da a?~2(y%—a?) "2

—a¥ 24> -a%)'"? durch a®—a? teilbar ist.

_[(a —a?) lda = —log atu
2a a-u
Somit ist
22—! 1 a 1-2 a21—3 a+u
= - 2__ ,2)i-2 i
S (- 2)’( aaa) [ 2 W —a) loga—u+
+ Polynom in a und u {.
W 0 | a+tu _ 2u . .
egen Ep 0g panp el S sicht man durch Induktion, dass
21" a+uf 120
2A-3(,2_ 2\~2
f) = o ( aaa> [a*? (= a}"*]+P(a,u),

wobei P(a,u) ein Polynom in a und u ist. Offenbar ist f ungerade in u
und gerade in a = P(a,u) = uQ(a? u?®), Q Polynom.

c) Fiir e) beweisen wir noch: f hat eine (4/—5)-fache Nullstelle in
u=0;

e
lim 55_4, = 1 5-41 20=2(,2 W 2\=2¢,2 __ 2\1-1
lim 1 (€) Llr% £ ga (¥ —a?)"2(@*—a?)! 'da

= (Substitution a = & ﬁ)
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1

1
5‘11‘{% E la‘)‘82!—-2},1—1/2621—4(1_Y)I—Z(az_szy)l—lsd.y

2-21

B(I+1/2,1-1).

d) Wir beweisen nun die Aussage 1) des Satzes: Wenn man in b) g =/
und u = /1> —r*/a? einsetzt, ergibt sich aus a):
21! t+./t2~r¥ja}

log .
(=28 "¢ /2—r¥Ya?

Ej =2(0-YcY(t—r/a)a}'™*

=2
(_% %) [t21—3 (uz_ tz)i— z]
_ 1
SR =212 I (1-1/2)

2 -2
X(—%%) [tZI 3(“ )l 2]

u2=12—r /nj

Y (t—r/a) arch ('—‘r") x

+F.
2

] =ﬂ}l =r

Dabei ist F, = Y (t—r/a;) \/a? t* —r* x Polynom in ¢* und r2. Nach Kap. I,
Korollar zu Satz 6 ist E; homogen vom Grad 2/—3 = F; homogen vom
Grad 2/—3 = das Polynom in ¢> und r? ist homogen vom Grad 2/—4
in t und r,

e) Beweis der Aussage 2) des Satzes; f (u) aus b) hat eine (4/—S5)-fache
Nullstelle in u =0, dh. wenn wir a=1t# 0 in E; [festhalten und
uns u =0< r =ga;t nihern, so verschwindet E_; so wie u*" =
= (2=r/a})* 37 x |r—q,1|%~%2, gleichmdssig fir r und ¢ in kompakten
Mengen (ausserhalb von 0) Folglich ist Ej an der Fliche r = a;t,t # 0
(2! —3)-mal stetig differenzierbar.

Bemerkungen. 1) Durch die Aussage 2) des Satzes ist Fy; festgelegt.
In Beispiel 7 berechnen wir damit E;, fir | = 2.

2) Da Ej; homogen von der Ordnung 2/—3 ist, kann es in O nur
(21—4)ymal stetig differenzierbar sein.

3)- In Beispiel 8 wird in #hnlicher Weise wie in Satz 5 die Fundamental-
lbsung eines Produktes von Operatoren des Typs 02 —A4,— 82 bestimmt.

§ 5. Beispiele
1. BEISPIEL (Hier soll die Motivation aus § 1 erldutert werden).
E = K0 (\/Zr Ko(\/l; 1) ist eine Fundamentallisung von

2n (b
(4;—a)(4,-Db) fur a#b>0.
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Beweis. a) Wir vollziechen die formalen Uberlegungen in § 1 mit P = 2,
Q0 = —1 nach. Wegen (P+10Q) (i) = —|&*>~A # 0 fiir 1 > 0 treten bei der
Division keine Probleme auf. Wir erhalten also:

b
E=(n) ' (b—a ' F [(-]¢P-2)2dA
=@n 7 (b-a)! [[dle™ f(—|§|2—z)-2d,1

b b
= (Fubini) 2n)~*(b—a)~* [ F71 (- [¢>~2)"2dA = (b—a)~' [ E; dA,
wobei E; := (2r) ' F~!(—|¢§*—2)"? eine Fundamentallssung von (4,— 1)
ist. Offenbar ist E, die enzige Fundamentallgsung von (4, —2)* in §".

b) Nach [0 2], Op. 12 ist fiir > 0: —— =K, (\/Ar) € & eine Funda-
4n \/I

mentalldsung von (4,—A)?* = E; = K, (ﬁ r). Somit ergibt sich:

r
4n ﬁ
b
=(b—a)"!| r \/_ d2  (Integration in D'!).

n4n\/}:

Wegen \/LZ K, (ﬁ re L, ([a, b] x R?) ist nach Kap. I, Satz 1 , punktweise”

Integration erlaubt =
b

E=(b-a)?
1 \Fr

= =) K@% = 2(b (Ko (/an—Ko(/b7).

Bemerkung. Dieses Beispiel dient nur zur Illustration der Methode
(in einem der wenigen Fille, wo nach Fouriertransformation Division méglich
ist). Fiir einen beliebigen Differentialoperator (mit konstanten Koeffizienten)
gilt ndmlich:

Wenn E; eine Fundamentallésung von P(8)— A ist, so ist 17_1—( —E)

1(\/1 r)di = (Substitution u = r./2)

eine Fundamentalldsung von (P(d)—a)(P()—b) fiir a # b. (Das sicht man
durch direkte Differentiation.) Mit Hilfe von [0 2], Op. 7 kann man somit
das obige Ergebnis kontrollieren und auf a # be C\{0} verallgemeinern.

2. BeispieL. Eine Fundamentallosung des elliptischen Operators (0,+
+2id,)*, Ae R\{0}, ist nach [0 2], Op. 3:
sig(A) x-— Aiy A sig (4) sig (A) x
Wil +42) y—Adix  2n(1+A%) 2mi(y—Aix)’

a =
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1
Jedoch: ! __[1 E;dA ist keine Fundamentallésung von (d,+1d,)(0,—id,) = 4,.

Beweis. a) Wir zeigen zunichst, dass

ﬁ’%ﬁ%eﬁmq—l,lmﬂ

1
ist und verwenden dann Satz 1, Kap. I zur Berechnung von | E;di.
-1
K sei ein kompakter Teil von R% Dann ist:
1 1 1
[ [ |——=ldiaxdy=1{[ |
X

di
k1] y— K21 /y2+a2x?

=(mm[G4lsz®=jl4o('”+V”*” )
x [xI x| 4/ x% + 2

1 1
= (Polarkoordinaten) = { icos ol log < 0 i :Zzz ZD dedr

dxdy

Mo 1+4co L
< Konstante - | log( + oS (p) de = (Substitution t = cos @)
0 COS @ 1—cos ¢

1 dt 1+t
= Konstante - j'log( +t)——— < o, dalog <—+~> ~ 2t beit =0,

1—t /1—12 1-—¢

b) Nach a) konnen wir punktweise integrieren:

x (L da 0
! | E,dl = Konstante +-—
! _Il . onstante+— !(j' e _jly—llx)

1 —ix 1
= Konstante+i_(-,—logy Dc+,—Iog y. )
4ri\ ix y ix T y+ix

1 1
= Konstante+— log r — — .
nstante+ - log r—5-log |yl

Das ist keine Fundamentallésung von 4,.

Bemerkungen. 1) In Kapitel III wird die Parameterformel fiir elliptische
Operatoren untersucht. Dort werden wir sehen, warum die Parameterin-
tegration im obigen Fall nicht zum Ziel fiihrt.

2) Man beachte, dass [—1, 1] - D’: A E; zwar nicht stetig in 0 ist,

. .. . N 1 1
dort aber links- und rechtsseitig stetig (mit 1_m(1] E;, = irx®up—+
i i y

+i>0

x . . . . . .
+5 sig x ® 4,) und daher integrierbar ist (was wir oben auch schon beweisen
haben).
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3) Natiirlich ist E; nicht eindeutig als Fundamentalldsung von (¢,+
+i10, )2 Zwei Fundamentallosungen in §' unterscheiden sich aber fiir 4 # 0
nur um ein Polynom (vgl. Bsp. 5 in Kap. I) Nach Satz 2 erglbt sich bei
Verwendung anderer Fundamentalldsungen E (solange A E; zummdest

integrierbar und gr (E; — — E;) beschrinkt ist): _[ E;dl = — log r—— log ly]+

+ Polynom. Dies ist ebenfalls keine Fundamentallosung von Az. Unsere
Rechnung ldsst sich also fir E; € §' nicht korrigieren.

3. Beispier (Zur Illustration von Satz 1). Es sei a + b = 0. Die Fundamen-
tallosung E von (8} —a® 4;) (62— b* 4;3) mit Trdger im Halbraum ist

] 1

(Dabei ist Egq) = O zu setzen.

Beweis. a) Nach Bemerkung 1 zu Satz 1 miissen wir nur die Hyperboli-
zitit von 02—Ad, fiir 1 > 0 nachpriifen, um Satz 1 verwenden zu konnen.
P(t, x) = 2-r2

i) Pon (1,00 =1 # 0,

i) P(it—s, ix) = —t>=2its+5*+Ar* =0<ts =0 und (%= s244r
Das ist fiir s < s, = 0 nicht erfiillt.

b) Die Fundamentallosung zu (32 —A45)* ist nach Kap. I, Bsp. 4: E;
= (1/8m)A™32 Y (t—r// D).

b2

E = (b*-a*"! | E,dA wird dann nach Bsp. 3 in Kap. I bestimmt.
a2
Bemerkung. Dieses Beispiel ist sozusagen eine Voriibung fiir den weit
allgemeineren Satz 4.

4. BEISPIEL. E = } Y(t—|x]) e D'(R?) ist die Fundamentallosung von 02—
—32 mit Triger im Halbraum.

Beweis. a) 82—82 = (8,—0,)(0,+0,); 6,4+ 40, ist hyperbolisch fiir A€ R.
Wenn also E; die Fundamentallsung von (4, + 19,)* mit Triger im Halbraum

1
ist, so gilt E=} | E,di.
-1

b) Eine Fundamentallosung von 82 ist tY (£)®6,; (6, +40)* = 0?0 A
mit A(t, x) = (t+Ax,x). Nach Kap. I, Satz 4 ist die Fundamentallo-
sung E; von (,+10,)* E; =tY()® 0,047 1; es sei peD; (¢, E;

= (PO AT, tY()®5,> = (p(t, U+x),tY () ®6,) = j to(t, A)dte.

. 1
E; ist also ein Mass mit Triger auf der Geraden x = At,E =} j' E;dA

kann nicht punktweise integriert werden.



1. Parameterintegration bei hyperbolischen Operatoren 27

c) Es sei o € D;
{p, E)

S RCHATY

1 0
=% [ dA g to(t, Atydr

-1

b]de | ple.x)dx = o3 V(= ).

Wir erhalten: E = 1 Y (t—|x|).

Bemerkung. Die Fundamentallosung der Wellengleichung ist natiirlich
schon seit langem bekannt. Dieses Beispiel diente der Demonstration einer
Situation, in der [ E;d2 nicht punktweise berechnet werden kann.

5. BEISPIEL. Es seien |2 2,ay,...,a; 2 0 paarweise verschieden. Die
!

Fundamentallosung von [] (62 —A4,—a}0%) mit Triger im Halbraum ist E
i=1

!
= j; J;Ij (@} —al)~' E;,, wobei

1
E ., =
D 4@i—yn =2
mit 0* = x* +)2.
Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 4 vor.
a) (02 —45) hat die Fundamentalldsung c(t*—r3)'"2Y(—r) mit c

L TSI TT D YE )
b) (82— A4,—A82) hat die Fundamentalldsung

E;, = A~ 12 (12— g* = 2/AY "2 Y (1= /? +22/A)

nach Satz 4, Kap. L
c) lg(d, £, %) 1= |E, (1, x)] < cA™ 2112 — 0?2 € Li,. ([0, oo[ x R).
Satz 3 ergibt somit E wie oben mit '

pr

J
Ey =(-1c [ A7V2(?~0* =22 "2 Y (1 - /o> +2%/) (a} - 2} ~2dA
? :

Y(t— /o> +2%/a}) (a /12— >~ |z P13

2
%
= ([__l)c Y(r— /gz+zz/ajz) ) i[ , /1_”3/2((tz—-gz)l—zz)'—z(a}—i)'"zdl
z2/(t% —e%)

= (Substitution a2 = A(t2~¢?) = 2(I-D e Y(t—/@* +2%/af) (*—@*) ™' x
ap™¥t<—g
x ! f ot~ 2 (02— 22~ 2 (aF (12 — p¥) — ) "2 da.
2
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d) Wir betrachten fiir a # 0:
f(u) .”alt 21(a ___aZ)l Z(u Z)I—Zda'

Wie beim Beweis von Satz 4 sieht man, dass
i) f ein Polynom vom Grad 2/-3 ist,
ii) f bei u = a eine (2!—3)}fache Nullstelle hat mit

=2
2i=3)"

ling & f (a+e) = 2%
8—

Somit ist f(u) = (u—a)?" 32274 (1-2)1?/(2/-3)!. Wenn man hier a = ||
und u = a;\/1*—¢? einsetzt, erhilt man aus c) die Behauptung.

6. BewsPiEL. Die Fundamentallbsung von (62 —a? 4,) (82 — a2 4,)* mit Triger
im Halbraum ist E = F+G mit
, Y(t— r/al)
24na, r

—— (1 t—r)?

F = (a}—-a})?
und

= (a—a)! ———(‘ il

(3t(ayt—r)~(a3~at)”'a; ' Bai—a}) (a,t~r)’).

Beweis. a) Wir setzen E = lim E(a,, a,, a;), wobei E(a,, a,, a;) die

03-'02
3
Fundamentalldsung von [] (a,l—a}A 4) ist. Klarerweise ist E, falls der Limes
J=1

in D' existiert, die Fundamentallosung von (82 —a?4,) (32 —a24,)~.

3
E(ay,a,, aj) Z [I (@ -ad) Ey = 121 E

J=1k#j
. . 1
Nach Satz 4 ist dabei Ej, = m Y(t—r/a;) (a;t—r).
b) Offenbar ist F = lim E,,. Wir zeigen noch:

a3—ay

G = 13im (Egy+Es),
a .—*ﬂz

a}) ™' Y(t—r/ay)
24nayr

2
;imz (Eay+Eas) = lim (a3—ad)! (wa (ast—r)*—
az—a na-’ﬂz

_(a}=ad)! Y(=1/a) (azr—r)3)

24na,r
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487‘“2' da, (( —a})~ta; ' Y(t—r/a)) (azt—1)%).

Die Ableitung ist dabei im Sinn distributionswertiger Funktionen (vgl. § 2,
Kap. I) vorzunehmen. Eine einfache Produktregel ergibt:

ajz—az

=48m12r(Y(t—r/a;,_)(azt—r)3 d (a3 —ad)~taz )+

+(a3—a}) 'a "1—(Y(t—r/az)(a2t—r)3)>.
a;
c) Es sei peD.

<¢,d—:;(Y(t—r/a2) (azt—-r)3)>

=—f[dx j'o @(t,x)(ayt—r)Pdt = | dx j @(t, x)- 3t (ayt—r)2de
da, rlay rlas

= t—l(Y(t—r/az) (ayt—7)%) = 3tY (t—r/ay) (agt—r).
da,

Dabher ist

E
a;l-En B+ E) = 48ma,r

+(@—al) "} (~2-a7*(a}~aD) (a:t~1)) = G.

Y(t—r/ay) ((a%—a})‘ Laz'3t(ayt—1)%+

Bemerkung Dieses Resultat wird (bis auf eine, offenbar falsche,
Konstante) auch in [P 1] angegeben. Die Berechnung erfolgt dort allerdings
mit weit komplizierteren Mitteln (Radontransformation).

7. BEISPIEL. Mit den Bezeichnungen aus Paragraph 4 gilt fir n = | = 2:
1 t
E; = 7 Y(t—r/a) <t arch %—,/tz—r"/a}).
Beweis. Nach Satz 5 ist
! _ ta, = 2.2_ .2 _
EU) = Zt_ Yt r/aj) arch "r—'+F(j), F(J) =c/ast—reY(t r/a,-),

ceR und E, ist einmal stetig differenzierbar entlang von t = r/a;, t # 0.
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I fa ta ta?
2n P Jair— \/a ey
Damit 0E;,/dt stetig ist, mussen wir ¢ = —a;! wihlen. Damit erhilt man

das obige Ergebnis.

Bemerkung. Die gefundene Fundamentalidsung stimmt mit [0 2], Op. 64
liberein.

8. BeisPiEL. Es seien | > 2, a, ..., a; paarweise verschieden, ¢* = x*+y?.

Die Fundamentallosung von H {07 —a} 4,—02) mir Trager im Halbraum ist
j_

= Z H (aj—ak)_lE(j), wobei gilt:

J=1 k%)

-2 .
1) By = n~ 12272 Y (1~ /0*/a} +2%) Z m!=2(l—2—m)!"2 x

2" (@ (2 —z2) "> " log(a, /12 ~2 /o) +Fyy, Fip = Y(t—,/ 2/ +22) mal
ein homogenes, schiefsymmetrisches Polynom in g% und t>—z% vom Grad 2{—4
in x und t.
2) Ausserhalb von O ist Ey, (21—4)-mal stetig differenzierbar.
Beweis. Wir gehen wie beim Beweis von Satz 5 vor.
a) Wie im 5. Beispiel ergibt sich

aj\/lz-z2

Eg=2(0-DcY(@—/d*/a}+2*) 232 (g — g2Y 2 x

Q
x (a2 (£ —z?)—a?)” % du
mit ¢ = 721 A=) (I=2)1 1,
b) Wir betrachten die Funktion

fla,u) = [a> (o —a?) "2 (0" — o) " dot.

S ist eindeutig und holomorph fiir a,u € C\]— o0, 0]. Der Integrand von fist

au)?i—4 P . -2

(oﬁ%-'- et mit P = MZO (- 2) gimy2i=4-2m,
Somit ist f = P log(u/a) < Polynom Q in a® und u® Wegen [ (a, u) = —f (4, a)
ist Q schiefsymmetrisch. Wie im Reweis von Satz 4 zeigt man, dass [ in
u = a eine (2/—3)-fache Nullstelle hat.

c) Die Aussage des Beispiels ergibt sich durch Einsetzen von

u=a;/t*—-za=op.
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Bemerkung Fiir [ =2 ist 0 = 0 (Schielsymmetrie!) und daher

1
Ej=— Y(r—\/e Ja} +22) log (a; /12 —2%/).

Dieses Ergébnis wurde in anderer Form auch in [B 4] angegeben.

)|



IIl. Elliptische Operatoren

§ 1. Die Hormandersche Treppe

In Kap. II, § 2 wurde eine explizite Formel fiir eine Fundamental-
Iosung E eines hyperbolischen Differentialoperators P(d) angegeben, ndmlich:

{p(—t, —x), E) = (2n)~tn+ 12 IM

ddx £ D.
Pli—s, ix) &* W @€

Das Verfahren zur Ermittlung einer Losung von P(0)E = 6 bestand dort
also in der L6sung des nach Fouriertransformation auftretenden Divisions-
problems P (it, ix) FE = (2n)~®*!2 durch ,Ausweichen ins Komplexe”. Dies
ist notwendig, da P(it,ix)"! im allgemeinen nicht in L', liegt. Ein Zhnlicher
Prozess funktioniert bei jeder partiellen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten. Wir benétigen dazu folgende ’

DEFINITION. 1) P(x) sei ein nichtkonstantes Polynom in n Unbestimmten.
Eine messbare Abbildung s(x;,...,x,): R""! = R heisst Hormandersche
Treppe von P, wenn

i) s beschridnkt ist und

i) |P(ixg =5 (x5 o0, Xp), X3, .0, Bx,)| 2 € > 0 fiir alle xe R" und eine
von x unabhidngige Konstante C > 0,

2) Wenn P, eine von A € A abhingende Familie nichtkonstanter Polyno-
me ist, so heisse s eine gemeinsame Hormandersche Treppe fiir P;, A € A, wenn

i) s fiir jedes A € 4 eine Hormandersche Treppe von P; ist und

ii) die Konstante C in 1) von A unabhingig gewdhlt werden kann.

Bemerkungen. 1) In [S 3], Abschnitt 3.2.4, wird gezeigt, dass fiir jedes
Polynom P in Normalform (dh. P = ax(+Q; (xg,..., %) xXF '+ ...
wee +Qm (%3, ..., X,), wobeim > 1, 0 # ae C, gr P = m) eine Hérmandersche
Treppe existiert.

2) Wenn P () hyperbolisch ist, so kann man eine konstante Horman-
dersche Treppe s < s, wihlen.

3) Wenn s eine Hormandersche Treppe von P und Q ist, so ist es
auch die Hérmandersche Treppe von P- Q.

s sei nun eine Hormandersche Treppe von P(x). Wir definieren eine
Distribution E durch

(p(=x), By = (yne jEOLAF B, o 5 X3, 0, 1)

Plixy—$(Xa, ., Xa), iXg, ..y i%,) ax.
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Wie in [S 3], 3.2.3. gezeigt wird, ist E eine Fundamentallésung von P(d).
E wird die zu s gehorige Fundamentallosung genannt.

Bemerkungen. 1) Fiir hyperbolische Differentialoperatoren (beziiglich
= x,) erhalten wir mit einer konstanten Treppe die eindeutige Fundamental-
16sung mit Trager im Halbraum (vgl. Kap. II, § 2).

2) Fiir elliptische Differentialoperatoren hédngt die so konstruierte Funda-
mentalldsung ia. von der Wahl von s ab und liegt schon in einfachsten
Fillen nicht mehr in §' (siche Beispiel 1 unten: P(d) = 4;).

3) Das Problem der Existenz von Fundamentallésungen in D’ (nicht
jedoch in §'1) ist damit geldst. (Jedes Polynom ldsst sich durch eine Rotation
auf Normalform bringen.) Dieser Existenzbeweis stammt aus [H 5]. Eine
Losung des Existenzproblems mit Kurvenintegralen wird in [H 4], Th. 3.1.2,
gegeben.

Satz 1. I' sei ein kompakter, rektifizierbarer Weg in C,P,(8) sei ecin
linear von A € I' abhiingender Differentialoperator. Es existiere eine gemeinsame
Hormandersche Treppe s von P;,Ael'. Es seien 1= 2, ag,...,q€T,
a,, ..., a; paarweise verschieden. E; sei die zu s gehbrige Fundamentalltsuny
von P;(8). Dann ist

iy ' = D': A~ E, stetig

1 e
ii) E:= (I—1) Z [1(a;—a)™" [ E;(a;—AY~2dA die zu s gehirige Funda-
=1 k#} ag

l
mentallosung von H

Der Beweis 1st analog jenem von Satz 1 in Kapitel IL

Bemerkungen. 1) Satz 3 in Kap. II erhalten wir nun als Spezialfall
dieses Satzes. Die Bedingung inf {s,(4): 1 € [a, b]} > —oco garantiert gerade
die Existenz einer gemeinsamen (konstanten) Hérmanderschen Treppe fiir P;.

2) Satz 1 ist im wesentlichen nur im hyperbolischen Fall fiir konkrete
Rechnungen geeignet, da ansonsten die Fundamentalldsungen E; i.a. nicht
bekannt sind (siehe 1. Beispiel). In § 2 wird der wichtige Fall homogener,
elliptischer Operatoren eingehender untersucht.

3) Im 2. Beispiel wird gezeigt, dass fiir P,(0) = d,+iAd,,Ae[—1,1],
keine gemeinsame Hormandersche Treppe existiert. Dies erklirt (heuristisch),
warum die Parameterintegration zur Gewinnung von Fundamentalldsungen
bei diesen Operatoren versagt (siehe Kap. II, 2. Bsp.).

§ 2. Homogene elliptische Operatoren
Ein homogener Operator P(a) heisst elliptisch, wenn P (x)#0fir x*#0

(siche [H 4], Def. 3.32.). Pf )ES’ wird dann wie in [B 1] (1.2), (L3)
(ix

(zu korrigieren), (1.4), (1.5) deﬁnlert.

3 — Dissertationes Mathematicae 230
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Satz 2. P(0) sei homogen, vom Grad m und elliptisch.

 — -nf2 p~1 1
E:= (2n)"™*F (PfP(ix)>'
Dann gilt:
i) E ist eine Fundamentallosung von P(9),
i) (1412 m-n*D2E e B
iii) Ee D’ ist durch i) und ii) bis auf ein Polynom vom Grad m-—n
eindeutig bestimmt.
Beweis. i)

— =nj2 -1 L
P(®)E = 2r)y "*P(O)F (PfP(ix)>
= (2n)-"/2F'1<P(ix)Pf<L,)) = (2n)""2F~11 = §.
P (ix)

ii) In [B1], Th. 2 und Th. 3 wird gezeigt, dass E entweder homogen
von der Ordnung m-—n ist und C® in R"\ {0} oder aber E = Q,(x)+
+Q,(x)logr, wobei @, C* in R\{0} homogen von der Ordnung m-—n
sind. Daraus folgt die Behauptung in ii).

iii) Siehe Beweis von Beispiel 5 in Kap. L.

Satz 3. 1) I' sei ein kompakter, rektifizierbarer Weg in C; P;,Ael,
seien homogen, vom Grad m, elliptisch und linear von A abhidngig; a,, a,, ...
woqel, 1 =2 2,a4,...,4 paarweise verschieden.

2) E, sei eine Fundamentallbsung von P,(0) mit (1+r)~Um—n+li2
EB und I - D': A E, sei stetig.

! aj
BEHAUPTUNG. E:=(I-1) Y [] (aj—ap™! [ Ei(a;—2)~*dA ist eine Fun-
=1 k#j ag
!
damentallosung von [] P,,(9).
j=1

1. Beweis. a) Wir zeigen zunichst:

36 > 0: Ve e]0,8]: &= Y(e2—xi— .. —x2)

ist eine gemeinsame Hormandersche Treppe von P;, Ae I (vgl. [H 5]).

) P; ist elliptisch, hingt stetig von Ael ab I ist kompakt = Ve > 0:
3Cy(e): VxeR" mit r 2 e: VAel: |P;(x) = Cy(e).

) P;(x1,0,...,0) = ;- xP,a; # 0, da P; elliptisch = min {les|: AeT}
>0=3R:Vx mit x> R, x3+... +x2 < 1:VAiel: [P,(x1+i,X2,...
o Xa) 2 1. .

¥) 36>0: 3C, >0: Vx mit x}+ ... +x2 <&6: YAel: |P;(x;+i,x3,...
v X)) 2 Cs.
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Denn: Wenn es so ein § nicht gdbe, so konnten wir fiir 0 < § < 1
ein x(8) mit x,(6)*+ ... +x,(6)> < 6 und ein A(8)el’ wihlen, sodass
|Picy (%1 (8)+1, X5(8), ..., X, (8))] < 6.

Nach f) ist |x, ()] < R. 8§,k =1,2,..., sei eine Nullfolge, (4, x) ein
Hiufungspunkt der Folge (A(5),x(5,)). Dann ist x, = ...= x, =0 und
Pi(x;+i,X3,..., %) = 0= a; - (x,+1)" = 0. Das ist ein Widerspruch.

) Wir withlen 4 und C, () wie in y) und fiir £€]0, 8] sei C, := min {Cy (¢),
C,(6)}. Damit gilt:

Vee]0,6]: VAeTl: VxeR": ]P,-L(x1+iY(e:2—x§— o =X2), Xz, e X,)| = C
s := Y(e2—x2— ... —x?) ist somit eine gemeinsame Hormandersche Treppe
von P;.

b) Fiir e€]0,d] sei Ej die zu s* gehGrige Fundamentallgsung von
P;(0). E}:= E,. Fiir peD und ¢ > 0 ist dann

{o(—x), E

=(2n)‘"’2<x [ Fe® Fo(xy+i, Xp, ..., X,) dx)_

. l - . )
24, ba2ne? P, (ix) T D Pi(ix,—1,ixy,..., ix,)

Fiir gewisse ¢, die im folgenden ndher betrachtet werden, kann der Gren-
ziibergang & — 0 durchgefiihrt werden. Sei nimlich ¢ € D mit [x* @ dx = 0
fiir |a| € Im—n. Dann ist Fo(ix) = O("™ "*!) bei x = 0 und daher

Fo(x)

P, () dx = (@(—x), Ep).

lim <@ (—x), B> = (207" |
Die letzte Gleichung gilt dabei nach Satz 2.
Man beachte, dass ling E5 im allgemeinen in D' nicht existiert.

c) Wir wihlen fiir jeden Multiindex ¢ mit |¢| < /m—n ein ¢, € D so,
dass | xf @,dx = &, fiir |ol, |B| < Im—n. Fiir e [0, 6] sei

Gii=E+ ) X E>—<pa, ED).

l2|Sim=n
Dann gilt wegen a) l_ir% G: = E; = G?. Die Abbildung g¢: I'x[0,6] = D'r

(A, &) b G% ist ausserdem nach Bedingung 2) und Satz 1 partiell stetig fiir
festgehaltenes &.

d) Wir nehmen vorerst als bewiesen an, dass g (in beiden Variablen)
stetig ist und zeigen damit die Behauptung des Satzes.

1 ay
E':=(-1) Y [] (g—a)~* [ Eilq;—1)~2dA
J ag

=1 k#*j
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1
ist nach Satz 1 eine Fundamentallésung von [] P,,j(a). Nach Kap. I, Satz 2,
Jj=1
ist
! ay
6= (-1 ¥ I] (ay—a)~" | Gi(aj—Ay~2dA = E*+P*,
=1 k#j ag
wobei P° ein Polynom vom Grad < Im—n ist. Daher ist G* ebenfalls eine
Fundamentalldsung von H P,;

Jj=1
Aufgrund der Stetigkeit von g ist

hm G =(I-1) Z H(a —a)” j'llmG (gj—A)~2%dA = E.
1
Damit ist auch E eine Fundamentallésung von [] P, ;(0).
Jj=1 ’
¢) Wir miissen nun noch die Stetigkeit von ¢ zeigen.
o stetig<= Vo eD: g,: I'x[0,8] = C: (4,8 > {¢p, G}) stetig.

Dafiir sind ausreichend:

i) Vie| € Im—n: g,, ist stetig

i) VoeD mit [ x*@dx = 0 fiir o] < Im—n: g, ist stetig.

Wegen gy, (4, &) = {@.. G5> = {¢,, E;> und der Stetlgkext von E; ist
nur mehr ii) zu zeigen.

f) Beweis von ii):

Es sei o e D mit [x*pdx = 0 fur |« < Im—n= {p, G5) = (@, E)
= (21[)_"/2(' J' F‘P(x) d Fq’(xl-'.l’ x2" ’xn) )

K PREY] 3 T
24 va2s 2 Pa(ix) 2t rx2ee Palx =1, 0xs, .., ix o

Da |P,(ix;—1, ixy, ..., ix,)| = C} fiir x3+ ... +x2 < ¢ < §%, ist das zweite
Integral nach dem Satz von Lebesgue in (1, &) stetig. Wir haben noch die
Stetigkeit des Integrals
Fo() ,
x2+..tx2>e? P’-(lx)l

in ¢ und 1 zu zeigen. Dazu miissen wir eine von ¢ und 1 unabhingige
L'-Majorante des Integranden angeben.

Die Abbildung o: I'x{xeR": |x| = 1} - J0, oo[: (4, x) > |P, (ix)| ist
stetig und hat daher ein Minimum ¢ > 0.
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Aus der Homogenitit von P; folgt |P,(ix)'| = ¢'™ fiir AeT, xeR"
|Fep ()]
im

Es geniigt daher, die Integrierbarkeit von . nachzuweisen. Diese folgt
aus FpeS und Fo(x) = O(#™ "*!) bei x = 0.
Damit ist Satz 3 bewiesen.
2. Beweis. a) Nach Satz 2 ist FE; = (2n)”

|
P;.(i-“)l
es sei ¢ e D mit

supp ¢ < R"{0} = <¢, FE)

= (I-1) Z I1 (a;—ay~* j'((p,FE;,) (a;—2)~2dA

J=1k#j
_(Zﬂ)_nIZ([ 1) Z H(aj_ak)_ P ( )I )l zd;.
= (Fubini) = @)™ [ o (x)dx(I- 1) Z [ @-a =220
¢ Py ap Pa(ix)

1

= (Satz 2, Kap. IT) = (20)™"2 [ o (x) [] P, (i9) ™" dx.

Daher ist
1
E = (2n)""2 Pf H P,j(ix)“l in  R™{0}.
j=1

!
b) T:= (2n) "2 F 1 (Pf [] P,,J.(ix)") ist nach Satz 2 Fundamentallésung
=1

!
von H P, (0). supp(F(E—T)) c |0} = E = T+Q, wobei Q ein Polynim ist.

Wenn wir noch zeigen, dass gr O < Im—n, so folgt die Aussage des Satzes.
grQ <Im—n<Yomit °¢p(0) =0 fir |¢| < Im—n: {¢,F(E-T)) =0.
Es sei also ¢ € D mit & ¢ (0) = 0 fiir |¢| < Im—n. Dann ist

(@, FE) = (21)~"2 (I~ 1); I a-a)"" H}f’f )),d (a— 1~ 2dJ.
Mit den Abschitzungen des 1. Beweises sicht man, dass der Satz von Fubini
wieder anwendbar ist. Wie oben ergibt sich damit (¢, FE) = {¢, FT),
womit alles gezeigt ist. _

Bemerkungen. 1) Den ersten, lingeren Beweis von Satz 3 habe ich
aufgenommen, da er mir eher verallgemeinerungsfihig erscheint als der zweite
Beweis, welcher wohl nur im elliptischen Fall anwendbar sein diirfte.

2) Im 3. Beispiel wird mit Satz 3. eine Fundamentallosung des Ope-
rators der orthotropen Platte berechnet.
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§ 3. Uneigentliche Parameterintegrale

(P+20) (), A€ R, sei ein Differentialoperator. Wir wollen eine Funda-
mentalldsung von P (8) Q(d) durch ein uneigentliches Parameterintegral darst-
ellen. Dazu sei auf jedes Intervall [0,b], b > 0, Satz 1 in Kap. II, Satz 1
oder Satz 3 aus diesem Kapitel anwendbar, E; sei die entsprechende Funda-
mentalldsung von (P+A0Q)* () fir A €[0, b].

Dann ist [E;dA eine Fundamentallssung von b~'P(P+bQ)(9) =
0

-4} b
= P(Q+P/b)(8). Wenn wir weiters voraussetzen, dass | E;dA := blim [ E;daA
e}

0
o

in D' existiert, so ist offenbar j E; dJ eine Fundamentallésung von P (d)- Q(0).
0
Diese Darstellung einer Fundamentalldsung von PQ(d) wird in [G 1] fir
n
die Operatoren P = 4,—k* Q = ) a} 8,31.——12, a;, k,le R, mit einer nur in
=1

diesem Spezialfall verwendbaren Methode hergeleitet. (In diesem Fall ist bei
unserer Ableitung fiir k2412 # 0 Satz 1 (mit s = 0) und fir k = [ = 0 Satz 3
zu verwenden,) In [T 1] werden die Operatoren P = —4,+8?+o,d,+a, und

n
Q= —jzl a} &2 j+8,2+ﬂ1 d,+ B, betrachtet. Die Darstellung einer Funda-

mentalldsung von PQ durch ein uneigentliches Parameterintegral wird dabei
mit Laplacetransformation aus der entsprechenden Darstellung in [G 1]
abgeleitet. (Wir erhalten diese Integraldarstellung direkt durch Anwendung
von Satz 1 aus Kap. IL)

Bemerkungen. 1) In allen mir bekannten Fillen ist die Berechnung
einer Fundamentalldsung einfacher mit endlichen (als mit uneigentlichen)
Parameterintegralen durchzufiihren. (Ich verfolge daher die obige Methode
nicht weiter) Um dies zu demonstrieren, wird im 4. Beispiel A4;x
x (a® 02 +a® 02+ 02) untersucht. Siehe dazu auch [G 1], p. 1140.

n

2) Eine explizite Darstellung einer Fundamentallosung von 4,( ). af 82)

istnur fiirn € 3 bekannt. Fiirn = 3 sieche [G 1], p. 1139, n = 2 ergibt sich nach
linearen Transformationen wie im 3. Beispiel (vgl. [0 2], Op. 27, 28). Aus Satz 3
erhilt man die folgende Integraldarstellung einer Fundamentallésung E von

n

4,y atdd)

1 n
E = J‘Ej,dl, wobei E;_ = H ('lal'2+1_)‘)_IIZH(XJ(AG}-}-I—,{)—”Z)
0

i=1

und H(x,,..., x,) =: H(x;) die in [02], Op. 11 angegebene Fundamentalls-
sung von A2 ist.
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§ 4. Homogene Differentialoperatoren in der Ebene

Ein homogener, linearer Differentialoperator in zwei Unbestimmten ldsst
sich immer in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen. Im folgenden sei
!

ohne Einschrinkung der Allgemeinheit P(8) = [] (0:+a;0,),a;€ C. Wir
j=1
setzen ausserdem voraus, dass ay,..., 4 paarweise verschieden sind.

Bereits im Jahre 1894 zeigte C. Somigliana, dass es eine Fundamental-
i

16sung der Form E = Z a;(y—a;x)'"? log (y—a;x) geben miisse (siehe

[S 4]). Somigliana betrachtete allerdings nur reelle elliptische Differential-
operatoren (d.h. a;e C' R, wobei die a; paarweise konjugiert sind) und
bestimmte die Koetfizienten o nicht cxplizit.

Wir werden nun die Koellizienten «;,j = 1, ..., ! mit Satz 3 bestimmen.
Dafiir setzen wir zunichst voraus, dass a,, ..., g, alle entweder in der oberen
oder der unteren Halbebene liegen. Dann ist Satz 3 anwendbar. (Was passieren
kann, wenn die g; in verschieden Halbebenen liegen, zeigt Bsp. 2 in Kap. II.)
Eine Fundamentallésung von (0,+49,) ist fir Ae C\R:
sig(Im ) x'~!
2mi(l—-1)! y—Ax

(Man verwende Satz 3’ in [01] und Op. 2 in [02] und nicht Op. 3
I

E1=

in [02].) Wir erhalten damit als Fundamentalldsung E von [] (6,+a;d,):
j=1

_ [ =1 Y(g—2)2
E = (l'—l) Z kl—I (a _ak) ISlg (Im a)2 x([_.]_)l J‘ (a.-,v__ix dﬂ"
& i dg

kv
wobei a4 € C, sig (Im a,) = sig (Im a,). ‘
(Dass wir punktweise integrieren konnen, wurde in Bsp. 2, Kap. II
gezeigt.)
xi—1 aj(aj_'l)’—z

Al = xI-2 }j(aj‘ A3 y—detayx— N
ag  Y—AX

y—ax

aj —_
=xI"2 | (@~ 3dA+(a;x—y)x'"? _f(—j—idl
ag ag _lx

Wenn wir so fortfahren, ergibt sich
“J a _ )I 2 aj di

d/l = P. +(ajx y)‘ 2). I—AX

ll
aq
y—ax

_ -2
= P;~(a;x—y) logy 2o’
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wobei P; ein Polynom in x,y vom Grad /-2 ist. Nach Abzug dieser Po-
lynome von E erhalten wir die Fundamentallbsung

E = =2y 2)' Z [ (a=a0™ £y,

=1 k¥j
wobei

J
E, = sig(Im a)) (a;x—y)' "> log _—y s
i

Da Y af [[@—a)™' =0 fiir m=0,1,2,...,1-2 (siche Kap. II, Satz 2,
i=1 k=]
Beweis c)), ist

1
Z (aj_ak)—l(ajx_y)l_leg (y—apx) =0,
i=1k#]
womit fiir einen Spezialfall Satz 4 abgeleitet ist:
SATZ 4. ay,...,a,€ C\R seien paarweise verschieden. Eine Fundamentallo-
]

sung von [] (8,+a;0,) ist dann
j=1

—1 ! -
= mi(—2)! ,-; L1 (@=a)™ Eq).
wobei Ej, = sig (Im a;) (a;x—y) > log (y —a;x) € L'y (R?). (Der Logarithmus
ist wie immer in C\]—o0,0] definiert!)

i
Beweis. Wir berechnen F:= [] (3,+4;0,)E.
J=1

a) (0, +a;8,) log (y~a;x) = —2nisig (Im a;) 6, ® Y (—y), da nach unserer
Definition des Logarithmus log (y—a;x) bei x = 0, y < O unstetig ist und
dort gilt:

li_l}g log (y—a;e) = log|y| F insig(Im a;). (Vgl. Kap. L, § 5, Bsp. 2)
tr>0
(Es konnte noch ein Term T e D’ mit supp T < {0} auftreten. Aus Ho-
mogenitétsgriinden ist aber T= 0.)
b)  (0:+a;0) E; = sig (Im a)) (4;x— y)'~ *(9,+a;0,) log (y—a; x)
= (- 1)1 2mid, ®y' Y (—y).

i
C) F = m]z ( H (aj—ak)_l(ax+aka)'))x

TS k#y

N x(=1)"12nis, ® y'~2 Y (—y)
— (_ ~ < -m-1
=T L, E X

!
x(8®y 1Y (-y) ¥ )y @Gy T (@j~a)™?.
k+j

ji=1 J‘G’kl ..... km[
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1

d) Es sei b= ) Gy @y wir missen Y by, [] (4;—q,)7!
Jtlkl ..... "m' i=1 k# )
fir m=0,...,]—1 berechnen.
i
Wenn a''':= 121 a;, a*:= _;k aja, etc. definiert wird, so ist b, =ea™—
= J
—aja™ " Vafa™ ¥~ . 4(—1)"q]. Nach Kap. II, Satz 2, Beweis c), ist

2 a [l (aj—a) ' =0 fir s<I-2.
i=1 k#j

Das ergibt

! 1
LatIl@-a™ = ¥ @-a)d* [[ @-ay™ = ...
J

e = H (a,—ak) H (a,—-ak)_l =1.
k#l k#1

Daher ist

i ]
Z bj,l—-l H (aj—ak)_l = Z ("l)l_laj'_l H (aj“ak)_l =(—1y"1L
=1 k#) =1 k#J
e) In der letzten Summe in c) bleibt also nur der Term mit m = [~1
iibrig:
(-1

-2
(Y IY (=) = —(-2)15, = F = 6.

&0 ®YTEY (=) (—1)

Damit ist alles gezeigt.

Bemerkungen. 1) Zum Beweis von Satz 4 wurde die Ableitung zu
Beginn des Paragraphen (mittels Satz 3) offenbar nicht bendtigt. Ohne diese
Ableitung kdme mir die Aussage des Satzes jedoch unmotiviert vor.

2) C. Somigliana verwendete cine andere Methode. Er zeigte, dass man
im Ansatz

!
E= 3 a(y—ax) %log(y—a;x)
j=1
die «; so bestimmen kann. dass E in R?\{0} beliebig oft differenzierbar
ist. Da P(6)E homogen von der Ordnung —2 ist, muss dann P()E = cd
gelten, ce C. Dass ¢ # 0, folgt aus der Elliptizitdit von P(d).
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3) Fiir | = 2 ergibt sich

= Srita,—a) (sig (Im a,) log (y—a, x)—sig (Im a,) log (y —a, x)).
Die in [02], Op. 15, angegebene Fundamentallosung folgt nach Trennung
in Real- und Imaginirteil.

4) Fiir reelle a; zeigt man durch Grenziibergang in D', dass statt
sig (Im a;) log (y—a; x) entweder log* (y—a; x) oder —log™ (y—a;x) verwendet
werden kann (siche Kap. I, § 5, Bsp. 2). Es ist natiirlich auch eine beliebige
konvexe Kombination der beiden Terme zuldssig. Am giinstigsten ist meistens
1 (log* —log™). Das fiihrt auf E;;) = —in(a;x—y) 2 Y (a;x—y) sig x.

Im 5. Beispiel wird damit eine Fundamentalldsung von 82+ 82 berechnet.

S) Im 6. Beispiel wird mit Satz 4 gezeigt, dass sich f (1) =log()—Aix)
in kein die obere Halbebene umfassendes Gebiet analytisch flortsetzen lasst
(siche Bsp. 1 im Kap. I).

§ 5. Beispiele
1. BEiSPIEL. 1) §*:= Y (e2—y?—22) ist fiir 0 < & < 1 eine Hormandersche

Treppe von Ay = F2+382+02.
2) Die zugehorige Fundamentallosung ist

= 1 1 —tx 2 2
E = m-i-ﬁ(“;e Jolt /y*+2%)dt.

Beweis. a) P = r?; fir y*+22 > £ ist

|P(ix—s%, iy, iz)) =12 2 2 >0
und fiir y?+2% < g2 ist

|Plix—s, iy, iz)| = |(ix—1)? +(iy)?+(iz)?] = SrF—1)2+4x2

JA+r2 =4+ 2%) > J1+y*+ 27 —4(2 + 22)
=1-p>~z2 > 1-¢* > 0.

Somit ist s* eine H6rmandersche Treppe von 4.
b) Es sei ¢ € D; ¢*:= y* +z%;

Fo(x+is', y, 2)

b) 3/2 —_ —y, — =
2n)**{p(—x, -y, —2), E) J‘”P(ix—s':,iy,iz)

dxdydz

Fo(x+i,y, z)
2

F
=—f] j#dxdydz+j dydz| dx.

o>t o<t (lx—l)"—g
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Es sei y,z mit ¢% < ¢&? fest, f(u):= —(_P% f hat einen einfachen Pol
' iFo (o, v, _
in u = ip mit Residuum l__t/l;@g_y—z) Daher ist
0 F¢(x+i,y,2) i+m > ] .
Ty = = -
_j'm =T =g X {_]'JO f W) du _jm J (W)du—2mi §=ei§f(u)

= —_I (Fo/r*)dx+(n/o)Fo(ig, y, 2)
nach dem Residuensatz. Somit ist

() @Ue(=x,~y, =2, B = ~ [[[ "L drdyde+

. Folio, y.Z) ,
‘Lj—— az.

—{[[(Fo/rM)dxdydz = (Fo, —1/r*) =, F(~1/i*)). T:=F(—1/r%)
erfillt ~r?F~'T=1,4T= (2n)**§; (2n)"¥* T ist also eine Fundamental-
lésung von A4;. Ausserdem ist T e F(I! +1?)  Co+I? = B'. Nach Beispiel 5
aus Kapitel I folgt 2n)~3*T = —1/4nr. Das erste Integral in (+) ist also
2n)** L, —1/dnr) = (2n)*? {p(~x, —y, —2), —1/4nr).

d) Wir berechnen nun

F .71
~ ] rp(zQyZ)dydz
e

<t

F,, bezeichne die Fouriertransformation einer Distribution T (y, z) € §'(R?).
X € L'oc (R?) sei durch

1 firp<e,
Xy, 2) = {0 fiir o > ¢

definiert.

I= (8“)-”2”# dydz [ [ [ @(x, v, w)e™™ =™ dx dy dw

= (Fubini) = i\/ﬁ fadx[{x(v.2)0"* e®F0(x,y, 2)dydz

=1./2n [{o(x,y,2), F, (07" %)) dx.
Nach [D 1], S. 203, ist

Fyz(lﬁg—lem) = ‘];Jo(gt)e"dt.
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Somit:

I= /2 <p(x, y,2), [ € Tole)dt)

e

0P Cp(=x, ~y=2), 1~ [ e~ a ).

e) Aus c) und d) folgt
(2R)3/2 <(P(_x, =Y _Z)s E) = (27[)3/2 <¢(_'x1 _y_Z), —1/4TU‘+

+(1/4m) (j; e™™J, (ot)dt)

und damit die Behauptung in 2).

Bemerkung. Offenbar ist E ¢ §'. Dass E eine Fundamentallosung von 4,
ist, folgt auch aus d;(e™*Jo(t /y*+2%)) = O fiir alle r in R, was man leicht
nachrechnet.

2. BEtsPIEL. Es existiert keine gemeinsame Hormandersche Treppe zu
P;(0) = d,+i4d,,Ae[—-1,1].

Beweis. P, = x+ily. Annahme: s(y) ist eine gemeinsame Hormandersche
Treppe zu P,. Dann ist |ix—s(y)—Ay[ =2 C >0 fir dle[—-1,13, (x,y)
ER*= X2 +(s()+4y) = C*= [s(p)+Ay = C Rir Ae[~1,1], yeR=>
= |s(y)) 2 C+[y| = s ist nicht beschrinkt.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme.

3. BeisPIEL. Eine Fundamentallisung von P(0) = 0%+2(1—26%) 0202+
+06},0 <e< 1, ist

1 2
E= ——{{x*+=xy+ 2)10 (% +2exy + )+
on ,—1_8,<( S Xy +y” |log y+y)

2 x2—y? g x2—y?
2_°~ , 2 2 __ 2 - L
+(x - xy+y )log(x 2exy+y ))+ Tome arctg <\/1__?x2+y2 .
Beweis. Wir werden Satz 3 auf P(9) = (02+2&0,,+ 02) (02 —2¢0,,+ 82)
anwenden und betrachten daher P;(d) = d2+249,,+02, Ae[—¢,¢] =:T; als
Fundamentallsung von P,(d)> verwenden wir

1
E,=— — _ _(x— 2 2_ 2
T6n (12777 (x*—2Axy+y?) log (x* —2Axy+y?)
nach [0 2], Op. 18. Die Bedingungen von Satz 3 sind damit erfiillt, wir
erhalten als Fundamentallosung von P (9):
1 14

ﬁ I (1—12)—3/2(x2_2lxy+y2) log (xz_2'1xy+y?_)d'l
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= (nach partieller Integration)

1
= T3 <(1 A3 M2 (Ax? —2xy+ Ay?) log (x? —2).xy+y2)
: iy AXE=2xy 4 Ay?
_12y—-1/2
+_j£(1 A?) e py s 2x dA)

Der erste Summand ergibt nach Einsetzen von +e¢ die beiden oben angege-
benen Logarithmen.
Der zweite Summand ergibt 0 fiir xy = 0 und ansonsten

1=22)" 42 ) dA—2xy | /1=

(“ a ” x—2lxy+y)
2

mMI J1- —, wobei p = 21V,

2xy
16n2B d}. :
= [ J1-1 5" = 2p(1-p*
e p£ P = 2 p)g(2

dA _2”* dA
2—p?) J1-22 o /1—4%

Mit [G 4], 2.284 erhalten wir daraus

16neB -1 AJ/p—-1[
i 2p(1-p?) arctgL —2p arcsin ¢
p/p*—1 p/1-2% 1,

e/p*—1
p/1—¢

2pxy = x*+y? ist Losung der homogenen Gleichung und kann weggelassen
werden,

= 2./p*—1arctg —~2p arcsin ¢;

xz_yz pxy xZ_yz & x‘—y
JrP—1= = B:= B+ = tg| ——=——|.
P 2xy + 8 arcsin ¢ lene " OF /1= x*+)*
Das liefert die im Beispiel angegebene Formel.

Bemerkung. Die in [02], Op. 28 und [S5], p. 11 fiir 0 < ¢ < 2712
angegebene (und nur fiir diese ¢ giiltige) Fundamentallosung unterscheidet
sich von der oben angegebenen lediglich um ein Polynom 2. Grades. Weiters
fiihrt die Methode der Parameterintegration zur Gewinnung obiger Funda-
mentalldsung schneller als die Methode der regularisierten Faltung zum Ziel.

4. BeispieL. Eine Fundamentallosung von As(a®4,+8%), a > 0, ist

= 41t—(alz?i_) (, /0% /a® +z2—r—|z| (arsmh akl_ arsinh i—|>>,

wobei 02 = x2 +y2.
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Beweis. Wir verwenden Satz 3; P(0) = Md,+3%; E;, = —(1/8n4) x
x /0*/A+z? ist Fundamentallosung von P;(8)*> nach [02], Op. 11 und
Satz 4 in Kap. I

2

-1 ¢ i .

E=g@-D { \ Q¥fAt 2?5 = (Substitution 1)
alzl/e

W) = et | VI e

alzlje

_ J=] 7 .
= 41t(a2—1)( /1+u?/u+ arsinh p) »

1 2,2 . ,2 .. alzl |z
R i h—— R
=@ 1)( p*/a* +z2*—r—|z| (arsm . arsin 2

5. BeispieL. Eine Fundamentallosung von 83+ 0; ist

Xty log (x*+xy+y )+—-arctg\/—

41tﬁ -y

Beweis. a) 83+0] = H (0x+a;0,) mit ay =1, d= (—1+i/3)2

03 = az.
b) Mit den Bezeichnungen von Satz 4 ist
Eg = (a;x—y)log(y—ayx), Egy = —(azx—y)log(y—asx).
Nach Bem. 4 zu Satz 4 konnen wir E, = in(y—x) Y (x—y)sig x setzen.

c) H (@,—a)™t = %,kl;l (a—a)™! = 3a,, 1—[ (@—a) ! = %a:v Da-
2 k#3

k#1
mit ist
-1
E= E(az (a;x—y) log (y —a, x)—a3 (a3 x—y) log (y — a3 x)+ in (y— x) sig x).

d) ay(a;x—y) = 4 (y—x—i/3 (x+)),
—az(ayx—y) =% (X—y—iﬁ(x+y))

= FE = \/S(

o (x+) (108 (y=a,x)-+log (y—as X))+

1 x—y .
+ i (x—y) (log (y—azx)-—llog (y—a3x))+——6— Y (x—y) sig x.

e) log (y—a,x)+log (y—ay x) = log (x> +xy+)?),
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log (y—a,x)—log (y—a3x)
= 2iIm log (y—a,;x)

. Im (y—a,x) :
= — 2y (- - -
21<arctg = (y—azx)+n (~Re (y—a,x)) sig (Im (y—a, x))
2% arctg X2~ 2mi¥ (- x=25) sig ()
= —2i - -x— .
g2y+x VISt
Somit:
xX+y xX=y \/ix
E = log (x> + xy +y*)— arct +
w3 g (x*+xy+y°) n g2y+x

+3°—;—y sig x(Y (x—y)— Y (—x—2y)).
f) Wenn wir von E den Term % arctg \/5 subtrahieren, erhalten wir

x—y J3x

"~ 6n arclg 2y+x

statt

mit [G 4], 1.625.8:
x—y X+y x—=y [(x+2y
—=arctg /3 - .
6n arcg\/—x_y 6 Y(x—y)
Es ergibt sich als neue Fundamentallosung

~ x+y x—=y x+y
E = log (x* + xy + y?)+—= arctg /3 ——+
41r\/§ y+y) 6m g\'/_x—y
- . x+2
+¥ (sig xY (x—y)—sig xY(—x—Zy)—Y(x_:)).

Eine elementare Untersuchung zeigt, dass der letzte Klammerausdruck
identisch verschwindet, womit alles gezeigt ist. _

Bemerkung. Unser Ergebnis stimmt mit [0 2], Op. 69 bis auf ;5 |x~y|
(das ist eine Losung der homogenen Gleichung) iiberein.

6. BESPIEL. f: {1eC: Im A > 0} = D': 1 > log (y —Ax) ldsst sich in kein
grosseres Gebiet analytisch fortsetzen.

Beweis. Eine Fundamentallosung von 4, (d,+40,) ist fir Im A > 0 nach
Satz 4

gU):= — 5= (10g (v~ 1x)—log" ).
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Annahme: f (4) ldsst sich in ein Gebiet G, das {Ae C: Im A > 0} echt
umfasst, analytisch fortsetzen. Dann gilt dasselbe fiir g(4). Fir ImA >0
ist g{2) homogen (von der Ordnung 0). Homogenitét bleibt bei analytischer
Fortsetzung erhalten, also ist g(4) fiir 1 € G homogen. Weiters ist g(4) auch
eine Fundamentalldsung von 8, (d,+4d,) fiir Ae G.

Es sei nun A € G mit Im 4 < 0. Eine Fundamentalldsung von &, (4, +10))
ist nach Satz 4

—ZTII_/{(—Iog(y—,lx)—log"y) =:h(1).
T:= h(A)—g()) e S ist also eine Losung von d.(,+40,)T =0. 4, T ist
somit ein- Polynom (siche Kap. I, Bsp. 5, Beweis) und homogen von der
Ordnung —1 (da g(4) und h() homogen sind) = 6,T = 0= T hiingt nur
von y ab. Da T homogen ist, ist es eine Konstante. In Gn{i: Im A < 0}
gilt also: g(A) = h(A)+ T (1), wobei T beziiglich x, y konstant, beziiglich A
analytisch ist. Es sei nun

= 1 + +
0#AeGNR=>g(}) = i (log* (y—Ax)—log* y).
Andererseits ist
g(2) = lim g(2—ie) = lim (h(A—iz)-+ T (A= t)

E>0 E>0D

1
= ———(—log™ (y—Ax)—log* y)+ T (4),

2nil
wobei
T(A):=1limT(A—ig)eC
>0
1
T A = —_—— + y— - _ - _ - _
= Tl = —5— (log” (y=Ax)+log™ (y—4x)) = — - log ly=2x|¢ C.

Das liefert einen Widerspruch zur Annahme.
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