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Introduction

Les structures “multiples” sur un sous-espace d’'un espace complexe, 1.e. les
sous-espaces qu’on peut les construire en conservant le support topologique
et en faire épaissir le faisceau structurel & T'aide des éléments nilpotents,
jouent un role important dans la question de savoir si le sous-espace est
ensemblistement intersection compléte. De méme, dans le contexte
algébrique. Pour des références récentes dans cette direction, voir [7], [19].

Les constructions de structures multiples s’avérent utiles aussi dans
létude des courbes de Cohen—Macaulay de multiplicit¢ petite dans une
variété de dimension 3 (on trouvera dans [2] une application a la
classification des courbes de Cohen—-Macaulay de degré 4 dans Pespace
projectif P5). D’autres applications concernent les fibrés vectoriels ([10] et les
références qu'on va les faire dans ce papier).

La construction de Ferrand [8] permet de “doubler” un sous-espace et
dans ([10], Prop. 9.1) on décrit par un argument ad-hoc les courbes
localement intersection compléte de degré 3 de support une droite de P,.
Dans [2] un etude plus systématique des structures multiples est fait, surtout
sur une courbe lisse d’une variété de dimension 3.

Le présent travail a comme but de donner un apergu de la partie de [2]
qui se refére aux structures doubles et triples, et d’indiquer quellques
applications. Pour l'auteur, i l'origine de cettes recherches se trouve un
s€jour & Miinster, i} y a quelques années, chez Otto Forster. Je hm exprime
ma profonde reconnaissance.

* Version élargie de la conlérence faite au Semestre de Singularités, Centre-Banach,
Varsovie 1985.
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Les constructions de structures multiples seront présentés dans le cas
analytique, le cas algebrique est similaire. Tous les espaces complexes sont
supposés de dimension pure. On va noter par N (résp. v) le fibré normal
(résp. conormal) et abréger intersection compléte (résp. localement...,
ensemblistement..) par ic. (résp. lic, ei.c.).

1. Structures doubles

1.1. D’abord on va présenter la methode de Ferrand [8] de “doubler”
un sous-espace lic., sous la forme donée dans [2].

ProposiTioN 1. Soient X un espace complexe, Y un sous-espace li.c., L
un fibré en droites sur Y et supposons qu'on a un épimorphisme u: $y/ 5% — L.
Alors le sous-espace Z de Tidéal ¥, =ker(.#y, — 9,/ 582 L) est lic.,
YcoZ Y“).

dét (N, x)/Y ~ dét(Ny,x) QL !
et il existe une suite exacte
H' (Y, L) — Pic(Z)™% Pic(Y) - H*(Y, L)

(YD = (Y, Oy/F3|Y) Cest le premier voisinage infinitésimel de X).

Pour la démonstration on va remarquer d’abord que localement on peut
se ramener i la situation spéciale suivante: .#y est donn¢ par une suite
réguliére f,, ..., /. (r = codim Y) et u la premi¢re projection. Dans ce cas, £,

=(f2Z, f2. ..., f;). On voit donc que Z est lic. et que #§ < #, = Fy. D'autre
part, il y a une suite exacte

Oﬁaﬁ%/.ﬁygﬁz—’ aﬁz/jyfz_’eﬁy/.ﬁlz(—’.ﬂy/.ﬁz—’o

dont les morphismes sont induits par inclusions et dont I'exactitude se vérifie
localement. On a L~ #y/.%;, vzx| Y ~ #,/Fy #;. La multiplication définit
un morphisme

Iy) IR Iy Iy — jlz,/fy Gz,

c’est un isomorphisme (vérification locale). Par conséquence, on obtient la
suite exacte

Oqﬁﬁ\’2|xlyﬁVy'x‘*L—’0

et d’ici, la formule sur dét. La suite exacte concernant le groupe de Picard
résulte de la suite exacte

0L~ —>0F -0,

qui se deduit de la suite exacte
0 g =;¢y/..¢z - ((Z - C]y i 0,

car L~ #y/.#,, regardé comme 1deéal dans (J;, est de carré nul.
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Si X est lisse, alors en utilisant les formules d’adjunction on trouve pour
les faisceaux dualisants: w,|Y ~ w, ®L .

On va regarder les deux cas suivantes, ol on peut réaliser la
construction de Ferrand. L'existence d’'un épimorphisme u est €équivalente a
Pexistence d’une section sans zéros du fibré holomorphe Ny y®L.

Si X est de Stein et dimY < $dim X (méme <si dimY est impaire),
alors il existe toujours une telle section. En effet, d’aprés le théoréme
Andreotti-Frankel-Hamm un espace de Stein de dimension n a le type
d’homotopie d’'un CW-complexe de dimension n; on conclut d’abord qu’il
existe une section continue sans z€ros, et ensuite une section holomorphe
sans zéros par le principe de Oka pour les fibrés vectoriels démontré par
Grauert (voir [3], [19] pour des renseignements exacts). On va considérer
le cas particulier: dimY < 3 et codimY > 2. Si on prenne L = dét(Ny,y), on
trouvera une structure double Z sur Y ayant dét(Ngy) trivial; N x résultera
trivial par des arguments comme plus. haut. Si on suppose de plus que dim Y
<1dim X, par un résultat de Forster et Ramspott [9] Z est intersection
compléte, par consequence Y est eic.. Donc: tout sous-espace lic. Y de
dimension <3 dun espace de de Stein X, vérifiant dimY <3dim X, est
ensemblistement intersection compléte.

Dans la méme direction, signalons aussi le résultat: tout sous-espace
Lic. de dimension 3 dun espace de Stein contractible (eg. C") est
ensemblistement intersection compléte.

Pour les détails concernant les deux résultats, comme pour d’autres
résultats analytiques sur les sous-espaces e.i.c., voir [3], [16], [18], [19].

Maintenant on va regarder un cas algebrique. Supposons que X est une
variété algébrique de dimension 3 et Y une courbe lic. de X. Si le fibré
Ny x®L est engendré par les sections globales, alors par un résultat de Serre
on peut trouver une section sans zéros, donc un épimorphisme Iy/IZ — L;
par conséquence on peut faire la construction de Ferrand. Clest donc
toujours possible si X est affine ou si X est projective et si on remplace L
par LQP®" P étant fibré en droites ample et n> 0. On va ilustrer par
l'exemple suivant. Soient X = P;, Y la courbe rationelle générale de dégré
d+1etr>=1.8Sii: P, P, est un plongement d’'image Y, alors i*(.#y/.93)
~ (p,(—2d—1). Par conséquence on peut trouver des épimorphismes

Fy/ F3 — wy(7), et pour les courbes lic. Z ainsi obtenues on a:

1Z| =Y, degZ =2(d+1), w;~ G(-r).

1.2. Rappelons la méthode de Serre de construction de fibrés ([20],
[17]), sous la forme plus générale regardée dans [1] (voir aussi la variante-
préprint de [1], Préprint 27/1984, Increst—Bucarest). Soient X une variété
complexe, r > 2 un entier, Y < X lLic. de codimension 2 et F un fibré
vectoriel de rang r—1 sur X. Sup s que H*(X, F) = 0 et que le fibré
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F®det(Nyx) de rang r—1 sur Y a une section sans zé€ros. Alors ii existe un
fibré E de rang r sur X, donné par une extension

0—F—E— .# —0.

En effet, comme F®dét(Nyy) ~ &xt'(Fy, F), une section globale r de
F®dét(Nyx) définit un élément de H°(X, &xt'(.#y, F)) et soit e
de Ext!(#y, F) une préimage de ceci (lapplication Ext!(#,, F)
— H(X, &xt*(#y, F)) est surjective, car H3(X, F) = 0). Alors e corrésponde
a une extension comme plus haut et le faisceau cohérent E est localement
libre si et seulement si ¢ ne s’annule pas sur Y (la question est locale et on
raisonne comme dans [17], Ch. I, Lemme 64.3).

Si r = 2, alors la condition sur F®dét(Ny x) est équivalente au fait que
wy ~ wy®F '] Y, en particulier @y doit étre la restriction a Y d’un fibré en
droites sur X. C'est une condition assez restrictive, mais la construction de
Ferrand permet parfois de “doubler” la structure, afin qu'on peut utiliser la
méthode de Serre. Soit par exemple X = 'espace affine Ay et Y une courbe
lic. de X. On peut réaliser la construction de Ferrand a l'aide d'un
épimorphisme .#y/.#i — wy et obtenir une courbe lic. Z, de support Y et
ayant w,; ~ (*;. Par la méthode de Serre on obtient donc une extension

0—CO—E— .%,—0,

E étant un fibré de rang 2 sur Ax. Mais E est trivial (Quillen, Suslin), par
conséquence .#, est engendré par 2 polynomes, donc Y est ensemblistement
intersection compléte. Ceci est le raisonnement bien connu de Ferrand et
Szapiro. Dans le méme esprit, Murthy [16] a prouvé que tout surface non-
singuliére de A% telle que ¢, (Y)* soit un élément de torsion est e.i.c..

Il y a un analogue analytique [3], [19]: tout sous-variete complexe Y
de dimension 4 dans une variété de Stein contractible X de dimension 6 (e.g. X
= C®), telle que c,(Y) e H*(Y, Z) soit un élément de torsion, est ei.c..

1.3. Supposons dans cette section que X est projective, de dimension 3.
Considérons des extensions

0—-F—>E—.#, -0
comme plus haut. Si r=1, on a
¢, (E)=c¢i(F), c2(E)=[Y]
([Y] étant la classe de cohomologie de Y). Si r=2, on a
c(E) =c¢((F), c2(E)=c(F)+[Y],
¢3(E) = (¢ (F)+ ¢, (X)) [Y1=2x ().

La détermination de ¢, est une conséquence du fait que ¢, = 0 pour un
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faisceau cohérent de codimension 2 (ou, du fait que l'application H2(X, Z)
— H*(X\Y, Z) est injective), celle de ¢, résulte de la formule de Porteous et
celle de ¢, du théoréme de Ricmann—Roch. Si X = P;, on peut déduire les
formules en utilisant les polynomes de Hilbert. A I'aide de la construction de
Ferrand et de la méthode de Serre, on construit dans ([10]. Th. 2.5) des
familles larges de fibrés holomorphes sur un fibré vectoriel topologique de
rang 2 sur P,. De méme, en utilisant des structures doubles, des fibres
holomorphes F de rang 2 assez simples et des extensions

0—=F—E— 4,0

on démontre dans [2] que tout fibré vectoriel topologique de rang 3 sur une
variété projective rationelle, homogéne de dimension 3, admet une structure
holomorphe.

Récemment, Hulek et Van de Ven [13] ont trouvé une surface de degré
10 dans P,, en doublant une quintique, & l'aide de la quelle on peut
retrouver le fibré de Horrocks—Mumford.

On va illustrer encore le procédé ci-dessus par quelques exempies de
fibrés stables de rang 2 sur P, ayant ¢, = —1 (alors ¢, = 2d, d > 1), mais
auparavant on va rappeler un exemple de Hartshorne ([11], § 9). On part
d’une courbe plane Y de degré 4, on construit sur Y des structures doubles Z
ayant w, ~ ((—2). A l'aide de ceci, par extensions, on construit des fibrés
stables E de rang 2, de classes de Chern (c; =0, ¢, = 2d—1) et de spectre
maximal (—d+1, ..., 0, ..., d—1). En fait, on peut montrer que tout fibré de
M (0, 2d-1),,, est donné par cette construction et on obtient ainsi un moyen
de parametriser le spectre maximal.

Le premier exemple est par analogie. On part d’une courbe plane Y de
degré d et on construit des courbes Z de support X par des épimorphismes

Iyl I} = O (=)D Gy (—d) - ((d).
On a w; ~ (,(—3), on obtient des fibrés E stables de rang 2 comme
extensions

0—-0C(-1)—+E— $,-0.

Les classes de Chern de E sont ¢, = —1, ¢, =2d. Comme h!E(—d)
=h' #,(—d) = h° C;(—d) =1, E est de spectre maximal (—d, ..., —1, 0, ...,
d—1). La méme méthode de [11] (plan instable, “reduction step”) donne
également dans ce cas une paramétrisation de M(—1, 2d),,,, avec les mémes
propriétés que celles de M (0, 2d—1),,,. D’autre part, M(—1, 2d)_,, est un
fermé du schéma M (—1, 2d) de Maruyama, et regardons la structure réduite
induite.

A Tlaide du théoréme de continuité on peut prouver que les deux
parametrisations coincident. En somme: M (-1, 2d)_,,, avec la structure
réduite induite par le schéma de Maruyama, est quasi-projective, connexe, lisse,
rationel, de dimension 3d*+7d+2 pour d > 2.
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Pour d=1, M(-1,2)=M(-1,2),, est lisss de dimension 11
(Hartshorne-Sols, Manolache). Pour d =2, le résultat ci-dessus sur
M(—1.4),,. on peut Fobtenir sans utiliser [11], il est aussi une conséquence de
la classification des courbes li.c. de degré 4 donnée dans [2]. De plus, pour
un fibré E obtenu par une extension

0— ((—1)—E— #,-0,

Z étant une structure double sur une conique Y, on peut montrer que
h'(End E) = 28. Par conséquence M(—1, 4)_.. est une composante connexe
lisse de M(—1, 4) (voir [4] pour les détails). Nous ignorons si, pour d > 3,
M(—1, 2d)_ ., est un ouvert lisse de M(—1, 2d).

L’'exemple suivant concerne le spectre mimimal. On peut prendre Z
réunion disjointe de d droites doubles, ayant w; ~ 0, (—3). Par extensions

0> O(—1)~E— $,—0

on obtient des fibrés stables de rang 2, de classes de Chern (¢, = —1, ¢,
= 2d), de spectre minimal (—1, —1, ..., 0, 0) (parce que h' E(—2) = 0), et
h°E(1) # 0. Si d = 1, les fibrés obtenus ainsi épuissent M (—1, 2), mais si d
> 2 la famille est épaise. Une famille plus large est la suivante. On part d’une
courbe rationelle Y de degré d+1 et on regarde des épimorphismes .#,/.#3
— wy(1). Les courbes doubles Z associées ont wy ~ Oy (—1). Par extensions

0— O(=2)— E— £,(1)—0

on construiuit des fibrés stables de rang 2, de classes de Chern (¢; = —1, ¢,
= 2d), et de spectre minimal car

WE(—2)=h" #,(—1)=h° O;(—1)=0.

Dans ce cas h°E(1)=0 et h°E(2) #0. Pour d =2, la famille de fibrés
obtenue est de dimension 27 et un calcul va montrer que h'(End E) = 27
pour un tel fibré, il s’agit donc d’un ouvert lisse du schéma de Maruyama
M(—1, 4), contenu dans le spectre minimal [4].

14. On va reprendre ici I'idée originale de Ferrand [8], de doubler une
courbe de Cohen—Macaulay de P,, pour en arriver a une courbe qui est le
schéme des zéros d’une section d’un fibré de rang 2 (en particulier, la courbe
double est lic.). On a I'énoncé suivant [4], inspiré a la fois de [8] et [2], et
dont la motivation en [4] a été Iétude de M(—1, 4)

ProrosiTiON 2. Soient X un espace complexe, Y un sous-espace de
Cohen—Macaulay, LePic(Y) et u: #y - wy&@L un épimorphisme. Alors le
sous-espace Z défini par .#, = keru est de Gorenstein, Y1) = Z < Y, pour tout
x de Y on a mult,(Z) =2mult,(Y), wz|Y ~ L' et on a une suite exacte

H' (Y, oy ®L) - Pic(Z)=" Pic(Y) » H*(Y, oy ® L).
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Pour la démonstration on considére la suite exacte
0—wy ®L— U =@ —0.

Come wy est de Cohen—Macaulay, il résultera d’abord que Z est de Cohen-
Macaulay. En utilisant comme dans [8]} un argument de bidualité (ici pour
les foncteurs Homg, (*, wz ), x€ Y) on trouve que w; est inversible, donc Z

de Gorenstein. La relation entre multiplicités est upe conséquence du fait que
pour tout anneau local noethérien 4, de Cohen—Macaulay, on a mult(w,)
= mult(4). On va trouver des dé¢tails dans [4] (ou le cas X = lisse de
dimension 3 et Y une courbe est regardé, mais la démonstration est la méme
dans le context ci-dessus). S1 X est lisse et codim Y =2, Z résultera li.c..

On va illustrer la construction d’abord par un exemple global. Soit X
= P?, L une droite {x =y =0} et Y =L". On a la résolution

0—-206(—-3)430(—2)* 4y -0,

x 0
A étant donné par | y x |et ¢ par (y
0y

2 —xy, x?). On déduit la résolution

0— C(—4)%>30(—2)4520(—1) - wy — 0.

Soient r > 1 et P, Q des polynomes homogénes de degré r + 1 sans zéros
communes sur X. On obtient un diagramme commutatif

26(-3) A = 35(-2)
8" 8

36 (r-2) A, 26(r-1)

0 PQ
PQO
construction de Ferrand ci-dessus on obtient une courbe lic. Z de dégré 6,
de support L, qui contient LY, ayant w, ~ @, (—r).

On peut penser a utiliser la proposition dans la question ouverte si une
courbe Y de (C?, 0) est ei.c.. Mais quand existe-elle une surjection f, — wy?
Considérons I'exemple suivant, en context algébrique et en codimension 2 et
dimension quelcongue. Soit R un anneau local réguher et sott I < R un idéal
de codimension 2. Supposons que I est donné par les mineurs d’ordre n

ou B est donné par ( ) Ceci induit une surjection .#y — wy (r), par la

M . .
d’une matrice A de la forme 4 = ( ) M etant symetrique n x n. Alors [ est
m

ensemblistement intersection compléte (i.e. il existe un idéal i.c. J, de méme
radical que I): c’est un résultat de Valla, obtenu dans (Compositio Math. 42
(1981), 3—11) par calculs. En fait, le diagramme commutatif
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A

+1

R" — Tn
l i
®)] 10)
f Y
Rm! A R"

induit une surjection I *» wg,; et on peut conclure par la proposition 2. D'ailleurs,
dans [7] Valla reprend la question et démontre ad-hoc que l'ideal J = keru
est engendré par deux éléments.

1.5. Si X est une variété complexe et si Y < X est une sous-variété,
alors tout sous-espace Z de Cohen—Macaulay de support Y et multiplicité 2
est donné par la construction de la proposition 1, voir [2]. L’inverse de la
construction de Fcrrand a été abordé plus généralement par Boratynski-
Greco, Manaresi [14]. Signalons aussi 'énoncé suivant [4]

ProrosiTioN 3. Soient X un espace complexe, Y un sous-espace de
Cohen-Macaulay et Z < X lic.. Supposons que YV <cZ <Y et que
mult, (Z) = 2mult, (Y) pour tout x de Y. Alors Z sobtient de Y par la
construction de la proposition 2.

Dans [4] le cas X = lisse de dimension 3 et Y courbe a ¢té regarde,
mais l'argument s’adapte dans le contexte géneral. On doit prouver que
¥yl ¥, est de la forme wy®L, LePic(Y). Comme &ndwy >~ (y (par
bidualité), il suffit de prouver i:me localement .#,/.#, ~ wy. Mais localement
W, ~ {5, donc wy =~ #om (., ((y, ;) s’identifie au T'idéal (0: #,/.9,) de (.
Comme .#; = .#,, on obtient une injection .#;/.#, — wy et soit C le conoyau.
On a le diagramme commutatif et exacte

0=y —> wy—> =0

!
I ;
0 —- +J,/j, — G, —>0

L’hypothése, l'additivit¢ de la multiplicité et [égalité mult (wy)
= mult, (Y) pour tout x de Y, impliquent: dimC < dimY. L’application
induite C — (", €tant injective et Y de Cohen-Macaulay, C = 0.

Les propositions 2 et 3 sont utiles dans la classification des courbes lic.
de degré 6 dans P,, on s’apercoit que beaucoup sont des structures doubles
sur des courbes des Cohen—Macaulay de degré 3. Une telle classification est
réalisée dans [4], pour les courbes de degré 6 et ayant @ ~ ¢ (—1). A l'aide
de ceci, on montre que 'ouvert de M (—1, 4) mentionné a la fin de la section
3 est dense dans M(—1,4),,. On peut maintenant €noncer le résultat
principal de [4]: Le schéma de Maruyama Mp,(—1, 4) a deux composantes
connexes: M(—1,4) ., qui est lisse, rationelle, quasi-projective, de dimension
28 et M(—1, 4),,, qui est rationelle, quasi-projective, de dimension 27.
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Nous ignorons si M(—1, 4)_._ est lisse partout. L. Ein a obtenu indépen-
dament des résultats sur M(—1, 4).

2. Structures triples

2.1. Drabord, la construction des structures triples Lic. ({2]). On
reprend les notations et la construction de la proposition 1: X est un espace
complexe, Y < X est Lic, LePic(Y) et Z est une structure double sur X
donnée par un épimorphisme u: #y/.#7 — L. On a etabli une suite exacte de
fibrés sur Y

0 —’E‘—»vzul Y —'VY'XJ"L - 0.
Identifions I? & S$3/.8y #; et vy x|Y & I5/.9y 5.

ProPoSITION 4. Soit T: vz x| Y — I? une rétracte pour i et soit T le sous-
espace didéal 1 =Xer(F,;— I/ Fy I 55/ Sy 7). Alors T est lic,
TcY® et ToYV =2Z, dét(Nyx)| Y ~ dét(Nyx)®L ? et on a une suite
exacte

H!(Y, I}) — Pic(T) ¥ Pic(2) — H*(Y, D).

Envoyons a [2] pour les détails de la démonstration et bornons nous ici
a indiquer pourquoi T est lic.. Localement, il existe une suite régulicre
firoonf. telle que Fy=(fi,....f) et F=(ZL. [ ..., ). Alors I?
~ #}/Fy .#, est engendré par fPmod(Fy #;) et vy | Y par les classes
mod(.#y #;) de fi.f5, ..., .. On a t(f) =a,f% avec a;e@y. On peut
remplacer f; par f.—a;f pour i =2, ..., r, donc supposer en plus que 7(f)
=0 pour i =2, ...,r. On s'apercoit alors que S = (/2. f2, ..., /).

L’existence d’une rétracte de i est équivalente au scindage de la suite
exacte de fibrés sur Y

0— L*4>vyx| Y = kerp— 0.

Si codim(Y) = 2, alors ker p ~ dét(vyx) ®L *, et I'obstruction se trouve
dans H' (Y, dét(Nyz)®L). En particulier, en partant d’une structure double
Z, si X est Stein alors on peut trouver des structures triples qui prolongent
Z. De méme dans le cas algébrique, si X est affine ou s1 X est projective et L
suffisement positif.

Par la suite on va supposer X lisse de dimension 3 et Y une courbe
lisse. Aiors on peut démontrer que tout courbe lic. de multiplicité 3 et de
support Y peut s’obtenir par ia construction ci-dessus. Pour ce résultat, et
pour d’autres (paramétrisation des structures, passage aux voisinages
infinitesimelles suivantes) renvoyons a [2]. A titre d’application on démontre
dans [2] que les courbes li.c. de degré 3 et support une droite ¥ = {x =y
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=0} dans P, se stratifient par un entier r >0 et, ceci étant fixé, se
paramétrisent par

{f, ge H° Oy (r), a, b, ce H® Cy(r—1}| f, g sans zéros communes}/C*.

L'idéal homogéne d’une telle courbe T est (fx+gy+ax®+bxy+cy?, x* x2y,
xy?, y?) et le faisceau dualisant w; ~ Cr(—2r).

Cette question a €té abordé auparavant par un argument ad-hoc dans
([10], Prop. 9.1).

2.2. On va présenter une application aux fibrés vectoriels. Soit X une
variété projective non-singuliére, de dimension 3. Supposons qu’il existe un
systéme de générateurs &,,..., & de H*(X, Z) ayant la propriété suivante: il
existe des courbes disjoines Ci, 1 <i<ketl=1,2,... telless que [C!] =¢;
pour tout i et tout /. Alors, comme tout entier > 2 est combinaison a
coefficients positifs de 2 et 3, en doublant et triplant des courbes C! (a l'aide
des fibrés en droites sur C!, suffisament positifs) et en prenant des réunions
disjointes, on peut obtenir des courbes li.c. Y ayant la classe de cohomologie
[Y] donné auparavant ) n;&; (n; > 2). D'autre part, dans les propositions 1
et 4 on a la possibilit¢ de varier L et ainsi de réaliser la condition que wy
soit globalement induit. Par la méthode de Serre, on peut utiliser les courbes
Y pour construire des fibrés vectorieis. En utilisant cette idée (et en classifiant
d’abord topologiquement les fibrés) on peut montrer [S] que tout fibré
vectoriel topologique de rang 2 sur une variété rationelle homogéne de
dimension 3 admet une structure holomorphe. En combinant avec le résultat
sur le rang 3, rappelé dans 1.3, on peut enoncer les résultats de [1] et [5]
sous la forme: tour fibré vectoriel complexe topologique sur une varieté
rationelle homogéne de dimension 3 (P5, la quadrique Q,, la variété de
drapeaux Fy ,, P, x Py, P, x P, x P,) admet une structure de fibré holomorphe.

Ceci généralise le résultat bien connu sur P;. Il semble assez .difficile
d’arriver 4 un résultat général (condition nécessaire et suffisante) sur une
variété projective lisse de dimension 3 quelconque.

Une autre application des structures triples (en fait, on utilise seulement
des droites triples) est dans la construction des fibrés instables de rang 2 sur
P;, ayant le degré d’instabilité donné (si E est un tel fibré, normalis€, alors le
degré d’instabilité est le plus grand entier d > 0 tel que h® E(—d) # 0), voir
(lauteur, Arch. Math. 43 (1984), 250-257).

2.3. On va supposer X lisse de dimension 3 et soit Y < X une courbe
lisse. Si T est une courbe de Cohen—-Macaulay de support Y et de
multiplicité 3, alors on a les cas suivantes:

1) Z est lic, donc de la forme étudie auparavant;

2) Z n'est pas ic. en aucun point, alors nécessairement Z = YV;

3) Z est genériquement ic.
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Soit Z une structure double sur X, obtenue a I'aide d’'un épimorphisme
Fy/.#F¢ — L, et soit it I? > vz x| Y Vinjection de fibrés associée. Considérons
un diviseur D > 0 sur Y. La classification des courbes de type 3) résulte du

ProrosiTioN 5. Soit T: vy x| Y =2 (D) un épimorphisme tel que toi
coincide a linclusion canonique I} < I?(D) et soit T le sous-espace d'idéal .#;
=ker(.F; — #3/ %y I, 12(D)). Alors T est une courbe de multiplicité 3 de
support 'Y, intersection complete dans les points de Y\|D|, de structure locale
(t? x+y?, xy, x?) dans les points de |D|. Réciproquement, toute courbe de
Cohen—Macaulay de support Y, génériqguement i.c. et de multiplicité 3, s'obtient
par cette méthode.

Dans I'enonce, d est 'ordre de D dans le point considéré et (x, y, z) un
systtme de coordonnées locales convenables. Envoyons a [2] pour la
démonstration. Les suites exactes

0—=L—Q— G —0, 0—I2(D)— U5 — O —0

sont utiles pour lier les invariants de Y, Z et T.

A titre d’application on démontre dans [2] que les courbes de Cohen-—
Macaulay, génériquement i.c., de degré 3 et de support une droite Y de P, se
parameétrisent par un entier r > 0 (déterminé par L~ Oy(r—1)), par un
diviseur positif D de degré d > 0 et, pour (r, D) fixé, par A/C* x B, ou

A= {(f, g)| f, ge H® Cy(r) sans zéros communs},
B={teH°ty(3r—1+d)| t(P)# 0 pour tout Pe|D|}.

Pour une telle courbe T, x((7) = 3r+d. Si x = y = 0 sont des équations pour
Y et Q est un polynome sur Y tel que (Q) = D, alors les courbes ci-dessus
sont exactement celles d’idéal homogéne de la forme

(Q(fx+gy)+ax?+bxy+cy? x(fx+gy), y(fx+gy), x*, y?),

a, b, et ¢ étant homogeénes de degré r—1+d sur Y et ayant la propriété (qui
corrésponde i la surjectivité de 7 dans I'énoncé de la proposition)

(ag’—bfg+cf2)(P) £ 0 pour tout P de |D|.

Bien que cette déscription n’est pas une paramétrisation (il y a plusieurs
triplets (a, b, ¢) associés au méme 1), elle fournit aisement des exemples.

Par réunion disjointe de droites doubles ou de multiplicité 3 comme
plus haut, on peut construire des courbes de Cohen-Macaulay,
génériquement ic., ayant le degré donné, avec contrdle sur les points de
Cohen—Macaulay et y. Ceci, via la méthode de Hartshorne [11]}, peut étre
util dans P'étude des faisceaux réflexifs, voir par exemple [15].

24. On peut utiliser les structures multiples dans la construction de
courbes lisses ou de surfaces a singularités A,,_;, a l'aide des faisceaux
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réflexifs. Soient X une variété projective lisse de dimension 3 et # un
faisceau réflexif de rang 2 sur X. % est libre 4 I'exception de I'ensemble fini
Supp(&xt' (#, )). le lieu singulier de #. On dira que # est special si pour
tout point singulier x, on a

Ext'(#,, 0) >~ CJu, v, w™),

(u, v, w) étant un systéme de coordonnées convenables au voisinage de x et
n,=1.0n a ([11], Remark 4.1.1 et [1], Prop. 4): si .# est engendré par les
sections globales, alors pour la section générale s de H°(#) le sous-schéma
des zéros Z (s) est une courbe lisse (Z(s) est défini par 'idéal Im(F* 2—(y)).
De plus, si X = P,, on peut calculer dég et p, par rapport aux c, (%), ¢, (%),
3 (F).

Dans [12], la construction de Barth [6] des surfaces 4 noeuds a partir
des formes quadratiques sur des fibrés a été généralisée aux faisceaux
réflexives de rang 2. On a: si % (supposé special) est engendré par les
sections globales, alors pour la section générale de S?>.# la surface
discriminant associée est de classe 2¢,(#) dans Pic(X) et a seulement des
singularités de type A,,_,, en nombre de dc,(F)c,(F)—3c3(F) (en fait,
dans [12] seulement le cas n, =1 est regardé, donant lieu aux surfaces
a noeuds). Ici une singularité de type A,,_, se compte avec multiplicité k, et
si x. est point singulier de .#, alors la surface a nécessairement une singularité
Azp -1 €D X

Le moyen direct d’'obtenir des faisceaux spécials est de partir d’une
courbe lisse ¥, d'un P de Pic(X) et d’'un élément ¢ de dét(Nyx)®P~' qui
éngendre génériquement ce faisceau: I'extension associée

0= - F - $,QP =0

définit un faisceau réflexif ([11], th. 4.1). On a é&xt!'(F, O) ~
Sét(Ny ) ®P~/(&), donc # est spécial.

Par la suite on va prendre X = P, et donner deux constructions de
faisceaux spécials a I'aide des courbes non-réduites. Soit T une courbe lic.
dans X, de support lisse Y et de dimension Zariski 2 en tout point (par
exemple une structure doubie ou tripie sur Y). Localement on peut trouver v,
w tels que .#y = (v, w) et .# = (v, w"), n étant la multiplicité de T. Supposons
en plus que wr ~ ('+(m), meZ. Soit k un entier tel que k <m+4 et soit &
un polynéme homogéne général de degré m+n—k sur P; (dont P'ensemble
des zéros coupe transversalement Y). Ceci définit un élément dans
Ext!(.#;(k), ¢), donc une extension

O—-C—F - F-(kj -0

avec .# réflexif. On a &xt! (F, ) ~ Cr(m+n—k)/(&), et les hypothéses faites

montrerons que % est spécial.
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Pour la deuxiéme construction on va regarder d’abord une question
locale. Soient R = Cizo= C{d,u,vd et

I=@"u+vt, u, u®) o J =("u+v,u?) (m=1),
wgy; est isomorphe a (J:I)/J, donc a
(u, v, "u+0%, U (t"u+v?, u?) = (4, v).

On s’apergoit que si # est la classe d’un élément v+ S(t, u, v)u, alors 5
engendre wpg,; en dehors de lorigine et

wr/(n) = € {u, v, 13/(u, v, 7).
Soit I' = (u, v*). I'/l est Rf(u, v)-monogéhe, engendré par la classe de u.
On a la suite exacte
0—- I/l - R/I—R/I'=+0
et par dualité la suite exacte
0 — wgy — wgryy — Ri(u, v) - 0.

On peut identifier wg;,- a (0:]’)”” = R/I(4) et wpy,, 4 R/(u, v) de manicre
que la fléche wp,- — wg,, devient linclusion R/I(4) S wpgyy = (4, 9) et que la
fleche wg,; — R/(u, v) envoye o en 1. Il résultera alors que tout n de wg,- de
limage inversible dans R/(u, v), a les propriétés ci-dessus.

Maintenant le cadre global. Soit Y une courbe lisse de P; et T une
courbe de Cohen-Macaulay, génériquement ic., de support Y et de
multiplicité 3. T est obtenu comme dans la section précédente, et conservons
les notation L, Z, D. On a la suite exacte

0—=1*D)— (¢, >, -0,
et la suite exacte duale
0—w; ~wr=wy®L*(-D)~0.

Supposons que wy®L 2(—D) ~ Oy(m), meZ, et que H' (wz(—m)) =0.
On trouve alors une section globale n de w;(—m) dont 'image dans (y soit
1. Par la discussion local, il résultera que n engengre w;(—m) sur Y\|D| et
que dans un point x de |D] la fibre de wy(—m)/Or(n) sera isomorphe a
Clu, v, tH(u, v, t", n=v, (D). Soit k un entier, k<4+m. Si P est un
polyndme homogéne de degré 4+m-—k tel que ses zéros coupent
transversalement Y et évitent |D|, alors ¢ == Pn définit une extension

00— F - I1(k)—0,
F étant réflexif spécial. De plus, dans un point x de |D,

Ext*(#F,, ) =~ Ofu, v, t", n=v.(D).
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Dans les deux constructions il est difficile d’avoir des renseignements
précis sur les entiers g, tels que .# (g) soit globalement engendré: en utilisant
le critére de Castelnuovo, on aura a .vérifier les conditions (g = 0):

W Sr(g+k—1)=h> S (q+k=2) =h* Fr(g+k=3) =

Regardons le cas particulier Y = une droite et soit d’abord T une
structure double. Soit r = —1 donné par L = .#,/.¢; = Oy (r). L'existence d’'un
faisceau special, donné par une extension

0— 00— F — Fr(k)—

est assurée si k < 1—r. De plus, si g = 2+r—k pour r 20 et g > 2—k pour
r=—1, #(q) est globalement engendré. Les classes de Chern sont

a(Z@)=k+2q, c(F(@)=2+kq+q*, c3(F(Q)=4-2r-2k.

On obtiendra alors des surfaces de degré 2(k + 2qg), ayant 4c, (Z (¢))c2(F (9))
—3c¢3(# (g)) points singulieres (comptés avec multiplicité), dont 2—r—k de
type A, (ceci pouvant étre donnés a priori, sur une droite) et les autres des
noeuds. Les plus simples exemples sont: surface de degré 4 ayant un point
Ay et 8 noeuds, surface de degré 6 avec 2 points 4, et 32 noeuds, surface de
degré 8 avec 2 points A, et 80 noeuds ou 3 points A; et 72 noeuds.
Supposons maintenant que T est une structure triple sur Y et L = Oy (r),
r= —1. S8i k<1-2r, alors il existe # spécial, donnée par une extension

0= 0-F — Ir(k)—

De plus, si ¢ 2 3+r—k pour r=>0et g 23—k pour r = —1, alors #F(q) est
globalement engendré. Pour ceci, on utilise les suites exactes

0— 4, Fy— Oy(r)—0
0— Fr—= F,50,(2r)—0
le seul point plus difficile étant a2 prouver que 'application induite
H° #,(q+k—-1)~>H Oy 2r+q+k—1)

est surjective. Pour ¢a, soient f, ge H® Oy (r+ 1), tels que 'idéal homogéne de
F, soit (fx+gy, x3, xy, y?). L'image par ¢ de fx+gy peut sécrire sous la
forme —ag?+bfg—cy?, ou a, b et ¢ sont de H°(Y, (% (r)): on utilise le
complexe de Koszul de (f, g) et sa puissance symétrique S%. On s’apergoit
que si PeH® Oy (q+k—r—3) et A, B, CeH® Oy(q+k—3), alors 'image par &
de (fx+gy) P+ Ax2+Bxy+Cy? est P(—ag?>+bfg—cf?)+ Ag>*—Bfg+Cf? et
on conclut en utilisant de nouveau le complexe de Koszul (il suffit de
chercher des préimages ayant P 0).

Les classes de Chern de % sont

ci(F(@)=k+2, c(F@)=3+kq+q?, c3(F(9)=6-3k—6r.
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On obtient des surfaces de degré 2(k+2g), ayant 2—2r—k singularités de
type A5 et des noeuds. Par exemple: surface de degré 6 avec un point A4 et
24 noeuds, surface de degré 8 avec 2 points A5 et 72 noeuds, surface de degré
10 avec 3 points A5 et 144 noeuds ou un point A5 et 168 noeuds.
Regardons enfin le cas: Z une structure double sur la droite Y tel que
Iyl Iz~ O (), r 2 —1, D un diviseur positif de degré d >0 sur Y et T une
courbe de multiplicite 3 comme dans la proposition 5 (il existe toujours). Si
k <2—2r—d, alors la construction donnée permet de construire des

o

faisceaux spécials .#, comme extensions
0= C—-F— $rlk)—0.

Si g=2d+2+r—k et g=0 si (r=-1, d=1, k=3), alors F(q) est
globalement engendré. Pour vérification le point plus difficil sera de montrer
la surjectivité de l'application

H° F,(q+k— 1) HO Oy (d+2r+q+k—1),
induite par la suite exacte
Oﬁjr—*f—,-c—)@y(d-}-zr)—*().

On choisi d’abord @ e H® ¢ (r) tel que (¢) = D. On trouve f, ge H® Oy (r+1)
sans zéros communs et a, b, ce H® Oy (d+r) tels que ag®>—bfg+cf? ne
s’annule pas sur |D|, de maniere que ¢ (fx+gy)+ax*>+bxy+cy? soit dans
Fr(d+r+2) (on écrit e(fx+gy) sous la forme ..). On s’apercoit que si
PeH®Cy(qg+k—r—3) et A, B, CeH°® Oy(q+k—3), alors I'image par ¢ de
(fx+gy) P+ Ax*+Bxy+Cy? est P(—ag®+bfg—cf?)+ ¢(Ag*—Bfg+Cf?). On
conclut a laide des complexes de Koszul donnés par (¢, ag>—bfg+cf?) et
(f,g). Pour un tel F(qg), ¢,(F(@)=k+29 c;(F(q)=3+kq+q* et
c3(F(q)) = 6—3k—6r—2d. La surface discriminant de la section générale de
S?(#(q)) est de degré 2(k+2q) et a des singularités de type 4,,_,, en
nombre de 4¢; (F(q)) ¢, (F (9))—3c3 (F ()); en tout point de |D| on aura une
singularité A,,_, avec v = v, (D), en déhors de |D| on aura des noeuds ou des
singularités A4, les derniéres en nombre de 2—2r -k —d et situées sur Y. On
obtient par exemple: surface de degré 4 avec un point 45 et 9 noeuds, surface
de degré 6 avec 2 points A5 et 33 noeuds, surface de degré 8 avec 3 points
As et 73 noeuds, surface de degré 10 avec un point A4,, un point 45 et 160
noeuds. Pour arriver aux combinaisons plus variées des singularités, il faut
que le degré de la surface soit assez élévé.
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