ZASTOSOWANIA MATEMATYKIX
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J. WOJTOWICYZ (Warszawa)

O FUNKCJI ANAMORFOZUJACEJ, SEPARUJACEJ ZMIENNE
W ROWNANIU Z CZTEREMA ZMIENNYMI

Jesli chcemy wykona¢ nomogram dla réwnania z czterema zmien-
nymi F(x,y, 2, w) = 0, pierwszym zadaniem jest rozdzielenie zmiennych
parami, tak by réwnanie mozna bylo przedstawi¢ w postaci f(x,y) =
=g(#,w). W takim przypadku mozna wykonaé¢ lagczony nomogram
siatkowy.

Tredcia niniejszej pracy sa warunki, jakie musi spelmiaé funkcja czte-
rech zmiennych, by mozna bylo w niej rozdzieli¢ zmienne.

TWIERDZENIE 1. Jedels

1° funkeja F(w,y, 2, w) jest okreslona i ciggla w kosice K okreslonej
nierdwnosciams

By KB KBy Yo <Y SY1y R SESRyy  Wo SW S Wy

2° funkcja F ma w kosice K pochodne czasthowe az do rzedu drugiego
wigeznie, ,
o na to, by funkeja F miala postaé

(1) F=F(1y,2w) = H@,y)+ M@, w),
Potrzeba i wystarcza, aby w kostce K spelnione byly tozsamosei
(28) F,y =0, (2b) Fpo =0, (20) F, =0, (2d) F,,, =0.

Dowdéd koniecznofei. Z twierdzenia o rézniczkowalno$ei uogol-
lllonych wielomianéw nomograficznych ([1]) wynika, ze funkcje H(x, y)
1 M (2, w) majg pochodne czastkowe. Stad latwo juz sprawdzié, ze funkcja

Spelnia tozsamodei (2).

Dowéd dostatecznofei. Z (2a) i (2b) wynika,

(3) F,=A(z,¥).
Stad

(4) F = [A(w,y)do+By,2,w).
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Wstawiajac (4) do tozsamoSei (2¢) i (2d) otrzymujemy

(8) | B, = 0(y),
a stad
(6) B = [0(y)dy+D(z, w).

Wsta,vﬁa.j@c (6) do tozsamoSei (4) i przyjmujac
H(w,y) = [ A, y)do+ [O@y)dy, M(z,w)=D(z,w)

otrzymujemy funkeje postaci (1).
TWIERDZENIE 2. Jeseli

1° funkcja F(x,y, 2, w) jest okreslona i ciqgla w kostce K, okreslonej
jak w twierdzeniu 1;

2° funkcja F ma w kosice K ciqgle pochodne czqstkowe az do rzedu
irzeciego wlqeenie;

3° w kostce K spetnione sq warunki F, # 0, F, = 0, F, + 0, F,, # 0,
to na to, aby istniala dwukrotnie réimiczkowalna funkcja anamorfozujaca
D(u), sprowadzajgco rownanie F(x,y,z,w) =0 do postaci (1) ¢ taka,
2e @' (u) # 0, potrzeba ¢ wystarcza, by w kostce K spelnione byly toisamodei

(7a) a_m[Fw =0, @) 5l =0
oTF]_ n |F,|

Dowdéd koniecznofci. Zaldzmy, ze istnieje funkeja anamorfo-
zujaca @ (u) taka, Zze

O[F] = H(w, y)+ M(2, w).
Poniewaz &’(u) # 0, istnieje funkcja u = ¢(P) odwrotna do @ (u). Stad

F = @[H(x, y)+M (2, w)]. Latwo teraz mozna sprawdzié, ze tozsamosei (7)
83 spelnione.

Dowdéd dostatecznosci. Z (7) wynikaja tozsamoései:
Foy  Fow _ Fyy _ Fyy

8 = = =
(#) TF, B, F,F, F,F,
(9) A _ 4, 4, 4y
F, F, F, T,
F
gdzie A ==

FoFy
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Z uwagi na twierdzenie o zaleznoéei funkcyjnej oraz na warunki (9)

istnieje funkecja ¥(u) taka, ze lej’z = ¥(u).

Poniewaz funkcje F, F, i F,, sa ciagle oraz ¥, # 01 F, # 0, funkcja
¥(u) jest ciggla. Stad wynika, ze istnieje funkcja @(u) spelniajaca toz-
samosé

() Py

(10) = .
D' (u) F.F,

Biorge pod uwage tozsamofci (8) otrzymujemy jeszcze trzy analogiczne
tozsamogeci. Tozsamodei te oraz tozsamosé (10) mozna napisaé¢ w postaeci

PO[F] PO[F]
(1a) — == =0, (11b) s =0,
PO[F] PP[F]
(1le) - Gyae = (1) 50 =0

7Z twierdzenia 1 wynika, ze @[F] = H(x,y)+M (2, w).

TWIERDZENIE 3. Jeseli funkcja F(x,y, 2z, w) spelniu zaloZenia twier-
dzenia 2 oraz jeieli isinieja dwie funkcje anamorfozujqce, sprowadzajqce
réwnanie F(xz,y,z,w) = 0 do postaci (1), to rdéniq si¢ one co najwysej
stalym czynnikiem.

Z tozsamosei (10) mamy

D(u) = le[expf'![f(u)du] du+0,.
Oznaczajac P(u) = [[exp Pudu]du i wstawiajae ©(0) = 0 mamy
& (u) = C,[P(u)—P(0)].

Podamy teraz metode obliczenia funkeji H(x, y) i M(z, w). W przy-
Padku, gdy znana jest postaé¢ ®(u), ktérg mozna obliczyé z tozsamosci
(10), zagadnienie jest stosunkowo latwe. Jednak rozwigzanie tozsamosei
(10) nastrecza powazne trudnoéei rachunkowe. Po pierwsze trzeba obli-
¢zyé drugg pochodng, co oczywidcie nie jest trudne, lecz praktycznie czesto
dhugie i bardzo zmudne. Po drugie trzeba prawa strone przedstawié jako
funkcje P, co nastrecza najwiecej trudnosei rachunkowych. Tutaj ra-
chunki sy dlugie, a czesto nie mozna tego praktycznie wykonaé, gdyz F
moze by¢ nieelementarng funkejg. Podamy teraz metode obliczenia w kwa-
draturach funkeji H(x,y) oraz M (z,w).

Z tozsamofeci

(12) O[F] = H(w, y)+ MU (2, w).
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wynikaja réwnosei
(13a) H,(z,y) = 9'[FIF,, (13b)  Hy(z,y) = ¢'[F1F,,
(18¢) M (z,w) = D'[F]F,, (13d) My,(z,w)= @' [F1F,.

7 zalozenn twierdzenia 2 wynika, ze prawe strony tych tozsamosci s3
rézne od zera. Zatem, w rozpatrywanej kostce K, takze lewe strony sa
rézne od zera.
Niech punkt P(&,7,, w) bedzie dowolnym punktem nalezacym
do kostki K, spemiajgcym réwnanie F(&,n,{, o) = 0.
Z tozsamoSci (13) mamy
_ Fo(x,y,{, w)

(14a) H, = (2,4, L, ) M,(T, o),

'F ? ? C’
(14b) H, = F”((Z i’/ : ‘:))) M, (¢, o),

F. (&, n, 2, w)

14 Mz = Hm
(14c) Feléyn,y 2, w) (£ %)y
Fou(éyn, 2, w)
14d Mw == Hx S .
( ) | Fp(&,n,2, w) (&)
Z tozsamosei (14) otrzymujemy

(16a) H = M,({, w)R(w, y)+0,,
(15b) M = H, (&, 7)0(z, w)+C,.

Stad mamy
OLF] = Mu(¢, 0)R(x, y)+Ho(, n)0(2, w)+C,+Cs.

Przyjmujgc @[F] = 0 i wstawiajac zamiast x, y, 2, w dowolng czwoérke
zmiennych spelniajacg réwnanie F = 0, np. &, 7, {, », mamy

0140, = —M,(Z, 0)B(&, n)—H(&, 1) 6(, w).
Zatem @[F] ma postaé
PLF] = M, (¢, o)[R(w, y)—R(&, n)]+Ho(&, n)[6(2, w)— 0(C, )].
Z tozsamofei (15) wynikajg réwnofci
Hz (&, ) = My(¢, 0)Re(£,m),  Mo(C, 0) = Hy(€,9)0,(¢, w).
A wige @[F] przyjmuje ostatecznie postaé
P(F) = Hy(&, 1) [0:(¢, 0)R(w, y)— 0a(C, @)R(E, 1)+ 0(2, w)— 6(C, )].
Poniewaz zalozyliémy, ze ®[F] =0 otrzymujemy szukane réwnanie.
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PrzYKzAD. Sprowadzi¢é do postaci (1) réwnanie
(16) ayzw—ayV1—22V1—w? +V1— a2y V1—22w+
—I—zl/l—w2y2 V1—w? = 0.
Obliczamy pierwsze pochodne czgstkowe
Fo=-_Y [ewV1— w2y® —V1—221—w?V1—a2y® —aywV1—2° —
V1— x2y?
— wyzl/l —w?],
@
Fy= ——— [ewV/1—a%? —V1—22V1—w'V1—ay? —aywV1—22—
Y
— aoyeV1— w?],
-1 -
F, = [cwV1—z2y? —V1—22V1—wV1—a2y® —oywV1—22 —
V1l—22
— wyzl/l —w?],
Fp=—[ewV/1—a2 —V1—2V1—wtV1—a%® —aywV1—2® —

—ayz¥V1—wi].

Nastepnie obliczamy:

Fy V1w B, _y B _ —yV1—2*
- B’ F,  Y1_gyr

Fw— V1—2z2 ’ _1;1—11

Widzimy, ze tozsamofci (7) sa spelione, istnieje zatem funkcja @(F)

taka, ze G[F] = H (2, y)+M(z, w).

Obliczamy teraz funkeje H(w,y) i M(z,w). Z tozsamoSci (

i (14b) mamy
(17a) Ho(w,9) = ——T:?;W VI—BML(E, o),
(17b) Hyo,y) = 71:—%;—1/1—0315(&, ®).

Z (17a) otrzymujemy
H(z,y) = —V1—{2 M, ({, w)aresinaey -+ a(y).

14a)

R()Zm'czkujm wzgledem y i poréwnujge z (17b) mamy a(y) = C,, a stad

otrzymujemy funkeje H(z, y)
H(»,y) = —V1-03M,(C, m)a,rcsinw'y+01-
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Z tozsamosei (14c) i (14d) obliczamy

V1— &2 1
V1 g2 1
My(z, w) = — Lo L,
n V1 — we
Stad otrzymujemy
‘/1___52,,72

M(z, w) = H,(&, n)arcsinz+ aresinw +C,.

Nastepnie obliczamy

V1— g2 1
M,(E, 0) = — -ﬂi—Hx(e,n) —

Stad
H(z,y)+M(2, w) =

V1i— g2
—in(E, n)arcsinxy —

I

— E2,2
— _lil__gﬂ_ H, (&, n)[arcsinz -+ aresinw]+C, +0,.
n

Poniewaz, z definicji funkeji anamorfozujacej, dwa réwnania F = 0
i @®[F] = 0 sa réwnowazne, H(x,y)+ M(z,w) = 0. State C,+C, obli-
czamy z réwnania H(z, y)+ M (2, w) = 0, wstawiajac dowolng czworke
Liczb nalezacg do kostki K i speiniajacg réwnanie F = 0. Taky czwoérka

. 1 1 X
jest np. czworka (1 —, 0 -——) Stad
’ l/2 b ’ ]/_2-
1/1—55772 1] ]
—01""02 = m - a:(g,"?)[z _Z]’

a zaltem 01—"‘02 - 0-
Réwnanie H(z,y)+ M(z, w) = 0 ma postaé

Vi—g

—_nl
4 H,(&, n)[arcsinaoy — arcsinz— arcsinw] = 0.

Poniewaz H,(x,y) #0 w kostce K, réwnanie przyjmuje ostatecznie
postadé

arcsinay — arcginz — aresinw = 0.
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H. BONTOBH Y (Bapmass)

OB AHAMOP®ORYIOHIEH @®YHHKIOHH, OTHAEJAIOIEH HNEPEMEHHEIE
B YPABHEHHH C YETHIPPMA ITEPEMEHHBIMHA

PESIOME

B macrosmeii paGoTe N0KasaHH HEOOXOAMMHE M JOCTATOYHHE YCIOBHH TOrO
((7)), uTo6: ypasuenume

F(r,y,2,w) =0
6hu0 paBHOCHABHO ypaBHEHHIO
f(w’ ?/) = g(zs w)'

Hpome toro mokasano, uro $yHruum f(x,y) u g(z, w) MOsKHO HallTu B KBanpa-
Typax.

J. WOITOWICZ (Warszawa)

ON THE ANAMORPHIZING FUNCTION SEPARATING THE VARIABLES
IN AN EQUATION WITH FOUR VARIABLES.

SUMMARY
The author proves the necessary and sufficient conditions for the equation
F@,y,2,w) =0
t6 be equivalent to the equation see (conditions (7))

flo, y) = g(z, w).

. In addition, it is shown that the functions f(z, y) and g(2, w) can be calculated
In quadratures.



