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Introduction

Un des problémes classiques de la théorie des nombres est la déter-
mination des réels a pour lesquels, étant donné une suite croissante d’en-
tiers 1,, la suite (1,a),.n est équirépartie modulo 1. En 1916, H. Weyl
a démontré qu’il en était ainsi pour la suite (a; 7 + ... + a,n%),.n SOUS
la condition nécessaire et suffisante que 1’un des a; soit irrationnel. D’autre
part, J. F. Koksma (1935) a prouvé que la suite (4,a),.n est équirépartie
pour presque tout a. Il est naturel de remplacer N par ’ensemble Z des
nombres premiers. Le théoréme de C. L. Siegel [7] sur la répartition des
nombres premiers dans une progression arithmétique et la découverte
de nouvelles méthodes de majoration des sommes trigonométriques que
nous serons amenés a généraliser, permirent & I. M. Vinogradov de démon-
trer que la suite (pa),.» est équirépartie quand a est irrationnel [15]
(1947). Ce résultat avait été établi en 1937 par P. Turan sous ’Hypothése
de Riemann. Reprenant I’étude de la méme question, I. M. Vinogradov
a donné [16] des conditions d’irrationnalité sur les e; (4> 2) pour que
la suite (a,p + 4 @,P%),ep Soit équirépartie.

Une certaine analogie entre 1’arithmétique de Z et celle des polyn6mes
sur un corps fini F, & ¢ éléments, a conduit & généraliser ces problémes
dans le complété de F, (x) pour la valuation ,,0-adique”, c’est-a-dire

“+oo
dans le corps &, des séries formelles de la forme 6 = }'a, ™" & coefficients
)

a,eF,. Dans ce corps, la notion d’équirépartition modulo 1 pourrait
étre généralisée de plusieurs fagons. La définition la plus fructueuse semble
étre celle de L. Carlitz (1952) [2] qui a démontré la validité d’un analogue
du critére de Weyl. Le théoréme de Koksma a été généralisé par B. de
Mathan (1967) [11] et les premiers résultats de Weyl par A. Dijksma
(1970) [5].

Nous désignons par (P,)..n la suite croissante (au sens de la défi-
nition 2,p. 9) des polyndémes irréductibles unitaires sur F,. Notre résultat
principal est le suivant:

La suite (P,a),.y 65t équirépartie modulo 1 dans #, si et seulement
81 @ n’est pas un élément de F ().

Nous donnons aussi des majorations du reste de la suite (P, a),. et plus
généralement d’une suite (f(P,)).nx lorsque f est un polyndéme de &, [X]
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de degré inférieur &4 p dont un coefficient a satisfait une condition d’irra-
tionnalité.

La démonstration de ces théorémes requiert I’étude de ’arithmétique
de F, [x] et la généralisation & #, des méthodes des sommes trigonomé-
triques de I. M. Vinogradov. Ceci est fait dans une premiére partie. Dans
la seconde partie, nous étudions la répartition des polynémes irréductibles
dans une progression arithmétique & 1'aide des fonctions L introduites
par Hayes [8]. Nous montrons que ces fonctions différent peu des fon-
ctions I définies par Weil [18] pour lesquelles celui-ci a démontré 1’hypo-
thége de Riemann [19]. Ces résultats généralisent ceux de Artin [1],
Oarlitz [2] et Uchiyama [14].

Dans le chapitre 0, nous rappelons la définition de 1’équirépartition
modulo 1 dans &, et le critéere de Weyl. Nous définissons un ordre sur
F, [x]. Cet ordre se réduit & celui donné par Dijksma [4] sous la condition
supplémentaire que 0 soit minimum dans F,.

Dans les chapitres suivants, nous étudions les sommes de Weyl
M4+N

D &|Lf(P,)), le coefficient irrationnel a étant approché par une ré-
=41

duite A4/Q.

Dans le chapitre 1, nous majorons ces jommes de Weyl lorsque degré
de @ > log®y ol y est le degré du polyndéme P, , mentionné ci-dessus.
Dans le§ paragraphes 2, 3 et 5, nous démontrons quelques lemmes arithmé-
tiques. IIn particulier, nous calculons les sommes

D) = D dF) (i=1,2)

IFlg<sq”

ol d(¥) désigne le nombre de diviseurs unitaires de F. Le lemme 19
généralise un résultat de I. M. Vinogradov amélioré par Hua [10].
Les paragraphes 4 et 6 donnent des majorations des sommes doubles
%’%‘ é(f(GH)) qui interviennent dans la démonstration des théordmes

1 et 2. Dans le cas ol le degré de f est supérieur ou égal & 2, nous obte-
nons une condition ’irrationnalité sur ¢ moins exigeante que celle
donnée par Vinogradov [16].

Dans le chapitre 2, le calcul du nombre de polyndémes irréductibles
de degré donné dans une progression arithmétique nous améne & déter-
miner les régions du plan complexe dans lesquelles les fonetions L (-, ), ol
x est un caractére modulo une relation arithmétique 2, ne s’annulent pas.

Pour cela nous démontrons que le groupe des caractéres modulo
une relation arithmétique £, est isomorphe & un groupe de quasi-
-caractéres sur le groupe des ideles de F ().

Le chapitre 3 regroupe les résultats des chapitres précédents et donne,
outre le théoréme 9 déja cité, des majorations du reste des suites (f (P)nen-



CHAPITRE o

Définitions et rappels

1. Notations. Si p est un nombre premier, f un entier positif, on
désigne par F, le corps fini & ¢ = p’ éléments.
F,[x] est ’annean des polyndmes & une indéterminée sur F, et F,[w]*
= F [x]—{0}.
F = F, (o) est le corps des fractions rationnelles 4 une indéterminée
sur ¥,.
L:u valuation ,,0-adique” sur le corps & est la valuation w, définie
par ‘
A . * *
Wo (f) = deg(B)—deg(4) ou AeF,[v], BeF,[x]
et deg(A) désigne le degré du polynéme A. La valeur absolue asgociée
4 la valnation w, est
4
E

F, désigne le complété de F pour cette valeur absolue. &, s’identifie
au corps F, {z~'} des séries de Laurent formelles:

— B
0

+00
g = Zanw‘” ou a,el, et a, =0 pour n<n,.
— 00

La valeur absolue sur &, qui prolonge celle de & est définie par:
|6lg =q~™ sia, #0.

P = g1 F,[[21]] est l'idéal de valuation de F,, ol F,[[T]] désigne
I'annean des séries formelles en T' a coefficients dans ¥,
3, est 'hnomomorphisme du groupe additif #; sur le groupe additif

Z* défini par
+oo +00
Hy(0) = #, (2 anm‘l) =D g, @™,
— 00 n=1
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@@ désigne la mesure de Haar du groupe additif localement compact
F¥ normalisée & 2, clest-d-dire telle que

fl-do =1.
4

Si y est un caractére différent de 1 de F;, nous définissons le caractére

¢, de # par
+co
€o (2 a’-nw_n) = "P(a’l)‘
—c0

Si HeF,[x] alors ey(HB) = 6,(HH#,(8)) et e(H) =1. Si 822 alors
6,(6) = 1.

Soient # = a+2° une boule contenue dans Z et @ = (6,),»,; une
suite d’éléments de &,. Nous désignons par Fy(#, ©) le nombre d’entiers
n tels que L << n << N et 5£,(8,) <#Z. Nous posons

Ry (4,0) = Fy(#,0)—Nmes# = Fy(%, O) —~Ng*-?,
et

NDy(0) = sup |Ey (2, 6)].
AP

2, Définitions et rappels.
DEFINITION 1 [3]. Une suite & d’éléments de &, est dite équirépartie
modulo 1 si et seulement si

N—>+o00
‘Nous obtenons alors le critére de Weyl [3] et [11]:

CRITGRE DE WEYL. Une suite O est équirépartie modulo L dans F, si
ot seulement si pour tout H eF [2]*

N
. 1
AHNFZeD (H6,) =0

=1
Nous définissons sur F,[x] I’ordre total suivant:

DEFINITION 2. Soit un ordre total arbitraire sur F,. A cet ordre, sera
agsocié lordre suivant sur F,[z]:

G< H
si I'une des deux propriétés suivantes est vérifide
(1) Glo < |H]o,
(i) Gl = |H|, = ¢"

G =g +g,8" " + ...+ Iny
H = hya"+ha"* +  +h,
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et il existe un entier », 0 < » < n, tel que
hy

g9; = sio<ig<r—1
et
g, <h, pour l'ordre de F,.
PROPOSITION 1. Soient G et H deux polyndmes unitaires de degré n tels
que

|G—H|y,>¢" avec 0 <0< n—1.
Alors quels que soient les polyndomes unitaires X et Y tels que | X —G|y < q¢°
et |Y —H|, < q° nous avons X < XY si et seulement st G < H.

Démonstration. Supposons G < H. 11 existe » tel que 1< n
et

g, <h,.

Puisque |G—H|,>¢", |F—H|,=¢">4q¢" et »<n—1—w. Si
X =d"+a 2! +... +a,,
Y=2"+ba" '+ +0b,

alors
a=¢, powrl<iK<n—1—o,
by=h powrl<ig<n—l—o,
donc
a; =b;, pour 1<t r—1.
De plus a, < b, car @, =g, et b, = h, done X < Y.
Réciproquement si X < ¥, puisque |X —Y|,>¢% il existe » tel
que
r<n—-1l—ow
a,-,=b.; pour 1<i<1‘—1
a,<b,
et puisque | X —G|, < ¢* et |Y—H|,<¢” on a a; =g; et b; = h; pour
1<i<n—1—w done G < H.






CHAPITRE 1

M+ N

Majoration des sommes de Weyl ' ¢(Lf(P,)

=M+1
lorsque deg @ > log’y

1. Notations. On désigne par N l'ensemble des entiers naturels,
par N* l'ensemble des entiers naturels non nuls, par .# I’ensemble des
polyndémes unitaires de F,[x]

7(v) est le nombre des polyndmes irréductibles de .# de degré ».

Si G est un élément de #, d(G) désigne le nombre de polyndmes
de # qui divigsent G.

On notera I' divise G par F | G.

& (@) est le nombre d’éléments de .# de méme degré que G, premiers
a G.
u est la fonction de Mobius sur .#, c’est-a-dire

1 fi G =1,
0 si H*|G et deg H> 1,

u(@) = r
(—17 si @ =[P, ot les P; sont des polynémes
i=1

irréductibles distincts.

(@) = DIFlS;  Du) = D @(F).
FIG IFlg<g”
Feaf! Fe

£(s) désigne la fonction zéta de .# [6]: elle est définie par
t(s) = D F|;* pour s = o+it, 1R, 0> 1.
Fedl
Son prolongement analytique dans C est donné par
£(s) = (1—g)7"
et st o>1

ts) = [[a—P™

P
le produit infini étant étendu & tous les polynémes irréductibles de ..
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2. Etude de D,(v) et D,(v).
LEMME 1. Soit ¢ > 0; 4l existe une constante positive C(e) telle que pour

tout élément Q de A
a(Q) < C(e} Q-

Démonstration. Si P est irréductible et |P|, > 2 alors
apPy 141 141 I+1 e

Pl P 28 @+ T il

Si P est irvéductible et |P|, < 2", puisque |P|,> ¢ > 2

arPy 1+1  1+1 I+1 2
|PYe |PYs 2k lelog2 — elog 2

1.

Soit @ = P4 ... Pk o0 Py, ..., P, sont les facteurs irréductibles distincts

de Q. Alors
a a(P'
@ _[]4. ]
Qo o o \Ply<calle elog 2

LeMME 2. Soient f et g deux applications de # dans C telles que
pour Qe

= C(e).

f(& = D' g(F)

ra

Fe
Alors
@) D fE) = D (A+g+ gl R)g(R).
IFlo<¢” IFlo<g”
Fedtl Fel
Démonstration.
D fE =3 Magd= D > g
\Fio<g” (Flg<g® GIF Iflg<g® GIF
Fedl Fedl Gedl Gedl IFlgj}z"
= D g@® D 1= D ([A+g+..+¢%%g(@).
o A E T L [
Fe=AG
LeyvE 3.
, v qg—2 1
2) D,(») = ’+1( 5 )+ :
A Ve N S0 A AT

I suffit d’appliquer 1'égalité (1) avec g =1 et f = d.

LEMME 4 [6].
1
n(v) = o 2, l‘«(%)él;l

Alv
ot u désigne la fonction de M obius sur N.
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LEMME 5. Soient a et b deux réels et

{(s)l(s—a)l(s—Db)l(s—a—Db)
t(2s—a—b) )

Pour ¢ > 0o = max (1, 1+a,1+b, 1+a+b, (1 +a+b))

PR WAGLICY

GeA |Glz

Z(s) =

Démonstration.. Supposons que a #b, o # 0, et b # 0. Pour
o >0,

I — [Plg Pl
Zer = (1_|P|;‘)(1—|P10|P|,, I — |Pl.,lPl;’)(l—lPlS‘“’lPl.?")

+ o0
1
= [ cmpa—pg 2 B @B a— P,
P P

En séparant les différentes fractions et en les développant suivant les
puissances de |P|,, nous obtenons:

0(@)
[&H

Z(s) =
GeA

H (1— IPkl‘°’~+1’“)(1 [Pyifett)
— P @ —1Pxl))

o, st une fonction multiplicative sur .#; en effet, si (F,G) =1

0o(FG) = D |H|§ = D' |H,H,}

olt ¢ = Pu...P%,

H|FG .HIIG
Hedl Hy| &
= ( D1HE)( Y 1E1E) = 0alF)-0,(G).
2y 2%

11 suffit alors de caleuler o, (P*) oll P est irréductible,

i IPI(L+l)a
ZIP' EIP' T 1o

1=0 1=0
Ceci montre que o(@) = 0,(G)o,(G).
En passant & la limite, la formule est aussi vérifiée pour @ = b, 4 =0
ou b =0.
PROPOSITION 2

Dy(v) = (Av*+ B2+ Cv+ D)+ B
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ou
2¢—1 11¢2—19¢q+4-2
-—l fmmd ==
4= B=507q5 6g—1p
1 1
D=1+—-, E=— .
(g—1)’ (g—1)?

Démonstration. D’aprés le lemune 5, en posant ¢ = b = 0, nous
avons

Py _ 2 (&)
£(2s) & 16l
Cette série est uniformément convergente dans le demi-plan o= g, > 1

pour tout o,; il suffit en effet d’utiliser le lemme 1 avee &< (o, —1)/2.
Pour »>= 0

1 (gt e, 1 g0
omi ) o e T Zdz(a)f g%

pour o> 1.

@ Sz,
ott (2) est la droite s = 244t parcourne de ¢ = —oco & ¢ = + oo.
Si»—g>0,
N s
o pr -ds = (v—g)logg.
()
Siv—g <0,
(r—n)s
g ,— "ds = 0.
@ ¢
On a donec
D (11) _ 1 fq(v+1)8_qu . C‘(S) d
2 2nilogg 82 £(2s)

@
Intégrons la fonction
_ q(u-i-l)s_ qu . 54(8)

we) s (s

sur le contour AE@DA suivant:
L2+
q’_—
loggq
C(2E+1)m
—_—
loggq

A =24 ) k>11

D=2

H
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BO est le demi cercle de centre O et de rayon (2k-+1)=/logq

A

B A

0 /R

cl ~ o

2 [ 2t a—g)
Dy(y) — ——— fu(s)d.e.g f ol MY
2rnilogg o 2nlogq @ty 4+ (1—q7")
Toga
e(q, »
< (%; )

ol ¢(g, ») ne dépend pas de k. Alors

1
k>0 2702108 G

fu(s)ds = Dy(v).

D4
Démontrons que sur AB et CD, |u(s)| < C(g, »)/k*. Sur CD nous aurons,
en posant #, = (2k+1)=/logg,

q"“”—q”,[ ¢! ]*_1—4”-‘

u(8) = u(o+1t,) =

(O‘ + 'itk)z 1— qd—l-[-ﬂk 28—1
q
d’ol
zq(v+1)rt o 1+ q2cr—-1
@)l < —F— 4" =

Puisque 0<o<2, on a |u(s) < C(g,»)/k* oo C(g,») ne dépend pas
de £.

Nous aurons le méme résultat sur AB, donc

lim [fu(s)ds+ fu(s)ds] = 0.
k—to0 " 4B cD

Sur l’arc E(j', puisque ¢ < 0, nous aurons

C4(3) q1—20__|_1 < q1+2a+g4a

te2e) | (@ -1 T (@

<g+1

et
]q(v+1)s _ qs'al < 9
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done

2(g+1)  2(g+1)
u(s)| < (igs|2 ) _ (qti

et
' fu(s)dsi < ———2K(Q+l) .
2 &
Be

Nous avons done lim [wu(s)ds = 0 et par conséquent
k—»-l-cnﬁ;.

, 1
Dyp) = lim o f u(s)ds.

ABCDA
D’autre part, nous avons
-—-,1— f u(s)ds
2nilogg J
ABCDA
k
2l
= [Res(u, 0)+ Res(u, 1)+2Res(u, 1+ )-|—
logg e loggq

k

21ini\]
+ ZRes (u, 1— Togq )]

I=1

Oaleulons le résidu en 0 de u:
g" " —g® = (s log g+o(s))

donc Res(u, 0) = ¢3(0)logg = logg/(1—gq)3 Calculons le résidu de
en o = 1+42lnif/logg. Posons & = w2,

¢ =% = (1_1_,% logq+%v2e? 10gaq+%,,szs 10'g3'q+o(z5)),

~2 2 3
8% = cu"z(l-l- f—) = ™? (1 ——Ez——{— 32 4z +0(z3)),

) W w? w?

—4

2 3
(' -1t =(Ff-1)"* =="%log™% (1 +%.10gq +% log2q +;—4 log3q +o (z"))
= 2z *log™*q{1 —22logq+3 22log2q —2*log®q+ 0(2?)),
1—¢'™® = 1—¢1(1 —22log g+ 222log?q — 52%logdq + 0 (2%)).
Donc le développement en série de Laurent de %{s) au voisinage de 8 = o

est
g Qg O

w(ow-he) = .;4_4_ —

23 22

! ﬁ. ~
- T +f(?)
et
Res(u, w) = a, = P1(21’) + Py (v) + Py (v) - P4("’))qu10gq

w w? wd Wb
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ot les P, (i =1,...,4)sont des polynémes de degré 3 dont les coefficients
sont réels et ne dépendent que de ¢g. Done

Py(») Pz("’) Pa("’) Py(2)
Dy (v
=g+ 2 (5 o)
et donc
Dy(p) = ¢ (49°*+ By + O+ D) - ﬁ“

ot 4, B, 0, D sont réels et ne dépendent que de g.
Pour calculer ces coefficients nous caleulerons D,(») pour » = 0, 1, 2, 3,

1

(g—1)*"
D,(1)—D,(0) = 4q car il y a ¢ polyndémes unitaires de degré 1 et ils sont
tous irréductibles et ont exactement deux diviseurs distincts.

Les polyndmes unitaires de degré 2 se répartissent en trois classes:

10 }(q?—q) irréductibles,

20 g carrés,

30 ¢(qg—1)/2 qui ont deux facteurs distincts de degré 1. Done

Dy(2)—Dy(1) = 3(*—q) X 4+9g+16g(g—1)/2.

Les polynémes unitaires de degré 3 se répartissent en cing classes:

10 }(g®—gq) irréductibles,

20 g cubes,

30 g X g(g—1)/2 polyndmes produits dun polynéme de degré 2 et
d'un polyndmes de degré 1,

40 g(g—1) polynémes produits d’un carré d’un polynéme de degré 1.
par un autre polyndéme de degré 1,

59 ¢(g—1)(¢—2)/6 polyndémes produits de trois polynémes distinets
de degré 1. Donc

D,(3)—Dy(2) = $(q®—q) X 4+16q+3¢*(g—1) X16+36¢(¢—1)+
+2q(g—1)(¢—2).

Dy(0) =1 =D =1+

Nous obtenons alors le systéme d’équations:

1
Ag+ Bg+Cq+ (1+ (q_l)a)q—-l = 4q¢,

AB— ) +BUE— 0+ 00— 0 + (1+ 357 @ —0) = 100~

(¢—
'2)+(1+

A(27¢2—8¢") + B(9g° — 44+ 0 (3¢

2 — Dissertationes Mathematicae XCV
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qui donne
4=l Bo1l4i. 2471
T T2 g1 2(g-Y)
o1t 1 11 11g°—19¢+42
~ 6 '2 ¢g—1 (¢g—1)° 6(g—1)*
Done
D @@) = (4,9*+ Byt + 0w+ DY) ¢ + By
1Glg=g" '
ol

Dans le cas réel, nous avons une formule analogue [17]

2 d*(n) = »(a logd»+blog?x+clogr+d) 40 (@H2+2)
n<e

ol

1

6Lr(2)’
et {p désigne la fonction zeta de Riemann.
COROLLAIRE. Pour »> 2, D,(»)—D,(v—1) < 2v¢" et Dy(v) < 293¢ .
Démonstration.
D) —D;y(r—1) = ¢ (v +1) < 20’

Comme ¢>2, nous avons D,(») < (3»3+3»2+3v+2)¢" et il est
facile de voir que pour v > 2

842024 Ty 40 248,

3. Quelques lemmes arithmétiques sur F,[2].

LEMME 6. Soit & un ensemble fini de A polyndmes distinots de F,[w]
et soit feF,. Alors, si r est um entier (r>=>1)

I= [I8prap<ar
L

1
4 = — =
2

8(8) = D) eo(8H).

Hes?
Démonstration. Nous avons:

I=[ 3  efH,+..+H, ~H,— —H,)dp
&z (Rgp - y)
(my, ...y my)

1<n<d; 1smy<A
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et
¢ si H #0,

,fe"(Hﬂ)dﬂ “lr sim=o,

cette intégrale étant I’intégrale du caractére f — ¢,(SH) sur le groupe
compact #+.
I est donc égal au nombre de solutions de 1’équation

H,, +H, =Hpn + +Hp,

+
o 1< <4, 1<m<A4, H,,e..ﬁf H, e

Hy ooy Hy Hml, -y Hy | étant ﬂxés, il y a au plus un polynéme
H,_ de .mf vénﬁant I’équatmn ¢i-dessus. Done T < A7,

LEMME 7. Soient A et  deux polyndmes tels que (4,Q) =1, L un
polyndme non nul et v un entier positif. Le nombre de polyndémes G de ¥ [z]
tels que

| LAG
‘-?fo( ) <1Ql"
| @ /o
et
Go< g™t
est majoré par
(@ 1L (115" +1).

Démonstration. Cherchons le nombre de polynémes G tels que

0 < |@lo < 1Qlo et |5 (AG[Q)o < ¢1Q15

Si 6 < 0, 1a seule solution est G = 0.

Si 1< ¢° < 1Qly, soit ReF,[x] tel que 0< |RB|,< ¢’ alors il existe
un couple (G, K,) unique tel que G,, K el [2], |Golo< |Qlo et AG,+
+EQ = R.

Nous avons #;(AG,/Q) = #,(R/Q) = R/Q. @, est donec I'unique
solution du systeme

0 < 1610 < 1Qloy x’(

AG) _ R

Q Q@

Il y a donc autant de solutions que de polynémes R, soit au plus ¢*+%.
Examinons maintenant 1’4quation du lemme.

Si D =(L,Q), L = DL, et Q = D@, alors

LA L, A
—_— = avec (L, A = 1.
Q Ql ( 1 ,Ql)
Si @ = KQ,+G, avee |Gy < |@4]s, 1'équation devient
LI-A-GI) s 1@1lo
< ¢ 1@l
( Q. o 19l "
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Si ¢1Q.1/191o < 1, il n’y a que la solution G, = 0.

Sinon, il ¥ & au plus ¢+ |Q4le/|Ql, solutions pour K fixé. Il suffit
donc maintenant de compter le nombre des polynémes K.

Si ¢! < Q4o alors seul K = 0 convient.

Si ¢ > Qe alors 0< [K|o< ¢ 1@l

I y a donc toujours au plus (¢" @1l 1+1) polynbémes K. Le nombre
total des solutions de I’édquation du lemme est majoré par

(q““'—%l'oiﬂ) (@104 +1)

ce qui donne en multipliant le membre de gauche par |D|, et en divisant
celui de droite par |D|y:

D - - 10—

(¢ 270 < 101 10,015 +1D15°< (@4 1B 010157+
0

LEMME 8.

(i) Soient Fetl, ¥ un sous-ensemble fini quelconque de A, f une
fonction numérique arbitraire sur ¥. Alors si 8'= D' f(G) et si Sp
= 3 f(@) ok Dec#, nous aurons (G 1) =1

G=0mod.D
ReF
8= D u(D)8p.
DIF
Dedt

(i) Sotent # un sous-ensemble fini de M? et f une fonction numérique
arbitraire sur A. Alors '

> {6, H) = Y uDd) D fDG,DH').
{g:ﬁ ;912- Des# (DG, DH")e&

(i) Q(D) désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de D) e .
Soient m un entier positif pair, ¢ une partie finie de A et f une fonction
réelle positive ou nulle sur %. Alors, si Fed

D @< D wds,
(G, F)=1 DIF
Ge¥ Dest
(D)ysm
o Sp est défini comme dans (i).

Démonstration. Nous avons

a8y =D 3 uD)f(@).

DIF D|F G=0mod D

Le coefficient de f(@) est |(Z (D) qui est égal & 1 si (F,G) =L et a0
DIF®)
sinon; ceci démontre (i).
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(ii) est évident car le coefficient de f(@, H) dans le membre de droite
est ) u(D), la sommation étant étendue & tous les D unitaires qui divisent
& la fois G et H.

Pour (iii), il suffit de démontrer que si Z = (F, ) # 1, alors

> (D) >0 pour tout entier positif pair.

DIZ
QUD)ysm

Si 2(Z) = g, nous n'avons besoin de considérer que le cas m << g.
Si nous regroupons les diviseurs D de Z qui ont le méme nombre
de facteurs irréductibles, la somme ci-dessus est

1) )+ +{e) = (12750
LEMME 9. Soient y et v, deux entiers tels que 1< y; < p, ¢ un réel tel
que 0 < ¢ <1, Ay, y,) Vensemble des polyndmes unitaires de degré imfé-
rieur ou égal a y qui sont produits de polyndmes irréduclibles distincts de
degré inférieur ou égal ¢ y,.
Alors il existe une partition (2,;) de # (y, y,) en au plus

J = exp (( logy,

Y SN AY
og(lte) ) Og")

éléments telle que

(1) pour tout t il existe un réel ¢, positif ou nul tel que

VDe2, "< |Dlo< ¢,

(i) étant donné un réel v, tel que 0 < y, <X y—yy € @, > y,, il ewisle
deux sous-ensembles € et X de M vérifiant les propriétés suivantes:

(a) il existe un réel p lel que y, < p <y +ye € ¢° < | K|, < gv0+9
pour tout K eX,

(b) 88 €« ={KH ot Ket', Hest’, (H, K) =1 et |[KH|, < g"} il ewxiste
une surjection f: 2, — € telle que le cardinal de f~'(KEH) soit constant.

Démonstration. Soit ¢ la fonction définie sur N par ¢(0) = 0,
p(l) =1 et ¢(t+1) = (L+c)p(t) pour tout teN*. Soit r le plus grand
entier tel que ¢(7) < »,. Alors
logy
14771 soit T 1+ — 2,

()™ sy solb TS log(1+¢)
Tout polynéme De#(y, y,;) peut s’écrire
D=P,P,...P,
ou P; est irréductible ou égal & 1 et
(1= |Pilo= [Pelo = ... 2 P = 1.
Soit ¢, = #;(D) entier tel que
q¢(ij) < 1Pyl < q¢(tj+l).
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S8i |Py|, =1, alors #; = 0. Chaque polynbéme D de .#(y,y,) definit
aingi une suite 124 =% >... 21,2 0.

Soit 2, ’ensemble des polynémes D qui donnent la méme suite
(By ey b)) =1

Soit B(x+1,y) le nombre de suites (¢;,...,%,) distinctes. Comme
B(r+1,7) = B(s, »)+B(r+1,y—1), B(,y) =1 et B(r+1,1) =7+1,
Nous avons:

B(r+1,y) = (”j’) <y h.

I y a donc au plus & ensembles Z,.
Soit une suite t = (¢, ..., t,) et soit g, I'entier défini par ¢; = @(4,) +

+ ... +olt,).
Pour tous les polynémes D de 2,, nous avons |D|, = g*.
8it;>0 ett,, =0, nous avons D = P, ... P;, ce qui entraine

ID|, < qw(1+11)+---+¢(1+‘j) < q(1+c)(¢(t1)+...+w(¢j))

soit | D], < ¢+,

La propriété (i) est done vérifide.

Soient y, et ¢, tels que 0 < y, < ;. Il existe un entier s (1 < s < y)
tel que

plt)+ .. + el < va< o) + + o(t).
Siyp=¢p(l) +... +¢(), nous avons

¢ <Py ... Py < g+
et
Y2 < P o(ty) + + (o) +yi< Yt yis

Soit o l’engsemble des produits de polyndmes distinets P;... P, pour
lesquels

"9 < |Pjlo < ¢**% pour §j =1,...,35,
<

IPBID P IP210<1P1|0<9_'71.

La propriété (a) est vérifide.
Soit # l’ensemble des produits distinets P,,, ... P, pour lesquels

q¢(‘j) < |Pyly < qW(H'tJ) pour j =s+1,...,v,
Pejalo= - 2= [Pyl

Tous les produits KH avec Kex', Hest’, (H, K) = 1 et |KH|, < ¢” appar-
tiennent & 2,.

Etant donné D eZ;, il reste & déterminer de combien de fagons D
8’écrit sous forme d’un produit KH.
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8i t, > {g,; le couple (X, H) est unique car K est nécessairement
le produit des facteurs irréductibles P de D tels que |P|, < ¢°" et H est
le produit des autres.

St ¢, = 1,,,, soient s, et s, les entiers tels que ; =, si et seulement
81 §;<j<8,. Les polynémes irréductibles (P, ),lqu peuvent é&tre
des facteurs de K ou de H. On peut done parmi ces (s,—sl-{-l) polynémes
en choisir (8 —s,+1) arbitraires pour figurer dans K.

Il v a donec
S$—8;+1
n =
§ —s,+1
fagons de choisir K.
Comme # ne dépend que de la suite t = (¢,...1,), la propriété (b)
est démontrée.

4. Deux lemmes de préparation & la démonstration du théoréme 1.

Lenmve 10. Soient: y un entier tel que y = 10; x un entier positif tel
que x < y; y un entier tel que (2 <y << p; g, le réel égal &: x5 8i x < y/4,
y/20 51 A< g <3p[4, (y—2)[0 i By <y <y; 4y =907 %; Qe A,
T e, A,y [5]* 8P, veFy tels que (4,Q) = 1, Tl = ¢, 1Qlo = ¢% |7lo = ¢
LeF [z]* tel que |L]y < g%; # et w des entiers tels que y —ppy < 0 < 9,1 =
ouy—1letsir =9y—1alors o = y—1; R un polyndme unitaire de degré r;
G et H# dewr parties de A ; e un réel tel que |e] < 0,01y; v une application
de ¥ dans le corps C des complexes vérifiant la propriéié suivante: si v est un
entier tel que y[4—t—e<r»<y/2—1 alors

D w@I<ayy, D WOPE<ars

IFlg=0” Glg=a”
(Fe% (81X

On pose

) . . 4 6
8 =2ij(@)% o(LT°GHa)  oit @ =+ o

la sommation étant faite sur couples (G, H) de & X # tels que | T*GH — R|, < g%,
Gy =q" et pyl[d—t—e< v < y[2—1. Alors

18] < Cyq®*t g7 4y o (0 = max(C,, 21/0_2).

Démonstration. Supposons que ¢ > 1,2 p,. Pour G, fixé de degré »,
soit H, (3’1l existe) dans # tel que |T°G,H,— R|, < ¢°. Tous les polyndmes
H et tels que |T°G,H — R|, < ¢ sont tels que |H —Hy|, < ¢ %"

Soit (H,) la boule dans F,[z] de centre H, et de rayon ¢°~*"*. Alors

Sl< X D @) D1

v |Go|0'=[[v II((I]O)
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ce qui entraine
1<) X (Gl g < Y ey gt
v |Gglg=0"
< 1y qw+1q—].lt,q—l,osgo< alqm+l,q—l.lt,Ao'

Nous pouvons done supposer maintenant que < 1, 2y, Soit Gye¥
de degré v et (G,) l’engemble des G'e% tels que

G—Goly<q¢ otv=v»+w—y (v+1= 0,13y = 0).
Les polynémes de ¢ de degré » sont partagés en ¢"~*~' ensembles (G,).
Soit Hyed tel qu'il existe Gy e(Gy) vérifiant
| TG Hy— Rl < ¢°
L’ensemble des H 5% tels que |T°GH — R|, < ¢° pour G¢(@,) est ’ensemble
des Hes# tels que
|G (H — Ho)+(GF—G) Ho|y = |GH — G Hyly < ¢°~%

c’est-d-dire ’ensemble des He# tels que |H—Hgl,< ¢* *". Nous
noterons (H,) cet ensemble.
SiH = Hy+X, B = Pol@) = LT*Ga ot

Sg = 2 eo(BoX)
pﬂ @ —25—v
alors
8=2" D D w(@e(LT*CH,a) S,

¥ Qo) , Ge(Gy)
Igolo?“q o

Soit Q; l'ensemble des feF, tels que [|f—f,lo< " ¥ *"% 8Si feQy,
(B—B0o) X e2* pour tout X tel que |X|, < ¢°~ %~ donc

6o (fX) = 6g(foX

8(p) = 2 e (B X)

1 X< w—2f—y
Ho-'-Xe(Ho)

Si nous posons

nous aurons pour feQq, Sz = S(B).
Si ng est la fonetion caractéristique de 57,(2;),

[18s1%ag = [18(8)Pap = [ 18(B)ng()dp
Qg La 2

oe qui entraine

|86l* =

f 18 (B) 68 a5.

mes .Q
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Nous avons done
D) 186 < g f 8B D) na(p)ap.
Ge(Gy) G'f(Go)

Il suffit de démontrer que
(1) VE<?, D 15(f) <4ttt

Ge(Gy)
En effet, si (1) est vérifié

S" IS lz <4q 2(w—2t—v41)+v+1+1,86- 20,

| & vonuraraf<( 3 wer)( X 3 i)

AN
e Golo=a"

< 4 093¢ -  gH@—2—vHD+Fvi 1+ L8200

< i1C oy q_(m+1)—2,2£—-ﬂo

et

v—‘D—

ce qui entraine |8| << 2V C,y»5 ¢+ -bit-e,

Pour démontrer (1), il suiﬁt de démontrer qu'étant donné fZ fixé,
le nombre de polynémes G'e¢(@,) pour lesquels £, contient un point B*
tel que p'— peF,[x] est majoré par

A =4 qv+1—1,8f—‘-’-00.
Soient @ ¢t @' deux tels polynémes; alors

(2) |92 (8o (G') — By (G))lo g,

I1 suffit donc de démontrer que pour @ fixé cette équation admet
au plus A solutions G' dans (G,).
(2) 8’éerit

'+2‘—w—2
g q

LAT*(G' —G) n LTW(G'—G))
Q gt
done G’ satisfait 1’équation
_A_ 2 ! -
! #, (L T‘(QG G))

ol a =max(y+2t—w—2, go+2t+v—y—y—1).
D’aprés le lemme (7), le nombre de solutions de cette équation est
majoré par

(3) (@™~ 1)L+ g

.

a

~
0
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olt d est défini par
(LT%Q) =D et [Dlo =¢"
Done d < g+ 21.
L'expression (3) est majorée par 4¢°T'+*** ou 1 = max(a+1—2¢,
go— 3 6+ x—v—2%, —v—1-21).
11 suffit donc de démontrer que A << —0,2t—2¢,:

a+1—2t<max(»—w—1, gp+v—yx—y) < — 0,229,

<
Go—x < —0,2t—2¢,,
aty—v—2t<max(v—w—2+x—9, 0p—1—Y)
<max(2gy+x—¥ 00—0,8y) < —0,2t—20,,

et

LevMuE 11. Les hypothéses élant celles du lemme 10, on suppose de
plus que y > max(y, y—yx). Soit D une parlie de #. Posons

8 =;%’eo(LDMa)

a sommation étant faite sur les couples (D, L) de D X # iels que
|IDM —R|, < ¢, |Ml,=¢q avec 0,2y <v<y—3¢,.

Alors
18] < 2pg°+t g%,

Démonstration. De méme que dans le Jemme 10, nous partageons
les polynémes de .# de degré » en ¢'~*~* sous-ensembles (I,):

M —Myl,<q¢® olov=rttw—y
auxquels correspondront les sous-ensembles (D,) de 2:
| D — Dyl < ¢
Powr De(D,) posons D = D,+Y. Soient
Bo=BolM) =LMa, Sy= Y alf¥),

Do+ Te(1y)

S(Mo) = 2 eo(LDMa)8 ;.

Me(My)
Alors ’
)
8= Z, S (D)
v (M)



4. Deux lemmes 2:[

Soit 2;, ’ensemble des § de &, tels que
IB—Bolo < g%

Alors, si fedy et | Y|, < ¢ (B—Bo) Y 7 ot
8= D e(BY) =8

| ¥lp<q® "
Do+ T e(Dyg)

Donc
[ 18, 'ap = [ 18(p)rdp

Ang Ang

et si n,; est 1a fonction caractéristique de #,(2;,)

1
83l < ——— [ 18(6)*n22(8) 3B

mes Ay 5

De méme que dans le lemme 10, nous avons

18y < g4
Me(Mp
ol / est le nombre maximuni de solutions en 3’ de I'équation
M e(My) et |of,(L(NM —M)a)],, < g “% pour M dans (IM,).

Ceci entraine que

a
=

LA(M’—M))
Q
ol a =max(v—w—2, gg+v—y—y—1).

En utilisant la méme démonstration que dans le lemme 10, on montre
que I'on a A < 44" et alors

-

0

2 - -2
Z 18,F < 4 qz(w 1) +v4+1-200
Me(RLy)

Mais nous avons
Sl <@ D) 18u

d Ale(My)
once
Syl < 2 g7,
ISI < qum-l-l—go,
b
et

18] < 2yg®t im0
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5. Majoration du nombre de solutions de quelques équations diophan-
tiennes sur F,[2]. Soient % un entier tel que 2<k<p—1, apy a3, ..., a
e F, et

f(X) = a, X+ ... + oy X+ay, XeFy[2].

Soient v un entier de N*, R un polynéme de F,[x]

Sy = D> a(f(X)

1X—Rjg<<qv

et

Jio,) = [... [ I80)*day... day, TeN™.

P 4
Nous avons
8(v)] < @ I (v, 1) < gV
et
BOIF = Y ala@i+ +XF T~ TN+
X Xy
Y] ..... 1’;

J (v, 1) est donc égal au nombre de solutions du systéme
Xy 4 XE=Y .. 4+ Y, h=1,..,k,
| X;—RBlo<¢" et |¥Y;—Rly<¢"

J (v, 1) est indépendant de B, car en posant X; = X,—Ret ¥; =¥, —~
— R, nous obtenons le systéme

1 11
M (XAR = (Y +RY, h=1,..,F,
=

j=1

qui est équivalent an systeéme

‘1 4
D xr =371 h=1,..,k
j=1

i=1

I1 est clair que J(v,1) est une fonction non décroissante de v. La
méthode utilisée pour majorer J (v, 1) généralise celle de L. X, Hua ([10]
et [13], p. 102-109).

Levmue 12. Sotent X, ..., X;, Xy, ..., ¥; des polyndmes de F,[z].
Posons

k 3
— E' R ’ zﬁ 73
8; = .Xj, sh = Yj
J=1 Jem1

et soient o, et oy, les h-iémes fomctions symétriques élémentaires des X, et
des X; respectivement. Si

]X,|°<q” el |Y1|0<q”a i=1..,k,
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6t
L) _3;.u< v(r—1) h=1,....,%
h q ) y ey i6y
alors
IG’L— O.;IIU < q'u(h—l)’ h = 1, ..., k.

Démonstration. ¢, =8,0, =s, donc on a Dbien [¢,—0
, 1 17 Y1 1 1 110
= |8;—8;|o < 1. Supposons

loy—ojlo< @V pour 1<j<h—1.
D’apres les formules de Newton, nous avons
Sp— 018 1+ 03859 — +.. + (—1)*ho;, = 0.
Puisque 1<AhLEk<S<p—1, 1 # 0 dans &,; donc
lop— G;Ll(l < 1na'x(lsh“3;;|0a loy8y_1— 013;—1}01 o)
et nous avons
r 4

0381_;— 038n—j = (6;— 05) 8y =+ 05 (S —S5—5).

Nous avons d’antre part

loyle < ¢” et (8510 < qw
done
(0811 — 078} _3l0 < ¢°*Y
ot
lop—o3le < g1,
LEMME 13. Soient g un entiertel que 0 < g < v, Ry, ..., By, k polyndmes
! q g y ALy g ooy Llpy KD
de I',[x] tels que

|RBilo<q” e |Ri—Ryo=q""" sii#j.
Soit, pour 1 < j <k, un polynéme X, tel que
X =Ryl < g" "'

Alors le nombre de k-uples (X, ..., X)) pour lesquels les valeurs dg sy
(h =1,..., k), différent en valeur absolue d'au plus ¢V est majoré
par
qak(k-l)lz-g-k'
Démonstration. Si |X|,<¢"
(X —X) (X =X) — (X =TF)) ... (X = Tl
< max ([oy — ozl X
1<h<k

8i les Y, satisfont les mémes conditions que les X, alors

f;—h) < q(k—l)v.

X —Yilo=¢"% j=1,2,...;,k—1.
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En posant X = Y, il vient
gl D=0 X, — Ty fo < g*H”
soit
X — Talo'< g7,
Done le nombre de polyndmes X, qui satisfont les conditions du lemme,
est majoré par ¢* 1+, Pour une valeur donnée de X, les polyndomes
X, ..., X,_, satisfont des conditions analogues avec k—1 au lieu de k

et donc le nombre de valeurs de X, , est au plus ¢* 27*': Le nombre
total des k-uples (X, ..., X;) n’excede donc pas

.q(k—1+k~z+...+1)g+k — qk(k—l)ﬂl2+k.
LEMME 14. Dans les mémes conditions que celles du lemme 13, le nombre

de k-uples (X, ..., X)) pour lesquels les s, (h =1,..., k) sont dans des
boules de rayon q™**~®), est majoré par

q(k—1)u/2+'k(k— Ng2+k

Démonstration. Nous partageons la h-idéme boule en au plus
¢**~*" houles de rayon ¢*® V. Nous obtenons alors au plus

k
” i UL

h=l

ensembles de % boules satisfaisant les conditions du lemine 13. Pour
chacun de ces ensembles de boules, nous avons au plus g¢t*-DE-o+k
solutions, ce qui donne le résultat.

LeMmme 15. Soit 1 un entier supérieur & k. Posons

I= [ [ 1%0n - Zunl S0 —1)Pda, ... day
&P 2

Tnp = D 6lf(X)

|X_Rj|0<q‘u_7"'_ 1

et ol les Ry sont des polyndmes satisfaisant les conditions du lemme 13 avec
g = m. Alors

I < q(ak—1)v12+k(k—-1)mlz—mk+k,J (’D (1 -—l/k), 1— k) .
Démonstration. Nous avons

I= 3 vy, ) [ [eFa+ +Nia)x
Nl,...,ATk 2 P

X |8 (v(L—1/k)P M day ... day,

IS D) 9y Ny [ [ IS o —1/B)* P da, ... day,
Ny, Ny 24 P
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ou p(Nyy ..., N;) est le nombre de solutions de I’équation
Xil’i" +X2_Y?_"°_‘Y£=Nh; h=1,..,k,
pour X; et ¥, tels que
| —Rile< g™ et |¥;—Ryfe< g™, i=1,...,k,
et oll
Fym X+ B X — TR, h=1,..,F,

les X; et les ¥; étant dans une boule de centre B et de rayon g¢"!~Y*),

Nous pouvons remplacer les X; par X;— R et les X, par X;—R et
de méme pour les ¥. Nous obtenons de nouveaux polynémes R; qui
satisfont encore les conditions du lemme 13. Alors ¥, se trouve dans
la boule de centre 0 et de rayon "'~ Daprés le lemme 14, pour un
k-uple (¥, ..., ¥),) donné, le nombre de k-uples (X,, ..., X;) possibles

est majoré par
g(k— Nv/24-k(k—1)m/2+k .

m)k

De plus, (¥,,..., ¥;) prend au plus ¢ ™* valeurs. Done

\ | "P(NJ.) e N, < q(k—l)u/2+k(k—1)m./2+lc+(v—m)k

.vl,...,Nk ® o o k
< q(a ~1)v/2+k(k—1)m/2—mE+ .

LeEMME 16. Le résultat du lemme 15 est enoore vrai, que les R; vérifient
les conditions du lemme 13 ou non, si m prend la valeur

=[]

Démonstration. Puisque
2, 5] < ¢,
|9;”’R1 s g‘u'Rklz < q(u—.u+1)2k.
I1 suffit alors de démontrer que

gr—r Dk q(nk—1)v/2+k(k—1)p[2—pk+k

soit
FEFvFE< 3E(E—L)pu+pk
et
v 2
PR ESIL

ce qui est wvérifié.
LeEvMME 17. Soit 1 > k. L'ensemble des polyndmes (T, ..., T;) est dil
bien espacé s*l contient au moins k polynbémes distincts.
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Le nombre de l-uples (T,,...,T;) tels que |Ty, < q° qui ne sont pas
bien espacés, est au plus

4 !ql—1+(a+ Hk-1)
Démonstration. 8i (T, ..., T}) n’est pas bien espacé, les polyndmes
T, ..., T, prennent % valeurs distinctes Ty,...,T,. La valeur T; est
prise I; fois. Nous avons 1,41, + +1,=1 11y a donc (yf:i) l-uples
(Ty,...,T)) qui ne sont pas bien espacés et dont les polyndmes prennent
les valeurs T;,...,T. Il y & (a ) fagons de choisir T%,..., T et il

15 (7))

l-uples qui ne sont pas bien espacés. Ce nombre est majoré par

¥y a au plus

I 2 (l— ) gB=IEH) < ) g1 ge-Do D)

=1
Levve 18. Soient u = [v/k]+2 ot 1eN tel que 1>3k*+3k, alors

J('D, l) < (l!)2,‘u,qﬁl—kqu(2tl—k)/k+sklz-—1/2) J( (1_ ]_G)’ l—k)

Démonstration. Soit ¢ un entier tel que 1< a < p—1; alors

qn+1 < qvlk+2 .

Soit
S) = 2 alftX)= D Z.n
ReE(a,v) | X~Rly<g¥— 1 ReE(a,v)
ol E(a, v) = {BeF,[a] tels que R = 2°~°7, aves |T|, < ¢°}. Nous avons
(8(v))f = D Zun o Zup,

(Ry, ..., Ry) eBl(a, v)

Cette somme a ¢“*"* termes. Nous notons % les produits &, 7 Zaor
tels que les polynémes T1, ..., T, soient bien espacés. Il y a ./V < q(“’f'l)’
produits Z,. Dans les a,utres plodults, chaque facteur 2, p. peut s’éerive
Zoy1,r- Nous obtenons donc des produits du ty‘pe Zat1R,y -

R’'eB(a+1,v)
- 524_-1.12,‘ ot R;eF(a+1,v) pour 1<i<l. Nous notons Z.., les
produits ci-dessus tels que les polynémes 7\, ..., T, soient bien espacés.

Oyas&,,, prodmts Z,,:- En réitérant ce procéde, on obtient des produits
de la forme Z, Ry Zup, O Eyeli(u, ) pour 1< 1< 1. Nous notons
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Z, tous ces produits et soit ", leur nombre. Nous avons alors

s = (3]

m=a

et
)
SO <u D] Y 2uf <u Y #n Y1200

m=a m=a

D’aprés le lemme 17
W < U @ E-Um gis que m > a.
Considérons la somme >'|Z, . Le terme général peut s’écrire

ﬂ‘;n=ﬂ'

m'Rl asta

Z

m, Ry Z

. Z

MRyttt T m Ry

ol les polynémes R,, ..., K, satisfont les conditions du lemme 13 avec
g = m. Puisque la moyenne arithmétique majore la moyenne géomé-
trique

14
1 9{l— I
lgm,Rk_H_ xy ﬂ’m,Rllz < -—Z_—k Z Iﬂ"m.h'jl-(l l.).
J=k+1

Partageons la boule de rayon ¢°~™"' en boules de rayon ¢"(!~'®-1 Te
nombre de ces boules est au plus g™ -rU-Vh+: . @k-mtl - Chague
somme obtenue est de la forme S{v(L—1/k)—1). D’aprés l'inégalité de
Holder

12,2, < ORI S| (0(1,— 1) ~1) P,

et
PIEAS

l
1 o _ 2 _k —_ 2 _1 . . )
< T;_k—q(m myl)2d-k I)E |gm.Rl zm,n,..-l Z |S('v(1—1/7c))—]_|2" k),

J=k1

D’aprés les lemmes 15 et 16:

f fz Iﬂ’;nlzd a ... da, < q(vlk—m+1)(2(l—k)—l) %
# I

X./Vm . q(:.l/k—m+1) . qn(ak——l)/‘.’.+k(k—-l)mfz—mk.;.kJ(v (1 _ l/’u), l1— k)
— grll(k2/2+l‘l2—-2l)+2(—k % ‘/V‘m % q’v(2(l'—l.'llk+3k’2—l/2) J(’U (1 _ l/]f), l___ ]‘,) .

Done

u
K22 k-2l 2 —k+v(2d—Tofl+3k2—1/2) 7! 1.
J,1) < 2 q( 22kt )m_JV-m,QZl +v(2d—hjk+3ki2—1 )J\’D(l—llk)—l, l—]\v).

n=a

d — Dissertationes Mathematicae XCV
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Nous avons

b
2 q(k-/z+k,2—2l)m ./V';'n

m=a

B
< q(k2‘:2+kl2—2l)a+2(a+l)l - 2 (1)? q(k212+k/2—2l)m+42—2q(2k—2)m
M==a4-1

n
= q(k2+k)a12+2l + (u)z q41-—2 Z’ q(k2/2+s/2k—2l—2)m

m=a+l
< POV P g 2 < (21)*¢Y  si nous posons a = 1.
Donc
J(_’U, Z) < (Z!)2#qﬁl—k20(2(1—-14:)[10+37c/2—112) J('v (1 _1/70) _1’ I— 70)

qui est 'inégalité du lemme.
LeMym 19. St » est un entier positif ow nul et 1 un entier tel que 1 > 1k2 -
+3}k+kr, alors pour v entier v >4

J(’U,AZ) < Kf,vrq2l+u(2l—k(k+1)l2+ﬂ,.)
ot K = (1Y q"* &t 0, = 1k(k-+1)(1 —1/k)".
Démonstration. Si r = 0, puisque §, = +k(k+1) et que J(v,1)

< @@, le résultat est vrai. Supposons que le résultat soit vrai jusqu’a
r—1, alors en utilisant le lemme 18, nous obtlenons, sachant que

v24d et k22> u<iv+2<K0,
J (’D, l) < (l |)z qﬁl—k,” qv(Z{l—k)lk+5klz—1/2)Kr-—1 (’D (1 -1 /k) _ 1)1-—1 X
X qz(l—k)q(v(l—llk)—1)(2(Z-k)—-k(k+1)l'2+31-_1) .
Le coefficient de v est alors exactement

20— 3k(k+1)+ 4,
et nous obtenons
J('D, l) < Ko qzz q'u(zl-lc(k+1)/2+a,.) qzk-—zl+k(k+1)/2.
-Puisque 2% —21+3k(k+1)<2k(1—7)< 0 pour 7>1, nous obtenons
la majoration du lemme.
LEMME 20. Pour tout neN* nous avons

0" —2¢"* < ma(n) < ¢".

Démonstration. Soient m un réel strictement positif et (P1)is1
une suite croissante de nombres premiers distincts.
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Si
g
H(my Py ooy @) = D (=1} D' g0
=0 (i35 vory)
1<‘ij<3
ij;éikslj#k
. a a logn
et si n=pt...p;t alors nw(n) = H(ny Py, ..., Py) €t tgm_ Comme
3+1 v
MIP3. .. D3
H(My Pry «oes Paga) = H(My gy ey p)+ D) (=1 DT P Piaen
= (s oo d
129(?
B iy BT R
nous avons
m
(1) H(my sy ooy Pag1) = H(my Dy,y .0y p) — H p 1P1s +o0y Dei-
841
. 1
Nous allons démontrer que si m>12 et s < lcc))i;n alors
(2) 0<gn—gt—  —gmt*,
(3) =g — ... — TV H(my py,y -, D) < 4

q
(2) est équivalente & (4):1-+4¢™P—™2p . fgmieti-—miz gmiz

1+qmla—ml2_|_ . +gm/(s+1)—m/2 < 1+2_2+8'2_m/4 < 1+&+2'—’"!4 logm
) log2 -~
La fonction
loga
€r) = 02_1’4
f(@) log2

est: décroissante ‘pour x > 12 done

1 log12
8 log2

1 + qmla—mlz_l_ . _I_q'm/s+1—m12< 1 + % + \<\ 2 < qmlz

ce qui démontre (4).

Pour démontrer (3), il suffit de raisonner par récurrence sur § en
utilisant (1) et (2).
(4) entraine que

1
" =20 < H(m, pyy ..., 0) < ¢ pour s

10 suffit done, pour démontrer le lemme, de vérifier 1a relation directe-
ment pour 1< n <11,
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LeMME 21. Soit Qe de degré y > 2. Le nombre v de polyndmes irré-
ductibles qui divisent Q vérifie Uinégalité

3yl
pg SX084
log x
Démonsgtration.
. . 3 ylogq
(@) Si 2 y<¢® alors r< < log 7 ;
— (1) +2n(2
(b) §i @< 1 < ¢t r < w(1) Fm(2) + £ )3+ ") oit r < /6
~q/2+%/3.
1 .
Comme - < 3 logg il suffit de démontrer que
2 log g
¢ 9 x_ X
—— —— ,_.g‘ .
6 2 + 3 2

ce qui est équivalent & g*— 3¢ < y, ce qui est vérifié.
(c) Supposons maintenant x > g°.
11 existe un entier et un seul & = k(y) tel que

a)+27(2) +... + F—Lalk—1)< y<z@d) + ... + ka(k).

Alovsr <z (1) +  + =(k).
Puisque, d’aprés le lemme 20, nz(n) = ¢"—24¢™, %k est majoré par
tout réel 1 tel que

% S ql __2 qllﬁ_l_ ql—l _ 2q(1-—l)lz .

log ¥

convient. En effet, 1’inégalité
logq

Nous allons montrer que A =

ci-dessus .devient

xl 2

Ve
ce qui est vérifié puisque 4(¢%-+2q9y/q+q) <16¢* < ¢° < 4. Puisque

2< x—2x1’2+—;‘- —2

< 4(?+20Yq+9) < g

Je 1
& T _ xlogy
k Yl log %
il suffit de démontrer que
. 3q"
(1) (1) 4 + w(k) < pour k= 1.

k
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Supposons que (1) soit vérifiée pour k> 3. Alors

3¢ ¢ 34
A1) + oo+ b+ < S+ T <3

Il suffit done de vérifier (1) pour k =1, 2, 3.

LeMMe 22. Soient Q wun polyndéme de degré x> 2, A un polyndme
premier & Q, OeF,[2], LeF,[z]" et u un entier 1 < u < p.
Le nombre de solutions de léquation

LAQ*=C mod @ aveo 0<|G,< |Q)o, (G5Q) =1

est majoré par:

3xlogu
|Llyq logx

Démonstration.

(a) Examinons 1’équation (1), ¢* = C mod Q.

Nous avons Q@ =Q,...Q, ou @, = Pji et ou les P, sont premiers
entre eux.

(1) s%crit *=Cmod Q; Vi 1<i<r.

Si @; est une solution de G* = € mod@, on a G = @G; mod ;. Nous
allons montrer qu’étant donné (G4, ..., G,) tel que, pour tout 4, @; soit
solution de G* = C mod @, il existe un seul polynéme G tel que 0 < |G,
< |Q], satisfaisant (1).

SiQ = Q,R,, il existe T4, ..., T, tels que

TR, =1mod @; pour 1<ir

,
et si G, = D G,T;R, on a bien G, = G;mod @; pour tout ¢ 1<<i<<n
i=1
Si ¢ =@; mod @, pour 1< i< 7 alors Gy =G mod @, ce qui dé-
‘montre le résultat annoncé.
Il suffit done de majorer le nombre de solutions d’une équation

(2) G"=Cmod P’ 0<LI|G|,<|P, (PG =1

ou P désigne un polynéme irréductible.

Sia =1, i yaau plus u solutions au plus.

Supposons que ponr ¢—1 > 1 il y ait « solutions au plus.

Si @ est une solution de (2), G% = Cmod P*! et ¢ = G,+HP*!
o0 < |H|,< |P|yet B¢ = Cmod P* avec 0 < [Gylo < [Py, (Go, P) = 1.

Nous avons done @“= C+K,P*'mod P* et =07+
+u@y HP* ! mod P°.

Nous obtenons alors 1’équation

Ky + 4G H =0mod P, 0<|H|o< |Pl.
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w@ ! est inversible modulo P done 1’équation ci-dessus &4 une seule
solution en H.

Le nombre de solutions de (2) est donc majoré par u, ce qui entraine
que le nombre de solutions de (1) est majoré par ', donc par

3xlogq 3xlogu
o B — q logx

(b) Examinons maintenant 1’équation
ALG* = 0mod @, 0< | < Q.

Nous posons @ =@, D, L =I,D ou D = (@, L).
L’équation n’est possible que si D divise C. Nous avons alors

ALG =0,m0d Q,, 0<|Glo< Qo

1 existe ¥V tel que (V,Q,) =1 et AVL, =1 mod@,. L’équation
devient alors

@ =0,VmodQ, avec 0< |Gl,<IQl

qui a au plus 9, " solutions.
1€1]0
Le nombre de solutions de 1’équation proposée est donc majoré par
Ixlogu
|Zlog E*

6. Trois lemmes de préparation i la démonstration du théoréme 2.
LeMme 23, Soient: k& un entier tel que 2 < k<< p; 8 un entier tel que
1<s<<k; y un entier tel que logy = E'; y un entier tel que [}sy--1v]
<Y< sy; x un entier tel que logdy < y < tsy+1v; 0o le réel égal &

v[(20%°(2+1ogk)) si }y < x<isy+iv,
x/(5702(2+10g(kl/y/x )) 81 < 1v;
4, —yz’.‘sq—eo Qed,Tet, AcF [m] 0P, teF, tels que (A4,Q) =1,

[Tiy = @, 1Qlo = ¢* @ |7y = ¢¥; aq, ..., o, k+1 dléments de F, avec a,
= A/Q+6/Qz e f(X) le polyndme

f(X)=aqX"+ ...+ X +a, pour Xl [a];

LeF [m] tel que | L], < ¢%; » et o des entiers tels que y —op < w <y, r =1y
ouy—letsir =y—Llalors w = y—1; R un polyndme unitaire de degré r;
Y et # deuw parties de A telles que si Ge%: (@,Q) = 1; & un réel tel que
le] < 0,01y; v vérifiant les mémes conditions que celles du lemme 10.

On pose S = %’w(G) %}eo(Lf(T"GH)), la sommation étant faite sur

les couples (@, H) de % X H# lels que

IT*GH —R|,<¢° |}lo=¢ e Iy—t—s<r<iy—t.
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Alors
(8] < eyq°+1g~ 4,

ol ¢, est une constante qui ne dépend que de ¢y, ¢, 6t g.

Démonstration. Si ¢>1,2p,, en décomposant la somme S de
la méme facon que dans le lemme 10, nous ocbtenons

NEPALR Sl o}

Nous supposerons donc maintenant que &< 1,2p,. De méme que
dans le lemme 10, nous partageons les polynbmes de ¢ de degré » en
¢! sous-ensembles (G,):

G—Golo<g’" ouv=rtw—y
auxquels correspondent les sous-ensembles (H,) de 5#:

|H — Holo < "%
Posons

S = D e(Lf(T'GH)), S@y= D v(@8

He(Ho) Ge(Gy)
8, = 3 Bay So=o—Lf(T°GH,)8
@
|Gufo'£ﬂv
et
, , Lf(:i)
B; = B;(G) = T(TZGHo)TﬁGj, 1<ji<k
Nous avons
§=38 e 8= D eBX+... +HX).
» Hy+Xe(Hy)

Soit &5 ’ensemble des § = (B, ..., 1) tels que
1B;—Blo < g7, 1<k,
Si f ey nous avons

Se=8)= ) eI+ +4.X),

Hy+Xe(Hp)
[18512ap, ... ap = [I8(B)"dpy ... AB;
QG 2a

et

a1 ,
S5l < [ [ 566 s, ... a,
4

mes 2 g
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ot 7g(B) est la fonction caractéristique de % (2;),

Missrc——— [ [1800F D ne®)a,... ag..
Z P

o) mes Qg B
3 ng(B) est majoré par le nombre de polynémes G de (G,) pour
Ge(Fp)

lesquels 24 contient un point ' dont les coordonndes différent de celles
d’'un point f de 24 par des polynémes de ¥ [2]. Il suffit done de majorer,
pour @ dans (G,), le nombre des solutions &' du systéme

(1) 18;(@) — B — K|, < e 1< <k,

ol K;eF,[x].
(a) BEtude du systéme (1).
Le systéme (1) est équivalent &

k
1< ] < IG, Z (’;’) auLTzquat—j (Gru_Gu) — Ej-l- 0;',

w=jF

KyeF 2], 0;eF, et |0, < g ¥ @2,

Nous obtenons, en posant @, = a,LT*(G""—G")
k
2) > (";)H;‘—fau = K;+6,, 1<j<k.

u=7
En particulier, @ = K; 4 0,. En multipliant les deux membres de cette
équation par (’;) Hg7 ot en les soustrayant successivement aux k—1
avtres équations de (2), nous obtenons:
k-1
1<j<k—1, 2, (";) H G, = K4 6,— (’;) B, — (’;) "6,
P
= K}+ 6]
ot Kl [x] et [0f|,< g 2 =%+ (-Dtr-0)  Bn  particulier @,
= -Kllé—l +0}.-—1 .
Nous obtenons comme ci-dessus

k-2

1<j<h=3, (4 me, =m+4
U]

ol
.Kf qu [m] et |03|0 < q—Z—j(ﬂu—zl-v)-{-(k—j)(r—m).

Par récurrence, nous obtenons

LT*a,(G"*—G°) = K.+ 0,
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soit

(G'*—@%)+ LT < qri e (k-s)(r- )

0

A oee-e)
1z -

Le nombre de solutions de (1) esti majoré par le nombre A des solutions
@' de I’équation
(3)

ou
o =max(—2—s(w—2t—v)+(k—8)(r—w)+x, go+2st—1+v+

+(—1)r—y).

(L1 @)

1]

(b) Majoration de A.
D'aprés le lemme 22, le nombre de solutions G’ de 1’équation

LT*AG” = C'mod@, 0<[C'|o< |Qlo,
est majoré par
leoss

(@1t 4+ 1) g%+t g logz

Le nombre de polyndmes C" qui conviennent est majoré par (g*+*+1).

Nous avons donec
3xlogs

A< (qv+l—7+l)( 241 +1) Eu+28tq logx
Posons
e=0,06y sily<y<isy+iy,
e =0,2y si yx<iy.
Alors, gy < 0/10. Démontrons que
A< qu+1+(3k+l)t—4,4le

a+1<sr+2st4+max(—1—s0+(k—s)(y—w)+ 2 0—3%sy)
< 8(v—1ty+t)+st+max(ko,— 35y + 1, Q)
S kit+koot+iy+s(r—1y+1).
D’autre part
a+1 < s(v—4y+i)+si+y+max(koy—sty, go—2)
Kt-+8(v— 3y +0)+ 5 —4,00.
Nous aurons donc

a+l <v+l—v—wt+y+s(r—%y+i)+st+kos+21y
<v+1+(k+1)t+(k+1)go—1y
<v+1+(k+1)t—4,7¢, car (k+1)p,< 0,30,
v+1—y<v+1—58p, a+l4v+1l—y<v+1+k—4,9,

<
<
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et
0<v+1—rv—o+y<o+1+1—0,23by<v+1+1—4,70.
Done
A< 4qv+1+(8k+1)t+ao+ 3+:°§£-—4,7@
=3

Puisque y > log®y, logy > 300log% donc
3ylogk

Tog 7 < 0,01y < 0,060 i y<0,25y

etsiy > 0,25y
3 ylogk < 3lkylogh
logy k% +log}
Done A< 4 ot +ekDi-44le

(¢) Majoration de |S,/*
D’aprés le lemme 19,81 I > 2k(k+1)+ Ekh

< 0,0025y < 0,05 0.

GZ(;) |SGi21 g 4qk+}k(k+1)(w—2t—v) ’Kh . (CO —of— ,”)h .

s(

’ % qﬂ(m—ﬂt-v+l)—1k(k+1)(w—2t-v)+(m-2¢—w)ah+u+1+(ak+1)t—4,41g
o K = (I1)2¢% % et 8, = 3k(k+1)(L—1/k)~. Donec

2 18] % < 4 K™ (10 — 26 — p)leglH@=2=9) (L6842 3 goH1+Ek+DI—s810

Ge(G)
Nous avons
Slr<( 3 w@r)( X > 18k,
Glg =g @) , GelGy)
1Gglo=¢
8.2\ < g -v-D(-1) 8|2
0 ,,G%:)l Gl) =4 %; (G'%‘o)l GI)
olo=¢ |G'o|0=='qv
et
S.2) 0 (v+1) (1-1) \ ! S.12).
(G%:)| Gl) <q (G‘(Z,Go)l al)
Donc

|S1r|ﬂ <4 Gg ,yalKh(w —97— v)hqzl(co—zt+1)+(3k+1)t+(w—2£—v):5h—4,41n.

(d) Majoration de 8 lorsque y = 0,257.
Nous prendrons I = [}k(%k+1)+kh+3] avec

W [ log 25k (% +1)
L —log(1—1/k) ]

Alors
(0—2t—9)6, < p-3k(k+1) (1 —1/E)" < 0,029 = 0,4p.
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Démontrons que ! < 2k5(§+]ogk). Il suffit de démontrer que

log25k(k+1)
—log(1—1/k)

1
2_k+i(k+1)+ +1 < 2k(2 +1ogk).

43

Puisque —log(1—1/k) > 1/ +1/2k* et que log(l+1/k)<< 1/k, il suffit

de démontrer que

1 1 1 1
1 L 2k _—— _
0g25+2logk+ . \(3,75k+ klogk =% 1’25)(1.: + o

et

3,75
2

L’inégalité ci-dessus est vérifiée car

1 1
log25 —l——k- < 3,75 -I—( —1,25) 7

3
log25 +-§c—< 3,3+0,2 < 3,75.

Nous avons
ISNIH < 01 G;yal yllk qﬂ(m+1)—alt—2lgo

car
1> 3k(k+1)+3%k>3k+1 et 4g>21g,.
Done
8] < O Tytts gi=ssieco
et

lSl < 03y2.75qm+1—1,lt-—go

ou Cy ne dépend que de q (car k< p < q) et de C,.
(e) Majoration de S lorsque y << 0,25y.
Nous prendrons I = [k(k+1)+%kh+3%] avee

_ [log8k(k+1)y/x
-

Alors

(w—2t—v) 67& <

Lo |~

/2
kE(k+1) (1 — %) < 0,08y = 0,49.
Démontrons que
1< 2k2(2FlogkV y/y).

De méne que dans (d), il suffit de démontrer que log8+3/8%k < 3,75

ce qui est vérifié.
Nous avons
IS‘JM \<\ 04 Cé yal+llk thzl(w+1)—3lt-2190—0.019

car 1 >3k+1 et 490> 21p,. Démontrons que

Kh < q0,019 .
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Puisque logy > k1%
loghVy[z+2 < tlogy +k+2 < logy
done 7 < 2k%logy et
(112 < exp(4 k2logy X 2k2loglogy) < q16k4logylog]0gy.

Ceci entraine
S0 413 S1ne
Kh < ((l! 2 Gl)h € qazl.. log“ylog logy + 24k log2y é g64h log rloglogy.

I1 suffit maintenant de démontrer que 64k%log?yloglogy < 0,010
so0it
logy
loglogy ~
Puisque logy > k%, la fonction du second membre est croissante.
Il suffit de vérifier que

64 kslog2yloglogy < 0,00210g%y, 32000%k5 <

100
= To0logk
soit 32-10%-loghk << k% ce qui est vérifié.
De méme que dans (d)
18] < 0;11211/0_2?1,75 qw-l-l—-l,St—po et 18] < Cay2.75qw+1—1.1t—go

ol Cy ne dépend quo de g et de O,.
LeMMt 24. Les hypothéses sont celles du lemme 23.
Soient 2 et 5 deuw parties de M telles que st DeD

(D,@) =1 e |Dly< g

S = 2230 (Lf (D))

M
la sommation étant faite sur les couples (D, M) de D X # tels que
DMl < ¢, | M, = ¢,

avec 0,6y < v < 0,75y.
Alors

32000 %5 <

Posons

181 < Oy g7
o Cy ne dépend que de q.
Démonstration. Nous avons:

S= 3 MelLfdm)+ 3 Y efLf(DM)).

IDlogq;“? Mex [Dlg>a %24 Are

In appliquant le lemme 23 & la deuxidme somme, nous obtenons

I8 <y g™ + Cyp™ - g7~ 00
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ot puisque g, < 0,01y
18] < Oy 7o,

Levmvm 25. Les hypothéses soni celles du lemme 23 el on suppose de
plus que 2 < 5, T|Q el

Et<0,042y 51 x< 0,25y,
kt < 0,0106¢ st x>0,25y.
Soit 2 une partie de A telle que, i De2, (D, Q) = 1. Posons

8 = Z%Te,,(Lf(DTM))

D

la sommation étant faite sur les couples (D, M) de 2 X.# t6ls que

|IDTM—R|,<q¢% |My=4q¢ aveec 0,by—1t<<vLr—1.
Alors
181 Copegeitre

ot Cy est ume constante qui ne dépend que de g.

Démonstration. De méme que dans le lemme 10, nous partageons
les polynémes de .# de degré » en ¢"~¥~! sous-ensembles (M,)

| M —Mol,<g” avee v =v+ow—y

associés & un polynéme D de 2 de degré inférieur oun égal & r—v—1.
Posons
Sp= D elLf(DTI)).

Me(M)

Puisque (M,) est la boure de .# de centre M, et de rayon g°
8p =g N e Lf(DT(M+X))).

IX|g=<q?
XeF(x]
Posons

8y = ) e|If(DT(M+ X)),
Are(aLy)
, ) LI OTX )
= gim = L2 oo
et

%
> ol g

All(ﬂro) j—l

’
Sx

Nous 'avons
Sp=gq"" D 8x et Sy =I8%l.

|x|o<f1"
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Soit 25 I’ensemble des f = (B, ..., f1) tels que

1B—Blo< g ¥, 1<j<k.
Posons
k

8B = D e B0).

Me(My) =1

De méme que dans le lemme 23, nous avons
18" < g ¥ [ [18(8)*y(B) Ay - .dB;
& @
ot 7y (B) est la fonetion caractéristique de 2#%(Qx).

D IS g [ 18 3 g (B)dp, ... APy
2 2

[X)p<q® I Xlg<a®

et Y 7nx(f) est majoré par le nombre de solutions X’ du systéme
IXlp<a”

(1) B X)) —B(X)—Eslo< 977", KjeFy[a]l, 1<j<k.
(a) Itude du systeme (1).
En posant @, = q, LT*D* le systeme (1) est équivalent &

k

2 (?) G (X" - Xy = K;+0;, 1<j<k,

u=y
ot K;eF,[x] et |6;] < g **. En particulier
kG (X' —X) = K+ 0;_,.

Pour 1 < j < k—2 multiplions les deux membres de la j-idéme équation

par (k—j)! et soustrayons membre & membre I’équation ci-dessus multi-
pliée par

(k—1)! X7 _ Xt~
i XX

Nous obtenons

lorsque X' # X.

k—~1
L<j<h=2, Y (k=) (}) 6@ -2+ = K}+ 0}

us=J

ol Kje Fy[z] et |0}, < max (g%, =2~ ®-U+E-1-10)) done |6}, < ¢~ * 7.
En particulier

2(k—1)G (X' —X) = Kb , 46} ,.
Nous obtenons par récurrence

2180 (k—s+1)!sG(X'—X) = K,_,+0._,
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ol Ky e Fo[z] et |6:_y]o < g2 €, soit
A

Le nombre des solutions G’ de ’équation (1) est majoré par le nombre
A des solutions @' de ’équation

< q—2—{8—1)ﬂ .
0

L6
LT*D* (X' — X)+ o T* DX — X))

< g
0

(2)

ole =max(—2—(s—1)v+ g, 00— 1+8t+s(r—v—1t)+v—1y).
(b) Majoration de 4.
D’aprés lelemme 7

A (g g ).

WO(LT’—%D’ (X’ —-X))

o est défini comme dans le lemme 23 (b); alors
k< 0,21p.
Démontrons que
/1 < 4: gv+1—4,699.
Nous avons

a-+1<o+1+max(go—sv+y, go+8(y—r) —sy/2—y/4)
< v+1+po+st+max(—y/4, —p/2) <v+1—4,690,
V+1l—y+0+st<v+14p0,+8t—dp<v+1—4,69p,
00 +8 < 0,3lp<v+-1—-4,690.
(c) Majoration de [Sp|®.
D’apres le lemme 19, si I > tk(k+1)+ %A
2 | lezl <4 qk+ik(k+1)thvh q(v+1)2l—-ik(k+1)u % qudh+'u+1—4,69e
IX(p<q?

ol
K = (2% et 6, =3k(k+1)(1—1/k)
De plus

| SDIzz < q—zl('u+1)+('u+1) (21-1) Z | leul <4 qk Khthzl(v+l)+ik(k+l)eo+'udh—-4,69a'
IXlp<a®

(d) Majoration de S.
De méme que dans le lemme 23 (d) et (¢) nous obtenons

2l t o HE g2lv+1) —2log+Hkik-+ 1)gg—0,28
|8 pP. < Ok g0+~ ookt 1)eg—0,28

car 40> 219,18, < 0,40 et K< 0,0L0.
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Démontrons que 3k(k+1)g,<0,28¢. Il suffit de démontrer que

4

c _— = L
bie(k+1) k2(2+1logk) <o

28

soit
E+1
— < 0,h6
k(2 41ogk) Y

1< (0,124+0,56logk) k et 1< 0,24+1,121log 2.

log2 > 0,69 donc 0,24+1,12]og2 > 1,01.
Nous avons
SISy D 18yl < Captigertn,

y IDIB':G'._"—
7. Enoncés et démonstrations des théorémes 1 et 2.

THEOREME 1. Soient: y un entier tel que y > 10; x un entier tel que
0 < < y;y un entier tel que max(y, y—x) <y < ¥; 0, le réel défins par:
0,27 st y<p/4 0,06y 88 y/4< <3 y[4 0,2(y—7) st 3y/d<yx<vy;
A, = exp (110 log2y)-¢~%; A, LeF,[2]",Qc M,0¢P €t a,veF, tels qus
ILlo< g% (4,@) =110 =¢" Itlh=¢" € e =A/Q+0/Qv; r ¢t w des
eniters tels que y—po<o<y,r=youy—1lesir=y—1, o0 =y—1;
Re A de degré r.

8i 8 = D) ey(PLa) o la sommation est faite sur les polyndmes irré-
ductibles P de M tels que |P—R|, < q® alors |8| < Cgd,¢°"" ol Cq est une
constante positive qui ne dépend que de q.

THEOREME 2. Soieni: k un entier tel que 2 < k<< p—1; y un entier
tel que Log y = k%% ay, aj, ..., ae F, tels qu'il existe un entier s, 2 < s < K,
pour lequel a, = A[Q+6/Qr, ot Qe ., A F,[aT, (4,Q) =1,1Ql =
02, |tlo =q", sy>y>[sy/2+y/4] e logPy< y<sy/2+vy/d; o le
réel défini par

0,05y .
— <7<t
k2(21+10gk) 51 i.y y4 2‘97—{_&7/’
0,2y .
—= 81 7 < 1v;
}*(2 -+ Log (kVy [ 1)) ’

A, = exp (110 log2y) ¢~%; 7, w et R sont définis comme dans le théoréme 1.
S 8 = 3 e(Lf(P)) o f(P) = . P*+  + a,P+aq, et oi la somma-
P
tion est faite sur les polyndmes irréductibles P de # tels que |P— R|, < ¢°,
alors
18] < Cyd g,

Démonstration des théorémes 1 et 2. Les démonstrations
des théorémes 1 et 2 ont une partie commune dans laquelle f(X) désigne
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aX pour le théoréme 1, ¢, X*+ ... 4- a, pour le théoréme 2, et V désigne
le polynéme 1 pour le théroéme 1, le polynéme @ pour le théoréme 2.

Soit F' le produit de tous les polyndmes irréductibles de .# de degré
inférieur ou égal 4 y /4 ne divisant pas V, et soit W = F- V. Nous désignons
par % Pensemble des polynémes U de # premiers & W et tels que |U —R|,
< ¢°. 8i %; est ’ensemble des polynémes de # ayant j facteurs irréducti-
bles, nous avons

3

j=1

Par convention, si le%, nous posons le%, et % =%, —{1}. Si
&L = D} e(Lf(D)), le lemme 8 (i) entraine
Ue%

g = dud D eLf(DM).

DIF IDM—Rlg<a®
Dest (M, V) =1
Si 8; = ) elLf(U)) (¢ =1,2,8), nous avons les relations
Uely

S =8,+8:+8;, |8, —8< gt

Pour majorer §, il suffit de majorer &, 8, et §,. Dans la démonstration,
C désigne une constante qui ne dépend que de g.

(a) Majoration de 8,.

Si
Fr= D e(Lf(UT)
\UU’-Rlg<a®
U U@,
nous avons
18— 355 < - q——%lﬂqﬂzg q"*.
Comme
Fo= D aLf(TU)+ D e(Lf(UT)
[UT" —Rlg<q® \UU"=Rly<a®
U, U’l-'%'f U, U1
1Ulp<q?? [Ulg>a2
1T ly<q??

en appliquant les lemmes 10 et 23, & la premiére somme avec T =1,
G=UH=U ot p(@) =1 et 4 la deuxitme somue avec I =1,
G = U, H = U, nous obtenons

|Fol < € gF'-4y ol 4y = yPqT%0
et
18,] < ¢+ C gt 4,.

4 — Dissertationes Mathematicae XCV
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(b) Majoration de S§,.

Si
Fi= D e(Lf(UD)
IUU—Rly<q®
Usy
U’y
alors
8,—3#y =—% D e(Lf(TT)
U= Rly<a®
U_tqli
Uy

et
18,—3Fi<t D) Lt
v og“qav/‘i
U, U et

Dans l'expression de %, comme U’e %,, |U'|, > ¢”* et les valeurs
prises par U dans %) sont soumises & la condition ¢**< U], < ¢"%;
nous pouvons done appliquer les lemmes 10 et 23 enposant ' =1, @ = U,
H =T’ et (@) =1, ce qui donne

|Fs| < C-g®+ 4.

(¢) Majoration de 7.
Nous pouvons écrire & = &/, — &, ol

= ) D e(Lf(DM)) (i =0,1).
DIF . |DM—Rly<a®
a(D)y=(-1)% (M, 7)=1
Nous majorerons &,; &, se majore de la méme maniére. Soit » le
degré de M.
() Bi0< v < p/d—ey (0w e = 0,01), d’aprés le lemme 9, nous pouvons
répartir les diviseurs du polyndme F' dans au plus

logy /4 ,
"y ((2 T g +9 ) log")

ensembles disjoints; nous noterons &7, la partie de ./, qui correspond
4 un ensemble de cette partition. Nous allons montrer que 7, est majoré
par C-g°*'- A,. Ceci entrainera que la partie de &7, correspondant & 0 < »
< yl4—ey est majorée par

logy /4
C-q*t 4, (2 —_——)1
o0 dvesp (8 300677 o)

< C-g“t'- Ady-exp(110log?y —10logy) < O-¢°*- 4.

Il reste donc & démontrer que </, est majord par C-q°*t'-4,, ¢ étant
défini par le lemme 9, si ¢ < y/4 —v — ey alors | ;| <2 ¢ ¢¥r— N+ L2 g"*
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et si p > y/d—v—ey, o, se met sous la forme

, 1
oy = ZZZ%}"“ (Lf(MEX))

M K
la sommation étant étendue & des éléments de . satisfaisant 2
Mo = ¢, g7 < |Kly < giirmonien  grit—
|IMEX —R|,<¢" et (K X)—1

chaque polynéme D = KX étant pris » fois.
Nous avons

ol

Ap = D) & |Lf(T* MK, X,))

MK, X,
la sommation étant étendue & des éléments de 4 tels que.

(M, =¢, qyl4—v—t—:y< |l < q-y/2—v—t ot szMK1-X1—R|n < q°.

Le nombre p(G&) des solutions de 1’équation MK, = G est au plus
d (@) done y satisfait les conditions des lemmes 10 et 23 avee C; = 0, = 2.
Nous avons donc

sty = D 9(@) 3 0[BT 6)

la sommation étant étendue & des polyndmes tels que
T <@l <@t et |TPGH—-R| < g".
En appliquant les lemmes 10 ot 23, nous obfenons

I‘d&'I < Ggm-Fl,q—l,lt_An
ot done
|5 | < g+ 4y Y < 00g° - 4.
>0

(B) Si » > 0,24y, les démonstrations sont différentes pour le théoréme
1 et le théoréme 2.

Avec les hypothéses du théoréme 1, si » < y— 3¢y, nous appliquons
Ie lemme 11 % la partie correspondante <7, de 7,, ce qui donne

loZy | < 290t g0 < ¢ 4,
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et si y—39, < » <1, la partie correspondante «7," de 7, s’éerit sous la
forme
s'= Y 2 8o
¥ I11[1|0=q" DE(Do)
ou les boules (M) sont définies par:
| M —My |, < ¢,
Me 4.

Chaque boule (M,) associée & (D,) est réunion de ¢"~**' boules (M,).
Si | Y|, < ¢"Y LDY6/Qr<#* donc

LADY
8p = ¢(LM;Da) D) 60( );

|Plg<g® ! ?

@ ne divise pas LAD puisque (4, Q) =1 et [LD|, < ¢**0 < ¢* done S§p = 0
et &, = 0.

Avec les hypothéses du théoréme 2, si »< 0,5y, en appliquant le
Jemme 23 avec T' =1, ¢ = M, H = D a la partie correspondante 7, ,
de #,, nous obtenons

Me (M) <

| 2,1 < C- Ao g"*

Si 0,5y <»< 0,75y et 7 =y en appliquant le lemme 23 avec T =1,
G = D et H = M & la partie correspondante s/, , de .2/, nous obtenons
| 0,0l < C-dgg*

5i0,6y<v<0,73yetr=9y—1,

oy = D De(LfDID)+ D Dley(Lf(DM)).

D ar
!D|0>q°-253"‘1 lplogqo, 25y-1

En appliquant le lemme 23 & la premiére partie et le lemme 24 a la deuxié-
me partie, nous obtenons

|y, o < C-Ayq°t,
Si 0,75y < v < 1, la partie correspondante 7, , de 7, §’écrit
A5 = ZM(T)S(T) o S(T) =2260(Lf(DTM))
7o D

la sommation étant faite sur les couples (D, M) tels que D | F, | M|, = ¢"
0,70y —~1i<v<<r—t, et [DITM—R|,< g%
Si ¢ satisfait la condition du lemme 25, nous obtenons

I8(T)) < Oytigeriztoen,

H

Sinon
I8(T)| < pge*'~t.
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Si p est défini comme dans le lemme 23 (b), nous avons alors

t>0,21p0/k, 0,20/k>p, et §x<0,0lp/k ou é= 5/(L00k)*.
Donc
|8(T)| < pgti~%g%,

En utilisant le lemme 1, nous obtenons

| ol <Y D) Cpigerittteo 4 3y getizeg— i

i<y |Tlg=0' TIQ

et |y 5| < Op*°g°t170 g 040",
Nous avons donc dans tous les cas

|#] < C 4,97
Puisque 8;— 8, §8; et §; vérifient I'inégalité ci-dessus, nous avons
18] < O d,g°*"
ol O, est une constante qui ne dépend que de q.

8. Deux lemmes.
LEMME 26. Soient Qe #, A F,[x]" tels que (4, Q) = 1. Alors

AH
60 ( Q ) = lu'(Q) .
HeF,[a]
(;I'Q)=1
0= 1p<1Qlg
Démonstration. Posons
AH
TP('A) = 80 Q .
HeFz]
(H,Q)=1
0<[H|p<<IQlg

Pour tout He F [z] tel que (H,Q) =1, et 0 < |H|, < |@o, il existe
K = K(H) unique tel que 0< |[AH+KQ|,< |@|,. L’application H —
— U(H) = AH+KQ ainsi définie, est injective et (U(H), Q) = 1. Nous

avons done
U
pa(Q) = Z ¢y (_) = (@),

0| Up<1Qly Q
(U,Q)=1
v 4(@Q) est donc indépendante de A.
Montrons que w, est multiplicative. Soient @,, @, F,[#] tels que
(@1, @;) =1. Powr tout HeF, [2] tel que 0 < |H|y < [@1@:lo et(H, @ Q) = 1,
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il existe (H,, H,) unique tel que
0< | Halo < [Quloy  (Hiy @) =1,
0< [Holo< [Qloy  (Hzy@2) =1,
et H,Q,+H,Q, =

H
(@) = 0 ( )
B o<|H|.,<%:10210 ' 0.9,

(H,Q; Qg)=1
H.Q,+H,Q
= 90( 1QQ2 0 s = v,(Q1) w1 (Q2).
0<|H1lp<1@lg 1va
0<[Hylp<|Qalp
(H1.@Qp)=1
(H21Q2)='1

Il suffit donc de caleuler y,(P™) ol m est un entier positif et P un
polynbéme de . irréductible,

H
P (P™) = Z % (ﬁ)
0<|H|0<lP lo

(H,PM)=1
donc
H HP
= el S
O<|H|g<|P™]p 0 |H o< [PT=1),
or

/

FEAMTC
0<IHp< P P 0 sin>0.

H)_l|P|},‘ siw =0,
Nous avons done

-1 sim=1
"I’l(Pm) = ’

0 sim=2,

et comme y,(1) = 1, y, est la fonction de Mébius sur 4.
LEM® 27. Soit v un entier tel que v = 1. Alors

_"<H( IPIo) =)

le produit étant fait sur Pensemble des polynémes P de M irréductibles et
de degré inférieur ou égal & ».

Démonstration.

[0 - [T (-3

k=1




8. Deux lemes

D’aprés le lemme 20, pour » > 1

1 1 qF —2¢**
1— < ex 1 1—— —_— —qgk
n( |P|o) P[q °g( q)+2 p o oell—g )]

P

2k<y
1 2q %2
<ox| 3 (-L .
<en| (-4 3 5]
<<y <<k
Comme
2% 1 1 1
2 L— 4+ —+-— > 27k 13
- IG ~= 2 3]/2 2 é == v
1
2 - = log (»4-1)+0,3
1ssh<y
nous avons bien
1 e
1— < .
]J( IPIO)\ r+1

D’autre part, nous avons

1 7" —k
”(1— |P|o)> exp( Z—E-log(l—g L)).

P 1<k<y

Puisque log(l—o)> —o—2? pour 0< < #

= Z(-1)- 35

P
Comme

nous avons bien

(o]
(<2



CHAPITRE 2

Nombre de polynémes irréductibles
dans une progression arithmétique

1. Relations arithmétiques sur .#.

DErFINITION 3 [8]. Une relation d’équivalence sur .# est dite relation
de congruence si elle est compatible avec la structure de demi-groupe
multiplicatif de .#.

Si Zg est la restriction & 4 de la relation ,,modulo H” sur F,[z]
alors #Zy est une relation de congruence sur .# pour tout H de .#.

DrrFiniTION 4 [8]. Un polynéme A de .# est dit inversiblé modulo 2
s'il existe B de 4 tel que AB et 1 soient équivalents modulo £ et on
notera

AB =1mod4Z.

On appelle 9(%£) le groupe commutatif des classes d’équivalences
inversibles du demi-groupe quotient .4 /2. Si .# [#.est fini, on dit que £
est finie et on note g(#) Vordre de %(%).

Nous supposons connue la théorie des caractéres sur un groupe fini
commutatif [9].

DEFINITION 5 [8]. Soit #Z une relation de congruence finie sur .#.
A tout caractére y de ¥(#) nous associons la fonetion y & valeurs complexes
définie sur .4 par:

Si A est inversible modulo %, y(4) = y(4) ou A désigne la classe
de A modulo £.

Si A n’est pas inversible y(A) = 0. La fonction y est appelée caractére
modulo %:

L’ensemble des caractéres modulo # est un groupe multiplicatif
isomorphe & ¥(Z), dont 1’élément neutre est noté par yz,. x, est appelé
le caractére principal modulo Z.

DErFINITION 6 [8]. Une relation de congruence finie # sur .# est
dite arithmétique:

s’il n’existe qu’un nombre fini de polyndmes irréductibles de .# qui
ne soni pas inversibles modulo Z#;
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g'il existe nm entier m = m(%) tel que pour tout entier r > m, le
nombre de polynémes de .# de degré » soit le méme dans chaque classe
d’équivalence de ¥(Z).

Dang la snite m () désigne le plus petit entier m satisfaisant la pro-

priété ci-dessus.
Soient %, et #, deux relations arithmétiques, alors Z = Z; N Z#,

définie par
A=BmodZ <+ A=Bmod%;, 1=1,2,

est une relation arithmétique. Si y; est un caractére modulo %; (1 = 1, 2),
alors y1'y. est un caractére modulo Z.

DiErFINITION 7 [8]). Soient %, et %, deux relations arithmétiques.
X, ot &, sont dites indépendantes si ¥ (Z) est isomorphe & % (%) X 9(Z,)
avee & = %, N Ry

Tl résulte de cette définition que si %, et %, sont deux relations arithmé-
tiques indépendantes, le groupe des caractéres modulo £, N %, est 1’ensem-
ble des produits .-y, ol y; est un caracteére modulo Z; (i = 1, 2).

ProposrtIoN 3 [8]. Soit k un élémend de N. Soit &y, la relation définie
par

A = Bmod &y, < [a®F%. 4 — g8 4. B|, < gles 4Bk,

Les relations Ry, et Ry ol est un polyndme de A degré h sont deuw
relations arithmétiques indépendantes et 81
g(k)ﬂ = '%(k) (@) '%H
nous aAVONS
mRpg) <k+h e g Eyg) = ¢ ®(H).

2. Etude des fonctions L(-, y).

DEFINITION 8 [8]. Soit £ une relation arithmétique et soit y un
caractére modulo #. La fonction L(-, x) est définie par

Lis, z) = D) x(F)|F|;®
el
ou s =co-+it et o> 1.

Si o>1
P ~1
I = [ (1_ iﬁ)ls))
P 0

le produit étant étendu & tous les polynémes irréductibles de .#. La fonction
L(-, y) est périodique, de période 2ni/logyq.

PROPOSITION 4 [8]. Soient # ume velation arithmétique et y un caractére
modulo Z.
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8i x # 7o, la fonction L(-, x) est analytique dans tout le plan complexe
et

Lis, x) = D  x()IFR>

1 Fjg<g™(®)—1
Feat

8y = xo, la fonclion L(-, x) est méromorphe dans le plan complexe
et ses pdles (tous d’ordre 1) sont

Quel que soit yx, L(s, x) est non nul pour ¢ = 1.

On peut utiliser la méthode de Siegel [7] pour donner dans le cas
général une estimation uniforme du nombre de polyndémes irréductibles
dans une mé&me classe d’équivalence modulo une relation arithmétique Z.

Les fonctions L ci-dessus sont & peu prés, celles pour lesquelles A, Weil
a démontré I'hypothése de Riemann. Pour la commodité du lecteur,
nous précisons cette connexion dans les paragraphes qui suivent.

Je remercie ici J. P. Serre qui m’a fourni de précienses indications
pour cette démonstration.

3. Isomorphisme entre %(Z%,y) et un groupe quotient du groupe
des idéles de #. Nous utiliserons les notations de Weil [18].

Soit E I’ensemble des places du corps #. Si ve E nous noterons &,
le complété de & pour v et U, le groupe des unités de &£,. Si H = Pk ...
... P% ol les P; sont des polynémes irréductibles unitaires distinets et
ol les nombres entiers %k; sont positifs, nous noterons § l'ensemble des
places vy, v,, ..., v, OU 2, est la place associée & la valuation w, et v; (1 <<
< 1) est la place associée au polyndéme irréductible P;. Nous poserons
2;(P;) =1 et nous noterons Uy, (ne N) 'ensemble des éléments z de #,,
tels que v;(# —1) > n. Nous noterons %% le groupe des idéles de #. Nous
définissons pour tout » le groupe I, par

I’l’o = monﬁ:l,
I, =Tk sioveS—{vy},
I,=U, siveB—SK.

Soit I = [] I,-I est alors un sous-groupe ouvert de F.
ve

PROPOSITION 5. Le groupe F%/F* 1 est isomorphe & 4(Rupm).

Démonstration. Notons .#; (1<i<7) le demi-groupe multi-
plicatif des polyndémes de . premiers & P;.

Nous définissons
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Nous avons alors
Gy = $(Ayy) et G =9(Zply), 1<i<r,

par définition. Il est facile de vérifier que (%)) est isomorphe an
produit direct des groupes G, (0 < < r). Nous noterons par 6 l’isomor-

phisme de [ | G; dans % (%) tel que si A est.un élément de .# premier
i=0

& H alors limage par 67! de Ia classe de A est le produit des classes de
A dans les groupes @,.
Soit # un élément de U, (1<i<7). Alors z s’éerit

&= ZI{nP'?J Kn€ Fq[mji IKnlo < I-Pi[o

n=_0

et X, # 0. On posera 1/),;( ) égal & la classe du polyndéme
2 K, P*+Ph  dans G,.

I1 est facile de vérifier que y; est un homomorphisme surjectif dont
le noyau est égal & Uﬁg Soit z un élément de U},o alors z s’écrit

z =1+ Zanm—n) aﬂ,qu'
n=1
k
On posera y,(2) égal & la classe du polynéme a*+'+ 3 ¢, """ dans G,.
‘)LH].
Alors y, est un homomorphisme surjectif dont le noyau est U"+1 Pour
tout v de F nous définissons une application ¢, de &5 dans ]—[ G; de la

facon suivante:
Soit 2 = (2,),.z un élément de £ . Nous posons

2, = Pz, 2,eU, pour v v,
— g.pn—MNp., * e 1 -1 _ ,
Zyy =070 2, acF, et By € U,,o, et Yy = a[YP,,v.

'!J=’L‘0
Nous définissons ¢, par

w(2) = [[wi(Pl)  pour vy,
i=0

‘pvi(z) = ["/’z (?] 'zv-)]—l pour 1 < 1 < ¥,
Doy (2) = [o(y 7y, a0+ oW =1,

,
Nous avons plongé ici eanoniquement G; dans [] @,. Puisqu’il n’y a qu’un

v
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nombre fini de », différents de zéro nous poserons:

=[]z

rel

,

Il est clair que ¢ est un homomorphisme de #% dans f] G;. De plus ¢ est
=0

surjectif car les applications y; le sont. Il reste & démontrer que le noyvau

de @ est #"I. Démontrons d’abord que ¢(F*) = 1. Soit ae F* alors
a — aP}'l P""Qll 1],

ou les @; (1 <4< 1) sont des polynémes irréductibles unitaires distinets
des P; (L<i<7) et ol ae Fj.

Nous avons donc
[[#sa H Pe(Q1 ... QM)

S

[] ¢ a H Pi(QF ... @)

1<igr
et

Pop(@) = 9o(QF ... Qira’)™ ol t = deg (Q... Q).

Nous avons donc:(p(a) = 1.
Soit ze #7, tel que ¢(2) =1. De méme que précédemment nous
avons

n ! ’
= Pyvezy,y, 0 5#0, 2,¢ U,
et
-~ — .~ N, ! 1
Zyy = A L0, Qe F;, aIOE Uy

Posons a =a- [[Piv et w = z-a7V.
vy .
Nous avons donc U,e u, si v # v, et u, e a” U, .
Puisque ¢(a) = 1 nous avons (p(u) = 1.
De plus n p.(#) = 1 done [[ g, (u) = 1.

ey
Nous devons done avoir u,e I, pour tout v de § puisque le produit

7
[] G; est direct ce qui termine la démonstration.

i=0

4. Fonctions L, lorsque o est un quasi caractére des classes d’idéles.

DErFINITION 10 [18]. Un quasi-caractére o du groupe des classes
d’ideles %% /#* est une représentation continue de #F%/#F* dans C*
(On Didentifie avec une représentation continue de 7% dans C* triviale
sur #*.) w est dit principal il est trivial sur le sous-groupe compact
maximal de F%/F". v induit sur #, un quasi-caractére m,. On note f(v)
le plus petit entier f tel que w, soit trivial sur UL. Si f(v) = 0, w est dit



62 Chapitre 2. Nombre de polyndmes irréductibles

non ramifié en v. Le diviseur D, = ) f(v):-v est appelé le conducteur

v
de ®. On pose w(v) = w,(P,) et 'on définit la fonction L, par
Lw (8) —_ I] (1 — (’D) q—sdegv)—l
v

avec 8 = o-+1t, 0 > 1, ou le produit est effectué sur toutes les places v

oll w n’est pas ramifié. deg(v) = deg(P,) si v # v, et deg(v,) = 1.
THEORBME 3. Soit y un caractére non principal modulo #g,py alors 4l

existe un quasi-caractére w non principal de F trivial swr F-1 tel que:

L(s, 1) = L,(s) [ ] (1—e,q7%%")
veS
o le,l =0 ou 1.

Démonstration. Posons ¢ = fogp. Si y est un caractere de (%, q)
nous posons w = yow. L'application y — yoy est alors un isomorphisme
entre le groupe des caractéres de % (%, z) et le groupe des quasi-caractéres
de #% dont le noyau contient #*-I. Nous remarquons que tout quasi-
-caractére de %% dont le noyau contient - I et qui n’est pas le caractére
unité ne peut étre principal. En effet soit w un quasi-caractére tel que
w(F*-I) =1. Si  est principal w(F*-[[U,) =1 donc w (F*-I-[]U,) =1.

Mais le groupe #*-I-J]U, est égal au groupe #*+#; || U, qui est

e
égal & Y. Done o est le caractére unité. '

Si ¢ 8 nous avons yx(P,) = w(v). L’égalité du théoréme est vraie
avec ¢, = 0 87 ve S et si w est ramifié en v et ¢, = w(v) si w est ramifié

en 2.

5. Théorie du corps de classes et fonctions L,. Soit & une cléture

algébrique de # et #, lextension abélienne maximale de # dans Z.
Soit L une extension de & et posons:

N(L) = %Ny (L)

ol Iy désigne le groupe des idéles de L et Ny, la norme de L% dans #75.
Alors d’aprés [18] (corollaire 2 du théoréme 7, p. 276) l’application
L +— N (L) est une bijection de l’ensemble des sous-corps de F,, de degré
fini sur & sur les sous-groupes ouverts de %% d’indice fini dans &7, et
contenant #*. Il existe done un sous-corps L de #,, de degré fini sur &
tel que:

N(L) =%*-1.
Le corps de base F', peut a priori s’agrandir dans E. Soit F, ce nouveau

corps et X le corps F,#. Nous avons alors # = K < L. Puisque le groupe
des quasi-caractéres de £ triviaux sur #*I et principaux est réduib
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au quagi-caractére unité cela signifie qu’il n’y a pas d’extension du corps
des constantes Fy donec F, = F, et K = &.

Soit {7, et {5 les fonctions zeta de Dedekind des corps I et & respecti-
vement. Puisqu’il n’y a pas d’extension du corps des constantes, d’aprés
[18] (théoréme 4, p. 130) les fonctions {; et {z ont les mémes podles. Soit
I' le groupe des quasi-caractéres de 7 triviaux sur F*-I = N (L) et soit
o le quasi-caractére unité. Alors L,, = {. D’aprés [18] (théoréme 10,

p. 180)
¢(s) = [ [ Las).
wel’
D’apres [19] (p. 64 et p. 70) {; vérifie Phypothése de Riemann c’est-a-dire
que ses zéros a vérifient |a| < 4. Nous avons

[ Za(s) = t2() 552 (s).

S,
{7 et {5 ayant les mémes podles il est clair que chaque fonction L, (0 # w,)
vérifie I’hypothése de Riemann et il en est de méme pour les fonctions

L(-, x)-

6. Nombre de polyndomes irréductibles dans une progression arithmé-
tique. Nous supposons dans ce paragraphe que k+7% > 1 (b = degH).
Soit K un polynéme de . inversible modulo la relation Z,; et posons

f() =1 siGed et G =Emod Zyx,
f(@) =0 sinon.

Si #(y, H, k; K) désigne le nombre de polynémes irréductibles
unitaires de degré y qui sont congrus & K modulo #y,z nous avons:

a(y, Hyk; E) = D' f(P).
1Ply=a"
Soient x; (0 <% < ¢(Zyym) —1) les caractéres modulo Zyyy, x, étant le
caracteére principal.

Posons z(y, x;) = O x:(P). Il vient:
|Plg=a"
g9(#)-1

wl By s ) = s Z T E)7(, 1)

D’aprés la proposition 3 et le paragraphe précédent nous pouvons écrire

81 x; # %o
k4-h—1
s, z) = [] @—oT) avec T =g
j=1
et loy| < ¢



G4 Chapitre 2. Nombre de polyndémes irréductibles

Nous obtenons alors en prenant la différentielle du logarithme

e k+h-1

. ar
d(Log L(s, z)) = — D) Y] ap-T" =,
n=1 jel
| c . dT
ALog L(s, z)) = D) Y Ael@ (@) T"
n=1 |@p=0"

avec
A(@) = deg(P) 8iG = P! et P irréductible,
=0 sinon.

Nous en déduisons par identification:

k-1
| Y a@u@] =]} 4
|@ip=q" f=1

Gell
done

v D) wP|<@Hi-net+ DT Y 1

1Plg=a" 2 |Plg=q"ll
< (7‘;_|_h_1)q7/2+ 2 qylj
ily
j=2
d’apres le lemme 20.
Nous avons done pour ¢ # 0
E+h—14+9y—1
7y, 2 < ",
done
7 k+h—-1+y—1 .,
w(y, H, k; K)— k(?’: %o) < Y .
¢"P(H) 4
Mais nous avons |z (y, %) —m(y)| < 7. Il vient alors:
q'l’
H Iy Ky ——
n(y, H, &y K) qu(b(H) }
E+h—1+y—-1 7 q"
< r/2 =

Nous avons:

7
O(H) = [[1PJi (1Pl —1) > 2'*
i=1
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car |[Pjo—1 =2 sauf si ¢ =2 et P; =2 ou o+1.
¥

i q 2
Pour y 24, ——— <2< 3¢"* ot — — < @
our y = 4, FoE) S < 39" o » 7 (y) < ” g"* d’aprés le
lemme 20. Pour 1 < y < 3 nous avons:
n(l) =g - —=(2) =3¢ et - —=a(3) =3¢

Nous obtenons alors le théoréme
THEOREME 4. ST k+h > 1

i
vq" P (H)

n(y, H, k; K)— < (k+h+1)g™

5 — Dissertationes Mathematicae XCV



CHAPITRE 3

Equirépartition modulo 1 des suites (f(Pu))us:

PrOPOSITION 6. Soit a un élément de F,—F. Il existe alors un entier
7(a) tel que pour tout entier r = r(a) on ait

LA
T Q9 9

avec AecF (2], Qe M, 0c P tels que

(4,9) =1, Ith=¢ e g<|Qo< [7lo
De plus, le couple (A, Q) est unique pour r fizé.
Démonstration. D’aprés la théorie des fractions continues dans
F, [11]
-An (_1)'n

“ =0 T OO T OO

ol B‘n+1€'[ﬂ3 Ay, Qns Fq[m]*’ (An’ Qn) =1 et |ino< lQn+1i0' Il exigte
done (si Q.o = ¢"@) un entier n unique tel que |Q,lo< ¢" < |@urilo-
Nous prenons alors

n = 0,

1 1 ( — ].)nmr
T=a, @ 7 Qs a " © @nirt+ 0,11@n

(a étant le coefficient du mondéme de plus haut degré de @,,).
Puisque le développement en fraction continue de a est unique,
le couple (4, @) est unique pour 7 fixé.

LEMME 28. Soit Qe .# de degré y =1, alors
|H|

x6*

Q(H) =

Démonstration. Soit H = P& ... P on les P, sont irréductibles

distincts. Alors
®H) - ( 1 )
— 1— )
|H o ﬂ [Pilo
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D’aprés le lemme 27

r —2
[1f-2ds=
Byt Pl X

qﬁ(H)> H(l 1 )> e?
har—— = )
IHIO 1P|'°<qx I'P|0 X

ce qui démontre le lemme.

‘LEMME 29 [12]. Soit @ = (0,), » = 1, une suite d’éléments de F, lelle
que

done

N
| 360 ()| < a(N) N
n=1
pour tout He F [x] et 0 < [H|, < ¢*™.
Alors
Dy(0) < ¢ +a(N).

Démonstration. Soit # = a+2" une boule contenue dans 2.
11 est facile de vérifier que

ng(#e(0) = D e(H(6—a))

|Egab—2
HeFz]

oll 74 est la fonction caractéristique de 4.

Nous avong done
N

By(#,0) =" > DefH(8,—a)
0<|H|g<e?—2 n=1
HeFg[x]
et

N
By(#,0)1<g® 3 | Vel HS,).

0<|Hlp<d? =2 n=1
Si b< b(N)+2, nous obtenons
By(#,0)<¢™ D N-a(N)< Na().
0<|Hjp<al 2

Si b > b(N)+2, la boule # est contenue dans la boule &, = a4 P%
ol by =[b(N)+2]. Nous avons

R3(%, ©) —RY(4,, 0) = F\ (&, O) — I (4,, 0)+ N*mes* % —
— N2mes? %, —2Nmes B+ Fx (%, O)+2N1mes B, I (B,, O).
Puisque
0 < Iy (4, 0)< I'y(4,, 0) < |Ry(%,, 0)| +Nmes %,
0 < mes#Z < mesd,, et |By(AB,,0)< Na(¥N),
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nous obtenons
R} (%, 0) < N*a*(N)+ 2N mes &y (Na(N) + Nmes B,)
done
| Ry (%, O) < N(a(N) +2q—1—[b(N)]) < N(a(N)—I—gl"b(N)).
Nous avons done
|Ry (%, 0)] < N(a(N) +¢' ")

pour toute boule Z = £, ce qui démontre le lemme.

ProrosiTioN 9. Soit (G,), n = 1, la suile croissante des éléments de A.
Alors la suite (G, a), n = 1, est bquirépartie modulo 1 dans F, si et seulement
8t aeF,—F.

Ce résultat a été démontré par une autre méthode par Dijksma [4].

Démonstration. 8i aeF,a = A/Q avec Qe F [2]*. En prenant
H = @ dans le critére de Weyl, nous obtenons

S
> e.,(a G,,Q) - ¥
N1
done la suite (G, a), » > 1, n’est pas équirépartie modulo 1. Si a ¢ &, alors
Ha = f¢ % quand He Fq[a:]*. Montrons que pour tout £ > 0, il existe
N,(B, €) tel que si N > N,, alors
N

| eo(ﬂGn)I< eN.
1

n=

11 existe N,(f) tel que si N = N,(f), en posant w = [y/2]:

A ]
1Gxlo = ¢ = +—
NIO q ? ﬂ Q QT
avec 0c P, A, Qe F [l Il = ¢ Qlo = ¢* et 1< y<w et (4,Q) =1.
Pour w41 < v < v, nous partageons les polynémes de .# de degré » en
¢’~“"! boules disjointes de centre R et de rayon ¢“. Nous avons alors

N
|Zan(ﬁGn)'< Z 1+ 2 ¢'~®"'max
n=l

i@ig=a® o+1<r<y—1 IRig=a"" 10— Rig<e®

& (B +

-1

+ 31 3 eiBa) gt

i=1  |G—Rylg<q®

olt By, ..., R,_, et R, sont les centres des boules contenant des polynémes
@, de degré y avec n << N. Nous avons I < ¢"~“* et

coaf-| 3 o4

=0

IG~R|<q®
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car

‘3‘5‘—31 <t s 0—Rl<

0t

0
Nous obtenons

| e <20 <20/ F

a=1

Tl suffit donc de prendre N, (8, &) tel que

No(B, &) > No(B) et 20 < eVNo(B,e)

THEORRME 5. Soient: N un entier positif; y un entier tel que |Pylo = ¢":
y un entier tel que max(y,y—yx) <y <y;0, le réel défini par 0,2y
8i yx<yl4, 0,06y st y/4<x 3y/4, 02(y—y) 8 Byd<y<y; 4
= exp(110log?y)q %; Ae F,[#]", Qe M, 0c P et a,1e Ftels que (4,Q) =1,

A 7
1Qlo =% Izlo = ¢¥ e a=—+_é.%_

Alors Dy ((Pya)ysi) < 6,74y, 0% ¢; est une constante qui me dépend
que de q.

THEOREME 6. Sotent: N un entier positif; k un entlier tel que 2 <k
K p—1; y un entier tel que |Pyly = q'; g, @y, ..., 0 F,o lels qu’il ewiste

A 0
un entier 8, 2 < s < k, pour lequel o, = n +—6—, ot Qe M, AcF,[z]",

(4,9) =1, |Qlo = g% 0Py [tlo = ¢, sy >y =[sy/2+y[4] et logdy <
0,05
Sspf24ylh; o, lo réel ddfini par —— 1t si p[4 <y < sp[2 +y/4,

k*(2 +1logk)
0,21 8t y<yld; Ay = exp (110 log?y)q .
k*(2 +log (Vv %) )
Alors 8i f(X) = e X*+  + a, X +a,

N((f(Pn))n>1) < ¢p4;.

Démonstration des théorémes 5 et 6. Prenons w = y —[g,]
Le F,[2]", |L|, < g%. Il existe I polynémes de .4 de degré y, Ry, ..., By
tels que R, < B, < ... < B, |R;— R, 3|, > ¢” et tels que la réunion des
boules de centre R, et de rayon ¢” contiennent tous les polyndmes P,
tels que 1 <7< N et |P,|, = ¢". En outre, |Py—R)|, < ¢“. En utilisant
les théorémes 1 et 2 et en posant dans le cas du théoréme 5 f(X) = aX,
nous obtenons si logy > k0°:

| 2 e Lf(P) | < | alLf(P)| +

| Pyl psq?
* Zl oLI@)+ ) 1

i=1 |P— z|.,<¢z‘" |Py—Rjlgsa®
<N
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soit

N
| D elZF(P) | < 0414 + 05406 + 4" <y N 4,
=1
car n(y—1) < N. Nous obtenons donc le résultat en utilisant le lemme 51.
CorOLLAIRE. Soit f un polynéme a& coefficients dans F,, de degré k
2<k<p)

f(X)=aq+a, X 4+ ... + aka.

8%l ewiste un entier s (2< 8 k) tel que a,¢ F et tel que, st (A,
désigne le développement en fraction continue de a,, la suite A; soit bornée,
alors la suite (f (Pp))as1 €8t bquirépartic modulo 1 dans F,.

TEEOREME 7. La suite (P,a),n > 1, est équirépartiec modulo 1 si et
seulement si ad F.

Démonstration. Si ae# il est clair que la suite (P,a),,; n'est
Pas équirépartie modulo 1. 8i a¢ F et si L¢ F,[#]* alors Lag¢ #. Il suffit
de montrer que si a¢ F

l\T
1
lim —l 6o(aP,
N—s+0c0 N ’; 0(a )

Soit £ tel que 0 < ¢ < 1. Nous montrerons qu’il existe N,(a, &) tel
que pour N > N,y(e, &) on ait

L Vears)

Nl

= 0.

< E.

Il existe y,(a, &) = 10 tel que si y > y,(a, &) les propriétés suivantes
sont vérifides:

A )
W a=gtgn AL, Qe (4,0 =1 02,
to = "), 1Qlo = ¢*  avec 1< y <y—[¥""],
(2) 1<0,29%7<0,05y,
(3) aly—1) > L
2y

1
(ceci est possible car d’aprésle lemme 20 m(y —1) > I (> —2¢7~ D)),

(4) 2(2C,+1) yq3+llolog2y_o'gy0.01 < s
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(ot C, est 1a constance du théoréme. 1)

2 . .
(5) 4y + (1_4]%7)_6_7_5 gyt g0 <
0
(ceci est possible car lim [@, = 4 oo).
y—>+o0

Nous supposerons que N est tel que |[Py|, = ¢" ot y = v,(aq, &).
(a) Supposons que

PO <y ="
Posons w = y—[0,29""]. D’aprés (2)
Y—@s o<y,

De méme que dans la démonstration des théorémes 5 et 6 nous obtenons:

N
I Z ¢ (aPy) ‘ <204, +¢"7' < (20'5-|-l)qy+2—°’2"0’01+u°1°22".
n=1

D’aprés (3)
y—1
NZza(y—1)>= !12
done
N
| D) eo(aPy)| < 2(20,+ 1)y g r10vos™—0m" iy < o
=l

d’aprés (4).
(b) Supposons que

0,01

1<y
Posons:

o =y—[y""].
Nous avons

YO o <y

Nous effectuons sur les polynémes unitaires de degré » (w < ¥ < 7)
une partition en boules de rayon ¢°. Si R est de degré », o < v <<y et si
[P —R|, < ¢“, nous avons

6(Pa) = ¢, ( AP ) €y (ﬂ)

Q Qv
0(P —R)
car T e Z% Nous avons alors
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AP
o 2enl=], 2 )

AL
=| X #& e[ D)
L,Q)=1
|Llp<1R1g

ou #(R,Q, k; L) désigne le nombre de polyndémes irréductibles P tels
que [P—R|, < q"‘" et P = Lmod@.
D’aprés le théoréme 4

n(R, @y v—o—1, L)—d}—(QJ;—(;,)_T q".
D’aprés le lemme 26
eo(aP)l < 37(%!(;:)_;_—1 +3P(Q)y-¢™"

|P-Rlp<a®

| Zeo(aPn)

Nous avons

et

0,01

).

< 2¢°1 4+ 2 @(Q) + 3y D(Q) g%+

o<y

' d
() <N et axy)<L <oV
o<ycy—1 Y
done
4y —/0:01 6gy® P001-0,57) 7
soit

|260 aP,,)I <eN

n=1

d’apres le lemme 28 et la condition (5).

Remarque. Dans le théoréme 6, nous ne pouvons pas supprimer
la condition k¥ < p —1. En effet, d’aprés Dijksma [5], il existe ae Fy—F
tel que pour toute suite (H,),., d’éléments de F,[»], la suite (HLa),s,
ne s0it pas équirépartie modulo 1 dans &,.

m y 3
Prenons ¢ = ) 2~ Alors a est algébrique et satisfait 1’équation
i=1
2?Y?—3?Y 41 = 0. Cette équation n’a pas de solutions dans Z. a est
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n
done u‘ra.tlonnel Soit He F 2], H = 2 a ", alors HE = )7 ()2 X o
k=0

ot afl® — 2::2 (@) a7+, Pmsque —p '+kp =0 modp pour tout
i=1 k=0
j=1 et tout k> 0, le coefficient de z~*' de oH? est toujours nul, done
e(ay) =1

et la suite (aH?),.., n'est pas équirépartie modulo 1.
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