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INTRODUCTION

Le probléme central du travail présent est cclui de la fermeture
clairsemée des ensembles clairsemés. On sait que la fermeture d’un ensemble
clairsemé n’est pas nécessairement clairsemée (voir [15](°), p. 46).

J’en fais usage dans le chapitre 1 pour donner quelques caractéri-
sations des ensembles clairsemds.

Certaines propriétés des fermetures d’ensembles clairsemés, en partic
connues, sont réunies dans le chapitre 2.

Le chapitre 3 est consacré a des exemples établissant la limite d’atté-
nuation possible des hypothéses admises dans les théorémes démontrés.

Le chapitre 4 contient des résultats concernant le prolongement
des ensembles clairsemés aux ensembles clairsemés compacts. J’y donne
une analyse et quelques généralisations du théoréme de Knaster et
Urbanik d’apreés lequel chaque espace métrique, clairsemé et séparable
est homéomorphe & un sous-cnsemble d’un espace métrique, clairsemé
et compact.

Le théoreme faisant D’objet du chapitre 5 établit une propriété
gbénérale des ensembles clairsemés compacts. La modification de 'une
de ses hypothéses conduirait & la solution négative du probléme général
de la compactification clairsemée d’ensembles non-métrisables. Enfin,
j’y introduis la notion d’espace parfaitement disconnexe et j'envisage les
relations entre les notions d’espaces clairsemés, extrémement disconnexes
et parfaitement disconnexes.

Je dois au Professeur Bronistaw Knagter plusieurs remarques et
conseils dont j’ai profité au cours de ce travail.

Notations

Les termes et notations que j’emploie dans la suite sont presque con-
formes & la monographie de Kuratowski [15]. En particulier, 9 désignera
le segment 0 << x < 1, C 'ensemble de Cantor, ‘i I’ensemble des nombres
naturels, ¥ I’ensemble des nombres rationnels, pour lequel je pose en
outre R, = R-I, [x—y] ou ¢(x,y) la distance entre z et v, K(x,r) la
sphére [ {lz—y| <7}, et o(4, B) lécart entre ensembles A et B.

v

(%) Les nombres en crochets correspondent 3 ceux des travaux cités, p. 37.
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Tous les espaces considérés seront des T, au sens de la classification
d’Alexandroff et Hopf (voir [1], p. 59). En outre, je désigne par FG la
classe des ensembles qui sont a la fois fermés et ouverts, et j’introduis
la terminologie suivante pour les espaces topologiques X :

totalement disconnexe, c’est-a-dire ne contenant aueun ensemble
connexe infini, .

extrémement disconnexe lorsque la fermeture de tout ensemble ouvert
y est ouverte,

de dimension 0 ou O-dimensionnel lorsque une famille d’ensembles
FG y constitue une base d’entourages,

compact lorsque tout revétement ouvert de X en contient un revé-
tement fini,

Ry-compact lorsque tout revétement ouvert et dénombrable de X en
contient un revétement fini (ou bien lorsque tout ensemble infini posséde
le dérivé non-vide).

J’emploie Dexpression usuelle que X satisfait au premier awxiome
de dénombrabilité pour dirc que chaque point z de X posséde une base
dénombrable d’entourages. Noy(A4) désignera la somme de tous les
sous-ensembles de A denses en soi (le noyauw de A). Les ensembles clair-
semés sont done déterminés par 1’¢galité Noy(C) = 0.

Soit & un nombre ordinal. 4® désignera le dérivé dordre £ de A (voir
[15], p. 150); de plus, A® — A et A" = AW,

A, désignera la cohérence d’ordre &, définie comme suit:

A= A-Ay Ay = A Ay, Ap= [[A, pour 1 limites.
E<i

On a évidemment A, C 4-AY, mais inclusion inverse n'est pas
vraic (1). |

I,(&) désignera l’ensemble des nombres ordinaux inférieurs & &,
muni de la topologic ordinaire; I'(£) = I4(£+1) est done Pensemble des
nombres ordinaux ne dépassant pas &. '

©w = wy, 2 = w, et w, désigneront les plus petits nombres ordinaux
de puissance 8,, 8; et N, respectivement.

p (k) désignera la compactification maximum de F an sens de Stone
et Cech (voir [4], p. 831 et [24], p. 463).

Enfin, x et ¥ étant des points de XX, nous ne ferons pas de distinction
entre cux et les ensembles (z) et (y) dont ils sont les sculs éléments. On
aura donc par exemple A+2z = A+ (x) et A—y = 4—(y).

(1) Pour les régles de calcul des opérations superposées de dérivation d’ensem-
bles, de cohérence, complémont, noyaun ecte., voir les travaux de Zarycki [28] et
[29], Sanders [21] et Halfar [6].



CHAPITRE 1

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN ESPACE
METRIQUE SOIT CLAIRSEME

1.1. Considérons les ensembles clairsemés situés dans les espaces
métrisables. Il n’est pas ndécessaire que ces ensembles soient séparables.

On connait plusieurs caractérisations élémentaires des cnsembles
clairsemés a ’aide des invariants topologiques intrinséques, en particulier
celles des travaux de Cantor, de Young, de Denjoy, de Mazurkiewicz
et Sierpiniski, de Fréchet, de Lusin, enfin, de Knaster ¢t Urbanik(?).
Elles peuvent étre présentécs sous la forme des conditions 1°-9° dont cha-
cune est a la fois nécessaire ct suffisante pour qu’un ensemble C satisfasse
a la condition 0°, c’est-a-dire soit clairsemé:

0° C ne contient aucun sous-ensemble dense en soi et non-vide (défini-
tion de Cantor);

1° C est épuisable par points isolés, c’est-a-dire que tous ses poinis
peuvent étre rangés en une suite (dénombrable ou mon) bien ordonnée

Tyy Loy ovey Ly ... (&< )

et telle qu’aucun x, ne soit un point d’accumulation de 'ensemble des points
qui lui succédent

L1y Tyyay voey Tey ons (n < &<y
2° il existe un nombre ordinal o tel que

¢ — Z C-(C© — ¢y,

0cé<d

3° C est non-dense dans tout ensemble parfail;
4° C, = 0 pour un certatn nombre ordinal y;

() Voir [15], p. 46, [27], p. 65, [18], p. 21, [5], p. 330, 337 ot 336-341, [16],
p. 59, [13], p. 194 et 198.
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5° C satisfait a la condition de Dewjoy relativement & un certain sur-
-espace métrique complet, ¢’est-a-dire qu’il est possible d’assigner de fagon
biunivoque & chaque point xeC un entourage V, de ce point de maniére
qu’aucun point de Uespace ne soit intérieur & une infinité d’ensembles V;

6° C est un G4 satisfaisant a la condition de Denjoy;

7° C est homéomorphe & un espace métrique complet et dénombrable;

8° (' est homéomorphe @ un ensemble dénombrable de nombres ordinaux
(cette homéomorphie difféere en général de Vordination 1°);

9° C est topologiquement contenu dans un Sous-ensemble fermé et dé-
nombrable de C.

Les conditions 1°-4° sont vraies déja dans les espaces topologiques
T,; les autres le sont dans les espaces métrisables et séparables(3).

1.2. On sait que I’ensemble C est le dérivé d’'un ensemble isolé, par
exemple de celui des milicux d’intervalles ouverts qui compléetent C.
De méme, I,, I,, ... désignant la suite de ces intervalles, on peut choisir
dans tout I, deux suites, I'une décroissante et l'autre croissante, qui
convergent vers les bouts de I,, gauche ¢t droit respectivement; alors,
Punion de toutes ces suites constitue ’ensemble isolé dont le dérivé
est C. g

Ce procédé peut étre généralisé comme suit:

TUEOREME 1. La famille de tous les ensembles fermés et non-denses
dans un espace métrique coincide avec celle des dérivés de tous les ensembles
is0lés, a savoir:

(1) pour chaque ensemble non-dense A, il existe un ensemble isolé C
tel que A-C =0 et A = C’'(%),

(11) le dérivé de tout ensemble clairsemé est non-dense; en général:
Vintériewr Int(E') du dérivé d’un ensemble quelconque E est dense en soi.

(3) On peut citer d’autres caractérisations des ensémbles clairsemés parmi
les ensombles de telle on telle classe spéciale. Par exemple, Katétov [11] 4 démontré
que pour qu'un espace réqulier el dénombrable soit clairsemé, il faut et il suffit qu’il
en eriste une image biunivoque el continue qui soit un espace compact.

On peut formuler aussi des caractérisations des espaces clairsemés parmi lcs
espaces T, compacts; en parlioulier, pour qu'un espace T, compact soit clairsemé, il
faut et il suffit que Uintervalle fermé ne soit pas unc image continue de cet espace. lies
ensembles £ compacts et clairsemés peuvent étre également caractérisés par des
propriétés des mesures boroliennes dans 2 et par la dimension linéaire de 'espace de
Banach C(2) form¢ des fonctions réelles continues, définies dans £ (voir [20]).

(*) 8i I'on n’admet pas que I'espace satisfait av premier axiome de dénombra-
bilité, (i) n’est pas vrai. Par exemple, dans l’espace () — ) le dérivé de tout ensemble
est indénombrable ou vide (voir [19], p. 109). La condition (ii) et les corollaires
I et 2 qui en résultent sont vra's dans les espaces T'.
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Démonstration de (i). Posons (pour n =1, 2,...)

1 1
" LH—I Sel 4) < n

et désignons par B, la famille de tous les ensembles H contenus dans
B, et tels que [z—y| > 1/n pour zeH et yeH ou » # y. La famille G,
est semi-ordonnée par la relation d’inclusion, et 1’élément maximum de
chaque famille monotone d’ensembles de &, appartient & &,. D’apres
le théoréeme de Kuratowski [14], il existe donc dans &, un ensemble
saturé C,. Evidemment, o(z, C,) < 1/n pour chaque xeB,. L’ensemble

o0

C, = )0, étant isolé, reste 4 démontrer que Co, = A.

n=1
Soit xe A. En vertu de Int(4) = 0, on a x# = lima, pour une suite
Tpe By, ol k, — co. Les inégalités e

(@, C0) < o(w, o) < 00w, Bey)t = < o+ =
n n
(pour n =1,2,...) entrainent o(z,C,) =0, d’out A C (;. Llinclusion
inverse est évidente.

Démonstration de (ii). I’ensemble G = Int(E’) est dense en soi
pour chaque E, puisque ¢ = G-E'C(G-E) CG’, de plus, E-G qui est
dense dans G est dense en soi (voir [15], p. 35, 44 et 46). En particulier,
si C est clairsemé, il vient

Int(C’') C C-Int(C’) C C-Int(C’) C Noy(0) = 0.

COROLLAIRES. 1. Tout ensemble clairsemé C satisfait a Uinclusion
CCC—C'. Aucun ensemble isolé A C C tel que A +# C—C »'y satisfail.

En effet, en vertu de (ii), C-C’ est non-dense dans C, done C—C’
= (0—C-C’ est dense dans C. La deuxiéme conclusion est évidente.

2. La condition mécessaire et suffisante pour qu’un espace topologique
C soit clairsemé est que le dérivé C® soit mon-dense dans C™ pour tout
&> n(%).

3. La famille des fermetures d’ensembles clairsemés coincide avec celle
des fermetures d’ensembles isolés; la famille des dérivés d’ensembles clairse-
més coincide avec celle des dérivés d’ensembles isolés.

" () R. Duda a remarqué qu’également la condition la cohérence C¢ est non-dense
dans C, pour tout & >n est nécessaire et suffisante pour que C soit clairsemé. En
effet, si (' est clairsemé, C, 'est aussi, donc (d’aprés le corollaire 1) C,,1 est non-
-dense dans C,. Réciproquement, si tout ¢y est non-dense dans Cy, il existe un 7,
tel que C,, = 0.
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4. Si A est un sous-ensemble non-dense d’un espace métriqgue X dense
en sot, il existe un ensemble non-dense BC X tel que ACB' et A-B=0.

En effet, si X est dense en soi, I’ensemble C, considéré dans la dé-
monstration du théoréme 1 est non-dense (voir [15], p. 47).

5. Pour que chaque sous-ensemble non-dense A d’un espace métrique
X soit contenu dans le dérivé dun ensemble B C X disjoint de A el non-
-dense, il faut et il suffit que le dérivé de X soit un domaine fermé, c’est-a-dire

que DUon ait X' = IFB(E_X_)

En effet, si X’ est non-dense dans un ensemble ouvert G 4 0, aucun
sous-ensemble de @ —X’ n’est non-dense dans @, done G-’ n’est contenu
dans le dérivé d’aucun ensemble non-densc et disjoint de G- X'.

6. Pour que chaque sous-ensemble non-dense A d’un espace métrique
X soit contenu dans le dérivé d’un ensemble non-dense B, il faut et il suffit
que le dérivé de X soit dense en soi, c'est-a-dire que Uon ait X' = Noy(X).

1.3. On sait que le dérivé d’'un ensemble clairsemé n’est pas néces-
sairement clairsemé (cf. [15], p. 46). Je vais montrer que, dans tout espace
métrique non-clairsemé, il existe un ensemble clairsemé ayant la fermeturc
qui ne est pas.

THEOREME 2. Chacune des 9 conditions suivantes est nécessaire et
suffisante pour qu'un espace métrique(®) X soit clairsemé:

(1) Linelusion CC C— C' n’est valable que pour les sous-ensembles
clairsemés de X.

(2) La fermeture d’un ensemble isolé quelconque est un ensemble clair-
semé.

(3) Pour tout ensemble clairsemé C C X, il existe un nombre ordinal
o tel que le dérivé C est vide.

(4) Pour tout ensemble clairsemé C C X, il existe un nombre ordinal y
tel que C-CY = 0, c'est-a-dire que C soit disjoint de ses dérivés d’ordre suffi-
samment élevé.

(5) L'interieur de tout ensemble parfait non-vide est mnon-vide.

(6) Tout ensemble non-dense A C X est clairsemé.

(7) Aucun ensemble A C X n’est homéomorphe a VUensemble ‘K.

(°) Dans des cspaces non-métrisables, le théoréme 2 ne subsgiste que partiello-
ment. Par exemple, I'espace X = f(97)— N satisfait & la condition (7), puisque
B(I0)— 9N no contient aucun ensemble compact de puissance N,, et cependant cet
cspace est dense en soi, car 8'il ¥y avait un point isolé, il existerait une suite croissante
7y < 7, < ... de nombres naturcls telle que la limite lim ¢, existerait pour chaque
suite {t,} bornce. n—>00
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(8) Tout ensemble dénombrable A C X est clairsemé,
(9) La frontiére de tout ensemble A C X est non-dense dans A.

Démonstration. La nécessité de la condition (1) est triviale.

(1) entraine (2). En effet, si ¢ est isols, les inclusions ¢ CC—C
C 0 —0" = 0 —0C' entrainent ’égalité Noy(C) = 0 en vertu de (1).

Non-(3) entraine non-(2). En effet, supposons qu’il existe un ensemble
C' clairsemé et tel que €9 = 0 pour tout a ordinal. La suite transfinie | C®}
étant descendante, il vient C® = C¥*) pour un certain nombre .
L’ensemble C® ost parfait, non-vide et contenu dans ¢ —C’ d’aprés le
corollaire 1 du théoréme 1. La fermeturc de Pensemble isolé C—C' ne
serait donc pas un ensemble clairsems.

(3) entraine (4) trivialement.

Non-(5) entraine non-(4). Soient P = P’ # 0 et Int(P) = 0. D’apreés
le théoréme 1, il existe alors un ensemble isolé C tel que P = C'. Etant
donné un élément x quelconque de P, I’ensemble B = (4 x est clairsemé
et on a B = ¢® = P, done zeB-B® pour tout a.

(5) entraine (6). En effet, Noy(A4) étant parfait, si A est non-dense,
ce noyau est parfait et non-dense, donc vide cn vertu de (5).

Non-(7) entraine non-(6). En effet, soient B C XX et R — K. L’ensemble
(‘K est dense en soi et non-dense dans ®R. Considérons une fonction
bicontinue f transformant R en Q. Alors ensemble 4 = f~}(C-R) est
dense en soi et non-dense dans R, donc non-dense dans X, contrairement
a (6).

Non-(8) entraine non-(7). Si un cnsemble dénombrable B n’est pas
clairsemé, on a Noy(B) = ‘¥, car tous les ensembles dénombrables et
denses en soi sont homéomorphes (ef. [15], p. 175).

La condition (8) est suffisante. En supposant que A = Noy(X)
soit non-vide, nous allons en déduire par linduction Dexistence d’une
suite dense en soi r,,7r;,... d’élements de A. Soient r,eA arbitraire,
roed tel que 0 < |ri—7y <1, rged tel que 0 <|r,—rs| <} et
ryeA tel que 0 < |r,—r,| < }. Ces éléments de A existent, A étant supposé
dense en soi, comme le noyau de X. Les éléments r,,7,, ..., 7, étant
supposés définis, soient 7,, ,..., %, des éléments de A tels que
0 < |re—7y, | <1/2" pour k=1,2,...,2% On voit aussitdt que la
suite {r,} est un sous-espace séparable et dense en soi de X.

Enfin, la nécessité de la condition (9) a été établie par Kuratowski
([15], p. 47) et la suffisance en résulte immédiatement de (7).
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COROLLAIRES (?). 1. Tout ensemble parfait non-vide contient un sous-
-ensemble parfait, non-dense et non-vide (en vertu de la condition (5)).
2. En désignant par
A, la classe des sous-ensembles clairsemés de X,
U, celle des sous-ensembles de X tels que C-C™ =0 pour un
certain a,
A, celle des sous-ensembles de X tels que C® = 0 pour un cer-
tain a,
Ay celle des sous-ensembles de X ayant la fermeture clairsemée,
on a
A0 22U, DA, =Y,
et chacune des conditions
WUy = A, e A =,
est nécessaire et suffisante pour que X soit clairsemé.
3. Il suffit de postuler dans la définition de la notion d’espace clairsemé

que X ne contienne pas d’ensemble non-dense et dense en soi (ou bien d’en-
semble dense en soi et fermé, ou bien dense en soi et dénombrable).

1.4. D’aprés le corollaire 2 du théoréme 1, tout ensemble clairsemé
contient une suite descendante d’ensembles différents dont chacun est
non-dense dans tous ceux qui le précédent. Il n’en est plus de méme
lorsqu’on veut construire une suite analogue ascendante; en effet, aucun
espace clairsemé ne contient de telle suite infinie. Plus précisément:

THEOREME 3. Ftant donné un nombre ordinal infini dénombrable
quelconque y, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace métrigue
X ne soit pas clairsemé est qu’il y existe une suite transfinie {Ag}. ., ascen-
dante d’ensembles mon-vides et tels que tout A, soit non-dense dans A, ,.

Démonstration de la nécessité. D’apres le théoréme 2, il suffit
de montrer que la condition est satisfaite pour ’ensemble '¥,. Rangeons
tous les nombres & <y en une suite &, &, ..., &, ... (" < w) et soit
ng indice de £,. La suite {4}, sera définie par l'induction transfinie.
4, ne contient que le seul nombre 0. Admettons que ’ensemble A,, non-
-dense dans le segment 9, est défini. 9 — 4, se compose done d’interval-
les ouverts I = (al®, b)), 1Y = (af?, b)), ... Posons alors

Agpr = Ry Aé"'TEy

n<i

pié) _ gt
ou B, cst Pensemble des nombres a4 ﬁ pour k=1,2,
et m =1,2,..., ¢t 4; = Ry DA, pour 1 limites.

(") Ces corollaires ne sont valables que pour les espaces métrisables.
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On voit que les ensembles A, satisfont aux conditions du théoréme

(relativement & “¥,). En particulier, ’égalité »'(1/2™) = 1 garantit que
<y

chaque A, est non-dense dans 9 et que les familles {ID),_,,  sont

non-vides.

Remarque. On voit aussitdot que les A, sont fermés dans ®,, que
les A, ,— A, sont isolés et que, pour A limites, les 4, sont denses en soi.
De plus, Noy (4;.,) = 4, pour n < w.

Démonstration de la suffisance. Soit AECAs--rlCAHz_m
pour ¢ <y et pe YA, CA,. Alors, ped, C A, ,,C(3 4], ce qui
<o

(<o
entraine Noy( Y A,) # 0. Donc espace n’est pas clairsems.
(<o

1.5. Les ensembles dénombrables X ont la propriété suivante:
(iii) pour tout A C X, la puissance de A est égale @ celle de A.

Il en résulte que tout ensemble clairsemé ct séparable satisfait a
(iii). Nous allons montrer qu’il en est de méme pour tous les ensembles
clairsemés et métrisables.

LEMME 1. Soit X un espace métrisable. Le plus petit nombre cardinal
m pour lequel il existe un ensemble de puissance m dense dans X est égal
au plus petit nombre cardinal n powr lequel il existe dans X une base de
puissance n d’entourages ouverts.

Désignons ce nombre par ¢(X) et la puissance de E par n(F).

LEMME 2. La puissance dun ensemble clairsemé C CX  quelconque
est égale au plus a o(X).

Les démonstrations des lemmes 1 ¢t 2 ne sont que des généralisations
des démonstrations bien connues dans le cas (X) = R, (¢’est-a-dire
dans celui des X séparables).

THEOREME 4. Pour qu'un espace métrisable X soit clairsemné, il faut
et il suffit qu’il soit un Gs absolu ayant la propriété (iii).

Démonstration de la nécessité. Chaque espace clairsemé étant
un G, absolu (cf. [15], p. 147 et 269), il s’agit d’établir (iii). Considérons
A comme nn sous-espace de X. On conclut du lemme 2 que z(4) < ¢(4).
D’autre part, ¢(A) = ¢(4) < 7(4) < #(d), Aol =(A) = =n(4).

Démonstration de la suffisance. La propriété (iii) étant un
invariant topologique, on peut admettre que X est un espace complet.
Sl n’était pas clairsemé, il contiendrait un sous-cnsemble R homdéo-
morphe & R (voir le théoréme 2). L’ensemble R est parfait, donc de puis-
sance du continu (cf. [15], p. 351), et on aurait m(R) < n(KR).
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La question s’impose si ’hypothése que X est métrisable peut étre
remplacée, dans la démonstration de la nécessité, par celle que X soit
un T, compact. La réponse négative est donnée par un exemple (voir
plus loin 3.18) d’un espace T, compact, de puissance 2%, non-métrisable,
clairsemé et dont I’ensemble des points isolés est dénombrable.



CHAPITRE 2

FERMETURES DES ENSEMBLES CLAIRSEMES

LEMME 3. Pour qu’un ensemble E soit somme d’un ensemble dense
en sot et d’un ensemble non-dense, il faut et il suffit que, pour tout ensemble
clairsemé C, la partie commune E-C soit non-dense.

Démonstration. Soient 4 dense en soi, B non-dense et C clair-

semé. Posons ! = A+B, @ =Int(4:C) et F = A G. En vertu des
relations

C-GCC-G@=G@Q=A—F =A4A'-FCA-FC(A—F) =
= (C-6) C(C-G) = (C-GY,
l’ensemble C-G est dense ¢n soi; on a done G =C-G C(C-G C Noy(C) = 0.
Les ensembles A4-C et B-C sont non-denses, donc (A -+ B)-( Pest aussi.
Inversement, quel que soit ’ensemble F, on a

E = Noy(E)+[E—Noy(E)].

Si le produit E-[E— Noy(FE)] = F— Noy(F) est non-dense, I’ensem-
ble E peut étre mis sous la forme de la somme requise.

THEOREME 5. A étant un espace topologique régulier et satisfaisant
au premier axiome de dénombrabilité(®), les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1) Il existe un ensemble C C A isolé et dense dans A (c’est qui équi-
vaut ¢ A CA—A").

(2) Le noyau de A est non-dense.

(3) La frontiére d’un ensemble quelconque B C A est non-dense.

(4) Tout ensemble BC A est somme dun ensemble ouvert et dun
ensemble non-dense.

(5) Tout sous-ensemble frontiére de A est non-dense.

(6) Tout ensemble BC A tel que C-B est non-dense pour tout C clair-
semé est lut-méme non-dense.

(®) Tout espace T, contenant un sous-ensemble dense et frontiére est dense en
goi (voir [15], p. 46). Hewitt [7] a démontré qu’il e¢xiste un espace T; dense en
soi qui ne contient pas de sous-ensemble dense et frontiére.
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Démonstration. I’équivalence des propriétés (3), (4) ot (5) est
bien connue (cf. Kuratowski [15], p. 38 et 47), de méme que 'implica-
tion (2) — (3). Inversement, si E = Noy(A) n’est pas non-dense, il existe
en vertu d’un théoréme de Hewitt ([7], p. 331) un ensemble B dense et
frontiére dans ¢ = Int(&), d’ou 0 = G C Fr(B). On a donc aussi 'impli-
cation (3) — (2).

(2) entraine (1), puisque si £ = Noy(A4) est non-dense ¢t A —F est
clairsemé, I’ensemble isolé (4 —E)— (A —F) est dense dans A —F (d’aprés
le corollaire 1 du théoréme 1); il est done dense dans A. Réciproquement,
(1) entraine (2), car E n’étant pas non-dense, l’ensemble ¢ = Int(E)
est dense en soi et non-vide. Si I’ensemble isolé C est dense dans A4,
C-G cst dense dans G, donc dense en sol et non-vide (ef. [15], p.46).

Enfin, ’équivalence entre (4) et (6) cst évidente en vertu du lemme 3.

Si 'on admet cn outre que ’ensemble 4 ayant I'une quelconque
des propriétés (1)-(6) se trouve situé dans un espace fixé X, on obtient
les conditions qui y caractérisent la famille des fermetures des ensembles
clairsemés.



CHAPITRE 3

EXEMPLES SINGULIERS

Plusieurs de ces exemples sont connus; ils sont rappelés ici a4 coté
des exemples nouveaux pour en avoir un apercu complet.

3.1. Il existe un espace mélrique, séparable, clairsemé et qui n’est
pas localement compact.

Exemple: l’ensemble composé du point (0, 0) et de tous les points
(L/n,1/m), ou m,m =1,2,..., du plan des (z,y) cuclidien.

3.2. Pour tout nombre ordinal y (dénombrable ou mon), il existe un
espace métrique X, tel que le dérivé XY se compose d’un seul point.

En effet, procédons par l’induction transfinie. Pour y = 1, le théo-
réme est trivial. Admettons qu’il est vrai pour un y > 1, c’est-a-dire
qu’il existe un espace X, pourvu de la métrique o,(z,y) et tel que
XY se compose d’un seul point z,. Alors, pour définir Lespace X,,,,
posons A, =X, —X, et A,., =X, + > ¥Y(z), ol Y(z) est I’ensemble

Ted

des couples (r, n) avec » =1, 2, ... Ensuite, introduisons les abréviations
@y =2 ot x,=(xr,n) pour tout zed, ot n=1,2, ..
et posons
0y11(%1y 22) = 0,(21,%:) pour 2, 2,eX,,
0y11(2, 2;) = g;,(z,a:) pour zeX,, zed,, 2 Fx, n=1,2,...,

9y+.1(wn’?/m) = g,(2, ) pour =z,yed, x Fy,n,m=0,1,2,...,,
1 ,
g,+1(w0,mn)=§ o,(z, X,) pour zed,, n=1,2,...,

1 1

0,11 (Zny Tm) = o T gm o, (®, X)) pour xed, n,m=1,2,...

Evidemment, g,,, est une métrique dans 9., et X, est le dérivé
de lespace X,,,, qui satisfait par conséquent & la thése.
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Admettons maintenant que les espaces X, lui satisfont pour tous
les £ < Z ol A est un nombre limite et, en outre, qu’ils sont disjoints
deux & deux. Alors, pour définir I’espace °X,, désignons par o, 'élément
qui constitue le dérivé XY et posons

5
SX}. = 2, 9(;,
E<A
os(, y) pour x,yeX\,,

0, y) =
0:(@, @)+ 0,(y, ;) pour  weNe, yeX,, & £,
On a done g;(ag, a,) = 0 pour tous les & et #; auntrement dit, tous
les points a; o & < A se trouvent remplacés par un seul point a;. On

constate facilement que X, ainsi défini est un espace métrique tel que
XM se réduit au seul point a;.

3.3. Il existe un espace métrique, clairsemé et qui w’est pas localement
séparable.

Exemple: Pespace X, qui vient d’étre eonstruit, avee y = 2.

3.4. Il existe un espace métrique non localement séparable et dont le
deuxiéme dérivé est vide.

Exemple: 4,, 4,,... étant une suite infiniec d’ensembles indénom-

brables et disjoints deux a deux, soit a, un élément qui n’appartient
a aucun A,. Alors, il suffit de poser

00
ol
X = Z -An_,"a’rn
n=1
n

1
ag—a| =-- et |a—by:2— pour a,bed,,

our aed,, bed,, et n # m.
n? m .

3.5. Il existe un espace métrique, séparable, clairsemé, possédant le
deuxiéme dérivé vide et non contenu isométriquement dans aucun espace
métrique localement compact.

Exemple: en posant # = 0 pour k = 1,2, ... et

0 pour k #n,

™ =11 "
—  pour =n
m
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(m,m, k=1,2,...), soit X DPespace de toutes les suites
— [4{n,m) . — [0
Ty = " hore.. et @ = {8 k1. .

métrisé par la formule

’ ,,r/|

o' — x| = sup |t.—t].

k=1,2, ...
Ainsi défini, X a toutes les propriétés requises (aueun entourage
de z, n’étant totalement borné).

3.6. Il existe un espace métrique, clairsemé et qui west contenu topo-
logiquement dans aucun espace I'(&).

Exemple: voir 3.3.

3.7. Il existe un espace T,, clairsemé, localement compact et locale-
ment séparable (donc localement métrisable), mais non-métrisadle.

Exemple: Vespace Iy(Q).

3.8. Il existe un espace X normal, clairsemé, non-compact et tel que
B(X) est clairsemé.

Exemple: 'espace Iy(£).

3.9. Il existe un espace T,, clairsemé, Ry-compact, localement compact
et non-normal(®).

En effet, £ et 5 étant des ordinaux limites quelconques, soit (&, )
I’espace obtenu du produit cartésien I'(£) X I'(n) par Uexclusion du point
(&, ). Evidemment, I,(£, n) est clairsemé et localement compact pour
tous les & et . De plus, si & et » ne sont pas confinaux avee w, 'espace
Iy(&, n) est R,-compact et si £ n’est pas confinal avee 7, cet espace n’est
Pas normal.

En particulier, I'j(w,, w,) satisfait donc aux conditions énoncées.

3.10. Il existe un espace T,, compact, clairsemé et qui ne satisfait
pas a la conditon suivanie:

(v) a chaque zeX vient correspondre une suite transfinie descendante
{Ue}e., d’entourages de z, tels que la partic commune de tous les U se
réduit au seul point x et que chaque entourage W de 2 contient au moins
I’un des entourages U,.

Exemple: Vespace I'(w) X I'(2).

3.11. Il existe un espace T,, compact, clairsemé et qui n’est homéo-
morphe a aucun espace I'(&).

(®) Cet exemple est dii & Tychogg_f_k([%]. p- 553).

Rozprawy Matematyezne XTX B‘ l \ b4
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Exemple: voir 3.10.

3.12. Il existe un espace T,, localement compact, satisfaisant & la
condition (v) et qui n’est contenu topologiquement dans aucun espace I'(£).

Exemple: DPespace Ig(w, 2) (voir 3.9). Supposons en ecffet qu’il
existe une homéomorphie ¢ entre X = I'j(w, £2) et un sous-ensemble
d’un espace I'(4). Désignons par 4 ’ensemble des couples (o, &) ou & < 2,
et par B celui des couples (5, 2) ou 5 < w. Evidemment, ¢(A4) et ¢(B)
ne sont pas confinaux. Considérons un élément u = (5,, 2). Par suite
de la bicontinuité de ¢, chaque entourage

Ue= F, (<& <gu)
§el(3)
de ¢(u) contiendrait presque tous les éléments (7,, v) ot » < 2. Donc,
I’ensemble des points g(x) qui succédent a tous les ¢léments de ¢(B)
serait au plus dénombrable, ce qui est cependant impossible, A Gétant
non-dense dans X et @(4) Pétant dans ¢(X).

3.13. Il existe un espace C qui est un T,, clairsemé et compact et qui
contient un Sous-ensemble A dont un point d’accumulation x »’est point
limite d’aucune suite bien ordonnée {w:)e., d’éléments de A.

Exemple: € = I'(w)x I'(R), A =Ty(w)xy(R), z=(w,2).

3.14. Il existe un espace X qui est un T, clairsemé, compact non-mé-
trisable (donc ne satisfaisant pas aw premier axiome de dénombrabilité),
tel que X® = 0 et que la condition xe A’ o A C X entraine Uexistence d’une
suite {Xpln_y s, . d'éléments de A convergente vers .

Exemple: l’espace composé d’un cnsemble indénombrable isolé,
augmenté d’un point & ’infini.

3.15. Il existe un espace @ ayant les 10 propriétés suivantes:

1° @ est dénombrable,

2° @ est clairsemé et O = 0,

3° D est parfaitement normal,

4° @ est de dimension 0,

5° tout revétement ouvert de @D contient un revétement dénombrable

6° tout point de @ est un Gy,

7° @ ne satisfait pas au premier axiome de dénombrabilité,

8° aucun sous-ensemble infini de @ n’est compact;

9° @ n’est pas localement compact,

10° toute compactification de @ est indénombrable (puisque tout espace
T,, compact et dénombrable est métrisable).
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Soit en ecffet, @ lensemble des points a;, ol 4,7 =0,1,2,
muni de la topologie suivante: 4 = A lorsqu’il existe un Sybtem(, fuu
J1y -+s Jn d’indices tel que dans toute colonne {a;}i_o 12, .., OU j #f;,--

.oy J F#u, il 0’y 2 quun nombre fini d’éléments de A et A= A—l—a00
dans le cas contraire.

@ a alors toutes les propriétés 1°-10°. En particulier, si A = 4 C @,
B=BC®ct A-B =0, ’un des ensembles ®— A et ®— B est nécessai-
rement fermé, et chaque ensemble ouvert est un F,. On a donce la propriéteé
3% On a aussi la propriét¢ 8° car il n’existe auncune suite z, = @; 1,
(n =1, 2,...) convergente vers ay (£, 7 @y).

Cet exemple est dd & Arens [2].

3.16. 11 existe un ensemble ¥ ayant les propriétés 1°-10° de @ (voir
3.15) et, en outre, les deux propriétés suivantes:

11° si ¥ = (A+B) et A-B =0, Uun des sous-ensembles A et B
de V¥ est nécessairement fermé,

12° ¥ est extrémement disconnexe.

Soient, en cffet, & un point de g(N)— quelconque et ¥ = N+ &,
supposé muni de la topologie de f(N). L’exemple ¥ ainsi défini est donc
plus singulier encore que @. Il peut étre considéré comme ’ensemble des
fonctionnelles linéaires de la forme &,(z) =t, pour x = {¢,,t,, ...} aug-
menté de la fonctionnelle & (x) = Limt, ot Lim désigne une limite gé-
néralisée multiplicative au sens de Mazur(!°), toutes ces fonectionnelles
étant définies dans 'espace m des suites numériques bornées x = {¢,} (1)
et ¥ éfant muni de la topologic faible de l’espace conjugué de m. Plus
précisément: la base des entourages de &, se compose de tous les

ensembles
n

Uy s ans ) = [[ B 16@)— & (@) < ¢},

i=1 &e¥

ou 2,,...,z,em et ¢ > 0. On sait que la condition nécessaire et suffisante

pour que &, soit un point d’accumulation d’une suite #,, n,, ... est que,
pour chaque suite & = { .} telle que t; = 0 ou 1, la condition Lim¢;, =1
entraine lim £, (2) = hmt =1. e

T—00 i—00

Pour établir les proprletés 11° et 12° de ¥, considérons deux sous-
-ensembles A et B de ¥ — &, tels que &ye(A+DB) et A-B = 0. Posons

t—{O pour ied,
"7 1 pour  ieP—(A+&).

(%) Voir [17] et aussi [9], p. 1000, 1006, 1017.
(*') m est un espace de Banach avec la norme |jx|| = sup |{,].
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Evidemment, Lim¢; est égal 4 0 ou 4 1; admettons par exemple que
T—>00

Lim¢; = 1. Alors &, n’est pas un point d’accumulation de A (puisque

1—00
limé&, (¢,,) = 0 pour la suite n,, n,,... d’éléments de A). De méme,
i—00
si Lim¢; = 0, il vient &,¢B’.
1—00

On en déduit que, un ensemble infini A étant ouvert et non-fermé,
on a &ed' et &e(W—A). Done, ¥— (A + &) est fermé, ce qui prouve
que A = A+ & est ouvert. Tout ensemble ouvert et fini étant un FG,

Pespace ¥ est extrémement disconnexe.

3.17. Il existe un X qui est un espace T,, mais non Ty, qui est dense
en soi et tel que A-B = 0 entraine A" B’ = 0 (c’est-a-dire qu’aucun point
de X west un point d’accumulation de deux ensembles disjoints). En
particulier, aucun sous-ensemble de X n’est a la fois dense et fronticre.

Fixons en effet un point & de B(N)—N et soit X = {z,, z,, ...}
un ensemble dénombrable muni de la topologie sunivante: 4 = X lorsque
&, est un point d’zccumulation de la suite ¢, 4,, ... des indices des élé-
ments z;,z;,,... de A et que A = A dans le cas contraire.

Puisque &, n’est pas un point d’accumulation de deux ensembles
disjoints (voir 3.16), '\ satisfait aux conditions postulées.

3.18. Il ewiste un X qui est un espace T, clairsemé, compact, non-
-métrisable, de puissance 2% et dont Densemble des points isolés est dénom-
brable.

La construction de cet exemple, que je dois & S. Mréowka, est la sui-
vante:

. 2k—1 1 .

Soit ¢ l'cnsemble des couples (?:1-—, F) ou n=0,1,2,... et

k=1,2,...,2"% Soit en outre I ’ecnsemble des couples (2, 0) ot 0 < ¢ < 1.

Les points de € situés sur le plan constituent le diagramme du jeu & pile

ou face. Soit {a,} une suite de nombres 0 et 1 (c’est-a-dire de piles et faces).

A chaque suite partielle finie {a,,..., a,} vient correspondre un point

) = (%?1+4%+~-+2T'%ﬁ1 1)

nil T on
2nT 2

qui la représente dans ce diagramme. Evidemment, la suite p, converge
vers un point xel, et la correspondance {a,} < {p,} < z est biunivoque,
a Dexception des points dyadiques (en entendant par la ceux dont le dé-
veloppement dyadique est fini). Désignons par U,(z) ’ensemble {z, p,,
Pniry ---} pour z non-dyadiques et Uensemble {z, p., Pny Pns1r Prirs ---}
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pour les autres z, ou p, (de méme que p,) désigne la suite {p,} qui corres-
pond & la suite {a,}, convergente vers z.

Introduisons dans €+ I la topologie suivante: considérons les points
de ¢ comme isolés et, pour tout xel, les ensembles U, (x) comme formant
une base d’entourages de x. On voit aisément que C+4 1 est localement
compact et localement métrisable et que I'espace X obtenu par la compac-
tification de C+ I en lui ajoutant un point a l'infini satisfait & la theése
énoncde.

Il est 2 noter que Despace X de cet oxemple est homéomorple

a un espace construit par Alexandroff et Urysohn (voir [26], p. 936)
dans un but différent.



CHAPITRE 4

COMPACTIFICATION CLAIRSEMEE DES ENSEMBLES CLAIRSEMES

4.0. Le probléme de la compactification clairsemée est le suivant: étant
donné un espace complélement régulier et clairsemé C, construire un espace

C, qut soit un T, clairsemé, compact et tel que C C C,.
top

On sait que la réponse est positive dans deux cas particulier sui-
vants:

A(*2). C clairsemé, métrisable et séparable est homéomorphe a un sous-
-ensemble d’un ensemble clairsemé, compact et bien ordonné (swivant la gran-
deur) situé dans C.

B. C clairsemé et localement compact reste clairsemé si on lui ajoute
par le procédé bien connu un point & Uinfini.

Cependant le probléme de D’existence d’une compactification clair-
semée, formulé en toute généralité, reste ouvert.

4.1. Knaster et Urbanik [13] on démontré que tout cspace métrique,
séparable et clairsemé est topologiquement contenu dans l’ensemble )
des bouts (gauches ou droits) des intervalles contigus 4 1’ensemble C.
Mais, 6 n’étant pas clairsemé, on ne peut pas dire que 9B est un espace
universel pour les ensembles clairsemés et séparables.

Or il n’existe pas d’espace métrique, séparable et clairsemé, conte-
nant tous les espaces de ce genre. Notamment:

1° 8¢ C est clairsemé, métrisable et séparable, il existe un espace mé-
trique, clairsemé et compact, qui n’est pas topologiquement contenu dans C.

2° Tout espace métriqgue et non-clairsemé contient topologiquement
tous les ensembles clairsemés séparables.

On peut formuler 1° et 2° de la maniére suivante:

THEOREME 6. Pour qu’un espace méirique séparable C soit clairsemé,
il faut et il suffit qu’il existe un ensemble compact, dénombrable et qui n’est
pas contenu topologiquement dans C.

(?) Voir Knaster ot Urbanik [13], p. 194, IV.
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Démonstration. Pour établir 1° soit C un espace métrique, sé-
parable et clairsemé. Il existe un g < Q2 tel que C® = 0. Alors, ’ensemble
A = I'(0®*") n’est pas topologiquement contenu dans € (car AP £ 0).
Quant & 2° c’est une conséquence immediate du théoréme 2 et de celui
de Knaster et Urbanik (puisque ‘® et %3 sont homéomorphes).

4.2. Il existe un espace clairsemé, compact et contenant topologique-
ment tous les espaces clairsemés, métriques et séparables.

Exemple: espace I'(2).
Il existe un espace métrique, clairsemé, localement compact (non-sépa-
rable) et contenant tous les ensembles clairsemés, métrisables et séparables.
En effet, 4,, ol a < 2, désignant un espace métrique homéomorphe
a I'(a), 11 suffit de poser
4= >a,

1 pour xed,,yeds et a # B,

Q(w’y)={ea(w,y) pour z,yed,.

4.3. Envisageons a présent le probléme de la compactification clair-
semée d’ensembles clairsemés non-séparables. D’abord, nous allons dé-
montrer que la compactification g n’est pas une compactification de ce
genre.

THEOREME 7. 8¢ E est un espace normal et f(E) est clairsemé, E est
No-compact.

Démonstration. Soit C*(E) Pespace de Banach des fonctions
réelles définies dans E, bornées et continues. Supposons qu’il existe une
suite ?,, t,, ... d’élements de E sans points d’accumulation. L’ensemble H
de toutes les fonctionnelles lindaires &(z) définies dans C*(E) et représen-
tables sous la forme

£(x) = Limx(t,)
n
(o Lim parcourt I’ensemble K de toutes les limites généralisées multi-
plicatives au sens de Mazur [17]) cst évidemment compact dans la to-
pologie faible de l’espace conjugué & C*(E) (cf. [9], p- 1000). De plus,
la. correspondance

& - Lim

est biunivoque (puisqu’il existe, pour chaque suite bornée [a,} de nombres
réels, une fonction x¢C*(E) telle que

z(t,) =a, pour n=1,2,...)
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ot dévidemment bicontinue, K étant muni de la topologie faible de
Pespaee conjugué o D'espace m des suites bornées.
On a d’une part
B(N)—N =H
top

par suite de ’homéomorphic entre K et §(°W)—N et d’autre part, ’ensemble
A(E) étant homéomorphe a 1’espace £ des fonctionnelles &(x) linéaires
et multiplicatives (non-nulles) définies dans C*(E) et muni de la topo-
logie faible (ef. [9], p. 1006), il vient

B(I) = C B(E),

top

puisque H C 2.
L’cnsemble S(N)—N étant dense en soi, S(F) n'est pas clairsemd.

COROLLAIRES. 1. 8¢ E est un espace méirisable et B(E) est clairsemé,
1] est compact.

2. Si I est un espace normal du type @ (au sens de IHewitt [8]) et s
p(I0) est clairsemé, I est compact.

En effet, chaque espace du type @ qui est 8,-compact est nécessaire-
ment compact (voir [8], p. 88).

4.4. Le théoréme préeité de Knaster et Urbanik [13] peut étre
génoralisé comme suit:

TUEOREME 8. Tout espace métrique C satisfaisant aux conditions
suivantes (13):

(vi) 4l existe un y < Q tel que C%) = 0,
(vit) pour tout couple A,B de sous-ensembles de C, fermés et disjoints, il
existe un ensemble D étant un FG et tel que ACD et BCC—D,
est topologiquement contenu dans un espace I'(&).
Démonstration. Soit y, le plus petit nombre ordinal satisfaisant
a (vi). En généralisant l'idée de Mazurkiewicz et Sierpinski [18], procé-
dons par I'induction transfinie d’apreés y,. Distinguons deux cas:

1° 11 existe le nombre a = y,—1. Alors C® est isolé. C étant de di-
mension 0, I'ensemble

E!

veC

22—y < }o(x, C—umz)}

contient pour tout x¢C“ un entourage de x étant un FG; désignons-le
par U,. Rangeons les points de € en une suite transfinie [z}, , et
posons U, = UmE.

(**) On sail que tout ospace métriqué, séparable ct clairsemé salisfait &4 ces
conditions (ef. [15], pp. 141, 150 et 168).
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Admettons d’abord que le théoréme est vrai pour ¢ = 1; nous allons
montrer qu’il est alors vrai pour chaque u (avec le mméme y,). L’ensemble
fermé C' étant contenu dans Pensemble ouvert Y U., il existe d’apres

Esipn

(vii) un ensemble . F' étant un FG et tel que C"C FC 3 U.. Posons
s

F,=C—F et F,=F U pour 0 < & < pu. On a évidlemment F{ =0
et tout FE), oit 0 < & < p, se réduit au seul point .. D’aprés 'hypotheése,
chacun des ensembles Fo+ F,, Iy, ..., F,, ... est topologiquement con-
tenu dans un certain espace I'(%:). Les ensembles F étant des FG, on
déduit de 1'égalité

C =(Fo+F)+Fy+...+ Fe+...+F,,
que C est topologiquement contenu dans Iespace I'( D n.+1).
fgp

Admettons ensuite que le théoréme est vrai pour tous les nombres
ordinaux y < y, (quel que soit x); nous allons montrer qu’il est alors
vrai pour y = y, ¢t u = 1. Soient z, le seul point de C et {V,}oo 2, .
une suite descendante d’entourages FG de z, telle que V, # V,,, pour
n=1,2,... et limdé(V,) = 0. L’espace C = V, peut &tre représenté

N—>00
sous la forme de la somme

C = Lo+ Z(Vn_ Vn-i-l)

de différences FG disjointes o (V,— V,. ) =0 pour » = 0,1,2, ...
D’aprés P’hypothése, chacun des ensembles W, =V, -V, ., est topo-

(e <]

logiquement contenu dans un I'(£,). Posons & = }'(§,+1). Suivant la dé-
n=1

finition de la somme des nombres ordinaux, un ensemble 4 du type Iy(&),
ordonné par une relation <, est somme d’ensembles 4, du type I'y(£,+1),
disjoints et tels que aed,, bed, et n < m entrainent ¢ < b. Soit ¢,
une homéomorphie telle que ¢, (W,) est contenu dans A4,, privé du dernier
élément. Evidemment, la transformation

() our xeW,
o(x) — {‘P P y

£ pour x = x,

est bicontinue; done C C I'(&).
top
2° y, est un nombre limite. Alors y, est confinal avee w, ¢’est-a-dire
gue vy, = limy,. D’aprés (vii), il existe des ensembles D, ¢tant des FG
n—00
et tels que

8,.CD,CS, pour n=0,1,2,.

vey
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ot S = Dy =C ¢t 8, est la sphére ouverte généralisée de centre C»
ct de rayon 1/n, c¢’est-a-dire
1
Sn - E {Q(ﬂ'}, C(Vn)) < z}'

zeC
On a done D,.,C D, pour n = 0,1,2,... et [[D, = [[Ct) = ¢
[} =1 n=1

= 0. Ainsi C = ) (D,,— D,,,) est une décomposition de C en ensembles
n=0

FG disjoints. D’aprés P’hypothése d’induction, chaque D,—D,., est

contenu topologiquement dans un I'(&,); par conséquent ¢ C I'(3' &,+1).

top n=1

4.5. Le théoréme précité de Mazurkiewicz et Sierpinski [18] sur les
espaces clairsemés, métriques ct compacts peut étre généralisé comme suit:

THEOREME 9. Tout espace T, clairsemé, compact et satisfaisant au
premier axiome de dénombrabilité est métrisable, donc homéomorphe a un
espace I'(t) ov 7= << L.

Démonstration. Admettons que C est un espace T, satisfaisant
a ’hypothése du théoréme. Désignons par y le plus petit nombre ordinal
tel que € = 0.  C étant compact, le nombre « = y—1 existe ¢t l'en-
semble C est fini. Soient xz,, ..., x,, les éléments de C'?. Selon Mazurkie-
wicz et Sierpinski [18], le couple (a, m) est done le systéme caractéristique
de C. Nous allons démontrer que € est homéomorphe a ’espace I'(w” m).

Procédons par induction. Admettons d’abord que le théoréeme est
vrai pour le couple (a, 1) est montrons qu’il ’est alors pour tous les couples
(e, m) avee le méme a et m = 2,3, ...

Lvidemment, ¢ est totalement disconnexe, donc de dimension 0,
ct satisfait & la condition (vii) (cf. [3], p. 174). Soient F,, ..., F,, des en-
sembles FG tels que z;eF; pour ¢ =1,2,...,n, F;*F; =0 pour ¢ # j

m

et ¢ = )'F;. Conformément & D'hypothése, tout F; est homéomorphe
i=1

i
a Dlespace ['(w"); Pespace C tout entier est done homéomorphe a
I'o"+ ...+ 0" = I'(«0" m).

—
m fois

Admettons ensuite que le théoréme est vrai pour tous les couples
(a',m) o @ < a (quel que soit m) et montrons qu’il Pest alors pour
(a, 1). Soient 2, le point unique de ¢ et G, DG, DG, D... une base
d’entourages FG de x,, telle que G, = C et G, # G, ., pour n = 0,1, ...
Conformément & I’hypothése, tout G, — G, ., est homéomorphe 4 un espace
I'(w*™-m,) ol a, < a. Ainsi, la décomposition

C = -'L'o+ Z (G'rl—Gn-§-1)
n=0
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correspond a la décomposition

') = Mo me+ ...+ 02 m,4...) = ZF"+ o’
n=0

Iy =TI'(0"-m),
Iy = EE{(,)"O-mO < &< 0" my+ 0" -m,y),

Iy = F {0 my+ o™ m, < &< o™ meg+a™m;+ o2 m,},
£

Soit y, une homéomorphie entre G,—G@G,,, et I,. La transforma-
tion
vn (@) pour xe@,—G,,, (n=0,1,2,...),

[¢]

w pour =z = m,

p(z) =

est bicontinue; on a donc C o I'(w").

Le nombre ordinal « est nécessairement dénombrable, car si 2 appar-
tenait & I'(w®), ’élément ' (2) ne posséderait pas de base dénombrable.
L’espace C est donc homéomorphe a un certain espace I'(t) o 7 < £,
ce qui prouve que C est métrisable.

4.6. Nous allons démontrer que tout espace C métrique, clairsemé
et localement séparable est homéomorphe & un sous-ensemble dense d'un
espace métrique, clairsemé et localement compact. Ce n’est qu’une géné-
ralisation du théoréme de Knaster et Urbanik [13] aux propriétés lo-
cales, mais elle n’est point triviale.

On sait que, pour tout ze(, il existe unc homéomorphie g,(«) entre
un entourage E, de x et un sous-ensemble de C a fermeture dénombrable;
il s’agit de montrer qu’il existe une telle homéomorphic ¢ pour tous les
x simultanément.

Nous aurons recours aux cing lemmes suivants:

LEMME 4. C étant un espace métrigue, clairsemé ct localement sépa-
rable, il existe pour tout xeC un nombre r > 0 aussi petit que Pon veut et
tel que la sphére K(x,r) est ¢ la fois fermée, ouverte et dénombrable.

LEMME 5. Le dérivé d’ordre 2 de tout espace wmétrique, clairsemé i
localement séparable est vide.

En effet, si 2¢C, il existe un entourage séparable G de z; done, z¢G®
pour un certain a < 2, d’ott z¢C*),

La réciproque n’est pas vraic (voir exemple 3.4).
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LEMME 6. X étant un espace topologique et A eX, soit A* Pensemble
des points dans lesquels A w’est pas clairsemé (voir [15], p. 34). Alors,

A* = Noy(4) et Noy(d) = A*-A.
Démonstration. Si wed®, Pensemble E-A4 n'est clairsemé pour
aucun entourage E de x. On a done E-Noy(A4) # 0, ce qui prouve que
xze Noy (A).
Si E est un entourage (ouvert) d’un point yeNoy(4), 'ensemble

E-Noy(4) est dense en soi (voir [15], p. 46) et non-vide, donc yeA™.
On a done

A*C Noy(A)C A* = A* et Noy(4)C A* 4 C Noy(A) -4 = Noy(4).

LEMME 7. Tout espace topologique localement clairsemé est clairsemé.
(’est. une conséquence immédiate du lemme 6.

LEMME 8. Sotent X un espace métrique avec la distance o(x,vy) et
A une famille de sphéres K, ="K (u,, r,), ot aell, étant des FG, disjointes
deuz a deux et telles que

0 <7, < 3info(u,u;) pour ae?.
B#a

Admettons en outre que K, est homéomorphe a un espace métri-
que L, avec la distance g, (x,y) et tel que p,(z,¥y) <r, pour x,yel,
ou ael.

En désignant par y, 'homéomorphic entre K, et L,, posons

oz, ¥) lorsque z,y¢ Y K,,
aed
. . o(Ug, ¥) lorsque zeK, et ye > K,,
o (x,y) =0 (y,x) = aedl
0 (U, tp) lorsque ze¢K, et ye K; o a+f,
70 (va(®), wa(y)) lorsque @, yeK,.

Alors, ¢*(x, y) est une métrique de I’espace X équivalente & po(z, ¥)
(c’est-a-dire que lim g (x,, ) = 0 équivaut & lime*(z,, z) = 0). De plus,

n—oo n—00

tout K, métris¢ par o* est isométrique & L, et

olz,y) = o*(x,y) pour tous =, ys&Y—Z‘l‘[Ka,

fo(x, y) - 0" (2, y)] <3supr, pour tous les x,y.

La démonstration consiste 4 vérifier Pinégalité du triangle o*(z, 2)+
+0"(2,¥) = o"(#,y) en considérant tous les cas possibles (z,y et 2

appartenant successivement & X— Y K., K,, K; et K, ou y # j,
y = B cte.). acdt
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L’équivalence entre ¢ ct o* est triviale.

THEOREME 10. Tout espace C métrique, clairsemé el localement
séparable est homéomorphe a un sous-ensemble dense d'un espace métrique,
clairsemé et localement compact.

Démonstration. Soit p(z,y) la métrique donnée dans €. Nous
allons introduire dans € une nouvelle métrique o (2, y), équivalente
a o(xz,y) et détinie par la formule

(viii) 0u(#, ¥) = limgy,(z,y) pour z,yeC,
mo0
les métriques ... étant définies par 'induetion comme suit. Po-
1 Q14 02y P
sons
R! = C9-Flo(z, C¢™) > 1} pour & < 2,
= )
R = CO-F 270D = o(z, ¢¥) > 27"} pour m =1,2,...,
T
R, = Y R! pour k=0,1,...
0&cQ

Les ensembles R'E sont done disjoints deux a deux, d’out Ry R, = 0
pour £ # mj; on a de plus suivant le lemme 5

. co

C= Y (-t = ¥ IR =Y YRl = Y R;.
& k=0 k=0 ¢ k=0

0:38< 2 & ko=

Choisissons pour chaque zeR? un nombre positif

o) < minlo(e, B-a), 11
tel que la sphére K (x, ao(a:)) soit un FG dénombrable et posons H,(z)
= K (2, 0y(2)) pour zeR,. Si et y appartiennent & R{, il vient g(y, z) >
> 4max [o,(z), 6,(y)], done Ky(z)-K,(y) = 0. Si, par conire, zeR} et
yeR) ot £ <, il vient g(z,y) > 1, donc encore Ky(z) K,(y) = 0.
D’aprés le théoréme précité de Knaster et Urbanik [13], chaque
K,y(2) admet une compactification clairsemée. Soit donc y,(#) une ho-
méomorphie entre K,(z) et un sous-ensemble L,(z) de € ayant la ferme-
ture dénombrable et dont le diamétre est inféricur 3 o,(z). En vertu du

lemme 9, il existe unc nouvelle métrique p,(x, ¥), équivalente & o(x, ¥)
et satisfaisant aux conditions

oz, y) pour .’D,?/GO—ZKO(z),

2Ry
o(z,w) pour xeC— D Ko(z) ot yeK,(w),
zeltg

loy(z, ¥)— (2, ¥)| < 3-supoy(z) <} pour x,yeC
zeldg

oz, y) =
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en outre, clle peut étre choisie telle que chaque sphére KHy(z) ou zeR,
contienne les mémes éléments que K,(z, 0o(2)) = [ {o:1(x, 2) < ao(2)},
qui est isométrique a4 Ly(z). En particulier, on a N

[e.2]
eu®,y) = o(x,y) pour x,yedR,CC— Z;Kn(z)-
n=2 ze Ry

Choisissons pour tout zeR: un nombre positif

1 .
Gl(m) <§T6 Inlll[Ql(.’L‘, RIE_'m)y 1]
tel que la sphere I, (a:, al(a:)) soit un FG dénombrable. Tout comme dans
le cas m = 0, introduisons une métrique p,(x, ¥) équivalente & p,(z, ¥),
agsujettie aux conditions
(ou@,y)  pour  m,yeC— MKz, 0,(2)),

ZERl

or(@, w) pour xeC— Y K,(2,0,(2)), yeK,(wy,0(w)),

zely

es(e, y) =

1
loo(z, ¥)— o.(2, ¥)| < 3supo,(z) < T pour tout couple x, ¥
2€R1

et telle que chaque sphére K,(z, o,(2)) oul zeR, contienne les mémes é1¢-
ments que la sphére Kl(zl, al(z)), isométrique & un sous-ensemble L,(z)
de C ayant la fermeture dénombrable et dont le diamétre est inférieur
a o,(2).

Les métriques g4, ..., 0, assujetties o toutes ces conditions étant
définies, on peut introduire par la méme méthode une métrique g, ., (x, ¥)
équivalente & g, (x, v), satisfaisant aux conditions

m—1 o]
Qm+1(af'7 y) = Qm(m: y) pO\lI’ Zz, @/€2 Rk+ 2 Rk’
k=0

k=m+42
loms1(Zy Y) — om (2, ¥)| < 3supo(z) <4°™N  pour =,yeC

ze Ry,
et telle que chaque sphére K,, +1(z, O'm(z)) ou zeR,, contienne les mémes
éléments que la sphére K, (2, 0,,(2)) et soit un FG dénombrable isomé-
trique 4 un sous-ensemble L, (2) de C ayant la fermeture dénombrable
et dont diamétre est inférieur a o,,(z).

La suite infinie des métriques {gm}m_o 1,2, Se trouve ainsi définie par
induction et il résulte des conditions qui leur ont été imposées que la
limite (viii) existe pour tous les z et y de C, et que les métriques ¢, et
o sont équivalentes. De plus, a chaque 2eC correspond une sphere

W(x) = K, (2, 0,(2) = F lo.(2, y) < o,(»)}

yeC
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(ou 0 < 0,(2) < op(®) pour zeR,) étant un FG dénombrable, isomé-
trique & un sous-ensemble L(x) de (2 et ayant la fermeture dénombrable.

Ceci établi, soit N, la classe de toutes les suites u = {u,},_) 4
d’éléments de W(x) satisfaisant a la condition de Cauchy et posons

N = Y N,. Introduisons dans N la pscudométrique p’(u,v) en posant
el

o' (u,v) = limo,(u,, v,) et considérons comme identiques les suites u
N—>00

et v telles que p'(u,v) = 0. Soit ¢, la classe-guoticnt ainsi obtenue.
Evidemment, ¢; est un sous-ensemble du complétement cantorien de C.
De plus, €, est localement compact et localement clairsemé, done
clairsemé d’aprés le lemme 7.

Finalement, la correspondance 2z« (z,x,...) est une transforma-
tion bicontinue de C en un sous-ensemble dense de C,.

4.7. Voici une autre généralisation du théoréme préeité de Knaster
et Urbanik [13]:

THEOREME 11. Tout espace métrique, clairsemé et localement séparable
admet une compactification clairsemée.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 10, vu que la com-
pactification d’un espace clairsemé et localement compact par ’adjonetion
du point & Dinfini est clairsemée(1%).

4.8. Si 'on admet, en outre, les compactifications T, le probléme
de la compactification clairsemée devient trivial:

Tout espace T, clairsemé est homéomorphe & un sous-ensemble d’un
espace T, clairsemé et compact.

En effet, dans le domaine des espaces T,, I'adjonction du point
a linfini est toujours possible.

(4) W. Sierpinski [22] a démontré que chague espace métrique localement
séparable est somme d’une famille d’ensembles FG disjoints et séparables. Notons
que la démonstration du théoréme 10 devient plus simple lorsqu’on s’appuie sur ce
théoréme de Sierpinski, et que tout cspace métrique, clairsemé et localement
compact est homéomorphe & un sous-ensemble d’un espace I'(a).



CHAPITRE 5

QUELQUES PROPRIETES DES POINTS D*'ACCUMULATION
DES ENSEMBLES CLAIRSEMES, COMPACTS ET NON-METRISABLES

5.1. On sait que dans le cas oll un espace topologique X ne satisfait
pas au premier axiome de dénombrabilité, I’ensemble des points d’accumu-
lation de X ne coincide pas nécessairement avec ’ensemble des limites
de suites transfinies {x}c., de points différents (on peut obtenir cepen-
dant tous les points d’accumulation en considérant les suites partielle-
ment ordonnées et convergentes au sens de Moore et Smith (voir [12],
p. 207).

La situation n’est plus la méme lorsqu’on suppose, de plus, que
Pespace est clairsemé et compact.

THEOREME 12. 8i x est un point d’accumulation d’un sous-ensemble
compact A d’un espace T, et si xeNoy(A), il existe une suite transfinie
{@e)s., d’éléments de A convergente vers x (c’est-a-dire telle que, pour chaque
entourage W de x, il existe un nombre ordinal v <y tel que v < & <y
entraine v W,y étant supposé un nombre limite et & < y entrainant c: # ).

En outre, st x est un point d’accumulalion dun sous-ensemble
Ry-compact A dun espace T, et si AD = 0, il existe une suite {€,)n_1 s, .
d’éléments de A telle que

x = lima,.
7= 00

Démonstration. Nous pouvons nous borner au cas ou A est
Pespace tout entier.

Soit xeA’, done weA. La suite A est descendante et A'Y = Noy(4)
pour un certain a. Soit §, le plus petit nombre ordinal tel que z¢AY%).
De la définition du dérivé d’ordre A pour 1 étant des nombres limites,
on conclut qu’il existe le nombre § = ,—1, ce qui équivaut a ze A® — 4+,
L’ensemble A étant de dimension 0 au point #, on a U-(4®—z) =0
pour un entourage FG de x. Distinguons deux cas:

1° § n’est pas un nombre limite. Alors z est le seul point d’accumu-
lation de D — A“~Y.U. Choisissons un sous-ensemble infini dénombrable
I de Dj il posséde au moins un point d’accumulation (puisque D est
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compact) c¢t, en méme temps, il a au plus un point d’accumulation,
& savoir le point 2. Rangeons ¥ en une suite x,, @,, ... On a évidemment
x = limz, et z,eA.

n—oc
2° 4 est un nombre limite. Considérons la suite {H®} _, o0 H = A- U.
Choisissons un élément a, e HY— H”*Y pour tout nombre y < 5. Nous

allons montrer que z = limea,. Désignons par B l'ensemble de tous les
y<é

a, ou y < 4. L’ensemble A étant compact, B ¢st non-vide pour a < 9,

d’ou []B® # 0. D’autre part, [[B® = B®YC H® =z, ce qui prouve
a<d a<d

que  est un point d’accumulation de toute suite {a.},...s (quel que soit

n << 0). Enfin, pour tout entourage W de =z, il existe un » < é tel que

HO® C W pour tous les ¢ > #. En cffet, si 'on suppose par contre qu’un

tel nombre n’existe pas pour un certain W, les ensembles fermés HO —- W,

ol & < 0, seraient non-vides ct Pensemble H® —W = [T(H®—W) con-
§<o
tiendrait done au moins un point différent de z. La suite {ag)._, satisfait

par conséquent & la thése du théoréme.

3.2. Envisageons, pour terminer, les cnsembles eclairsemés d’une
structure plus particuliere.

TIEOREME 13. Si X est un espace T,, compact(*®) et extrémement
disconnexe, le dérivé de X est dense en soi (c’est-a-dire que X’ = Noy (X)).

En particulier, tout espace T, compact, ecxtrémement disconnexe et
clairsemé est fini(9).

Démonstration. Soient z un point isolé de X’ et U un entourage
de z tel que U-(X'—z) = 0. Evidemment, U est FG et U’ = z. Choisis-
sons un sous-ensemble infini A de U tel que U—A soit infini. X étant
compact par hypothése, A4 posséde un point d’accumulation, & savoir
le point z; on a donec 4 = A-+x. On en conclut que ’ensemble ouvert
G =U—(A+x) na pas de fermeture ouverte, car G = (U—A)+=x
¢t ensemble U—G = A—2x n’est pas fermé.

9.3. Appelons parfaitement disconnexe tout espace topologique X
tel que les conditions ACX, BCX ¢t A-B =0 entrainent 1’égalité

() On peut vérifier faciloment que le théoréme 13 reste vrai lorsqu’on y remplaco
Phypothése que X est un T, compact par celle que U est un T, R,-compact.

(**) En appliquant la théorie de Ston~ concernant la représentation des algébres
de Boole par les algébres des sous-ensembles FG des espaces 0O-dimensionnels et
compacts (cf. [24], [3] p. 218 et [9] p. 1013), le théoréme 13 peut étre exprimeé
en langue algébrique comme suit: si A est une algébre de Boole compléte et si R est
Uidéal des sommes finies d'éléments-atomes de U, Valgébre A/R ne posséde pas
d’atomes.

Rozprawy Matematyczne XIX 3
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A'-B’ = 0 (c’est-d-dire tel qu’aucun point de X n’est simultanément
un point d’aceumulation de deux ensembles disjoints) (7).

Evidemment, chaque espace parfaitement disconnexe est extré-
mement disconnexe, mais pas réciproquement, puisque la disconnexité
parfaite est une propriété héréditaire (c’est-a-dire affectant tous les
sous-ensembles) et la disconnexité extréme ne ’est pas(®). De plus, tout

espace parfaitement disconnexe et satisfaisant au premier axiome de
dénombrabilité est isolé.

Un exemple d'un T, non-isolé et parfaitement disconnexe a 6té

donné p. 19 (voir 3.16); un exemple d’un T, dense en soi et parfaitement
disconnexe a été donné p. 20 (voir 3.17).

Le probléme s’impose done, s’il existe parmi les espaces T,, T,
et T, un X parfaitement disconnexe, mais non-clairsemé (voir p. 36, 15°).

(*7) Notons que tout espace dense on soi et parfaitement disconnexe est non-
-résoluble au sens de Hewitt [7].

(18) Je dois en cifet au Professeur R. Sikorski la remarque suivante: un sous-
-onsemblo fermé d’un espace T, compact et extrémement disconnexe n’est pas néces-
-sairement extrémement disconnexe. Par exemple, l’espace de Stone f(7() correspon-
dant & l'algebre de Boole compléte U (composée de tous les sous-ensembles de “))
est extrémement disconnexe. D’autre part, f(9) — 9 est ’espace de Stone correspon-
dant a l'algébre A/R ou R est I'idéal des sous-ensembles finis de 9. I.’algébre A /R
n’étant pas compléte (c’est un théoréme de Sierpinski, voir [23], p. 146), () — N

n’est pas extrémement disconnexe. Il en résulte que () n’est pas parfaitement
diseonnexe.



CHAPITRE 6

PROBLEMES

1° Un espace complétement régulier et clairsemé €, est-il néeessai-
rement contenu dans un espace T, clairsemé et compact?
En particulier:
2° Les ensembles @ et ¥ (cxemples 3.15 et 3.16), sont-ils contenus
dans un 7', clairsemé et compact?
3° Quelles sont les relations mutuelles entre les trois propriétés sui-
vantes d’'un espace X métrisable et clairsemé:
A. X admet une compactification clairsemée,
B. X est homéomorphe a un sous-ensemble dun espace I'(1),
C. Le dérivé d’ordre 2 de X est vide?
Evidemment, la condition I3 entraine les deux autres.
4° Est-ce que tout espace métrique et clairsemé satisfait 4 la condi-
tion (vii) de 4.47
5° Un espace métrique X tel que X} = 0, est-il toujours suscep-

tible d’une décomposition X = Y XA, en ensembles FG disjoints deux
f<n

a deux et ayant un dérivé d’ordre dénombrable vide?

En vertu du théoréme 8, la réponsc affirmative aux problemes 4°
et 5° entrainerait I’équivalence des conditions B et C du probléme 3°
et P'implication C — A.

6° L’hypothése du théorcme 12 d’apres laquelle 4 est fermé (cf.
3.13), est-elle remplacable par la suivante: A est dénombrable?

La réponse affirmative au probléme 6° entrainerait la solution des
problémes 1° et 2° par la négative.

7° Un ecspace T, clairsemé, compact et satisfaisant a Ja condition
(v) (cf. 3.10 et 4.5), est-il nécessairement homéomorphe a un espace I'(1)?

8° Un espace ¢ complétement régulier, clairsemé, satisfaisant a la
condition (v) et & I'une quelconque des conditions suivantes:

(a) C est normal,

(b) C est Ny-compact,

(¢) C est un espace du type @ (cf. 3.11, 3.12 et [8], p. 88),
est-il nécessairement contenu dans un espacc I'(1)?
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9° Est-ce que tout espace complétement régulier ct clairsemé est
de dimension 07

10° Est-ce que tout espace T clairsemé est complétement régulier?

11° L’hypotheése du théoréme 5 d’apres laquelle 4 est un T, satis-
faisant au premier axiome de dénombrabilité, est-clle remplacable par
la suivante: A est normal’

12° Est-ce (ue t{out sous-ensemble non-dense d’un espace normal
est contenu dans le dérivé d’un sous-ensemble isolé?

En particulier:

13° Iist-ce que tout sous-ensemble non-dense A d'un espace normal
ot dense en soi est contenu dans le dérivé d’un ensemble B non-dense
et disjoint de A4?

14° Un cspace X qui est un T, compact et tel que tout cnsemblo
fermé y est extrémement disconnexe, est-il parfaitement disconnexe?

La réponse affirmative an probleme 14° entroinerait la conclusion
sunivante: tout espace T, compact et infini contient un sous-ensemble
fermé et non-extrémement disconnexe.

15° Un espace T, (ou T,, ou T,) parfaitement disconnexe, est-il
nécessairement clairsemé?
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