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A ma femme,
a qui je dots d’avoir pu
préparer ce travail

INTRODUCTION

1. La géométrie de Lie, comme toutes les géométries, peut étre dé-
finie par un groupe de transformations. Dans ce travail, en m’appuyant
sur une telle définition, je vais donner un systeme d’axiomes de la
géométrie de Lie. Tout d’abord j’aurai & définir ce que je comprends
par systeme d’axiomes d’une géométrie déterminée par un groupe de
transformations.

Au début, observons que le groupe de transformations définissant
une géométrie peut étre déterminé par un ensemble d’invariants. J’appelle
un tel ensemble systeme d’invariants caractérisant cette géométrie.

Evidemment, chaque géométrie peut avoir beaucoup de différents
systémes d’invariants qui la caractérisent. |

J’appelle systéme d’axiomes d’une géométrie un ensemble de théo-
remes qui détermine un certain systéme d’invariants caractérisant cette
géométrie.

Précisons: pour qu’un systéme de théorémes A soit le systéme d’axio-
mes de la théorie T, il faut et il suffit qu’il remplisse les conditions
suivantes:

1° Pour formuler les théorétmes A on utilise toutes les notions d’un
systéme d’invariants caractérisant la théorie T.

2° Tout modele vérifiant les théorémes A est isomorphe & un modele
de la théorie T.

3° Inversement, chaque modeéle de la théorie T est isomorphe & 1’un
des modéles vérifiant les théoremes A.

En particulier, quand la théorie T est catégorique, cette définition
se simplifie: on peut remplacer 2° et 3° par

2* L systéme basé sur les axiomes A est catégorique ().
3* Les axiomes A sont vérifiés dans un modéle de la théorie T.

La géométrie de Lie étant une théorie catégorique, je me servirai
de cette derniere définition pour prouver que le systétme d’axiomes
donné dans ce travail est bien celni de la géométrie de Lie.

(1) Plus préeisément: le systéme ne doit étre catégorvique (ue par rapport aux
notions mentionnées dans la condition 1°.
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2. Pour définir le groupe de transformations déterminant la géo-
mdétrie de Lie, il convient d’abord de fixer la nomenclature. J’appelle
espace de Mabius ([2], p.226) a n dimensions, I'espace euclidien a »
dimensions auquel on a adjoint un et un seul point & l’infini, qui est
sitné sur toutes les droites mais n’est pas situé sur un cercle quelconque.

Dans la suite j’entends par point chaque point &4 distance finie ou
& Dinfini.

J’appellerai surface sphérique a k dimensions la surface d’une sphére
4 k41 dimensions. En particulier, j’emploierai le terme hypersphére
au licu de surface sphérique &4 n—1 dimensions, cercle ou circonférence —
au lieu de surface sphérique a4 1 dimension et je dirai hyperplarn au lieu
de dire plan & n—1 dimensions et droite — au licu de plan a 1 dimen-
sion.

Par hypersphére orientée jentends une hypersphére avec un sens
positif fixé (vers l'intérieur ou vers D'extérieur) des vecteurs normaux.
Pareillement, je définis un hyperplan orienté comme un hyperplan avec
un sens déterminé¢ des vecteurs normaux.

J’appellerai deuwx cités (opposés) d’une hypersphére (ou d’un hyper-
plan) le couple des deux hypersphéres orientées (hyperplans orientés)
que nous obtenons en fixant comme positifs les deux sens opposés des
vecteurs normaux.

Toute hypersphére qui n’est pas orientée peut étre considérée comme
un couple de deux hypersphéres orientées (celles qui sont ses deux cotés
opposés) et nous profiterons souvent de ce fait. Ceci concerne aussi
Ihyperplan et nous appellerons souvent hyperplan le couple des deux
cOtés d’un hyperplan.

Jappellerai K-sphere (cf. [2], p.14 et 226) chacune des formes
suivantes: 1. une hypersphére orientée, 2. un hyperplan orienté, 3. un
point & distance finie, 4. le point & Dinfini.

Je dirai que deux K-spheres différentes se touchent (ou sont en re-
lation de contact)(2), quand ces K-sphéres sont:

1. Une hypersphere orientée (ou un hyperplan orienté) et un point
situé sur elle (sur lui), 2. un hyperplan orienté et le point a ’infini, 3. deux
hypersphéres orientées (ou une hypersphére orientée et un hyperplan
orienté) tangentes de telle maniére qu’au point de contact les vecteurs
positifs normaux a ces deux K-sphéres aient les mémes sens, 4. deux
hyperplans orientés paralléles, dont les vecteurs normaux positifs ont
les mémes sens, 5. deux K-sphéres coincidentes (c’est-a-dire la relation
de contact est réflexive).

(3) Jintroduis le termo touchant comme traduction du terme allemand ,,be-
richrend” employé dans [2], p. 226.
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En outre, il est évident que la relation de contact est aussi symé-
trique.

J’appellerai groupe de transformations de Lie(3) le groupe de toutes
les transformations de ’espace de Mobius c¢n lui-méme, conservant les
notions de K-spheére et celle de contact, c¢’est-a-dire le groupe dont 1’en-
semble des K-sphéres et la relation de contact sont les seuls invariants
formant un syteme d’invariants qui le caractérisent.

La géométrie de Lie est déterminée par ce groupe.

J’appellerai modéle fondamental de la géométrie de Lie a n dimensions
(en le désignant par ON,) — 'espace de Mobius &4 » dimensions dans lequel
on a défini I’ensemble des K-spheéres et la relation de contact.

3. La géométrie de Iie, introduite en 1872 par Sophus Lie, a été
étudiée et développée au XIX-éme sicele du point de vue de la géométrie
différentielle (*), c’est-a-dire par des méthodes analytiques. Cependant,
jusqu’a présent, il n’y a pas de cours synthétique de cette géométrie;
elle n’a méme pas été axiomatisée(3).

Ce travail a pour but de combler (au moins en partie) cette lacune
et de donner un systéme complet d’axiomes de la géométrie de Lie & »
dimensions (ou n est un nombre naturel quelconque plus grand que 1).

Pour prouver que le systéme d’axiomes donné ci-dessous est bien
celui de la géométrie de Lie, je démontrerai qu’il satisfait aux condi-
tions: 1°, 2* et 3*, considérées plus haut (v. 1).

Pour que la condition 1° soit remplie il suffit que les axiomes concer-
nent les notions de K-sphére et de contact.

La démonstration que la condition 3* est vérifiée (c’est-a-dire que
le systéme d’axiomes est vérifié par le modele IMN,) sera faite dans le cha-
pitre 1.

Enfin, dans les chapilres 2-7 je démontre la condition 2* qui
affirme que le systéme d’axiomes est catégorique par rapport a ses
notions primitives (c’est-a-dire cclles de K-sphore et de contact). Cette
derniére démonstration exige le développement d’un fragment assez
considérable de la théorie basée sur ce systeme d’axiomes. C’est pour-
quoi ce travail est si volumineux; il peut servir de premiére épreuve
d’un cours synthétique de la géométric de Lie.

En particulier, chapitre 2 contient le systéme d’axiomes et un
certain nombre de théorémes généraux. Dans le chapitre 3 j’introduis

(*) Il no faut pas confondre cztte notion avoe celle de groupe de Lie.

() On en trouve une étudo approfondic chez W. Blaschke [2] et F. Klein [7].

(®) Quand j’ai communigué mes résultats au VILI-ieme Congrés des Mathd.
maticiens Polonais en septembre 1953, M. H. Freudenthal, d’Utrecht, m’a informe
qu’il avait construit un systéms d’axiomes de Ia géométrie do Lie a deux dimensions;
ce systeme n’a d’ailleurs pas ¢été publié.
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un systéme de référence (en fixant trois K-sphéres) qui permet de par-
tager D’ensemble de toutes les K-sphéres en trois sous-ensembles que
j'appelle: 1. ensemble des points, 2. ensemble des hyperplans orientés,
3. ensemble des hypersphéres orientées. Dans les chapitres 4 et 5 je montre
que les points et les hyperplans ainsi déterminés satisfont aux axiomes
de la géométrie affine. Evidemment, il était nécessaire, pour cela, de dé-
finir aussi convenablement les autres notions fondamentales de cette
géométrie. Ensuite (chapitre 6) je prouve qu’on peut introduire dans cette
géométrie affine une métrique telle que la troisiéme classe des K-spheéres
(déterminée au chapitre 3) soit ’ensemble des hypersphéres orientées
au sens propre du mot. Enfin, dans le chapitre 7, en me basant sur le
fait que la géomdétrie métrique est catégorique, je définis 1’isomorphisme
de deux modeles quelconques du systéme d’axiomes — isomorphisme
par rapport a la notion d’ensemble des K-sphéres et celle de contact.

Dans ce travail je démontre quelques théorémes méthodologiques
relatifs a4 la théorie basée sur le systéme d’axiomes A. Ces théorémes
méthodologiques portent une numération continue a travers tous les cha-
pitres et leurs numéros sont précédés de la lettre M pour les distinguer
des théorémes de la théorie méme.

Les définitions de la méta-théorie ne sont pas numérotées (contrai-
rement aux définitions de la théorie méme).

4. Ce travail est un développement de la dissertation présentée pour
le grade de candidat ¢s sciences mathématiques.

Suivant les conseils de mes Critiques j’y ai introduit beaucoup
de changements et j’ai notablement simplifié maint chapitre. Le plus
essentiel des changements est la généralisation des considérations a la
géométrie plane (ce cas avait été exclu de ma dissertation), ce qui m’a
obligé de changer une partic des théoremes et des démonstrations.

Je tiens & remarcier mon Promoteur, M. S. Jaskowski, de ses précieu
conseils et ses remarques, ainsi que MM. A. Bielecki, S. Golab, A. Mo-
stowski, E. Otto, qui ont bien voulu lire le manusecrit. J’exprime aussi
ma profonde gratitude a tous ceux qui ont contribué & la préparation
et a4 la publication de ce travail.



CITAPITRE 1

VERIFICATION DES AXIOMES PAR LE MODELE FONDAMENTAL
DE LA GEOMETRIE DE LIE

Dans ce chapitre nous allons prouver un certain nombre de théo-
rémes vérifiés dans M,, — le modéle fondamental de la géométrie de Lie
a n dimensions (ot #» > 2). Nous admettrons ensuite ces théorémes comme
axiomes de la géométrie de Lie.

Nous introduisons la notation suivante: les K-spheres seront dé-
signées par des minuscules latines, et le contact de deux K-sphéres a et b
par un tiret, c’est-a-dire en écrivant a—b.

Dans le cas ol plusieurs K-sphéres se touchent, nous simplifierons
la notation en écrivant, par exemple

a,&b:
a; b,
au lieu d’éerive: a,—b,, a,—a,, a,—b, et b,—a,. .

DEFINITION 1.1. Nous disons que les ensembles des K-sphéres
(@yy ooy ar) € (byy...,b;) se touchent, ou sont en contact, lorsque pour
chaque +=1,2,...,%k et pour chaque j=1,2,...,1, on a a;—b;.
Nous désignons cela par le symbole (a,, ..., ax)— (byy ..., by).

Dans le cas particulier, ¥ = 1, nous écrivons a,— (b, ..., by).

DiFiNITION 1.2. Nous disons que les K-sphéres a,, ..., a; ne se tou-
chent pas, lorsque pour chaque ¢ # j les K-spheres a; et a; ne se touchent
pas. Nous écrivons dans ee cas: (a;,..., ax),; en particulier, on peut
écrire a 4 b au lieu de (a, b),.

Pour p K-sphéres, a,, ..., a,, ou bien il existe une K-sphére b touchant
(@, ..., a,), ou bien eclle n’existe pas. Pour noter ces deux possibilités

nous introduisons une fonection, employée dans la géométrie de Lie
({21, p.229), définie comme il suit:

DEFINITION 1.3. d(a,,...,a,) = —1 veut dire qu’il existe au moins
une K-sphére touchant (a,, ..., a,); é(a,,...,a,) = -1 veut dire qu’elle
n’existe pas.
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Evidemment, 1’ordre des arguments n'a pas d’influence sur la valeur
de cette fonction.

Dans la suite de ce chapitre nous ferons suivre chaque définition
de quelques corollaires illustrant les notions qui y auront été introduites.

COROLLAIRE 1. Voici des exemples de trois K-sphéres pour lesquelles
8(ay, a,, a3) = —1 (fig. 1)(%):

a) trois points différents,

b) un hyperplan orienté et deux points situés d’un méme cété de celui-ci,

c) trois hypersphéres orientées ayant un point commun,

d) trois hyperplans orientés.

, & o a, a;
a, s s . a,
b) ¢) i d)

Fig. 2

)

COROLLAIRE 2. Exemples de triples de K-spheres pour lesquels on a
é(a,, a,, az) = -+1 (fig. 2): 7

a) deux cotés opposés(?) d’'une hypersphere (ou d’un hyperplan) et un
point ne lut appartenant pas,

b) une hypersphére orientée (ou un hyperplan orienté) et deux points
situés de ses deux cités opposés,

(¢) Dans ce travail les fizures correspondent, en général, au cas n = 2, ¢’est a-dire
4 la géométrie plane ol les K -sphares sont des points, des cercles orientés et des droites

orientées.
(") Pour le terme deux cétés opposés voir Introduction, section 2.
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¢) deuw cotés opposés d'une hypersphére et un hyperplan orienté (ow
hypersphére orientée) ne la coupant pas,
d) trois hypersphéres orientées concentriques.

Pour démontrer les théorémes qui ne concernent que les notions
définies au moyen des notions de K-sphere et de contact, nous nous
servirons souvent des transformations de Lie, en ne les appelant que
briévement ,,transformations” (car, dans ce chapitre, nous ne parlerons
pas d’autres).

En particulier nous nous baserons souvent sur les deux théorémes
suivants:

M. 1. 8i a,, a,, a; ne se touchent pas (8), leur invariant unique (°) par
rapport aux transformations de Lie est la valeur de la fonction d(a,, @y, a,).

M. 2. a,, a,, a; étant trois K-sphéres qui ne satisfont pas a la condition
(ay, ay, a;)_., tous les contacts entre ces K-sphéres forment un systéme com-
plet de leurs invariants.

Les démonstrations de ces deux théorémes se trouvent dans [2],
P- 229 et suivantes.

L’exemple suivant montre comment on peut se servir de ces deux
théorémes.

Exemple. Il g’agit de démontrer un théoréme concernant trois
K-sphéres qui ne se touchent pas et qui n’ont pas de K-sphére les tou-
chant.

En vertu du théoréeme M. 1, nous pouvons transformer (par une
transformation de Lie) ces trois K-sphéres en deux cotés d’une hyper-
sphére et un point, son centre (:°). Pour prouver notre théoréme, il suffit
de démontrer qu’il est vérifié par les K-spheres transformées, c’est-a-dire
par les deux coOtés d’une hypersphére et par son centre.

Evidemment, dans le méme but nous pouvons transformer les trois
K-spheres en un autre triple de K-sphéres, par execmple en un hyperplan
orienté et en deux points situés de ses cdtés opposés (!).

Aprés ces considérations préliminaires, nous allons démontrer les
théorémes (vérifiés dans le modele M,), que nous admettrons comme
axiomes de la géométrie de Lie.

Il est évident que les trois théorémes suivants sont vrais dans le
modele M,,:

(®) Voir la définition 1.2.

(?) C’est-a-dire: le systéme complet d’invariants.
(t9) Comparer Corollaire 2a.

(11) Comparer Corollaire 2b.
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1.1. La relation de contact est réflexive, c’est-a-dire pour chaque
K-sphére a on a a—a.

1.2. La rvelation de contact est symétrique, c’'est-a-dire a—b im-
plique b— a.

1.3. Il existe deux K-sphéres, a el b, telles que a -+ b.

Pour énoncer les théorémes nous nous servirons souvent de notions
secondaires. En définissant toutes <ces notions nous n’emploierons que
celles de K-sphere et de contact. C’est pourquoi les notions définies se-
ront invariables par rapport aux transformations de Lie (12).

DEFINITION 1.4. On dira que les K-spheres a,, ..., a; sonl dépen-
dantes de (b,, ..., b;), si pour chaque K-sphé¢re ¢ touchant (b, ..., b)),
on a c—(@y, ..., a).

Nous pouvons aussi dire que a,,...,a, dépendent de (by,..., b,
ou l'ensemble (a,, ..., a;) dépend de (b, ..., b).

COROLLAIRE 3. Trois points quelconques différents('®) b,, b,, by déter-
minent un cercle ou une droite. a,, ..., a; étant des poinls y appartenant,
ils dépendent de (b,, by, bs), car chaque hypersphére ou hyperplan passant
par by, by, by passe aussi par a,,...,a (fig. 3).

COROLLAIRE 4. St a est une hypersphére orientée touchant Uhyperplan
orienté b, aw point by, alors a dépend de (by,b,) (fig. 4).

Fig. 4 Fig. 5

DEFINITION 1.5. Les K-spheéres a,, ..., a;, sont dépendantes, veut dire
qu’au moins une des K-sphéres a,, ..., a, dépend des autres. Dans le cas
contraire, nous dirons que les K-sphéres a,,...,a; sont indépendantes.

COROLLAIRE 5. Le nombre naturel k étant plus grand que 2, si les
hyperspheres orientées a,, ..., a; se touchent en um poini fixé, alors elles
sont dépendantes (fig. 5).

(1) La méme remarque se rapporte aussi aux notions introduites dans les défi-
nitions 1.1-1.3. '

(1*) Dans ce travail le terme ,,trois J{-sphéres” veut dire que les K.sphéres sont
absolument arbitraires et ne doivent méme pas étre différentes. Dans le cas contraire,
nous signalerons toujours qu’elles sont différentes.
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COROLLAIRE 6. 8¢ 4 <<k <n-+2, la condition nécessaire et suffi-
sunte pour que les points a,, ..., a; soient dépendants, est qu'ils soient
situés sur une surface sphérique (ou sur un plan) & k— 3 dimensions (fig. 6).

On en conclut

COROLLAIRE 7. Si les points @y, ..., a; (o 3 <k < n+1) sont indé-
pendanies, ils déterminent une surface sphérique ou un plan o k—2 di-
mensions. Toul autre point situé sur celte surface est dépendant de (a,, ..., a;).

a; a, a,
a, o— o )
a3 ay a,=a3 a3
4 O
a b) ' a b)

Fig. 6. n =2, &kt = 4; Fig. 7. n = 2, 1 = 3;
a) dépondants, b) indépendants a) dépendants, b) inddépendants

COROLLAIRE 8. La nombre naturel 1 wvérifiant les inégalités 3 <
< m+1, si les hypersphéres orientées (ou les hyperplans orientés) a,, ..., a
sont telles que Vensemble de tous les points touchant (a,, ..., a;) forme une
surface sphérique (ouw un plan) dont la dimension surpasse le mombre
n41—1, alors a,, ..., a; sont dépendants (fig. 7).

On en conclut immédiatement

COROLLAIRE 9. Les hypersphéres ou les hyperplans orientés a,, ..., a
(o 1 vérifie les inégalités 3 <1 << n) étant indépendants, tous les points
qut les touchent sont situés sur une surface sphérique ou sur un plan a
n+1—1 dimensions.

COROLLAIRE 10. Pour que a,,...,a, soient indépendants, il faut et
il suffit qu'il existe pour chaque i = 1,2, ...,k une K-sphére b; telle que
bi—(@yyeevy @ioyy Qigryooeyag) €8 b+ ay.

DEFINITION 1.6. Un simplere est I’'ensemble des K-spheres (a,, ..., a;)
assujetti aux conditions suivantes:

(1) &>2,
(2) a,,...,a; sont indépendantes,
(3) il existe b, et b, tels que b; +~ b, et (by, by)—(ay, ..., az).

Un simplexe & k éléments est désigné par une minuscule grecque
avec l'indice k. Un simplexe a deux éléments est parfois dit couple.

Dans tout ce travail les caractéres grecs ne seront employés que
pour deésigner des simplexes.
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COROLLAIRE 11. Chacun des ensembles qui suivent est un simplexe (fig. 8):

a) deux points différents,

b) trois points différents,

c) deux hypersphéres me se touchant pas (en particulier: deux cités
opposés d'une hyperspheére),

d) deux cotés d’un hyperplan et une hypersphére orientée qui le coupe,

e) dans Vespace de dimension plus grande que 2, quatre points qui
ne sont pas situés sur une droite ou sur wun cercle.

a),0)

Figs.

CorROLLAIRE 12. 87 4 <k < n+1, alors la condition nécessaire et
suffisante pour que Uensemble des k points, (a,, ..., a;), soit un simplexe,
est que ces poinls me soient pas situés dans un plan (ou sur une surface
sphérique) & k—3 dimensions ().

Par exemple, dans l'espace a trois dimensions, quatre points ne
forment un simplexe que lorsque’ils ne sont pas situés sur un cercle
ou sur une droite.

COROLLAIRE 13. (a,, ..., a;) étant un simplexe, il existe une transfor-
mation de Lie amenant a, au point a Uinfini, et a,, ..., a; en des points
& distance finie. ‘

Démonstration. Puisque, d’aprés la définition 1.6(3), il existe
des K-sphéres b, et b, touchant (a,, ..., a;), nous pouvons (en vertu du
théoréme M. 2) transformer a, en le point & linfini, et b,, b, — en by, b, —
les deux coOtés d’un hyperplan. Alors les transformées de a,,..., a,
comme touchant b, et b,, doivent étre des points (3 distance finie, car
ils sont différents de a;).

COROLLAIRE 14. a,,...,a; élant des hypersphéres ou hyperplans
orientés (dont le mombre vériife les imégalités 2 <k < n), st Densemble
de toutes les K-sphéres touchant a,, ..., a; ne contient que des points, et
ces points forment un plan ow une surface sphérique @ n-+1—k dimensions
(fig. 9), alors les K-sphéres ay, ..., a, forment un simplexe(1%).

II.1a. 8¢ d(a,b,¢) = —1, alors les K-sphéres a,b,c forment un
simplexe, ou au moins deux d’entre elles se touchent.

(1) Comparer Corollaire 6.
(%) Comparer Corollaire 8.
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Démonstration. Si (a,b,c),., nous pouvons, en vertu du théo-
réme M.1 et du corollaire 1a, transformer a, b, ¢ en trois points diffé-
rents. D’aprés le corollaire 11b, nous voyons qu’ils forment un simplexe.

‘= oo I'd
a rd

Fig. 9, n+- 1 —Lk =1 Frg. 10

I1.1b. S¢ a, b, c forment un simplexe, alors on a d(a,b,c) = —1.
La méme conséquence résulte du fait que la condition (a,b,c), n’est pas
vérifiée.

Démonstration. La premiére partie du théoréme résulte de la dé-
finition 1.6(3). Pour prouver la seconde il suffit de considérer le cas ou
a—>b. Dans ce cas nous pouvons admettre deux possibilités: 1° a—c et
2° a+~c¢ et b+ ec.

1° @ — ¢ implique que a— (a, b, ¢) et alors d(a,b,c) = —1.

2° a + ¢ et b + ¢ permettent de transformer a en le point & l'infini,
et ¢ — en un point & distance finie.

Si b est différent de a, il sera transformé en un hyperplan ne passant
pas par ¢’ (fig. 10).

Menant par le point ¢’ un hyperplan orienté paralléle (et de méme
sens) a b’, nous prouverons l’existence de la K-sphere touchant (a, b, ¢).

I1.2. a, b, c étant trois K-sphéres dépendantes différentes, on a Z[>c,
cest-a-dire elles se touchent toutes.

ib, jb 2"' o :ib' ,
a) b) ¢) )

Fig. 11

Démonstration. Nous considérons le cas ou a dépend de (b, ¢).
D’abord, nous allons prouver que b—c. Supposons le contraire, c’est-
a-dire b+ c¢. Done, on peut transformer b et ¢ en deux cotés opposés
d’une hypersphere. Quelle que soit la K-sphére a’ — la transformée de a,
il existe un point (fig. 11) qui ne la touche pas et qui est situé sur I’hy-
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persphere (b’, ¢’) ce qui est en contradiction avec le fait que a dépend
de (b, ¢). Nous avons ainsi démontré que b—ec.

Afin de prouver que a—b et a—e¢, il suffit de se baser sur la défini-
tion 1.4 et sur le fait que b— (b, ¢) et ¢c—(a, ¢).

COROLLAIRE 15. 8% (ay, ..., a;) est un simplexe, alors on a (@, ..., az),.

Démonstration. D’abord nous allons prouver que les K-sphéres
a, ..., a; sont toutes différentes. En effet, si par exemple a, = a,, alors a,
dépendrait de (a,, ..., a;), ce qui serait en contradiction avec la défini-
tion 1.6(2).

D’aprés la condition (3) de la définition du simplexe, il existe deux
K-spheres b, et b, telles que (by, b;)— (a,, ..., a;) et by + b,. Nous pou-
vons transformer cés K-sphéres en deux cotés opposés d’une hyperspheére.
La méme transformation ameéne toutes les K-spheéres a,,...,a; en des

points y appartenant. Les points ay, ..., a, étant différents, ils ne se tou-
chent pas. Done (a,, ..., ax), .

I1.3. 8¢ (a,b,e¢), (a,b,d) et (a,c,d) sont des simplexes, alors
é(b,c,d) = —1.

Démonstration. Puisque, en vertu du théoréme II.1b, on a
é(a,b,c) = —1 et, d’aprés le corollaire 15, (a, b, ¢),, donec il existe une
transformation amenant a, b, ¢ en trois points: a’, b’, ¢/, dont a’ est le
point & l’infini. On vérifie aisément que la K-sphére d sera transformée
en un point ou en une hypersphére ne passant pas par les points a’, b’, ¢’
et telle qu’on puisse mener les hyperplans y touchant: I’un passant par
b’ et 'autre — par ¢’. Il en résulte que les points b’ et ¢’ sont situés en
dehors de d’' (fig. 12). Par conséquent il existe une hypersphére orientée
(ou un hyperplan orienté) touchant d’ et passant par les points b et ¢'.
Done on a é(b,c,d) = —1.

II1.1. Etant donnés ay, B, a, et b, satisfaisant aux conditions

(1) k+1 = n4-3,
(2) ax—P1,
3) ax—by,
(4) @ — B,
la condition a,—b, est aussi vérifiée.
Démonstration. Soient a, = (a,, ..., a;) et f; = (b,, ..., b;). Trans-

formant a, en le point A DPinfini: a;, et b, et b, en deux coOtés

(by et b;) d’un hyperplan, nous transformerons les K-sphéres a; (ou
i =0,1,...,k) en points a;(¢), et les K-sphéres b; (o0 j =0,1,...,1)
— en hyperplans orientés b; (fig. 13). En laissant de coté les cas parti-

(1%} Comparer Corollaire 15.
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culiers: k¥ = 2 ou I = 2, nous pouvons nous baser sur les corollaires 7
et 9. Plus précisément: d’aprés le corollaire 7 les points ay, ..., a; déter-
minent une surface sphérique ou un plan & k¥ — 2 dimensions, d’autre part,
d’aprés le corollaire 9 tous les points ay, aj, ..., a;, comme touchant

Fig. 12 Fig.13. a) k=2, 1 =3} a; = a] ou af = az;
b) k=3,1=2; bj = b] ou by = b}

(b1, ..., b;), sont situés sur un plan & n+1—-l=n+1—(n+3—k) =k—2
dimensions. Nous voyons donc que le point @, est situé sur le plan
déterminé par les points aj,...,a; et alors il dépend (en vertu du
corollaire 7) de (aj, ..., a,). Ceci implique le contact de a, avec chaque
K-gphére b, touchant (a,, ..., a).

Dans le cas particulier & = 2, on peut facilement vérifier que g,
doit étre égal & a, ou a,, et ainsi le théoréme est vrai. Il en est de méme
dans le cas 1 = 2.

II1.2. 8t k+l<n+3 et st (ay,...,a;) est un simplexe touchant pi,
alors il existe une K-sphere ay,, touchant py, et telle que a,, ..., ay, ay,,
sont indépendants.

Démonstration. Considérons la méme transformation que dans
la démonstration du théoréme précédent. L’hyperplan dont les deux
cotés sont b; et b;, et les hyperplans orientés bj, ..., b; se
coupent en un plan p’, dont la dimension est au moing
n—(l—1) = n+1—1. Il est évident que le plan ¢’ déter-
miné par les points ay, ..., a; est situé dans le plan p’.
D’aprés le corollaire 7 la dimension de ¢’ est égale & &k — 2.
Done, en tenant compte de l'inégalité kt—2 < n+1—1,
on voit que le plan ¢’ est différent du plan p’ et qu'il
existe des points du plan p’ n’appartenant pas au plan ¢'.
Prenant un telpoint pour a,,, on vérifie aisément qu’il satisfait aux
conditions du théoréme (fig. 14).

En effet a;,,, étant situé dans le plan p’, touche les hyperplans
orientés b;,...,b. D’autre part, les points aj,...,a;, a;,,, n’étant
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pas situés dans un plan 4 ¥ —2 dimensions, sont indépendants en vertu
du corollaire 6.

II1.3a. 8% (a,, ..., a,, a,.,) est un simplexe, alors il existe des K-spheé-
res b, et b, assujetties aux conditions suivantes:

(1) (blabz)_(an---7an)7
(2) fs(bly bzy awu-l) = 1.

Démonstration. La condition (3) de la définition 1.6 implique
Pexistence des K-sphéres ¢, et c¢,, telles que ¢, + ¢, et (¢, ¢2)—(a,, ...
cevy Gy @yp1). Transformant a,., en le point & Pinfini a,.,, et ¢, ¢,
en deux cotés c¢;, ¢, d’un hyperplan, on transforme a,,...,a, en des
points & distance finie: ay, ..., a,. La K-sphére a,,, étant indépendante
de (ay, ..., a;), on peut mener une hypersphére par les points ay, ..., a,.
Désignant les deux cotés de cette hypersphére par b, et b,, on a
(by, by)— (ay, ..., a,) et en vertu du corollaire 2a
8(by, by, an, 1) = +1 (fig. 15). '

I11.3b. Soit (a,,...,a,) un simplere. Admet-
tons que '

(1) (b11b2)_(a11 "'7a'n)7

(2) 6(b1’ b27 an+l) = +1-

Fi3. 15.
Alors les K-sphéres a,,...,a,,a,,, forment un 8(bi. b3 aj) = +1

simplexe.

Démonstration. En vertu du théoreme M.1 et du corollaire 2a,
nous pouvons transformer a, ,, en le point 4 l'infini et b,, b, — en deux
cotés d’une hypersphére. Les K-spheres a,,...,a, étant transformées
en des points, on peut aisément vérifier que a,,..., a,, a,,, forment un
simplexe (fig. 15).

En effet, les points ey, ..., a,, a,,, ne sont situés sur aucune sur-
face sphérique ou plan & n—2 dimensions, done, d’aprés le corollaire 12,
ils forment un simplexe.

DEFINITION 1.7. Les couples a, = (a,, @,) et B, = (b,, b,) sont dits
liés quand ils satisfont aux conditions suivantes:

(1) é(ay, as, by, by) = —1,
(2) chacune des K-spheéres a,, a,, b,, b, dépend des autres.

Cette relation est désignée par: a,QOff, ou (a,, a,) O(b,, by).
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Dans le chapitre 2 nous verrons(!?) que les théoremes I.1-II1.3
impliquent les conclusions suivantes:

CoROLLAIRE 16. 8% (a,, a,)O(b,, by), alors il y a a distinguer trois
cas qui s’excluent: 1° a;—b,, 2° a,—b,, 3° (a,, as, by, b,) .

Dans le cas 1° on a aussi: a,—b,, a, + b,, a;, + b,, et en outre ou
bien a, = b, et a, = b,, ou bien il y a une K-sphére et une seule touchant
(ay, ay, by, b,) et alors a, #~ b, et a, # b, (fig. 16).

Le deuxieme cas est analogue. C’est-a-dire on a ou bien a;, = b,,
@ = by, ou bien a,—b,, a,—by, a; + by, ay+ by, a; # by, ay # by, et
il y a une et une seule K-sphére touchant (a,, a,, b, b,).

ay

Ea?

Fig. 16 Fig. 17. (e1, €2) = y3

Dans le troisieme cas il existe un simplexe y,, touchant les
couples (a,, a,) et (b,, b,) (fig. 17).

DEFINITION AUXILIAIRE(!8). Si a,(Of,, alors dans les deux permiers
cas distingués dans le corollaire 16 nous dirons que les couples a, et B,
sont tangents et nous écrirons a,@pf, (fig. 16).

Dans le troisieme cas du corollaire 16 nous dirons que les couples a,
et 3, se coupent et nous écrirons a,Op, (fig. 17).

COROLLAIRE 17a. a, et B, étant deux hypersphéres('?), Uexistence d’un
point commun est la condition mécessaire et suffisante pour que a,QOB,.

En particulier: st a, DB, les hypersphéres se coupent (duns le sens
propre du mot), et si a,©Of, — les hypersphéres sont tangentes (dans le sens
propre du mot) (fig. 18a).

(1) Voir les définitions 2.1 et 2.2 et les théorémes 2.18, 2.19, 2.20 et 2.29.

(*®) On motivera cette définition, ainsi que le corollaire 16, dans le chapitre 2
(voir les définitions 2.1 et 2.2). A

Les notions introduites par cette définition ne seront employées dans ce chapitre
que dans les démonstrations et elles n’interviendront pas dans la formulation des
théorémes.

(1) Cf. l'introduction section 2, ou le couple des hypersphéres orientées qui
sont les deux ¢oétés d’une hypersphére, a été nommé hypersphere.

w

Rozprawy Matematyezne XV, ;; L S
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b. a, et B, étant deux hyperplans, on a toujours a,Op,. Si, de plus, a,
est paralléle a B, on a a;0Of,, et dans le cas contraire a, B, (fig. 18b).

COROLLAIRE 18. 87 les poinis différents a,, a,, by, by, sont situés sur
un cercle ou sur une droite, alors on a (a,, a,) D(b,, b,) (fig. 18¢).

/\@ \\ O

a,®f3; a,003;

C'
Fig. 18

COROLLAIRE 19. Si (a,, a;)O(by, bs), on peut transformer ay, = (a,, ay)
en un hyperplan a, = (aj, a,) et by, b, — en deuxr hyperplans orientés
by, b, soumis & Vune des possibilités suivantes (fig.19):

1. by et by coupent Uhyperplan a, en un méme plan & n—2 dimensions,
cest-a-dire: ay, by et b, forment un faisceau (fig. 19a),

2. les hyperplans orientés b, et b, sont paralléles & Uhyperplan a, mais
ils ont des sens opposés. Dans ce cas ay, by et by forment un faisceaw & hyper-
plans paralléles (fig. 19b).

Ces deux possibililés correspondent respectivement aux cas a,D(b,, b,)
et a;O(by, by).

Fig. 19 Fig. 20

Démonstration. Selon la définition 1.7 il existe une K-sphere ¢
touchant (a,, a,, b, b,). Comme en vertu du corollaire 15, on a a, + a,,
on peut transformer a, en un hyperplan, en transformant ¢ en le point
a linfini: ¢’. Cette transformation ameéne b, et b, (qui touchent ¢) en des

hyperplans orientés. Les possibilités 1 et 2 correspondent aux cas parti-
culiers du corollaire 16.

Pour compléter le corollaire 19 considérons le
COROLLAIRE 20. 8¢ (a,, a))O(by, by), on peut transformer (a,, a,)

en un hyperplan, b;, b, en deux hypersphéres orientées tangentes & (ay, a;)
aw méme point (fig. 20).
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Il est évident que dans l’espace & trois dimensions les théorémes
suivants sont vérifiés:

1. Etant donnés deux cerecles, se coupant en deux points différents
b,, b, et non situés dans un plan, §’ils sont coupés par un plan en
quatre points a,, a,, ¢,, ¢;, alors ces qnatre points sont sur un cercle.

2. Soient deux diedres bornés respectivement par les plans orientés
a,, as et ¢, ¢,, et tels que leurs arétes soient situées toutes les deux
dans un plan: 8, = (b,, b,). S'il existe une surface sphérique orientée
inscrite dans les deux diédres, alors il existe aussi un coéne inscrit
dans ceux-ci.

3. Si les surfaces sphériques a, et y, ont un point commun, elles se
coupent ou elles sont tangentes.

On peut aisément généraliser ces trois théorémes & ’espace & » di-
mensions. Ils sont tous des cas particuliers du théoréme suivant:

IV. Soient trois couples: a,, fy
et v, soumis aux conditions sui-
vantes:

(1) ay O s,
(2)  B.Ovys,
(3) il y a une K-sphére d touchant

ay €l y,, et ne touchant pas f,.
Alors on a a,Qvy, (fig. 21).

Démonstration. On vérifie
aisément que (d, b,, b;),(®). En
effet sila K-sphére d touchait b,,
elle toucherait f,, car d’apres la
définition 1.7 le contact d— (a,, a,, b,) implique le contact d—b,. Mais
ceci est en contradiction avec la condition (3) du théoréme.

Maintenant il y a deux cas & distinguer: 1° §(d, b,, b,) = +1 et 2°
o(d, by, by) = —1.

1° §(d, by, b,) = +1. Transformons d en le point a l’infini et g, en
une hypersphére 3,. 11 est facile de démontrer que cette trasnformation
ameéne a, en un hyperplan coupant I’hypersphére 8, ou tangent i celle-ci
(fig. 22). 11 en est de méme pour y,. Donc, d’apres le corollaire 17b,
nous avons a,(Oys.

2° §(d, by, b,) = —1. Transformons d, b,, b, en trois points: d', by, by,
dont d’ est le point & infini. Nous désignons par o, ’hyperplan bissecteur

(2°) Les éléments d’un simplexe n’étant pas spécifiés, nous les désignerons par
les minuscules latines correspondant au carastére grec désignant le simplexe. Par
exemple, nous désignerons les éléments du simplexe ax par a,, ..., ag; yg — par

15 G35 @3 — PAT fq, fas fy-
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du segment b;b,. Toutes les K-sphéres touchant 8, sont des hypersphéres
orientées dont les centres sont situés dans I’hyperplan o,. Toutes les
K-sphéres touchant d’ sont des hyperplans orientés.

Dans tous les deux cas résultant de la condition (1), c’est-a-dire
a, @B, ou a,OB,, on peut aisément vérifier que a; et a, forment un angle
dont la bissectrice est o, (fig. 23 a et b). Il est évident que tout cela se
rapporte aussi & ¢, ¢;, c’est-a-dire que o, est aussi la bissectrice de 1’an-
gle ¢, c;.

b) 2)

Fig. 22 Fig. 23

Chaque K-sphére ¢’ touchant a, est: ou bien un point dans le plan o;,
ou bien une hypersphére orientée dont le centre est dans o,. Dans tous
les deux cas, le contact ¢ — ¢; implique,
en vertu de la symétrie, le contact
¢ —c,, donc ¢, dépend de (a,, a,, ¢,)
(fig. 24).

De facon analogue, on démontre
les autres dépendances parmiles K-sphé-
res a;, @y, €;, C;; Ceci nous permet, en
tenant compte de D’existence de d’,

Fig. 24 de conclure que (a,,a,) et (¢, c,)
sont liés.

DrriNITION 1.8. Nous dirons que les simplexes a) et B; se séparent,
si pour chaque a et b, les conditions: 1° a— g, 2° b—a;, 3° a—b, impli-
quent ’égalité a = b.

On écrit dans ce cas ai|f;.

COROLLAIRE 21. Les simplexves a, et fp, élant deux couples de points
situés sur un cercle, la condition nécessaire et suffisante pour que a,|B,
est que les couples a, et B, se séparent au sens propre du mot (fig. 25),

COROLLAIRE 22. Soit a, un triple de points et 8, un couple de points
qut ne sont pas sur le cercle déterminé par les points a,, a,, a,. La relation
as| B, veut dire que les points a,, a,, az, b,, b, sont sur une surface sphéri-
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que ou sur un plan a deux dimensions et que les points by et b, sont situés
des deux cités opposés du cercle déterminé par les points a,, a,, a, (fig. 26).

COROLLAIRE 23. 8¢ a, et B, sont: deuxr hypersphéres, ou deux hyper-
plans, ou enfin une hypersphére et un hyperplan, alors ils se séparent.

COROLLAIRE 24. 8% a,|B, ¢t 8t a,, a,, b, forment un simplexe, alors

ayDpfs.

Fig. 25. a) les couples (a,, a,) et (b;,b,) ne so sé.
parent pas; b) les couples (a,, a,) et (by, by) se séparent

%)
Fig. 26. a) (ay, a,. ay) et (by, b,) ne se séparent pas;
b) (ay, a,, ag) et (b;, b,) se séparent

Démonstration. D’abord nous allons prouver que b, dépend de
(ay, @y, by). ¢ étant une K-sphére arbitraire touchant (a,, a,, b,), il existe,
en vertu du théoreme II.1b, une K-sphére d touchant (¢, b,, b,). Ainsi
nous avons les contacts suivants:

N
a, \b_)

qui entrainent, d’aprés la définition 1.8, la coincidence de ¢ et d, d’ou
I’on a bien ¢—b,, c’est-a-dire: b, dépend de (a,, a,, b,).

Les démonstrations des autres relations de dépendance sont ana-
logues.
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Enfin, Pexistence d’un couple touchant le simplexe (a,, a,,b,)
implique Pexistence d’un couple touchant (a,, a,, b,, b,); en vertu du
corollaire 16 ceci entraine «,®f,.

V. Soient <l et )3 deux ensembles de K-sphéres. Admettons que
(1) 4l existe des K-sphéres a, et by, telles que pour chaque ae ol et pour

chaque bel; on ait (a,, b)|(b,, a),

(2) 4l existe des K-spheres a e et b eV, telles que a,, a,, b, forment
un simplexe (-1).

Alors il existe une K-sphére c,, telle que pour tout ae sl et pour tout
be) différents de ¢,, on ait (by, ¢)l(a, b).

Démonstration. Nous prouverons d’abord qu’on peut transformer
les K-spheres a,, by et tous les ¢éléments des ensembles «( et 93 en points
d’une droite.

Du corollaire 24 et des conditions (1) et (2) on conclut que

(@g, b)) D(ay, by).

Done, d’apres la  définition auxiliaire, on a d(ay, by, a,) = —1
et (aq, byy @;),. Transformons maintenant b, @y, @; en trois points:
bo, @y €6 ay, dont b, est le point 3 Vinfini. En appliquant le corollaire 24
a la K-sphére b', la transformée d’un élément queleconque de I’ensemble 9,
et au simplexe (ay, by, @;), Nous voyons que

bo’:oo
0 a A Y V' dépend de (ag, by, a;), donc c’est un
. 4 A point situé¢ sur la droite passant par les
Fig. 97 points a, ct a;. De facon analogue on peut

démontrer que tous les éléments de ’ensemble
A sont aussi transformés en points situés sur la méme droite (fig. 27).

11 est facile de vérifier que si nous fixons le sens de cette droite du
point a, au point b, alors tous les points b’ )3}’ suivront tous les points
a’' e «{’. Done, en tenant compte du fait que les ensembles «{’ et )3’ ne sont
pas vides nous concluons, en vertu de la loi de continuité, I'existence
du point ¢, vérifiant notre théoréme.

Ayant démontré les théorémes 1.1, 1.2, 1.3, ILla, b, IL.2, II.3,
I11.1, IT1.2, I11.3a, b, IV ¢t V, nous pouvons les prendre pour les axiomes
de la géométrle de Lie & » dimensions.

Dans la suite le systéme d’axiomes A désigne tOll]OllIh le systéme com-
posé des axiomes 1-V.

La conclusion principale de toutes les considérations de ce chapitre
est la suivante:

(21) Rejetant la condition (2), nous obtonons aussi un théoréme vrai, mais nous
n’utiliserons que la forme affaiblie, avec la coundition supplémentaire (2).
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M.3. Le modéle fondamental de la géométrie de Lie, N, , satisfait au
systéeme d’axiomes A.

Comme conclusion supplémentaire, qu’on peut obtenir en supposant
non-contradictoire la géométrie euclidienne métrique, on a le théoréme
suivant:

M.4. Le systeme d’axtomes A n’est pas contradictoire (car il a un mo-
dele dans la géométrie euclidienne métrique).



CHAPITRE 2
AXIOMES ET THEOREMES GENERAUX DE LA GEOMETRIE DE LIE

Le systéme d’axiomes de la géométrie de Lie donné ici est basé sur
deux notions primitives. Ce sont:

1. Pensemble 2 de toutes les K-sphéres,
2. le contact — relation binaire définie dans 1’ensemble 2.

Ces deux notions, comme nous 'avons déja dit dans lintroduction,
forment un systéme complet d’invariants caractérisant la géométrie de Lie.

Les éléments de 1’ensemble 2 (c’est-a-dire les K-sphéres) seront
appelés tout court éléments ('2) et désignés par des caractéres latinsg (majus-
cules ou minuscules).

Le contact sera désigné par le méme symbole que dans le chapitre
précédent, c’est-a-dire par un tiret. L’expression ,,a—b" nous lirons
»0 et b se touchent” ou ,,a touche b”.

Le nombre des notions primitives est le plus petit possible. Obser-
vons aussi qu’'il y a peu de théories possédant des notions primitives
en nombre aussi petit. Notre systéme d’axiomes peut étre énoncé en
n’utilisant que ces deux notions. Mais, pour simplifier la forme des axio-
mes et pour les rendre plus clairs, nous introduisons quelques notions
secondaires, les mémes qu’au chapitre précédent, ou elles ont été défi-
nies. Ici, nous n’en donnons qu’une liste.

DEFINITION 1.1. (@y, ..., @) — (by,y ..., b)) = les éléments a,, ..., a
et by,..., b, se touchent = a,, ..., a, touchent (b, ..., by).

DEFINITION 1.2. (@y, ..., ar),. = les éléments a,, ..., a; ne se touchent

pas.
En particulier: a, + a,.
DEeFINITION 1.3. La fonction bivalente: d(a,, ..., a;).
DEFINITION 1.4. Les éléments ay, ..., ay dépendent de (b,, ..., D).
DEFINITION 1.5. (a4, ..., ar); = les éléments a,,...,a, sont indé-
pendants.

(22) Nous ¢vitons d’employer ici le terme K-sphére, car il est assez incommode
et, d’autre part, il suggére un sens géométrique, ce qui ne répond pas & nos intentions.
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(Ary «eny @)y = les éléments a,, ..., a; sont dépendants = ils ne sont
pas indépendants.

DEFINITION 1.6. Le simplexe «,. En particulier: le couple a,. Au
lieu de dire (a,, ..., a.) est un simplexre, on peut dire a,, ..., a; forment
un simplexe.

DEFINTTION 1.7. a,Of, = les couples a, et B, sont liés.
DEFINITION 1.8. a|8; = les simplexes a; et f; se séparent.

Le systéme d’axiomes A considéré dans ce travail contient 11 axio-
mes, partagés en 5 groupes, selon les notions qui y interviennent.

Icr groupe. Axiomes de contact

I.1. Tout élément a satisfait & la condition a—a.

1.2. Pour deux éléments quelconques a et b le contact a—b implique
le contact b—a.

I.3. II existe deux éléments ne se touchant pas.

II*m* groupe. Axiomes concernant des triples d’éléments

I1.1. La condition nécessaire et suffisante pour que dé(a,b,¢) = —1
est ou bien que les éléments a, b, ¢ forment un simplexe, ou bien qu’il
existe parmi a, b, ¢ au moins deux éléments qui se touchent.

I1.2. Pour trois éléments différents la condition (a, b, ¢); implique
les contacts: aqg.

II.3. Si (a, b, ¢), (a, b, d), (a, ¢, d) sont des simplexes, alors
d(b,c,d) = —1.

III¥me groupe. Axiomes de dimension (dépendant de n)

IIT.1. Les conditions: (1) k+l=n+3, (2) ar—p;, (3) ar—by,
(4) ao—p;, impliquent le contact a,—b,.
I11.2. Le nombre k4! étant moindre que n+ 3, si a,, ..., a; forment

un simplexe touchant f;, alors il existe un élément a;,, touchant g,
et tel que les éléments (a,, ..., ay, a;_.,) soient indépendants.

II1.3. Pour que (a,, ..., a,, a,.,) soit un simplexe, il faut et il suffit
que les conditions suivantes soient remplies:
(1) a,,..., a, forment un simplexe,

(2) il existe deux éléments b,, b, touchant (a,,...,a,) et tels que
0(by, gy a,, ;) = +1.
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[Véme oroupe. Axiome de lianison

IV. Etant donnés trois couples a,, B, et y,, si: (1) a,OPp,,
(2) B.Ovy:, (3) il existe un élément d touchant a, et y,, et ne touchant
pas B, alors a,Oy,. )

Véme groupe. Axiome de séparation (23)

V. Soient o et )} deux sous-ensembles de .2. Admettons que les
deux conditions ci-dessous soient remplies:

(1) 11 existe des éléments de L: a, et b,, tels que pour chaque ae¢ o7
et pour chaque be on a (a,, b)|(by, a).
(2) 11 existe des éléments a,e o et b, eV} tels que a,, a;, b, forment
un simplexe.
Alors il existe un élément ¢, tel que pour chaque élément ae < et
pour chaque élément be)} différents de ¢, on ait: (by, ¢)l(a, b).

Les théorémes que nous allons établir dans ce chapitre, sont les
conclusions les plus générales des axiomes I-V. Ils sont énoncés dans
I’ordre des groupes des axiomes employés pour leur démonstration.

Les démonstrations les plus simples sont omises et remplacées par
les numéros des axiomes et des théorémes sur lesquels elles s’appuient.

THEOREME 2.01. Quel que soit a,,,, st Uélément a, dépend de
(Ayy .evy @), &l dépend aussi de (ay, ..., ay, g,,)-

THEOREME 2.02. Pour chaque élément ay ., la dépendance (a,, ..., a;)q
implique la dépendance (a,, ..., @, Oz, )q, € inversement: Uindépendance
(@yy --+y Oy, Ggyq); entraine Dindépendance (ag, ..., a);.

THEOREME 2.03. St les éléments a,,..., a, sont indépendants, alors
ils sont différents.

Les théorémes 2.01-2.03 résultent directement des définitions sans
étre basés sur ancun axiome.

THEOREME 2.04. Pour deux éléments quelconques il existe un élément
les touchani.

Démonstration. D’aprés l’axiome 1.1, nous avons a—a, donc
en vertu de II.1 on a §(a, a, b) = —1, ¢’est-a-dire pour chaque élément a
et chaque élément b il existe un élément les touchant.

THEOREME 2.05. Si (a,b,c),, alors les éléments a,b,c sont indé-
pendants (1.1, II.2).

(23) Cet axiome peut aussi étre appelé axiome de continuité, car il joue dans la
géométrie de Lie un role analogue & celui de ’axiome de continuité dans les autres
géométries et il est I'unique axiome non élémentaire de ce systéme.
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THEOREME 2.06. Si d(a,b,c) = +1, alors les éléments a,b,c sont
indépendants (I1.1, 2.05).

THEORLEME 2.07. Le nombre naturel k n’étant pas inférieur & 3, si les
éléments aq, ..., ay_,, ay forment un simplexe, alors les éléments ay, ..., ap_,
en forment aussi un (2.02).

THEOREME 2.08. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(1) @ = b,

(2) a dépend de b,

(3) b dépend de a, -

(4) a, b sont dépendants (fig. 28).

Démonstration. La condition (1) implique, d’apres la définition 1.4,
les conditions (2) et (3), donc aussi la condition (4). Pour prouver 1’équi-
valence des conditions (1)-(4) il suffit de démontrer que b
la condition (4) implique la condition (1). Nous le ferons
par l'impossible. Supposons que a, b soient dépendants, ‘.
a étant différent de b. La dépendance (a,bd); entraine 0
en vertu de la définition 1.5 ou bien que a dépend de b,
ou bien que b dépend de a. Admettons que a dépende
de b. Evidemment b, comme touchant b, touche aussi a.
Pour un élément quelconque ¢ I’élément a est en vertu
du théoréme 2.01, dépendant de (b, ¢). Done, pour un élément quelcon-
que ¢ il y a trois possibilités:

1° ¢ =a, et alors ¢ — b,

2° ¢ =0, et alors ¢ — b,

3° a,b,c sont différents, et alors le fait que a dépend de (b, ¢) impli-

Fig. 28.7a,b sont
indépendants,
car ¢c—b et ¢ La

. b . .
que, en vertu de Paxiome IL.2 les contacts @< - Ainsi, nous voyons

que pour chaque élément ¢, on a 1a contact: ¢—b. Considérons maintenant
deux éléments d, et d, ne se touchant pas (leur existence résulte de
I'axiome 1.3). Evidemment d, et d, sont différents de b, car dans le cas
contraire on aurait d, —d,, contrairement & ’hypothése. I’élément b dé-
pend de (d,,d,), car chaque élément touchant (d,, d,) touche aussi b,
donc selon l’axiome I1.2 on a d,—d,, en contradiction avec notre hy-
pothese.
THEOREME 2.09. 8¢ a -+~ b, alors (a, b) est un simplexe.

Démonstration. Selon I'axiome I.1 et le théoréme 2.08 les élé-
ments a, b sont indépendants. Done, pour prouver notre théoréme il
suffit de démontrer ’existence de deux éléments ¢, et ¢, touchant (a, b)
et tels que ¢, + c,.

Dans ce but, considérons 1’élément ¢, touchant (a, b), dont D’exis-
tence résulte du théoréeme 2.04. On peut aisément vérifier (d’apres
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Paxiome II.2) que ¢, ne dépend pas de (a, b), done il existe un élément c,
touchant (a, b) et ne touchant pas ¢,.

THEOREME 2.10. k et | étant deux nombres entiers vérifiant les in-
égalités 2 < k <1 < n+1, pour chaque simplexe (a,,...,a;) il eriste des
éléments ay 1y ..., a4 tels que a,, ..., @, ay, q, ..., & forment un simpleze.

Démonstration. (a,,...,a;) étant un simplexe, il existe des
éléments b, et b, touchant (a,, ..., a;) et tels que b, + b,. Or, d’apres
le théoréme 2.09, (b,, b,) est un simplexe. Les simplexes (ay, ..., a;) et
(by, by) vérifient les prémisses de ’axiome III.2, il existe donc un élé-
ment a; ., tel que (a;,..., a4, @ 1)—(by, by) et (ay, ..., a, ax,,);. Alors,
selon la définition 1.6, les éléments a,, ..., a;, a;,, forment un simplexe.
En répétant ce procedé nous obtiendrons le simplexe (a,, ..., ax, 0,1,
ceey 7).

On peut généraliser 'axiome IIL.3:

THLEOREME 2.11. Soit k wun nombre naturel vérifiant les inégalités
2 <k < n(®). Pour que (ay, ..., ay, Gz 1) S0it un simplere il faul et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies:
(1) ay,...,a; forment un simplexe,
(2) il existe des éléments b, et b, touchant
(ay,y ..., a;) et tels que 5(b,, by, a;,1) = +1
(fig. 29).
Démonstration. Pour prouver ce théore-
me il suffit de compléter les simplexes (a,,..., a;)
et (a,, ..., ax, a;,,), en vertu du théoréme 2.10,
de fagon & obtenir les simplexes (a,, ..., g, @y 1y ..., @y) €6 (@y, ..., a,
Apyry-+vy Ony A1), €6 de se baser sur ’'axiome III.3 et sur le théoreme 2.07.

THEOREME 2.12. Il existe trois éléments a, b, ¢ tels que d(a, b, ¢) = +1.

Démonstration. Ce théoréme résulte de P'axiome 1.3, et des
théorémes 2.09, 2.10 et 2.11.

THEOREME 2.13. (a,, ..., a;) étant un simplexe, on a (ay,...,a),..

Démonstration. Supposons le contraire: a,—a,. Il y a deux cas
a distinguer: 1° k> 2 et 2° k = 2.

1° k > 3. En vertu du théorétme 2.11 il existe des éléments b, et b,

tels que (b, b,)—(as,...,a;) et é&(a;, b,,b,) = +1, en contradiction
avec le contact a,—a,.

2° k = 2. Dans ce cas nous complétons le simplexe (a,, a,) en vertu
du théoreme 2.10, obtenant un simplexe a trois éléments: (a,, a,, a;).

(*) Pour n = 2 le théoréme 2.11 est équivalent a4 I'axiome III.3.
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Ce simplexe retombe dans le cas 1° déja démontré, donc les éléments
a,, @y, a3 ne se touchent pas.

THEOREME 2.14. a, b, ¢ étant trois éléments différents, si aﬂz, alors
Délément a dépend de (b, c).

Démonstration. Supposons que le théoréme ne soit pas vrai,
c’est-a-dire que les hypothéses du théoreme soient remplies, mais qu’il
existe un élément a’ touchant (b, ¢) et ne touchant pas a. Dans ce cas b, ¢
forment un simplexe car, selon le théoreme 2.08, (b, ¢); et les autres con-
ditions de la définition 1.6 sont aussi remplies. Mais ceci est en contra-
dictions avec le théoréme 2.13.

Comme conclusion immédiate de ce théoréme on a

THEOREME 2.15. Les conditions:

(1) ay F Ay,

-al bl
(2) % .

o N
impliquent le contact b,—b, (fig. 30). by

THEOREME 2.16. 87 U'on a

(1) a) # a, Fig. 30
(2) a),—asy,
(3) a, + as,

alors il existe un et un seul élément b touchant (a,, a,, a,).

Démonstration. L’existence de 1’élément b résulte de 1’axiome
IT.1. Si nous admettons l’existence de deux éléments différents b et b’,
alors en appliquant deux fois le théoréme 2.15, nous arriverons & une
contradiction.

En effet, a, ## a, et

impliquent b—b', et b £ b" et

impliquent a,—a;, contrairement 4 la condition (3).
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DEFINITION 2.1. Les couples a, = (a,, a,) et B, = (b,, b,) seront dits
tangents si on a 1° a,Of, et 2° a;,—b, et a,—b, ou a,—b, et a,—b,.

Le fait que des couples a, et §, sont tangents sera désigné par le sym-
bole a, ©p, (fig. 31).

DEFINITION 2.2. Si les couples a, et B, sont liés, mais ne sont pas
tangents, nous dirons qu’ils se coupent, et nous écrirons a, DA, (fig. 32).
On peut aussi dire que le couple a, coupe B,.

THEOREME 2.17. Deux simplexes (a,, a,) et (b, b,) étant liés, la con-
dition a, = b, implique Uégalité (a,, a,) = (by, b,).

Démonstration. Selon la définition 1.7 b, dépend de (a,, a,) =
={(a,, @y, b;). Done, en tenant compte de ce que a, + a,, on conclut,
en vertu de I’axiome II.2, que parmi les éléments a,, a,, b, i1 y en a deux
égaux. La seule égalité possible est b, = a, (car a, # a, et b, # b, = a,).
Done, on a bien (a,, a,) = (b,, b,).

THEOREME 2.18. Deux simplexes (a,, a,) et (by, b,) étant liés, la con-
dition a,—b, implique (a,, a,)S(b,, b,).

Démonstration. Supposons qu’on ait a, -~ b,. Dans ce cas on peut
aisément vérifier que (a,, a,, b,). .

En effet: 1° a, + b,, par hypothése, 2° a, -~ a,, d’aprés le théoréme
2.13, 3° a, + b,, car dans le cas contraire a, comme dépendant de
(ay, by, bs) qui touche 1’élément a,, toucherait aussi a,.
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Puisque, d’aprés la condition (1) de la définition 1.7, on a
é(a,, a,, by) = —1, nous voyons en vertu de ’axiome II.1 que a,, a,, b,
forment un simplexe. Donc, il y a des éléments ¢, et ¢, touchant
(a, az, b,) et tels que ¢, #~c¢,. L’élément b, étant dépendant de

(a,, as, by), nous avons
IX“
b, ¢

2

et alors d’apreés le théoréme 2.15 on a a, = b,. En vertu du théoréme 2.17
ceci entraine 1’égalité a, — b, contradictoire & notre hypothése. Donc
on a bien a,—b,.

THEOREME 2.19. 87 a,Of,, alors un el un seul des deux contacts a liew:
1. a,—by, 2. a,—b,.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme il suffit de répéter
certaines considérations de la démonstration du théoréme 2.18. Il s’agit
ici de démontrer que la condition a,—b, implique a,#b,.

THEOREME 2.20. S8t a,Of;, alors ou bien ay = 5, ou bien il y a un et
un seul élément ¢ touchant a, et B,.

Ce théoréme résulte directement du théoréme 2.16.

THEOREME 2.21. Etant donnés les éléments différents ay, ay, by, b,, ¢,

tels que
a, (,I
o<
a, b,

et by -+ by, les éléments a,, a, et by, b, forment deux simplexes liés, et méme
tangents.

Démonstration. On démontre ce théoréme en appliquant plu-
sieurs fois les théorémes 2.15 et 2.16 (comparer la figure 31b).
De ce théoréme résulte immédiatement

THEOREME 2.22. (a@,, a,) et (by, b,) étant des simplexes salisfaisant
aux conditions a; # by, a, # b, et

a, b,
> <
a, b,

ils satisfont aussi a la condition (a,, a,)O(b,, b,).
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THEOREME 2.23. 8¢ a,(f, et §'il existe un élément ¢ touchant a, et B,,
alors on a a,Op, (fig. 33).

Démonstration. Supposons, qu’au contraire, a, et f, ne soient pas
liés, alors et qu'un élément, soit a,, ne dépende pas des autres: (a,, b, b,).

Fig. 33. a) ag!fs, mais I'élément ¢ n’existe pas; b) as|fs et ’'élément ¢ existe; ¢) 1'618-
ment ¢ existe, mais on n’a pas ag|fy. car ag—by—ag—pPy et by # ay

Il existe donc un élément b, ne touchant pas 1’élément a, et touchant
(ag, by, by). En vertu de Paxiome II.1 il existe un élément a, tel que les
contacts suivants ont lieu:

(1 \ ”l
>” 0 "u< ’
a., ’ ’»_,

Puisque les couples a, et B, se séparent, nous en concluons que
a, = b, et par suite b,—a,, en contradiction avec notre hypothése.

THEOREME 2.24. Pour chaque simplexe a n4-1 éléments il existe exac-
tement deux éléments qui le touchent (fig. 34).

Fig. 34. by, by = los élémonts touchant le simplexe (ap, as, a3)

Démonstration. Pour un simplexe quelconque a,,,, l'existence
de ces deux éléments résulte de la troisicme condition de la définition de
simplexe. On a done¢ a,,— (b, b,).

Sl existait un troisiéme élément b, touchant a, ,, il dépendrait,
en vertu de ’axiome III.1, des éléments b,, b,, ce qui entraine (d’aprés
Paxiome II.2) 1'égalité b, = b, ou by = b,.



2. Axiomes ot théorémes généraux de la géométrie de Lie 33

THEOREME 2.25. Aucun simplere n’a plus de n-+1 éléments.

Cest-a-dire: pour tout simplexe ap on a k< n+1.

Démonsgtration. Supposons, au contraire, qu’il existe un sim-
plexe an s = (@ -+v5 Gnyy; Gny,). Les deux éléments b,, b, touchant ay,,,
en vertu de la définition 1.6, touchent aussi (a,, ..., @,,,), ce sont done,
en vertu du théoréme 2.24, les seuls éléments touchant (a,, ..., an,,).
Donc chaque élément touchant (a,,...,a,,.,) touche aussi a,,,, ce qui
est en contradiction avec le fait que a, ,, est indépendant de (a,, ..., a,,).

THEOREME 2.26. k étant un nombre naturel, les conditions

(1) Ba—(ayy ...y Oy @),
(2)  (@qy .oy gy
(3) (Bry oeey @iy A yy)a
impliquent que ay dépend de (ay, ..., az).

Démonstration (par induction). 1° Pour & = 1 le théoréme est
vrai en vertu du théoréme 2.08.

2° Supposons que le théoréme soit vrai pour k—1 > 1, et supposons
remplies les conditions (1)-(3). I1 y a & considérer deux possibilités: 1. il
existe un nombre ¢ <k tel qu’on ait (@, ..., @ 1, @i 1y.rey Qrydrpr)ay
et 2. pour chaque ¢ <<k, on a (@yy ...y @i 1y Qipay ooy Biey B y1)ie

1. Soit par ex. (a,,..., a; 1)s. Nous avons donc

1) Ba—(as, ..., ak+l)’

2") (@44 ..., a;); (cela résulte de (2) en vertu du théoréme 2.02),
3)  (@ay.evy Gky B yr)a-

En nous basant sur I'hypothése d’induction, nous en concluons
que ay,, dépend de (a,,...,a;) et, d’aprés le théoréme 2.01, il dépend
donc ausside (a,, ..., a;).

2. Pour chaque i =1,...,k on & (G, ..oy @ 1y Gip1yeeny Oy Bpyy)in
De la condition (3) il résulte que parmi les nombres 1,...,k%, k+1 il y
a un nombre j tel que 'élément a; dépend de (@;,...,8;_1, 85,1, -.., Gy G 1).
Il est évident que dans notre cas les éléments a,,...,@;_ 1,8 1., Gk, Gy
forment un simplexe. Nous le désignerons par y,. En appliquant plusieurs
fois I’axiome III.2, on peut compléter le simplexe g, (touchant y,) de
fagcon & obtenir un simplexe f,,; ; touchant y,.

L’élément a;, comme dépendant de y;, touche f,,;_ i, donc on
a (@ ..., y1)—PBn,3 k- Le simplexe (a,,...,a;) touchant B, , ,, on
conclut en vertu de l'axiome III.1 que ay,, dépend de (a,, ..., ax).

THEOREME 2.27. 8t 1° £k > 2, 2° (ay,...,0:)q, 3° Ba—(ayy ..., ag),
alors il existe parmi a,, ..., a; au moins deux éléments dépendant des autres.

Rozprawy Matematyczne XV, 3
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Démonstration (par induction). 1° Pour ¥ = 2 le théoréme est vrai
en vertu du théoreme 2.08.

2° Supposons que pour un nombre naturel £—1, plus grand que 1,
le théoréme soit vrai. Si les éléments a,, ..., a; satisfont aux conditions
2 et 3, alors il cxiste (d’aprés la définition 1.5) parmi eux un élément,
soit @,, dépendant des autres. Maintenant, nous avons deux cas a distin-
guer:

1. (ay, @, ..., a;);, et alors en vertu du théoréme 2.26 I’élément a,
dépend de (a,, @y, ..., a;) et le théoréeme est prouvé.

2. (ay, ay, ..., a;)g, et alors d’aprés I’hypothése d’induction il existe
outre a, encore un élément, a;, dépendant de (@, @y, ..oy @j_1y)Fjp1y ey )y
done dépendant aussi de (@, @y, Ggy .oy Gj_1y Bjpyy ooy i)

THEOREME 2.28. (@y, ..., a;) €t (b, ..., b) étant deux simplexes tels
que chaque a; dépend de (b, ..., b)), ils vérifient les conditions: 1. k < I,
2. il existe parmi by, ..., by des éléments by, ..., by,
tels que ay, ..., @, by ..., by forment un simpleve
et tous les b; dépendent de ce simplexe (fig. 35).

Démonstration. 1. En se basant sur ’axiome
II1.2 on peut démontrer l’existence d’un simplexe
Yny3_1 touchant (b;,...,5). Les éléments a,,...,a; Fic. 35.
comme dépendant de (by, ..., ;) touchent aussi y, ;_;. (@, a; by) = le

L’hypothese &k > | entraine, en vertu de 1’axiome simplexe cherché
ITI.1 et des contacts (a;, ..., @) — Yny3_1— ar, que a

dépend de (a,,...,a;), ce qui est en contradiction avec les hypothéses
du théoréme. Done, on a bien &k < 1.

2. Supposons que parmi les simplexes de la forme (ay, ..., az, by, ...

cey b,-p) le simplexe (a,, ..., @, b;, ..., b;) posséde le plus grand nombre

d’éléments (s est évidemment un nombre vérifiant les inégalités 0 < s

< 1). I faut prouver que chaque b; dépend de (@, ..., @, by, ..., by)
et que § = l—F.

En effet: 2.1. D’aprés notre hypothcse, pour chaque b; les éléments
@ry ooy @y by oooy iy b; ne forment pas de simplexe. Les condltlons (1)
et (3) de la définition d’un simplexe étant vérifiées, nous avons la dépen-
dance: (@, ..., @, by, ...y b, b;)q. On en conclut, en vertu du théoréme
2.26, que b; dépend de (al, ooy By byy iy By)

2.2. Maintenant, nous nous baserons sur la premiére partie du notre
théoréme (déja démontré dans 1): les éléments b,, ..., b, étant dépendants
de (@yy...y @,y b, ..., 0;), nous avons Dlinégalité 1 << k+s. D’autre
part, les éléments a,, ..., ay, b;, ..., b, étant dépendants de (b, ..., by),
nous avons l'inégalité £+ s << I. Done, s = l—k et notre théoréme est
démontré.




2. Axiomes et théorémes généraux do la géométrie de ILic 35

THEOREME 2.29. Les couples (a,, a,) et (b,, b,) se coupant, les éléments
@y, ay, by, by satisfont aux condtitions: '

(1) (@1 @zy b1y b2)ss

(2) 1l existe un simplexe vy, touchant (a,, a,, by, b,) (fig. 36).

Démonstration. La condition (1) résulte immédiatement du
théoréme 2.18 et de la défini-
tion 2.2,

Pour prouver l’existence du
simplexe y,, remarquons d’abord
que les éléments (a,, @y, b;) for-
ment un simplexe. .

En effet, de la condition (1)
résulte (a,, a,, b;),., et d’aprés
la définition 1.7 nous avons
d(a,, a;, b;) = —1. On en conclut, en vertu de I’axiome IL.1, que les
éléments a,, a,, b, forment un simplexe.

En complétant le couple touchant ce simplexe (selon I'axiome III.2),
nous obtiendrons le simplexe cherché y,.

1’élément b, étant dépendant de (a,, a,, b,), il touche aussi y,.

Fig. 36. (e1,c3) = v

THEOREME 2.30. Pour quatre éléments différents a,, ay, a,, a,, les
conditions: (1) (ay, a,, @z, a)g et (2) y,—(a,, @y, a3, a,) entrainent que
a,, ay €t ag, a, forment des couples qui se coupent (comparer la figure 36).

Démonstration. De la condition (2) résulte, en vertu des théo-
remes 2.13 et 2.15, que les éléments a,, a,, a,, a, ne se touchent pas. Or,
d’aprés le théoreme 2.05 trois éléments quelconques parmi a,, a,, a,, a,
sont indépendants. On en conclut en se basant sur le théoréeme 2.26, que
les conditions des définitions 1.7 et 2.2 sont vérifiées.

THEOREME 2.31. a,, a,, a4, a, élant quatre éléments différents touchani
le simplexe vy,, ils forment deux couples, (a,, a,) et (as, a;) qui se coupent
(fig. 36) (*).

Démonstration. De ’hypothese (a,, a,, a;)—y, résulte, en vertu
des théoremes 2.13, 2.15 et 2.05, que les éléments a,, a,, a; forment un
simplexe touchant y,. Selon ’axiome III.1, 1’élément a,, touchant v,,
dépend de (a,, a,, a;). Done, toutes les conditions du théoréme 2.30
sont vérifiées, et par conséquent (a,, a,) D(as, a,).

(25) Dans la géométrie & deux dimensions le théoréme 2.30 est inutile, car il est
alors, une forme affaiblic du théoréme 2.31.
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THEOREME 2.32. Les conditions

(1) (ay, a3) D(asy, a4),
(2) (a1, ay) D(a,, a,),
3) (@y, a;) D(ay, a,)

sont équivalentes.

Démonstration. L'une de ces conditions étant remplie, les élé-
ments a,, a,, a5, a, satisfont, indépendamment de leur ordre, aux condi-
tions du théoréme 2.31. Par conséquent deux couples
quelconques de ces ¢léments se coupent.

THEOREME 2.33. Les couples (a,,a,) et (a,, a,)

se coupant, chacune des trois conditions suivantes exclut
les autres (fig. 37):

(1) (a1, a5)l(as, a,),
(2) (ay, a3)l(ay, a,), Fig. 37.
(3) (a,, a;)|(az, a,). (¢y, ag)i(as, as), mais

on n’a pas (ap, a3)|

[(ag,a4) (evidemment

on n’a pas aussi:
(a1, ag)| (az, a3))

Démonstration. En vertu du théoréme 2.32 il
suffit de démontrer que si les couples (a,, a,) et (a,, a,)
se coupent et s’ils se séparent, alors les couples
(a,, a3) et (a;, a;) ne se séparent pas. Dans ce but supposons que les
couples (a,,a,) et (a,,a,) se coupent et qu’ils vérifient la con-
dition (1), c’est-a-dire qu’'on ait (a,, a,) D(as, a;) et (a,, a,)|(a,, a;),
et démontrons l’existence de certains éléments b, ¢, d, e, f qui vérifient
les contacts suivants:

En effet: 1. Les éléments i, a,, a, ne se touchant pas, ils sont
indépendants en vertu du théoréme 2.05, donc il existe un élément b
touchant (a,, a,) et ne touchant pas a;. On en conclut, en tenant compte
de I’hypothese (1), que:

(5) d(as, a,, b) = +1.
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2. Selon l’axiome 1I.1 1’élément ¢— (a,, a3, b) existe.
3. Le méme axiome entraine l'existence de 1'élément d— (a,, a,, ¢).

4. D’aprés la condition (1) de la définition 1.7 1’élément e— (a,, a,,
a3, a,) existe.

5. Pour prouver que d/e¢ admettons le contraire, c’est-a-dire que
d—e. En appliquant plusieurs fois le théoréeme 2.15 nous obtiendrons

successivement:
d, as
Ay, et
4 a,

impliquent d = e, d’ou ¢-—e, et puis
’ b

¢ a,
a,+a, et %
e as

impliquent ¢ = ¢, d’ou b—e¢, done, d étant égal 4 e, b—d en contradiction
avec la condition (5). Par suite, d et e ne se touchent pas.

On en conclut, en vertu du théoréme 2.09, que d,e forment un simp-
lexe. Des conditions (ag, a,)— (d, e) et (5) il résulte, d’aprés le théoréme
2.11, que b, d, ¢ forment aussi un simplexe, il existe donec un élément f
touchant (b, d, e).

Ainsi, nous avons démontré Pexistence des éléments qui vérifient le
schéma, (4).

En appliquant plusieurs fois le théoréme 2.15, on peut démontrer
. que (@,,as,c,f).. De l'axiome II.1 on conclut, en tenant compte
de (4), que les triples (f, a., a4), (f, a2, ¢) et (f, a,, ¢) sont des simplexes.
En vertu de I’axiome 11.3, il existe donc un élément ¢ touchant (a,, a,, ).
L’élément g est différent de ¢, car c-~a,, donc les couples (a,, as) et (ay, a,)
ne se séparent pas.

THEOREME 2.34. Les conditions:

(1) (@1, @3)O (b1, b2)O(ey, €,),
(2) d<

Cs ,
(3) €y 7~ dy

entrainent le contact c,—d (fig. 38).
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Démonstration. Si ’élément d touchait b, ou b,, il toucherait
(en vertu de la définition 1.7) (b,, b,), et alors aussi ¢,, et le théoréeme
serait vérifie.

Supposons le contraire, ¢’est-a-dire

(4) d+b, et  d-b,.

En nous basant sur le théoréme 2.19 nous pouvons admettre que

,)1 €
(5) > ¢ 2

[)_. Ca

(6) ¢, +b,.

D’aprés Paxiome IL1 il existe un élément ¢, touchant (e, by, d).
Nous avons done

b, 0y @,
g > >al
by c; a,
11 est facile de vérifier que (¢, ¢;) est un couple lié & (b,, b;). Done,
en vertu de (1), (4) et (7) et d’aprés P’axiome IV, on a (¢;, ¢;)O(a, a,),
d’ol1, vu les théorémes 2.18 et 2.19 et la définition 2.1, on obtient ¢, — a,.

Il suffit maintenant de prouver que ¢, = ¢,. Dans ce but nous nous
baserons sur le théoreme 2.16, en tenant compte du fait que

(025 0;)_ (69 g, bz)-

TUEOREME 2.35. 8%l existe un el un seul élément ¢, touchant ay et b,
alors il existe aussi un élément a, louchant b et dépendant de a; (fig. 39).

N Lo 4, ‘?@0
2=, (©2) Co
@)

a)

Fig.39. a) k. =2, b) k=3

Démonstration. Si I’élément ¢, dépendait de «;, il vérifierait la
thése du théoréme. Supposons done que ¢, ne dépende pas de a;. Alors
il existe un élément d, touchant «; et ne touchant pas ¢,.
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Nous démontrerons que I’élément a,, touchant (b, cy, d,) (dont
Pexistence résulte du théoreme 2.16), vérifie la theése de notre théoréme.

Supposons, au contraire, qu’il y ait un élément d’, vérifiant les con-
ditions (1) d'—a;, et (2) d'-+a,. Nous avons donc

dy ——— a \ /
b S

Maintenant nous introduirons certains clement% vérifiant les con-
tacts suivants:

0 SR

et tels que (dq, d'), (ay, a’) et (¢y, ¢’) soient trois couples satisfaisant aux
conditions de l’axiome IV.

En effet: 1. Selon Paxiome II.1 il existe un ¢ touchant (d’, d,, a,).

2. Du méme axiome résulte Pexistence de 1’élément a’ touchant
(b, d, e).

3 Pour prouver l’existence d’un élément touchant (¢, d,, d’') mais
ne touchant pas o', il suffit de démontrer que a’ ne touche pas le sim-
plexe a;. Il en est ainsi, car dans le cas contraire o' serait égal & ¢, —
le seul élément touchant «, et ». It alors nous aurions

CXd,
a'=c oy

0

d’ou, en tenant compte de (2) on aurait 1’égalité ¢ = a’ = ¢, contra-
dictoire & 'hypothése que dy+c,. Donc parmi les ¢léments du simplexe «,
il en existe un ne touchant pas a’. Nous le désignerons par a,.

4. D’aprés ’axiome II.1 il existe un élément ¢’ touchant (a,, b, a').

Maintenant, en tenant compte des conditions dyAc¢,, d'+ay, a'+a,
et des hypothéses du théoréme on peut conclure que les éléments d,, d',
Ay, @'y €y, ¢’y €, b, a, sont différents et que a,+#a’. Done, en vertu du théo-
reme 2.21, on a (dy, d')O(ag, a')O(cqy ¢'), d’0lt on conclut selon Paxiome
IV que (d,y, @')O(ey, ¢’), en contradiction avec les hypothéses de notre
théoréme, car ¢’ est, dans ce cas, un élément différent de ¢, et touchant
en méme temps «; et b.

Le théoréme est done démontré, car en admettant qu’il n’est pas
vérifié par 1’élément a,, nous avons été amenés a une contradietion.
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THEOREME 2.36. 8¢ (1) a,Of, et st (2) u, et f, ne se séparent pas, alors
pour chaque c, touchant a, il existe un élément d, touchant en méme temps
¢, et B, (fig. 40).

Démonstration. La condition (2) entraine 'existence des élé-
ments ¢, et d,, tels qu’on ait (en désignant «, et B, par (a,, a,)
et (b,, by)), les contacts suivants:

a,/ c; !./,\b,
a, b,
et ¢, #d,.

En écartant les cas dévidents, nous pouvons
admettre que :

(3) (Coy €15 byy by) .,
(4) Co+d1. Fig. 40

11 existe done, en vertu du théoréme 2.16, un et un seul élément e
touchant (¢,, ¢;, d,). Donc nous avons

al C| dl bl
X > 7 \
(12 Co b2
Maintenant nous allons prouver qu’il existe un simplexe §,, touchant
(e, by, by), ¢’est-a-dire tel qu’on a

a, e b,
(5) E g >e&ﬁ,,<
(7_, Cy \/),

Ensuite nous prouverons que e est ’élément unique touchant 6, et c,.
En effet: 1. L’hypothése ¢—b, ou e—b, conduit & une contradiction,

car les contacts
e, e,
d ,X bi

impliquent ou bien ¢, —b;, ou bien e = d, d’olu ¢,—d,; ceci est en contra-
diction avec I'une des conditions (3) et (4). Nous avons donc (b,, b,, €),.
d’ou, en vertu de I’axiome II.1, on conclut que b,, b,, ¢ forment un sim-
plexe y;. En nous basant sur ’axiome III.2, nous pouvons démontrer
l'existence d’un simplexe &, vérifiant les conditions (5).
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2. Supposons qu’il y ait outre e un autre élément, e¢’, touchant c,
et 6,. D’apreés le théoreme 2.31 (e, ¢’) est un simplexe lié 4 #,. On en
conclut, en tenant compte des conditions (1) et (3), que a,OB.Ole, €'),
a,—co— (e, e’) et (cy, by, by), et alors, en vertu de I’axiome IV, nous
avons a,Ofe,e’), d’out ¢;—e’. D’autre part, (¢,e’) étant lié & f,, nous

avons d, —e’. Donc on a
Cir—- ¢
dl e'

d’oil, en vertu du théoréme 2.16, e = ¢'.
Nous avons donc démontré que e est 1’élément unique touchant 4,
et ¢,. En nous basant sur le théoréme 2.35, nous pouvons en conclure
Pexistence d’un élément d, touchant ¢, et dépendant
de 4,. Cet élément vérifie la thése de notre théoréme.
THEOREME 2.37. Pour chaque simplexe (a,, ay, as) il
existe un élément a, tel que (a, a,)(a,, a,) (fig. 41).
Démonstration. Selon la définition 1.6 et 'axiome

111.2, il existe un simplexe y, = (¢, ..., ¢,) touchant Fig 41
(a,, ay, az) et on peut le compléter de facon & obtenir
le simplexe (¢, ..., ¢,, ¢, ,) touchant (a,,a,). En nous basant sur

Paxiome III.3 nous voyons qu’il existe un simplexe (e,, ¢,) vérifiant les
conditions

(1) (€15 €2) —Vu,

(2) 0(€1, €9y €, ,) = +1.
Nous avons done les contacts

entrainant, en vertu du théoréeme 2.31, que (a,, a,)®(e,, €,).

Maintenant il y a trois cas & distinguer: 1. a; = ¢;, 2. a3 = e,,
3. e, #£ as F e,. .

1. Dans le cas ol a; = ¢,, il suffit d’admettre a, —= e, et de ‘se baser
sur le théoréme 2.36 en tenant compte de la condition (2). )

2. Le cas a; = ¢, est analogue au précédent.

3. Dans le cas ol e, # a; 7# e,, on voit que les éléments a,, a,, a,
é,, €; sont tous différents, et alors en vertu du théoreme 2.31, on a

(3) (ay, a3) D(as, €;) pour ¢ =1,2,
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On peut vérifier que les éléments e,, ¢,, as, c,,, ne se touchent
pas, donc en vertu de ’axiome.II.1 les éléments e,, ¢,, a; forment un
simplexe. Si (e, a3, c¢,,,) et (e, as,¢,,;) étaient en méme temps des
simplexes, nous aurions, d’aprés l’axiome IL3, d(e;, €3, Chy,) = —1
en contradiction avec (2).

On en conclut que ou bien d(e,, as, ¢,,,) = +1, ou bien é(e,, a,,
€ny1) = +1. Done, d’aprés le théoréme 2.36 et en tenant compte de la
condition (3), nous voyons que ou bien (a,, a,)|{(as,e;), ou bien
(a,, a,)|(ay, e,), et ainsi notre théoréme est démontré.

Tous les théorémes de ce chapitre sont vérifiés dans chaque modéle
de la géométrie de Lie a2 n dimensions.

Au début du chapitre suivant nous fixerons un systeme de référence.
Ce systéme sera formé de trois éléments fixés. Toutes les définitions
seront basées sur ce systéme, les nofions qui y seront définies seront
donc des notions relatives, dépendant du systéme admis. Les théorémes
des chapitres suivants ne seront vérifiés dans un modeéle de la géométrie
de Lie que si I'on aura déterminé un systéme de réference dans ce modeéle.



CHAPITRE 3

SYSTEME DE REFERENCE. POINTS, HYPERPLANS ET HYPERSPHERES

En vertu du théoréme 2.12 il existe trois éléments tels qu’aucun
élément ne les touche. Nous choisissons un tel triple N, k, k pour systéme
de référence. Les éléments N, k, k seront fixés dans toutes les considéra-
tions des chapitres 3-7. Toutes les définitions de ces chapitres détermine-
ront des notions relatives — dépendant des éléments fixés N, k, .

L’élément N sera nommé point a Dinfini, le couple x, = (k, k) —
hypersphére fondamentale, et k et k respectivement ses cdtés, extérieur
et intérieur.

La fixation de ces trois éléments nous permet de distinguer des
éléments nommés points et d’introduire la notion d’hyperplan et celle
d’hypersphére (26). .

DEFINITION 3.1. L’élément a est appelé point quand il existe un
simplexe a, tel que (a, N)— a, @ x,.

Les points sonf désignés par des majuscules 4, B,... La lettre N
est réservée au point & l’infini. Si un point est différent de N, il est dit
point a distance finie.

DEFINITION 3.2. Le simplexe a, est dit simplere ponctuel quand
tous ses éléments sont des points.

DEFINITION 3.3. Le couple a, est dit conjugué s’il existe un simplexe
ponctuel g, ., le touchant.
Les deux éléments d’un couple conjugué sont dits ses c¢dtés.

DEFINITION 3.4. Le couple conjugué est dit hyperplan §’il touche N,
dans le cas contraire il est dit hypersphére (7).

Les considérations de ce chapitre ont pour but de prouver les théo-
rémes qui justifieront en partie les définitions 3.1-3.4. Ces théoréemes
sont les suivants:

(*%) Les définitions de ces notions seront justifiées dans ce chapitre, et aussi dans
les chapitres suivants.

(?7) Dans la géométrie & trois dimensions nous dirons ,,plan’ au lieu de dire
»,hyperplan”, et ,,surface sphérique’ au lieu de dire ,,hypersphére’”. Dans la géomé-
trie plane nous dirons ,,droite’” ou ,,cercle’ au lieu de dire ,,hyperplan” ou ,,hyper-
sphére’’.
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THEOREME 3.01. On peut décomposer Uensemble L2 de tous les éléments
en deux parties disjointes:

1. L’ensemble P, contenant tous les points,

2. L’ensemble 9, contenant tous les cotés des couples conjugués.

Pour chaque élément a de Uensemble ‘i il y a un et un seul élément a’
tel que a,a’ formenl un couple conjugué. L’élément a' appyrtient aussi
a Vensemble ¥ (fig. 43).

THEOREME 3.02. L'ensemble I est la somme de deux ensembles disjoints,
‘U, et Us, dont le premier contient les cités des hyperplans et le second —
les cités des hypersphéres (fig. 43).

En particulier: k et k appartiennent & .

_ N \&aﬁ

o1 \'ﬂs .
1

@3 o0 Fig. 43. ay,aze P,
Fig. 44 (13, age Hg,
(s, ('6 € ‘)t’p

THEOREME 3.03. 4 et B élant deux points différents, ils ne se touchent
pas.

THEOREME 3.04. St a touche un couple conjugué, alors il est un point
(fig. 44).
Comine conclusion immédiate des théorémes 3.03 et 3.04 on a

Les notions de la géomnétrie plane, détermindes par les définitions 3.1-3.4 sont
représentées sur la figure 42. :

Fig. 42. a) »g = (k, k), ag = (a1, ag), Bz = (b1, bg), y2 = (e1,¢2)

— couples conjugués; xy et y; — hypersphéres; ap, f2 —

hyperplans; (4,, 42), (A1, Ag, Aa), (42, B, A3) — simplexes

ponctuels. b) Un autre systéeme do référence. Ay, Ay, Az —
points; (a;, ag) — hyporplan
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THEOREME 3.05. Si A est un point et si (b,, b,) est un couple conjugué
alors ou bien

(1) A —(by, by),
ou bien
(2) 6(*4’ b17 b)) = +1.

On peut donc dire que la condition A —b, implique la condition A —Db,
(fig. 45).

Fig. 45. a) b)
Ay —{by, bs), . | A
5 (42, bl’ bz) = 41 iz, 46. {L) (12(—{3#32‘ b) ‘201’32
= (3(113. bl. ’)2)

THEOREME 3.06. (a,, a,) et (b, b,) étant deux couples conjugués, la
condition

(1) 6(a,, as, by, b,) = —1,
implique
(2) (@y, a3} O(by, bs) (fig. 46).

En particulier, la condition

(1) a, =b,
tmplique

(2) (@1, @az) = (b1, by)
et la condition

(1) a, —b,
implique (fig. 46Db)

(2") . (ay, a;)O(by, b,).

THEOREME 3.07. Le nombre naturel &k ne surpassant pas n--1, il existe
un couple conjugué touchant k points quelconques: A, ..., Ay.

Donc chaque élément dépendant des points 4,, ..., 4; (ou ¥ < n+1)
est, en vertu du théoréme 3.04, aussi un point (fig. 47).
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THEOREME 3.08. 8¢ le point C el le couple conjugué a, vérifient les
conditions

(1) C+ a,,
(2) C"‘ﬁz;
(3) a; Ofs,

alors le couple p, est aussi conjugué (fig. 48).

Fig. 47 Fig. 48

THEOREME 3.09. 8¢ le point C, le simplexe ponctuel (A,,..., A;) et
le couple conjugué a, vérifient les conditions

(1) C + Qg
(2) (Aly"'yAk)_azy

alors les points A,, ..., Ay, C sont indépendants (fig. 49).

THEOREME 3.10. 8¢ a 5~ b et a—b, alors il existe un et un seul point
touchant les éléments a et b (fig. 50).

o

¢ B,

Fig. 49 Fig. 50 Fig. 51

THEOREME 3.11. St le point A touche le couple conjugué a, et si le
point B me le touche pas, alors il existe un et un seul couple p5, tel que

(1) p.— (4, B),
(2) INST

Le couple B, doit étre un couple conjugué (fig. 51).

THEOREME 3.12. 8¢ n+2 points A,,..., A,., sont indépendants,
alors

(1) '-s(Au seey An+2) = +11
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et chaque point B wvérifie la condition
(2) B dépend de (A, ..., Any,).

Pour démontrer ces 12 théorémes, nous nous baserons sur 25 lemmes.
Tous ces lemmes étant des cas particuliers de nos théorémes, nous les
avons désignés, entre parenthéses, par les numéros des théorémes cor-
respondants. Par exemple, en téte du lemme 1 nous avons écrit (théo-
reme 3.03a), ce qui signifie que le lemme 1 est un cas particulier du
théoreme 3.03.

Maintenant nous allons prouver tous les lemmes et les théorémes
3.01-3.12,

LemmE 1 (théoréme 3.03a). A étant un point & distance finie, nous
avons A+~ N.

Démonstration. Selon la définition 3.1, A et N touchent un
couple (a,, a,). Nous avons donc les contacts

N a,
% ou a,/ a,.
A as

Donc, d’aprés le théoréme 2.15, on a ou bien N = A4, ou bien N/ A4,

LEMME 2 (théoréme 3.07a). Le nombre naturel k étant moindre que
n—+1, les deux conditions

(1) (@yy ney Q) — %2,

@) (@gy +eny GR)is ’ B
, N A . . . [
vérifiées en méme temps, impliquent Vexistence d'un

simplexe B, touchant (N, a,,...,a;) et coupant
%y, C'est-a-dire remplissant les conditions (N, a,, ... Fig. 52
ceey @) —Bs et B @x, (fig. 52).

Démonstration. Il suffit de démontrer notre théoréme pour & = n.
Dans ce cas, en tenant compte du fait que &(k,%, N) = +1, nous
voyons que les conditions (1) et (2) de l’axiome III.3 sont remplies,
donc a@,, ..., ax, N forment un simplexe. D’aprés le théoréme 2.31, le
couple (b,, b,), touchant ce simplexe, coupe le couple x,.

LemMME 3 (théoreme 3.04a). Si a—x,, alors a est un point.

Démonstration. Notre lemme résulte directement du lemme 2
et de la définition 3.1.

LEMME 4 (théoréme 3.02a). Le couple x, = (k, k) est une hypersphére
au sens de la définition 3.4.

Démonstration. On applique le lemme 3.
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LEMME 5 (théoréeme 3.09a). Si le simplexe ponctuel f;, = (B, ..., By)
touche x,, alors les points N, B,, B,, ..., B, sont indépendants (fig. 53).

Démonstration. D’aprés le théoréeme 2.25 le nombre %k ne peut
pas surpasser n--1. S’il vérifie les inégalités 2 << k¥ < n, notre lemme
résulte du théoréme 2.11. Pour k¥ = 1, le lemme résulte
du théoréme 2.08. ‘

Il faut encore démontrer le lemme pour k¥ = n-1.
Dans ce cas le seul couple touchant (B,,..., By),
c’est-a-dire le couple x,, ne touche pas N. Or, il
n’existe aucun élément touchant (B,,..., Bg, N). En
tenant compte des faits que k— (B,, ..., By) et que
d’aprés le lemme 2 pour chaque j il y a un élément touchant
(Byy ...y Bji_1y Bj,1y ...y Bxy N), nous voyons qu'aucun des éléments
B,, ..., B, N ne dépend des autres, ce qu’il fallait démontrer.

LEMME 6 (théoréme 3.08a). Pour que le couple Bq soit un hyperplan,
il suffit qu’il vérifie les conditions

(1) N —B,,
(2) x, @B (fig. H4).

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.29
et le lemme 3, il existe un simplexe ponctuel
(A, ..., A,) touchant les couples 8, et »,. Puisque,
d’aprés le lemme 5, 4,,...,4,, N forment un simplexe touchant B,,
le couple B, est, en vertu des définitions 3.3 et 3.4, un hyperplan.

LeMME 7 (théoréme 3.06a). Si les hyperplans a, et B, sont liés & »x,,
ils sont aussi liés entre euw.

Cest-a-dire: a, et p, étant deux hyperplans, les condittons a,Ox, €t
B:O %y impliqguent ayOBs.

Démonstration. Notre lemme résulte immédiatement de 1’axio-
me 1V.

LEMME 8 (théoréme 3.05a). L’hyperplan B, = (b, b) étant lié & x,,
chaque point A vérifie DPune des conditions suivantes:

(1) A“(l;’?)’
(2) o(A,b,b) = +1.

X =
Mg, 53

Démonstration. D’aprés la définition 3.1 et le lemme 6, chaque
point A est situé dans un hyperplan a, coupant x,. En vertu du théo-
réme 2.29 et du lemme 3, on en conclut 'existence d’un simplexe ponctuel
(Cyy ..., C,) touchant les couples a, et x,. Considérons maintenant les
deux possibilités suivantes:
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1. (Cyyeevy On, N)—B,, et alors, en vertu du lemme 5 et du théo-
réme 2.24, a, = fi,, d’ou A— (b, b).

2. Un des éléments C; (par exemple C,) ne touche pas le couple 8,
(fig. 55). En tenant compte du fait que é(k, %k, N) = 41, nous conclu-
ons, en vertu du théoréme 2.36, que §,|x, et alors, d’apres la définition 1.8,
on a 6(Cy, b,b) = +1. En appliquant encore une fois le théoréme 2.36
et le lemme 7, on a fB,la,, ce qui établit notre lemme.

=B

Fig. 56

Maintenant nous allons prouver les deux lemmes suivants:

LEMME 9 (théoréme 3.08b). Pour que le couple B, soit ui hyperplan
il suffit qu’il vérifie les conditions N —pf,0Ox, (fig. 56).

LEMME 10 (théoréme 3.04b). Si Délément b touche un hyperplan B,
lié & x,, alors b est un point (fig. 56).

Démonstration des lemmes 9 et 10. La condition N —pB,0x,
implique, en vertu du théoréme 2.36, que f,la,. B, et a, étant deux couples
différents, il existe, en vertu du théo-
réme 2.19, un et un seul point B, tou-
chant ces deux couples. Considérons
maintenant un point arbitraire 4, diffé-
rent de B, et touchant x,. Ce point
vérifie, d’aprés la définition 1.8, la
condition 452

(1) 6(A75713) = +1a
ol b et b désignent les deux cotés du
couple S,.

Dans nos considérations il convient
de distinguer le cas n = 2, dans lequel Fig.57. n = 3
la démonstration se complique.

1. D’abord nous admettons % > 3 (fig. 57). Pour un élément quel-
conque b, touchant (b, b) et différent de N et de B,, il est évident que
b, By, N forment un simplexe. Selon l'axiome IIL.2 nous pouvons le
compléter de facon & obtenir le simplexe (b, By, N,¢,,...,€,_;), tou-

Rozprawy Matematyczne XV, ’ 1
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chant le couple B,. (Dans le cas n = 3, ce procédé est inutile.) Nous en
concluons, d’aprés Paxiome 1I1.3 et en tenant compte de la condition (1),
que les éléments b, By, N,¢,,...,¢,_;, A forment aussi un simplexe.
Désignant par y, le couple touchant ce simplexe, mous voyons que,
d’aprés le théoréme 2.31, y,Pf,.

Les conditions de l'axiome IV étant vérifices, on en conclut que
ysOx,. D’00, en tenant compte de Vexistence de deux différents élé-
ments A et B touchant y, et »,, nous avons

(2) Va2,
Nous avons done démontré que

(3) pour chaque élément b touchant f, il existe un couple y, vérifiant
les conditions (N, d)—y,@®x,.
Done, d’aprés la définition 3.1, ’élément b est un point. (Le lemme 10
est ainsi démontré.)
Chaque simplexe 4,,; touchant le couple 3, est done un simplexe
ponctuel, et alors f£,, comme touchant — de plus — N, est un hyperplan
et le lemme 9 est aussi démontré.

2. Supposons maintenant n = 2. Dans ce cas la démonstration
consiste aussi & démontrer que la condition (3) est remplie (fig. 58). Dans
ce but nous considérons le simplexe (b, N) au lien du simplexe
(by Bgy N,yCyy.euyCy3) et par le méme procédé nous concluons que
ysOx, (O y, désigne le couple touchant le simplexe (b, N, 4)).

En prenant deux points A différents: 4, et 4,, touchant x, et diffé-
rents de B,, nous obtiendrons deux couples y,: y{’ et »@ (fig. 58). Les
points B, A, et A, étant différents, si nons admettons que y{Ox, et
AP Ox,, alors les couples f,, v et ¥ seront
aussi différents. En désignant respectivement par
b,t,C, les cotés des hyperplans B,y et »@,
touchant k, nous aurons les contacts (¢, ¢,, b)—
— (b, N, k). On peut aisément vérifier que (b, ¢,)
et (b, N,k) sont des simplexes. Le econtact
¢,— (b, N, k) entraine, en vertu de I'axiome IIIL.1,
que ¢, dépend de (b, ¢,), d’ou résulte I'une des
égalités b = ¢, ou ¢; = ¢,. Mais ces égalités sont
en contradiction avec le fait que les points 4,, A, et B sont différents.
On en conclut que notre hypothése y'Ox, et en méme temps P Ox,,
est fausse, donc on a

Tig. 58

(2" ou bien y{) @ x,, ou bien P @x,.

Done, dans le cas » = 2, la condition (3) est aussi remplie et
nos deux lemmes sont ainsi démontrés.
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LEMME 11 (théoréme 3.07b). Si les conditions

(1) 1<k<n-1,

(2) (N, Ayyonny Ag);

sont vérifiées, il exviste un hyperplan a, vérifiant les conditions suivantes:
(3) a,— (N, Ay, ..., Ax),

(4) ayOx,.

Démonstration. Nous démontrerons par induction un théoréme
un peu plus fort.

Les conditions (1) et (2) impliquent Pexistence de I’hyperplan véri-
fiant les conditions (3) et (4), mais si 'on a, de plus,

(1) k#n—1,
alors il existe un hyperplan vérifiant la condition (3) et

(4') ayDx,y.
1° Pour k¥ = 1 le théorcme renforcé est vrai en vertu de la défini-
tion 3.1 et du lemme 6.

2° Supposons maintenant que le théoréme soit vrai pour un certain
nombre k, moindre que n— 2.
Si nous admettons que

(5) k<<n—3,
(6) (NyAyy ooy Agy Apyadiy
alors le nombre k41 étant moindre que n—1, il s’agit de démontrer
Pexistence d’un hyperplan g, touchant (N, A4,,..., A;,,) et coupant
le simplexe x,.

D’aprés ’hypothése d’induction il existe un hyperplan «, = (@, a),
vérifiant les conditions (3) et (4') (cf. fig. 59). En éeartant le cas banal
Ay ,1— ay, nous pouvons, en vertu du lemme 8, admettre que

(7) 6(Ak+17 E’ ‘_1’) - +1~

De la définition 3.1 et du lemme 6 résulte ’existence d’un hyperplan y,
vérifiant les conditions

(8) Vz—(N; Ak+1)7
(9) Y2 @D,

De la condition (4’) nous concluons, en vertu du théoréme 2.29,
qu’il existe un simplexe ponctuel 5, = (B4, ..., B,), touchant a, et x,.
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Le point N touchant «, et y,, 'hypothése B,— y, entrainerait, en vertu
du lemme 5 et du théoréeme 2.24, 1’égalité a, = y, — en contradiction
avec I’hypothése (7). Donc, I'un des points B;, soit B;, ne touche pas y,
(fig. 59). Le nombre k étant, en vertu de I’hypothése (5), moindre que
n— 2, on peut compléter le simplexe (N, 4,, ..., A;) de facon a obtenir
le simplexe (N, A,,...,dr,Dyyyy..., D,_,) touchant a, et tel que
B, et B, dépendent de lui. Dans ce but, si B, ne dépend pas de
(N,A4,,..., Ay), nous posons D, , = B, et si B, ne dépend pas de
(N, A,, ..., Ay, Dy,,), nous posons D, ,, = B,. Les points N, 4,,..., Ay,
Dy, Dy,, forment, en vertu du théoréme 2.26, un simplexe dont le
nombre d’éléments, étant inférieur a4 (14+%k+42)41, ne surpasse pas n.
Ce simplexe touchant a,, on peut le compléter de facon & obtenir le sim-
plexe (N,A,,..., Ay, Dy,1, Dy.9y..., D) touchant a,. (Les élé-
ments Dy ., ..., D,_, sont, en vertu de la définition 3.1, des points).
Selon ’axiome 1I1.3, on en conclut, en tenant compte de I’hypothese (7),
que les points N, A,,..., 4z, Diyyy ..oy Dy_yy Ag.y forment aussi un
simplexe. Nous prouverons que
le couple B, touchant ce sim-
plexe satisfait a la thése de
notre théoreme.

En effet, le couple §3,,
a; touchant le simplexe ponctuel
ﬁn+1 = (NyAl’-HaAkr Dk+l7
eey Dy_yy Ag,y), est un hyper-
plan. Le simplexe 3, = (N ,4,,...
By eeeyAry Diyyy ooey Dy ) tou-
chant «, et §,, on en conclut,
en vertu du théoréeme 2.31, que
a,@B,. Les couples a, et y,
étant liés (en vertu dulemme 7),
nous pouvons appliquer deux fois I’axiome I'V: Les conditions 8, ®a,Ov.,,
Bo— Ak, 1— 7, et Ay, 0, entrainent p,0Oy,; les conditions B,0y, Dx,,
B—B,—x, et B,+y, impliquent 3,0x,. En outre, les couples 8, et x,
se coupent, car il y a deux points différents les touchant: B, et B,.

Nous avons donc démontré (dans le cas ou k41 < n—1) ’existence
de 'hyperplan g, vérifiant les conditions B,Ox, et f,— (N, 4., ..., Ay,
Ak+1)'

3° Il faut encore démontrer notre théoréme pour ¥ = n—1 (fig. 59).
Dans ce cas nous répétons les considérations du n° 2°, mais en général
on ne peut adjoindre au simplexe (N, 4,,..., 4, _,) qu’'un seul point B,,
et alors il n’est pas possible d’exclure le cas ou £, et », n’ont qu’un seul
point commun, c’est-a-dire $,Ox,.

. 7
Fig. 59. n = 3
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LEMME 12 (théorcme 3.06b). a, et B, étant deux hyperplans, les con-
ditions
(1) il existe un point C touchant a, et B,

(2) asO
entrainent a,Of,.

Démonstration. Le sens général de la démonstration est le sui-
vant: Sur I'hyperplan g,, nous fixons un plan a (n—2) dimensions
(différent de 1’aréte des hyperplans a, et j,). Par ce plan nous menons
I’hyperplan y, lié a »,. Les conditions a,QOy,OB,
impliquent «,Op, (fig. 60).

Dans le cas n = 2 le théoréeme est évident,
car les conditions a,—(C, N)—p, impliquent,
en vertu du théoréme 2.31, a,®f,.

Nous prouverons le théoréme pour le cas
n > 3. Posons (@, a) = u, et (b, b) = B,. Soit
(Byy ..oy By 1) le s_implexe ponctﬁel touchant,
d’apreés la définition 3.3, Phyperplan B,. Les points C et N touchant aussi
B2, 11 y a (d’aprés le théoréme 2.28) parmi les points B; des points — soit
By,...,B,_, —tels que N,C, B,,..., B,_; forment un simplexe tou-
chant 8, et que B, et B, , dépendent de ce simplexe. En vertu du lem-
me 11 il y a un hyperplan y, = (¢, ¢) touchant (B,, ..., B,_;) et lié & x,.
D’apreés le lemme 7 on a done «,Qy,.

Maintenant, nous distinguerons deux ecas possibles:

1. C—y,; alors, en vertu du théoréme 2.24, y, = fp,, d’olt ¢,Of,.

2. C+vy,; alors, d’aprés le lemme 8: (¢ et (¢, done les éléments
b,b,¢c,ec sont différents. On en conclut, en vertu du théoréme 2.31 que
B:Qys. Lies conditions a,(Oy, OBy, ay—C—p, et O£y, étant remplies, nous
avons, d’aprés Paxiome IV, a,Of,.

LEMME 13 (théoréme 3.06¢). L’hyperplan a, ayant un point A commun
wee xnyy, 0N a ay,Ox,.

Fig. 60

Démonstration. En vertu de la définition 3.3 le couple a, est
déterminé par un simplexe ponctuel 4 »+1 éléments. D’apreés le théo-
réme 2.28, il existe parmi ces points des points B,,..., B,_, tels que
By, ...,B,_,, 4, N forment un simplexe touchant a,. D’aprés le lemme 11
il existe un hyperplan f, vérifiant les conditions

(1) ﬁZ—(BU""Bn_l,N)’
(2) B20#s.

Nous distinguerons deux possibilités: 1. 4 —8, et 2. A-/B,.
1.81i4—p,,onap,—(By,..., B,_,, 4, N), et selon le théoréme 2.24,
B2 = ay. Donc a,Ox,.
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2. Si A-+4pB,, les conditions du théoréme 2.31 sont vérifiées par les
couples a, et fi,, et alors on a

(3) s @ PBs-

D’aprés ’hypothése A-4f, et les conditions (2) et (3), on peut con-
clure, en vertu de P’axiome IV, que les couples a, et x, sont liés.

LEMME 14 (théoréme 3.06d). L’hyperplan a, lié a », est lié a chaque
kyperplan B,. |

Démonstration. Le théoréme étant démontré (dans le lemme 12)

dans le cas ou les hyperplans a, et §, ont un point commun a distance
finie, il s’agit maintenant de le prouver dans le cas ou

(1) ay et p, n’ont pas de points communs a distance finie.

Nous distinguerons deux cas: 1. » > 3, et 2. le cas plus compli-
qué: n = 2.
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g 61 n = 3

1. n >3 (fig. 61). Soient respectivement @, a et b,b les cotés des
hyperplans a, et f,. D’abord nous prouverons qu’il n’existe pas d’élé-
ments touchant (@, a,b) et différents de N. Supposons, au contraire,
qu’il y ait un élément ¢ différent de N et touchant (@, a, b). L’é1ément c,
touchant a,, est (en vertu du lemme 10) un point. En se basant sur le
lemme 11, on peut mener un hyperplan, y, = (¢, ¢) lié & x», touchant
le point ¢ et B — un point quelconque situé sur f#,. Selon le lemme 12,
les hyperplans f, et y, sont liés, done le point ¢, touchant (¢, ¢, b), touche
aussi b, ce qui est contradictoire & la condition (1).

Done, nous voyons que N est '’élément unique touchant (@, a,b).
On en conclut, en vertu de axiome IT.1, que b touche @, ou il touche a.
Le méme raisonnement relatif & b nous permet de conclure, en vertu
du théoréme 2.22, que a,Opf;.
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2. n = 2 (fig. 62). La droite a, = (@, a) étant lide & x,, il existe un
point A touchant a, et x»,. Evidemment il y a un point B touchant a,
et différent de 4 et de N. Il est aussi évident qu’il existe deux points
différents C et D touchant f, et différents de N. On en conclut que tous

les points 4, B, C, D, N sont différents, car dans le cas contraire nous
aurions une contradiction avec la condition (1). En outre la condi-
tion (1) implique que

(2) C+-ay,
(3) D—+a,.

On cn conchut, en vertu du lemme 8, que 6(C,a,a) = |1 ct
é(D,a,a) = +1, done, d’aprés Paxiome 1I1.3, (4,N,C), (4,N,D)
et (4, B, () sont des simplexes. Nous désignerons les couples touchant
ces simplexes respectivement par v, = (¢, ¢), &, et &; ces couples sont
évidemment conjugués (fig. 62b). Selon le lemme 13, on a

(4) Y2O 2,
(5) 6207{2.

Nous allons maintenant mener par ¢ une droite ¢, lide a », mais
ne passant pas par le point A. Dans ce but, nous considérons un sim-
plexe (E,, HE,, E,) touchant le couple x,. y, et », étant différents, au
moing 'un des points E; ne touche pas y,. Nous le désignerons par E,.
La condition FE,-~y, entraine, en tenant compte du lemme 8 et de la
condition (4), que é(¥,, ¢, ¢) = +1. Or, d’aprés I'axiome I111.3, (C, N, E;)
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est un simplexe. Nous désignerons le couple touchant ce simplexe par ¢,.
On peut aisément vérifier que ¢, est un hyperplan satisfaisant aux condi-
tions

(6) NOL?Y
(7) A+p,.

En effet, la condition (6) résulte du lemme 13. Si la condition (7)
n’était pas vérifiée, le couple ¢,, touchant (4, N, (), serait égal au
couple y,, ce qui est incompatlible avec la condition E,-/y,.

De la méme maniére on peut démontrer les conditions suivantes:
(8) C+9,,

(9) N-+e,.

En effet, C— 4, entraine §, = f,, et par suite A—pB,, ce qui est
incompatible avec la condition (1); N — ¢, entraine ¢, = a,, done C— a,,
ce qui est aussi en contradiction avec la condition (1).

Selon le théoréme 2.31 I'existence des points A, B implique

(10) ay Dey
et Pexistence des points D, N implique
(11) Ba@F,.
En se basant sur le lemme 7 on peut conclure que
(12) 720 az,
(13) P2 9,.

Maintenant, nous nous baserons quatre fois sur I'axiome IV:
1. Les contacts ¢,—C —¢, et les conditions (12), (10) et (2) entrainent

(14) NOITE

2. Les contacts 0,— A — ¢, ct les conditions (13), (14) et (7) entrainent
(15) 9,0e;. |

3. Les contacts 8,—C — ¢, et les conditions (11), (15) et (8) entrainent
(16) B20¢;.

4. Les contacts a,— N —f3, et les conditions (10), (16) et (9) entrainent
(17) a;OPe,

ce qu’il est fallait démontrer.
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LEMME 15 (théoréme 3.05b). A étant un point et (b, b) étant un hyper-
plan, on a DPun des cas sutvanis:

(1) A—(b,b),
(2) 6(A,b,b +1.

Démonstration. D’aprés la définition 3.1, il existe un hyperplan
a, = (@, a) touchant A et coupant x»,. Du lemme 14 résulte que a,Of,.
Nous admettons maintenant que la condition (1) n’est pas remplie.
Or, a, et B, étant différents, parmi les points touchant g, il en existe au
moins un, soit B,, ne touchant pas a, (fig. 63). En vertu du lemme 8,
8(B,, @, a) = +1, done, d’aprés le théoréme 2.36, nous en concluons,
en tenant compte de la condition «,OfB,, que a,|B,.

D’ol, vu la définition 1.8, résulte la condition (2). 8 .5, K

LEMME 16 (théoréme 3.07¢). Les points N, 4,,...

.y A, étant indépendants, il existe un hyperplan A
les touchant.

Démonstration. En vertu du lemme 11, nous
pouvons mener un hyperplan a, = (@, a) touchant
(N,A4:,...,4,_,) et 1ié & x,. Si le point 4, ne lui Fig. 63
appartient pas, il satisfait (d’aprés le lemme 8) 4 1a con-
dition é(4,, @, a) =-+1. En nous basant sur axiome 1I1.3, nous pouvons
en conclure que les points (¥, 4,,...,4,_,, 4,) forment un simplexe. Le
couple touchant ce simplexe est DI'hyperplan vérifiant notre lemme.

LEMME 17 (théoréeme 3.07d). Si (N, 4,,...,A4,, 4,.1), alors il
Yy a exactement un couple conjugué touchant les poinls A, ..., 4, ;.

|

®;

Démonstration. L’hypothése . du lemme entraine, en vertu
du théoréme 2.02, l'indépendance des points N, 4,,..., 4,. D’apres
le lemme 16, il y a un hyperplan 8, = (b, b) touchant (N, 4,, ..., 4,).
b et b étant en vertu du théoréme 2.24 les éléments uniques touchant
(N,4,,..., 4,), et le point 4,,,, étant indépendant de (N, 4,,..., 4,),
on peut conclure que 4,.,/f,. Done, d’aprés le lemme 15, d6(A, .,
b, b) = 41. En nous basant sur I'axiome IIL.3, nous en concluons que
les points A4,,...,4,, 4, , forment un simplexe. Le couple unique
les touchant est évidemment conjugué.

LemvE 18 (théoréme 3.07e). St les points A, ..., A, vérifient les
conditions

(1) 1<k <ntl,
(2) (Au ceey Ak)h .
(3) (lvrAl’ '“aAk)dr

alors il exviste un hyperplan qui les touche.
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Démonstration. Nous prouverons le lemme par induction.

1° Pour k =1 et £ = 2, en vertu du théoréme 2.08 ou du lemme 1,
un des points A; est égal & N, donc, d’aprés le lemme 11 ou le lemme 16,
notre lemme est vrai.

2° Admettons que le lemme soit vrai pour un certain nombre na-

turel k¥ < n-+1. Supposons que les points A,,..., A4, 4, vérifient
les conditions

(4) (Ala ey Ak: Ak-;—l)ia

(5) (N7 Au sy Ak’ Alc+1)d-

Evidemment il y a un hyperplan a, = (7, a) passant par les points
A, ..., A;. En effet, si la condition (3) est remplie, I’existence de cet
hyperplan résulte de I’hypothése d’induction, dans le cas ou (N, 4,,...
eooy Ag)i, elle résulte des lemmes 11 ou 16.

Si A, touche cet hyperplan, le lemme est démontré. Supposons,
au contraire, que A;,,+a,, alors d’aprés le lemme 15 nous avons
0(Ax,,, @, a) = +1, d’ou, en vertu du théoréme 2.11, (4, ..., 4y, Ay,,)
est un simplexe. Désignons par 2, le couple touchant ce simplexe.

Nous avons maintenant deux cas & distinguer: 1. N —p, et 2. N-4p,.

1. N—8,, alors les hypothéses du théoréme 2.27 sont remplies.
Nous en concluons que la condition suivante est remplie:

(6) Parmi les points A,..., A;,, il existe un point A4; dépendant
de (Nr An ey Ai-l? Ai+17 ey Alc+1)-

2. N-+p,, alors N ne dépend pas de (4,,...,4;,,). Les points
N,A,,..., Ay, étant dépendants, la condition (6) est remplie dans
ce cas.

Par les points 4,,...,4; 4, 4;.,,..., Axy; on peut mener un
hyperplan y, (soit en vertu du lemme 11 ou du lemme 16, soit en vertu
de I'hypothése d’induction). Il est évident que, en vertu de la condi-
tion (6), le point 4 ,touche I’hyperplan y,, et ainsi notre lemme est
démontré.

LEMME 19 (théoréeme 3.07f). 8 1 <k << n+41 et si (Adyy..., Ap)a,
alors il existe un couple conjugué touchant les points A, ..., Ay.

Démonstration (par induction). 1° Pour k¥ = 2 le lemme est évi-
dent. (Pour k =1, les prémisses du lemme ne sont pas vérifiées, car
chaque point A4, satisfait & la condition: (4,);.)

2° Admettons que le lemme soit vrai pour un certain nombre natu-
rel k¥ moindre que n-1.
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Supposons que les points A,,..., Ax,; soient dépendants. D’aprés
la définition, un des points A4, soit le point A, ,, dépend des autres.
Mais par les points 4,,..., 4, on peut mener un couple conjugué (soit
en vertu de I’hypothése d’induction, soit en vertu des lemmes 11, ou 16,
ou enfin 18). Le point A, ;, comme dépendant des points A4,,..., A,
touche aussi ce couple.

Une conclusion directe des lemmes 11, 16, 17, 18 et 19 est le théo-
réme suivant:

THEORLME 3.07. Le nombre naturel k vérifiant les inégalités 1 < k
<n+l, il y a un couple conjugué f,, louchant des points arbitraires
Ay ooy Ag.

De ce théoreme on déduit -

THEOREME 3.03. Des points différents ne se touchent pas.

Démonstration. Pour prouver ce théoréme il suffit de mener un
couple conjugué par deux points et de s’appuyer sur le théoréme 2.15.

THEOREME 3.05. Pour un point A et pour un couple conjugué (b, b),
un des cas suivants a lieu: ou bien

(1) A—(b,b),
ou bien
(2) 6(A1’;7b): +1.

Démonstration. En tenant compte du lemme 15, il suffit de dé-
montrer le lemme dans le cas o' f, = (b, b) est une hypersphére, c’est-
a-dire ou N-£~p, (fig.64). Désignons pa-
(Byy ...y Bpy1) le simplexe ponctuel tour
chant le couple B,. D’aprés le théoréme 3.07
il existe un hyperplan y, touchant (B, ...
..., B,, N) et, selon la définition 3.3 et le
lemme 6, il existe un hyperplan 6, lié & x,
et touchant le point B, ,. f, étant une
hypersphére, il existe un point C touchant
f: et ne touchant pas &,. On peut mener
par N, A,C un hyperplan «, = (a, a) ().

Nous démontrerons maintenant que les couples a, et g, sont liés,
ce qui entraine en vertu du théoréme 2.36 que a,|f, (car chaque point B
touchant 3, et ne touchant pas a,, vérifie en vertu du lemme 15, la condi-
tion 6(B, d,a) = +1). Ainsi notre lemme sera démontré.

(*) Dans le cas ou »n > 3, la démonstration se simplifie, car au lieu de deux
hyperplans différents a, ¢t J,, il suffit de considérer un hyperplan a, passant par les
points A, N, By, et lié & x,.
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Pour prouver la liaison a,(Of,, nous nous baserons sur les considé-
rations suivantes:

Selon le théoréme 2.31 on a 7,@®p,. D’aprés le lemme 14 3,04,
et 4,Od,. En appliquant deux fois ’axiome IV, nous voyons que
0:0y20OBsy 03— By —pP2 €t By 7, entraine 6,0fy5 a;OQ8:0B,, ay—
—C—p, et C-+ 4, entraine a,Op,, ce qu'il fallait encore démontrer.

LEMME 20 (théoréeme 3.01a). St b est différent de N et touche N, alors
il existe un élément b’ lel que (b, bd") est un hyperplan.

Démonstration. Distinguons les trois possibilités suivantes (fig. 65):

1. (b, k, k) est un simplexe,

2. b—k (ou b—F),

3. 6(b, k, k) = +1.

1. b, k, k forment un simplexe. Il existe un simplexe a, touchant
(b, k, k). Selon le lemme 3 le simplexe a, est un simplexe ponctuel, et

b
’ )V
&£

E24

2

&7
1) 2) 3)

Irig. 65

nous désignerons ses éléments par A4,,..., 4,,. En vertu du lemme 5,
les points 4,,..., A,, N sont indépendants. Done, il existe exactement
un couple conjugué B, touchant (4,,...,4,, N). Un des éléments de
ce couple est b, et le second est ’élément cherché — b'.

2. b--k entraine P’existence d’un point B (4 distance finie) touchant
(b, k, k). On peut évidemment mener 1'élément b’ touchant (N, B, k).
Selon le théoreme 2.22 on a x»,o(b, b’). En tenant compte du contact
N —(b, d’), nous en concluons en vertu du lemme 9 que le couple (b, b’)
est I'hyperplan cherché.

3. 8(b, k, k) = 4-1. 11 #’agit de prouver l'existence d'un simplexe
ponctuel yp, . ,, touchant . Dans ce but nous ménerons deux hyperplans
différents coupant 1’élément b, d’une certaine facon:

Etant donné wun simplexe ponctuel Upp1 = (Ayy ...y Adpyy) tou-
chant le couple x,, nous pouvons mener n+1 hyperplans af) = (@, a;),
touchant respectivement les points N, A,,..., 4; 1, Aijyy -0y Aupa
(pour ¢ =1,2,...,n-+1). Parmi ces hyperplans il n’y en a qu’un seul
ne vérifiant pas la condition (b, a;, a;),, car Dexistence de deux tels
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hyperplans conduit & une contradiction. (Si par exemple b—a, et b— a,,
alors les contacts

entrainent a,—a, et les contacts
0.?‘"7!\’
a, _— "/lil
entrainent N — A; ce qui est incompatible avec le théoréme 3.03.)
Le nombre n étant supérieur ou égal & 2, nous voyons qu’il y a aun
moins deux hyperplans «f? vérifiant la, condition (b, @;, a;),.. Nous les
désignerons par o et o) (fig. 66).
D’aprés l'axiome IL.1 (b, a,, a,) et (b, dp, a;) sont des simplexes.

Nous menons les simplexes les touchant, qui sont en vertu de la
défnition 3.1 des simplexes ponctuels:

(Na C{I)a RS ] C;,l)—l)_(ba dla ‘}1)

et
(N, ng)a veey C'g)—l)_ (b, d,, ‘_lz)- "

- Az 4 C
. A Y
Nous démontrerons maintenant que 7 ¥
parmi les points CP,..., 0%, il y a un
Fig. 66

point C® tel que (N,CD,...,C0,,CH)
est un simplexe,.

En effet, selon le théoréme 3.07 il existe un couple touchant
(N, ¢™, ..., 00, CP) (pour chaque i). Done, si pour chaque ¢ les
points N,CM, ..., 00, C? ne forment pas de simplexe, les points
N,oD, ...,c9 ., c® sont dépendants et en vertu du théoréme 2.26
C® dépend de (N,C®,...,C" ). Done, les points N,CH, ..., 09, 4,
touchent ’hyperplan af (et évidemment «{?). Ces points sont indépen-
dants (dans le cas contraire A, dépendrait de (N¥,C®,...,CH ) et il
toucherait b contrairement 3 1’hypotheése &(b, %, k) = 41). Par consé-
quent (N, CP, ..., C9 |, A,) est un simplexe. Nous avons donc démontré
que les hyperplans o’ et a’ touchent le méme simplexe ponctuel
(N,CP,...,0% , A,), donc ils sont égaux, ce qui est incompatible
avec les définitions de ces hyperplans. Ainsi, ’hypothése que les points
N, o], ..., 00 ., C? ne forment de simplexe pour aucun 4, nous a con-
duit & une contradiction.
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Il existe donc un simplexe ponctuel (N,C{,...,Cc0 ., ¢®) tou-
chant b. Le seul couple touchant ce simplexe est, en vertu des définitions
3.3 et 3.4, un hyperplan dont un c6té est b et le second — 1’élément
cherché b'.

LEMME 21 (théoréme 3.04c). Chaque élément touchant un hyperplan
est un point.

Démonstration. Soit a un élément touchant ’hyperplan a, = (@, a)

(fig. 67). a, étant évidemment un hyperplan différent de x,, il y a un point B

touchant », et ne touchant pas a,. D’apres le

g b~ théoréme 3.05 6(B, a, a)= +1. Nous en con-

d cluons, en tenant compte du théoréeme 2.11

a et des contacts (N,a)—a,, que N,a, B for-

ment un simplexe. Il existe done un élément

b touchant (N, B,a). D’aprés le lemme 20,

il y a aussi un élément »’' formant avec b un

hyperplan touchant (N, B). En vertu du lemme

13, Phyperplan (b,b") est lié a x,, donc, selon le lemme 14,

(@,a)O(b, d"), o a— (b, b’). Par conséquent, en vertu du lemme 10,
a est un point.

22

Fig. 67

LEMME 22 (théoréme 3.06e). Ktant donnés deux couples conjugués
(@, a) et*(b,b), Végalité & = b entraine Végalité (a, a) = (b, b).

Démonstration. Soit (4,,...,4,,,) le simplexe ponctuel tou-
chant (@, a). @ étant égal & b, nous avons le contact (A,,..., 4,,,)—b.
Or, en vertu du théoréme 3.05, (4,,..., A,y ;)— (b, b). Par conséquent,

d’aprés le théoréme 2.24 on a (b, d) = (a4, a).

a

THEOREME 3.10. 8¢ (1) a #b et si (2) a—b, alors il existe un et un
seul point C touchant (a, b).

Démonstration. 1. Nous démontrerons lexistence du point C
vérifiant les conditions de notre théoreme.

1.1. Supposons que la condition supplémentaire (3) N— a (ou (3’ ) N—b)
goit remplie.

Du lemme 20 résulte ou bien que N = a, et alors N—(a,b), ou
bien qu'il y a un élément &’ formant avec @ un hyperplan. L’élément c,
touchant en vertu de l’axiome 1I.1 (a, b, a’), est d’aprés le lemme 21
un point. Ainsi ’existence du point touchant (a, b) est démontrée.

1.2. Supposons maintenant que les conditions (3) et (3’) ne soient
pas remplies, c’est-a-dire que nous ayons (4) N-+4a et N-~b.

D’aprés Daxiome II.1 il existe un élément ¢ touchant (XN, a,b)
(fig. 68). Dans la suite nous répétons les considérations du n® 1.1: il existe
un élément ¢ formant avee ¢ un hyperplan, et il existe aussi un élément d
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touchant (a, ¢, ¢). L’élément d est un point, et, en se basant sur le
théoréme 2.15, on peut démontrer que d—(a, b).

- 2. Nous démontrerons maintenant qu’il n’y a qu'un seul point
vérifiant les conditions de notre théoréme.

En effet, si (C,, C;)—(a,b), alors, d’aprés
le théoréme 2.15, les contacts

entrainent le contact C,— (C,, ce qui implique,

en vertu du théoreme 3.03, 1’égalité C, = C,.

THEOREME 3.01. a n'élant pas un point,
il existe un et un seul élément a' formant avec a un couple conjugué

Inversement: si (a,a’) est un couple conjugué, alors a n’est pas un
point.

Fig. 68

Démonstration. Nous partagerons la démonstration en trois
parties. En précisant, nous démontrerons que

1. Si a n’est pas un point, alors il y a un élément a’ formant avec
lui un couple conjugusé. '

2. I1 n’y a qu’un seul élément a’, formant avec @ un couple conjugué.

3. Si a, a' forment un couple conjugué, alors a n’est pas un point.

1. Dans le cas ou a—N, Vexistence de a’ a été démontrée dans le
lemme 20. Nous pouvons donc admettre que

(1) ea+N,
(2) a n’est pas un point (fig. 69).

Fig. 69. a) n =2, b) n =3

D’aprés le théoréme 2.09, a, N forment un simplexe. Il existe donc
un simplexe (b,,b,,b;) touchant (a, N). D’aprés le théoréme 3.10 on
en conclut, I’existence des points C,, C,, O, vérifiant la condition

3) Ci—(biya)  (pour i =1,2,3).
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I1 est évident que ces points vérifient les inégalités
(4) Ci#b;, e Ci#a (pouri=1,2,3).

Si deux des points C,, C,, C, ¢taient égaux, par exemple C, = C,,
nous aurions

a K’)l
(=0,

2] 2

d’ou, en vertu du théoréme 2.15, b, —b,, contrairecment & hypothése que
by, b,, b, forment un simplexe. Nous avons done (d’aprés le théoréme
3.03), la condition (C,, C,, C;)_ . On en conclut, selon le théoréme 2.05, que

(5) (C1y €2y Ca)i.

Nous démontrerons maintenant que les points N, C,, C,, C; sont
indépendants. Supposons le contraire: (N, C,, O,, C53)4. Un de ces points
étant dépendant des autres, on peut, en vertu du théoreme 3.07, mener
un couple conjugué par ces quatre points, méme si n == 2. Done, les
conditions du théoréme 2.26 sont remplies, et alors le point N dépend de
(C,, Cy, C;). Mais on en conclut que N —a, ce qui est incompatible avec
la condition (1). Nous avons ainsi démontré que

(6) (N7 017 029 Ca)i-

Ceci entraine l'existence d’un élément ¢ vérifiant les conditions
(7) 6—('NJ 01702)7
(8) i+ Cy.

Selon le lemme 20, il existe un élément ¢ formant avec ¢ un hyper-
plan. D’aprés I'axiome I1.2 les éléments ¢, ¢, a sont indépendants. Nous
en concluons, en tenant compte des contacts (Cy, C;)—(c, ¢, a), qu’ils
forment un simplexe. Ainsi, en vertu de ’axiome III.2, il existe un
simplexe 4, = (D,, ..., D,) touchant (¢, ¢, a) (ce simplexe est, en vertu
du lemme 21, un simplexe ponctuel) (fig. 69 b).

Nous démontrerons maintenant que

(9) (Dla---ypn’cs)i-

En effet, si les points D,..., D,, O, étaient dépendants, nous pour-
rions, en nous basant sur les théorémes 3.07 et 2.26, démontrer que C,
dépend de (D,, ..., D,), et alors C;—¢, contrairement a la condition (8).

Selon le théoréme 3.07 il existe un couple conjugué «,, touchant
(Dyy ...y Dy, C5) et, A’apres le théoréme 2.24, un des éléments de ce couple
est a et le second forme avec lui un couple conjugué.
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2. Du lemme 22 résulte que si (a, a’) et (a, a’’) sont des couples con-
jugués, alors a’ = a’’. Donge, il n’y a qu’'un seul élément a’ formant avec a
un couple conjugué.

3. Supposons que (a, a’) soit un couple conjugué et (B,,..., B, )
soit un simplexe ponctuel le touchant. Les conditions a—B, et a—B,
entrainent que si a était un point, il serait égal a B, et & B,, d’ou B, = B,.
Mais ceci est incompatible avec la définition d’un simplexe. Done 1’élé-
ment a n’est pas un point.

Comme conclusion qu’on peut tirer de ce théoréme, en tenant compte
de la définition 3.4 et du lemme 4, on a le théoréme suivant:
THEOREME 3.02. Pour chaque élément a on a Uune des trois possibilités

suivantes, qui 'excluent: 1. a est un point, 2. a est un coté d’un hyperplan,
3. a est un cété d’une hypersphére.

En particulier: k et k sont les cités d’une hypersphére.

Remarque. Du théoreme 3.05 résulte que si (a, a’) est un hyper-
plan, alors N—(a,a’), et si (a,a’) est une hypersphére, donc N-+4a et
en méme temps N-~a'.

LEMME 23 (théoréme 3.06f). Si Phyperplan a, et le couple conjugué 4
ont un point commun, alors on a a,QOpf,.

Démonstration. Nous démontrerons d’abord que

(1) azlps-
A cet effet, supposons que les éléments a et b vérifient la condition
(2) ay—b—a—p,.

I’élément b étant, en vertu du lemme 21, un point, il doit, en vertu
du théoréme 3.05, vérifier ou bien la condition b—pg,, ou bien la condition
8(b,b,b) = +1 (o b et b désignent les cotés du couple f,). Mais le
deuxiéme possibilité est en contradiction avec I'existence de 1’élément a
touchant (b,b,b). Nous avons donc les contacts

a b
<,
d’olr résulte 1'égalité a = b.

La condition (2) entrainant 1'égalité a = b, la condition (1) est
démontrée.

On en conclut, d’aprés le théoréme 2.23 et en tenant compte de
Pexistence d’un point touchant les couples a, et §,, que ces couples sont
lids.

Rozprawy Matematyczne XV,

=
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THEOREME 3.04. Chaque élément touchant un couple conjugué est un
point.
Démonstration. 11 suffit de démontrer notre théoréme pour un

couple conjugu¢ qui est une hypersphére, car la deuxiéme possibilité
a été considérée dans le lemme 21.

Soit @ un élément touchant I’hyperspheére (b, b) (fig. 70). Nous dé-
signerons par B un point arbitraire, touchant (b, b). D’aprés le théo-
réme 3.05, §(b,b, N) = +1, donc, en vertu du
théoréme 2.11, nous en concluons que (a, B, N)
est un simplexe. Pour un élément quelconque ¢
touchant ce simplexe il existe, en vertu du lemme
20, un élément ¢ formant avec lui un hyperplan.
Le point B touchant les couples (b,d) et (¢, ¢),
ces deux couples sont liés d’apres le lemme 23.
Donc la condition a— (b, b, ¢) entraine le contact
a—¢, et Pélément a, touchant ’hyperplan (¢, ¢), est un point en vertu
du lemme 21.

LemME 24 (théoréme 3.06g). Les couples conjugués ayant un point
commun sont liés.

Démonstration. Nous prouverons d’abord que deux -couples
conjugués a, et B, vérifient toujours la condition

(1) asfe.

En effet, supposons que les éléments a et b remplissent la con-
dition

(2) , ty—b—a—f,.

Done, en vertu du théoréme 3.04, a et b sont des points, et alors le
contact a—b entraine Pégalité @ = b. Nous avons ainsi démontré la con-
dition (1).

Il suffit maintenant de §’appuyer sur le théoréme 2.23 pour en
déduire notre lemme.

LeMME: 25 (théoréme 3.06h). (i@, a) et (b, b) élant deux couples conju-
gués, la condition «—b implique (77, a) O (b, b).

Démonstration. Dans le cas ot @ = b, notre lemme résulte du
lemme 22. Supposons donc que @ # b. Il existe donc, en vertu du théo-
réme 3.10, un et un seul point ¢ touchant (@,d). Du théoréme 3.05
résulte que C— (i, a) et C— (b, b). On en conclut, d’apres le lemme 24,
que (@, a)O(b,b), et ainsi, en tenant compte du théoréme 2.18, nous
voyons que (@, a)O (5, b).
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Le lemme 24 avec les lemmes 22 et 25 donnent, en tenant compte
du. théoreme 3.04 le théoréeme 3.06:

THEOREME 3.06. (@, a) et (b, b) élant deux couples conjugués, la con-
dilion

(1) 6(57‘_1’511_’) = —1
implique (cf. fig. 46, p. 45)
(2) (@, a)O(b, b).

En particulier, la condition
(1) @ ==bh

implique

2) (7, 8) = (b, b)

et la condition

(1”) i—Db

implique

(2) (i, )O(B, b).
THEOREME 3.09. S¢

(1) a, est un couple conjugué,

(2) B = (Byy «.vy Bi)—as,

(3) C—+a,,

alors les points B,, ..., By, C sont indépendants.

Démonstration. Le point C est évidemment indépendant des
points By, ..., B,. Le nombre k vérifie, en vertu de la définition 1.6 et
du théoréme 2.25, les inégalités 2 < k < n-+1.

Supposons que le théoréme ne soit pas vrai, c’est-a-dire que
(Byy ...y By, C)q. Donc un de ces points dépend des autres el on peut,
en vertu du théoréme 3.07, mener un couple conjugué touchant les points
By, ..., By, C. Les hypothéses du théorétme 2.26 étant satisfaites, nous
voyons que C dépend de (B,, ..., B;) contrairement aux conditions (2)
et (3). L’hypothése que B,, ..., By, C sont dépendants nous a fourni
une contradiction.

TIEOREME 3.08. St (1) a, est un couple conjugué, (2) C+ay, (3) C—B,,
(4) a; Oz, alors B, est un couple conjugué.

Démonstration. Nous distinguerons deux cas: 1. a; @B, et 2. a,Of,.

1. La condition a,®pB, implique l’existence d’un simplexe ponctuel
(4, ..., 4,) touchant a, et B,. D’aprés le théoréme 3.09, les points
Ay ...y Ay, C sont indépendants, donec, en vertu des théorémes 3.07
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et 2.24, il existe exactement un couple touchant ces points et il est conju-
gué. Ce couple est évidemment f£,.

2. Admettons que a,C(b,b) (on b et b désignent les éléments du
couple #,). Selon le théoréme 3.01 il existe un élément b’ formant avec b
un couple conjugué. Done, d’aprés le lemme 25 on a a,O(b, '), d’ol,
en vertu du théoréme 3.05, résulte que C— (b, b’). On peut maintenant
démontrer qu’on a les contacts suivants:

b

x C
b

ou a # B et a4 C. Ainsi, d’aprés le théoréme 2.16, b = b’. Nous voyons
donc que le couple (b, b) est conjugusé.

THEOREME 3.11. A et B étant deux points, et a, un couple conjugué,
st (1) A—a, et si (2) B+ a,, alors il existe un et un seul couple B, vérifiant
les conditions: (A, B)—B,Oa,. Le couple B, est un couple conjugué (cf.
fig. 51, p. 46).

Démonstration. D’apres le théoréme 2.16, il existe un et un seul
élément b touchant (4, @, B) et un et un seul élément b touchant (4, a, B).
11 est facile de vérifier que b et b ne se touchent pas, ils forment done un
couple. En vertu du théoréme 3.08, ce couple est conjugué et il remplit
les conditions de notre théoréme.

TukorEME 3.12. 87 n4-2 points A,,..., A, ., sonl indépendants,
alors

(1) 8(Ayy ooy Anyy) = +1
el chaque point B vérifie la condition
(2) B dépend de (A, ..., An,s).
Démonstration. Supposons, au contraire, qu’il y ait un élément ¢
touchant (4,,..., 4,,,). Il est évident que ¢ n’est pas un point. On

en conclut (en vertu du théoréme 3.01) qu’il existe un élément ¢’ formant
avec ¢ un couple conjugué. Selon le théoréme 3.05, les points 4., ..., A,
touchent le couple (¢, ¢’). Les points 4,,..., 4,.,, étant indépendants,
les éléments ¢ et ¢’ sont, en vertu du théoréme 2.24, les seuls éléments

touchant les points 4,,...,4,.,. Nous voyons donc que tous les élé-
ments touchant (4,,..., 4,,,) touchent aussi A4, ,,, c’est-a-dire 4, ,
dépend de (4,,...,4,,,), contrairement & I’hypothése du théoréme.

On en conclut que la condition (1) est remplie.
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11 est évident que chaque point B dépend de (4,,...,4,,,), car
chaque élément touchant (4,,..., 4,,,) touche aussi B.

Nous avons donec déja démontré les théoréemes 3.01-3.12. Ces théo-
rémes montrent qu’il existe une certaine correspondance entre les no-
tions de point, d’hyperplan et d’hypersphére déterminées par les défi-
nitions 3.1-3.4 d’une part, et les notions déterminées par les mémes ter-
mes dans la géométrie métrique & n dimensions d’autre part. Dans les
chapitres suivants, nous verrons que cette correspondance est absolue,
c’est-a-dire que les notions déterminées ici sont isomorphes aux notions
correspondantes de la géométrie métrique.



CHAPITRE 4

VARIETES. AXIOMES D’INCIDENCE DE LA GEOMETRIE AFFINE

En nous basant sur les notions de¢ la géométrie métrique déterminées
dans le chapitre précédent (point, hyperplan et hypersphére), nous en
introduirons ici d’autres: celles de plan & & dimensions ¢t de surface sphé-
rigue & k dimensions. Ces deux notions sont comprises sous le nom de
variété ponctuelle & k dimensions, ou tout court variété « k dimensions.

DEFINITION 4.1. Une variété a k dimensions désigne: 1. ’ensemble
vide — dans le cas ou k = —2,

2. Pensemble contenant un point unique — dans le cas ou k = —1,

3. Pensemble des éléments dépendant d’un simplexe a;,, — dans le
cas ou 0 <<k << n—1,

4. Pensemble de tous les points — dans le cas ou k = n.

L.e nombre % est appelé dimension de la variété. Une variété a k
dimensions sera désignée par une minuscule avec l'indice % suscrit, soit
a”', D, d', &, ¢ (fig. 71). La dimension de Ia

b0 variété a* est désignée par d(a”).
.a’ ~N=o0 Toutes les variétés a —2 dimensions étant
o
c? zi égales, nous les désignerons souvent par le sym-
~
Qo

T ° bole /\. Pour la méme raison, nous désignerons
d(v)=2 souvent une variété a » dimensions par le symbole

) v \/, en 'appelant espace ponctuel.
Fig. 71 DEFINITION 4.2. Les symboles aeb® et a*C b’

employés dans la suite ont leur sens ordinaire
et désignent les motions connues de la théorie des ensembles.

DEFINITION 4.3. La base d’une variété o* est un ensemble ponctuel
(A4,,..., 45) qui vérifie les conditions:
(1) ('AlJ e AS)i?
(2) Un point B satisfait & la condition Bea
dépend de (4,,..., 4;) (fig. 71).

Si (A, ..., 4g) est la base de la variété a®, on peut aussi dire que
Vensemble (A, ..., A,) engendre a*, et écrire a*(4,, ..., A,).

¥ si et seulement si B
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Remarque. D’aprés la définition 1.5 P’ensemble vide et chaque
ensemble 4 un élément sont des ensembles d’¢léments indépendants.

THEOREME 4.01. L'ensemble (A,, ..., A,) est une base de la variété o
st et seulement si les trots condilions sutvanies sont remplies:

(1) (44, ..., 45) C a,
(2) (AU LS As)i,
(3) s = k-2,

Démonstration. 1. Nous démontrerons d’abord que la condition

(4) (A .y )

implique les conditions (1)-(3).

Iin effet, la condition (2) résulte directement de la définition 4.3.

Chaque point 4; (o i ==1,2,...,s) dépend de (4,,..., 4;). Done,
d’apres la définition 4.3, chaque 4;ea”. La condition (1) est done aussi
remplie,

Pour prouver que la condition (3) est remplie, nous distinguerons
quatre cas correspondant aux cas particuliers de la définition 4.1:

1.1. k¥ = —2. Si s était plus grand que 0, le point A,, dépendant
de la base, appartiendrait a la variété qui est 'ensemble vide, ce qui
est impossible. Donc s doit étre. égal a 0 = k-}- 2.

1.2. k= —1. 11 est évident que s > 0, car le point appartenant
4 a* ne peut étre dépendant de ’ensemble vide. D’autre part, si s était
plus grand que 1, il y aurait deux points différents 4, et 4, appartenant
a a*, ce qui est en désaccord avec la définition 4.1. On en conclut que
s =1=Fk+2.

1.3. 0 < k < n—1. D’aprés la définition 4.1 la variété a* est engen-
drée par un simplexe 8, ,. Selon 'axiome III.2 il existe un simplexe v, ;_j
touchant B ,.

Si aed®, alors @— yn.1_r comme dépendant de f,,. Inversement:
8i @—yp,1_k, alors, en vertu de 'axiome III.1, ¢ dépend de f,.,, d’ou
aeadat

En particulier, les points 4,,..., A, doivent toucher y,, , . 1l
est facile de vérifier que si s ¢tait moindre que k-+2, il existerait un
élément a, indépendant de (4,, ..., 4,) et touchant y,,, ;, donc appar-
tenant & a®. Mais ceci serait en contradiction avee la condition (4). D’autre
part, si s était plus grand que k- 2, nous aurions une contradiction avee
Paxiome III.1. Nous voyons donc que s = k2.

1.4. k = n. Si s était pius petit que n--2 il existerait, en vertu du
théoreme 3.07, un couple conjugué a, touchant (4,,..., 4;y et alors






























































































































