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1. Einfiihrung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Theorie interpolatorischer Kuba-
turformeln entwickelt. Ausgangspunkt der Problemstellung ist die approxi-
mative Berechnung eines Integrals -

(1.1) . [f(x)dx, X <R", X kompakt, fe%(X),
: X

durch Punktauswertungsfunktionale in der Form
N
(1.2) Y Cif(x), Ci>0, x;eX.
. i=1

Die Approximationsgiite von (1.2) wird, durch den maximalen Grad des
Polynomraumes bestimmt, fir den die Darstellung exakt ist.

Die Einschrinkung des Ringes P = R[x'", x'?, ..., x("] der reellen Po-
lynome in n Variablen auf die Menge X bezeichnen wir mit P(X). Der
Raum der Polynome aus P vom Grad < m wird mit P, bezeichnet.

Das Problem ldsst sich in der folgenden aligemeinen Form fassen.
Gegeben sei eine abgeschlossene Teilmenge X des R" und ein positives
lineares Funktional

(1.3) I: P(X)>R: P>I(P), I(1)=1.

Gesucht sind Darstellungen von (1.3) als positive Linearkombinationen von
Punktauswertungsfunktionalen auf den Riumen P,, d.h, Darstellungen der
Gestalt

N
(1.4) I(P)= Y CP(x), Ci>0, x;cR", PeP,,.
i=1

Wir merken noch an, dass in den interessanten Fillen I sogar strikt
positiv ist, d.h, es gilt I(P)>0, falls P(x)>0 fir alle xeX und
0+# PeP(X).

Wir nennen Darstellungen (1.4) im Hinblick auf den Hauptanwendungs-
bereich ebenfalls Kubaturformeln. Dabei heissen die Punkte x; Knoten und
die Zahlen C; Koeffizienten der Formel. Die Zahl m gibt den Exaktheitsgrad
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der Formel an, wenn es ein Polynom Qe P,,,, gibt, fir das (1.4) nicht mehr
giiltig ist. Wir sprechen dann von Formeln des Grades m. Die Menge X
nennen wir auch Integrationsbereich.

Die Forderung positiver Koeffizienten ist fiir die Stabilitdt der Formeln
ebenso von Bedeutung wie die Forderung nach einer moglichst geringen
Knotenanzahl N. Wir sprechen von minimalen Formeln, wenn die Knotenan-
zahl fur fest vorgegebenen Genauigkeitsgrad minimal ist. Ein weiterer wichti-
ger Gesichtspunkt ist die Lage der Knoten. Man wird fiir die Anwendungen
fordern, dass die Punktauswertungen innerhalb von X vorgenommen werden.

Im Eindimensionalen gibt es zu jedem Genauigkeitsgrad eine minimale
Formel, deren Knoten in der konvexen Hiille des Integrationsgebietes liegen.
Solche Formeln heissen Gauss-Quadraturformeln. Es ist nicht klar, wie man
diesen Begriff sinnvoll ins Mehrdimensionale iibertragen soll. Schon fiir ein
so einfaches Gebiet wie das Einheitsquadrat gibt es Gewichtsfunktionen und
Genauigkeitsgrade, bei denen es keine minimalen Formeln gibt, deren Kno-
ten simtlich im Integrationsgebiet liegen. Man wird somit eine ,konvexe
Hiille hoherer Art” des Integrationsbereichs fir die Knoten zulassen miissen.
Es ist offen, wie man hier vorgehen muss. Wir stellen deshalb keine
Forderungen an die Lage der Knoten, werden aber bei den Anwendungen
die Formeln besonders beriicksichtigen, deren Knoten samtlich in X liegen.

Die wichtige Klasse der interpolatorischen Kubaturformeln ist dadurch
gekemnzeichnet, dass die Koeffizienten der Formeln eindeutig durch die
Knoten bestimmt werden. Insbesondere gehoren alle minimalen Formeln zu
dieser Klasse. Die interpolatorischen Kubaturformeln bilden den wesentli-
chen Kern aller Kubaturformeln iiberhaupt, denn jede nicht interpolatorische
Formel kann durch Streichen einiger Knoten auf eine interpolatorische
Gestalt gebracht werden.

Unser Ziel ist es, interpolatorische Formeln so zu kennzeichnen, dass
einerseits thr Zusammenhang mit bestimmten orthogonalen Polynomen deut-
lich wird, andererseits aber auch Moglichkeiten fassbar werden, solche For-
meln zu berechnen. Untersuchungen in dieser Richtung wurden vor allem
von I. P. Mysovskikh und einigen seiner Schiiler durchgefiihrt. Ebenso hat
sich H. M. Moller mit diesen Fragen beschiftigt. Durch die Verwendung
reeller Idealtheorie kann man zu weiterfiihrenden Ergebnissen gelangen.
Dabei ergeben sich die bisher bekannten Resultate als Spezialfille einer
allgemeinen Theorie.

Unser Hauptergebnis charakterisiert die Knoten interpolatorischer For-
meln als Nullstellengebilde eines reellen Ideals, das von bestimmten orthogo-
nalen Polynomen erzeugt wird. Diese Polynome besitzen nur einfache reelle
gemeinsame Nullstellen.

Diese Kennzeichnung trigt noch viel von dem in sich, was im Ein-
dimensionalen wohlbekannt ist. Gleichzeitig wird damit eine Liicke in der



1. Einfiihrung 7

Theorie interpolatorischer Kubaturformeln geschlossen, denn Aussagen iiber
die gemeinsamen reellen Nullstellen orthogonaler Polynome bereiteten grosse
Schwierigkeiten, die nicht mit Hilfe der klassischen (komplexen) Idealtheorie
gelost werden konnten.

Diese mehr theoretisch interessante Charakterisierung ist dquivalent zu
ciner konstruktiven Kennzeichnung, mit der das reelle Ideal bestimmt werden
kann. Zumindest fiir einige Funktionale lidsst sich dadurch das Problem der
minimalen Formeln fir alle Genauigkeitsgrade losen. Im allgemeinen stosst
man jedoch schon bald auf rechnerische Probleme, die sehr umfangreich
werden. Hier miissen neue Methoden entwickelt werden, ein geschlossenes
Ergebnis wie im Eindimensionalen ist jedoch nicht zu erwarten.

Die Anwendungen des Hauptsatzes werden anhand von zweidimensiona-
len Produktintegralen aufgezeigt. Bereits in diesem Bereich lassen sich Bei-
spiele angeben, die verdeutlichen, in welchen Punkten sich die mehrdimensio-
nale Theorie von dem aus derr Eindimensionalen Bekannten abhebt.

Viele fiir die Theorie der Kubatur wichtige Aspekte werden wir iiber-
haupt nicht behandeln, z.B. Fehlerabschitzungen, Produkt-Formeln, Monte-
Carlo Methoden u.a.m. Hierzu sei auf die klassischen Lehrbiicher iiber
mehrdimensionale Integration von P. J. Davis und P. Rabinowitz [67], V. L.
Krylov [67], A. H. Stroud [71] und H. Engels [80] verwiesen, ebenso auf die
Ubersichtsartikel von S. Haber [70] und 1. P. Mysovskikh [73], [80].

In Kapitel 2 wird kurz allgemein umrissen, welche Ergebnisse man bei
der Darstellung linearer Funktionale erwarten kann, wenn der Definitionsbe-
reich dieser Funktionale ein endlich-dimensionaler Teilraum von % (X) ist.
Hier werden wir mit der natiirlichen Verallgemeinerung des Begriffs des
Tschebyscheff-Systems arbeiten und so ein Analogon zum Interpolationssatz
von S. I. Zuhovickii [62] mit Hilfe von Tschebyscheff-Rang Eigenschaften
herleiten. Einige Beispicle werden zetgen, dass der Zugang hieriiber zu
allgemein ist, um starke Aussagen erwarten zu konnen.

In der polynomialen Theorie wird im wesentlichen die Ringstruktur der
Polynome ausgenutzt, die in der Betrachtung von lIdealen, die von orthogo-
nalen Polynomen erzeugt werden, sehr wirksam ausgenutzt werden kann.
Diese Theorie wird allgemein in Kapitel 3 behandelt. Zuerst wird die
Problemstellung aufgezeigt und es werden einige wichtige Begriffe erldutert.
Eine Erweiterung des Satzes von Tschakalofl, die auf I. P. Mysovskikh [75]
zuriickgeht, wird bewiesen. In 3.2 werden notwendige Bedingungen fir die
Existenz interpolatorischer Kubaturformeln hergeleitet. Insbesondere ergibt
sich dabei, dass spezielle Ideale notwendigerweise mit interpolatorischen
Kubaturformeln verbunden sind, namlich die reellen Ideale. Eine Diskussion
der Begriffe und Sidtze aus der Theorie reeller Ideale, die im folgenden
benotigt werden, schliesst sich in 3.3 an. Hierbei ist der Satz von D. W.
Dubois und G. Efroymson [70] und J. J. Risler [70] hervorzuheben, der
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reclle Ideale charakterisiert. Das Hauptergebnis dieses Kapitels besteht in
dem Beweis, dass die notwendigen Bedingungen auch hinreichend sind.

Aufl dieser Charakterisierung beruhen die im folgenden hergeleiteten
Konstruktionsmethoden. In Kapitel 4 beschrinken wir uns auf den zwei-
dimensionalen Fall, der allgemeine Fall ist im wesentlichen ein technisches
Problem, er wird in Kapitel 5 behandelt. In 4.1 wird die Konstruktion reeller
Ideale mit Hilfe des Charakterisierungssatzes untersucht, dabei werden wei-
tere notwendige und hinreichende Bedingungen hergeleitet. Daran schliesst
sich in 4.2 eine verbesserte Abschitzung fiir die Knotenanzahl in Kubaturfor-
meln. Diese Resultate geben uns die Moglichkeit, interpolatorische Kubatur-
formeln mit vorgeschricbener Knotenzahl zu charakterisieren. Die Existenz
solcher Formeln wird z. B. durch die Losbarkeit eines nichtlinearen Glei-
chungssystems gekennzeichnet. Mit jeder reellen Losung dieses Systems wird
das zur Formel gehorige Ideal festgelegt. In speziellen Fillen konnen diese
Systeme allgemein fiir jeden Genauigkeitsgrad gelost werden. Dadurch wer-
den Ergebnisse von 1. P. Mysovskikh [70], [76], H. M. Moller [76] und C.
R. Morrow und T. N. L. Patterson [78] verallgemeinert und erweitert.

Fiir eine Klasse von Produktintegralen werden die Resultate von 4.1
und 4.2 im Detail untersucht. Wir stellen in 4.3 Konstruktionsmethoden vor,
um das zu einer Kubaturformel gehorige Ideal zu bestimmen. \

Die Ausweitung der Untersuchungen aus Kapitel 4 .auf den allgemeinen
mehrdimensionalen Fall ist kein prinzipielless Problem. Schwierigkeiten erge-
ben sich jedoch durch das starke Anwachsen des Rechenaufwandes und das
Fehlen einfacher Bezeichnungsweisen. Wir geben in Kapitel S einen Einblick
in die mehrdimensionale Theorie.

In einem abschliessenden Kapitel werden zweidimensionale interpola-
torische Formeln zusammengestellt. Der Schwerpunkt liegt dabei auf einer -
Anwendung der Konstruktionsmethoden aus 4.3. Dabei zeigt sich bereits in
diesem eng pgesteckten Bereich ein sehr unterschiedliches Verhalten. Die
bisher bekannten unteren Schranken fir die Knotenanzahl konnen fiir Inte-
grale iiber dem Einheitsquadrat mit speziellen Gewichtsfunktionen zwar
immer erreicht werden, doch scheint das nicht allgemein der Fall zu sein. Wir
geben ein Beispiel an, das zeigt, dass die bisher bekannten unteren Schranken
nicht immer scharf sind.

Diese Arbeit baut auf Ergebnissen des Autors auf, die hier in ver-
allgemeinerter und erweiterter Form einheitlich dargestellt werden.

Mein Dank gilt Herrn Professor Dr. H. Berens, in dem ich immer einen
aufgeschlossenen und kritischen Diskussionspartner hatte und durch den ich
viele wertvolle Anregungen erhielt, Herrn Dr. K. Donner, der mich auf
funktionalanalytische Aspekte der Kubatur aufmerksam gemacht hat, sowie
dem Sonderforschungsbereich 72, insbesondere Herrn Professor Dr. K. Sche-
rer, der mir durch eine Einladung nach Bonn die Mdglichkeit gab, praktische
und theoretische Kubaturprobleme zu untersuchen.
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2. Alligemeine Darstellungssitze

In diesem Kapitel soil das Problem aus der Einleitung in einer anderen
abstrakten Form untersucht werden. Die Approximationsgiite wird jetzt
durch einen beliebigen endlich-dimensionalen Teilraum ¢ von %(X) be-
stimmt. Wir gehen von einem endlichen, linear unabhingigen System G
= {90, 91>---» 9m) IN ¥ (X) aus; dabei sei X eine kompakte Teilmenge des R”
mit wenigstens m+1 Punkten und % (X) bezeichne den Raum der stetigen
reellwertigen Funktionen auf X, versehen mit der Supremumsnorm ||-||, . Der
von G erzeugte Raum wird mit % bezeichnet. :

Ein lineares Funktional

'(2.1) ’ L:9-R:g—L(g), Lgy=1,
soll in der Form

N
(2.2) Lig =Y Cyg(x), CieR,C#0,x6X,g¢€9,

i=1
dargestellt werden. Die Existenz solcher Darstellungen ist durch den Inter-
polationssatz von S. I. Zuhovickii [62] gesichert. S. Karlin und W. J.
Studden [66] haben eine vollstindige Theorie minimaler Darstellungen (2.2)
mit positiven Koeffizienten fiir den Fall entwickelt, dass G ein Tschebyschefi-
System ist. Ist G kein Tschebyscheff-System, so liegt es nahe, mit natiirlichen
Verallgemeinerungen der Eigenschaften eines Tschebyscheff-Systems zu arbei-
ten. Diese Tschebyscheff-Rang (kurz: 7T-Rang) Eigenschaften erlauben es,
Darstellungen zu gewinnen, deren Knoten die gemeinsamen Nullstellen in X
von Funktionen aus ¢ sind. Im allgemeinen sind jedoch T-Rang Eigen-
schaften allein zu schwach, um konkrete Darstellungen zu charakterisieren.

In 2.1 werden T-Rang Eigenschaften endlicher Systeme zusammen-

gestellt, mit denen wir spiter arbeiten werden. In 2.2 diskutieren wir verschie-
dene Darstellungssiitze. In einem abschliessenden Paragraphen werden einige
Anwendungen aufgezeigt.

2.1. Der Tschebyscheff-Rang endlicher Systeme

Sei G = !go, 91,---» dm) €in endliches, linear unabhingiges System in
% (X), wobei X eine kompakte Teilmenge des R" mit wenigstens m+1
Punkten sei. Wir fiihren folgende Bezeichung ein,

go(xo) g1(x0) *** gm(xo)

9o>915+-39m
T =T .
L‘m X(yers er g | go(x1) g1(xy) 9m(x1)

.‘I"(xr) !h ('\.r' gm(xr)
Hier und im folgenden bezeichne rg B den Rang der Matrix B.
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Das System G besitzt einem T-Rang <r, 0 <r <m+1, wenn [ir jede

Wahl von m—r+1 paarweise verschiedenen Punkten x4, x;,..., X,-, aus X
die folgende Bedingung gilt,
(2.3) T[g°"’"""g'" J:m—r+1.

Xos X1yere s Xm—p

Das System G besitzt einen T-Rang > r, wenn G kein System mit T-
Rang < r—1 ist.

. Der T-Rang von G wird mit 7(G) bezeichnet. Es ist klar, dass die
Bedingung (2.3) fir r =m+1 stets erfiillt ist, somit gilt fir jedes G die
Beziehung 7(G) < m+1. Ein Tschebyscheff-System ist durch den 7-Rang 0
gekennzeichnet, so dass 0 < 1(G) < m+1 gilt. Wenn t(G) = r, dann ist auch
1(G*) = r, wenn G* ecine Basis des von G erzeugten Raumes % ist. Deshalb
kann der T'Rang (%) eines endlich-dimensionalen Raumes % iiber den T-
Rang irgendeiner Basis von % erkliart werden.

Der Begriff des T-Ranges wurde von G. S. Rubinstein eingefiihrt, um die
folgende Verallgemeinerung des Satzes von Haar zu erhalten. Wir bezeichnen
hierbei mit Py (f) die Menge der besten Approximationen in % an f beziiglich
der Supremumsnorm [|}|,,. Die Menge P4 (f) ist nicht leer und konvex, so
dass die Dimension von P4(f) als Dimension des kleinsten affinen Raumes
erklirt werden kann, der Py(f) enthilt.

2.1.1. Satz voN RUBINSTEIN. Fiir alle fe ¢ (X)\¥4 und alle r, 0 < r < m, sind
die folgenden Aussagen dquivalent,

(i) dimPy(f) <,
(i) t (%) <r
Beweis. G. S. Rubinstein [55]. =

Die beiden folgenden Hilfssdtze geben dquivalente Formuhcrungcn der
Definition des T-Ranges an. Ihr Beweis ist elementar.

2.1.2. LemMA. Sei 0<r<m. Die nachfolgenden Bedingungen sind
dquivalent.

) (G <r

@ii) fiir jede Wahl von m—r+1 paarweise verschtedenen Punkten

Xos X1 ee-r Xm-, aus X besitzt das lineare Gletchungssystem Z a;g;(x;) =
i=0
j=0,1,...,m—r, genau r linear unabhdingige Losungen,

(iti) jede Menge von r+1 linear unabhdngigen Funktionen aus % hat
hochstens m—r gemeinsame paarweise verschiedene Nullstellen in X,

(iv) fiir jede Wahl von m—r+1 paarweise verschiedenen Punkten
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Xgy X15 --es Xm—, aus X spannen die Vektoren (go(x)), g1 (X)), ..., gm(x))", Jj
=0,1, ..., m—r, einen Unterraum des R™*' der Dimension m—r+1 auf.

Die Bedingung (iii) ist eine natiirliche Verallgemeinerung des Begriffs des
Tschebyschefl-Systems, Eigenschaft (iv) gibt eine geometrische Interpretation
des T-Ranges.

213. LemMma. Sei 0<r<m+1l. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent.

() (G =r,

(1) es gibt m—r+2 paarweise verschiedene Punkte Xo, X1, ..., Xpy_p+ iRt
X, so dass gilt,

(24) T[Qo, dis -3 9m J<m_r+2,

X05 X1y coos Xm—p+1

(i) es gibt wenigstens r linear unabhiingige Funktionen aus %, die m—
—r+2 paarweise verschiedene Nullstellen in X besitzen,

(iv) es gibt m—r+2 paarweise verschiedene Punkte Xxo, Xy, ..., Xm_,+1
aus X, so dass die Vektoren (go(x)), g1 (X)), ..., gm(x))", j =0, 1, ..., m—r+1,
einen Unterraum des R™*' der Dimension < m—r+2 aufspannen.

Fiir Systeme, deren T-Rang bekannt ist, gewinnen wir damit folgende
Nullstellenaussagen.

2.14. LeMMA. Sei 1(%) =r = 1. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Je m—r+1 paarweise verschiedene Punkte aus X sind die gemein-
samen Nullstellen von genau r linear unabhiingigen Funktionen aus ¥4,

(ii) es gibt m—r+2 paarweise verschiedene Punkte aus X, die die Null-
stellen von genau r linear unabhingigen Funktionen aus % sind,

(i) es gibt m—r+2 paarweise verschiedene Punkte aus X, die die Null-
stellen von genau r—1 linear unabhiingigen Funktionen aus % sind.

Beweis. Um (i) zu zeigen, nehmen wir an, dass fir je m—r+2
paarweise verschiedene Punkte aus X die Bezichung

T[gm gdis -y 9m J=m—r+]

Xgs X1s voes Xm—yp+1

gilt. Dann gibt es linear unabhéngige Funktionen q,, 45, ..., ¢, in ¥, die in
den Punkten x,, X,; ..., X,_,+; verschwinden. Ebenso kOnnen wir linear
unabhingige Funktionen g, g5, ..., 4, in ¥ finden, die in xg, Xy, ..., Xp—p, ¥
verschwinden. Jedes g; muss Linearkombination der g; sein, denn andernfalls
gibe es r+1 linear unabhiingige Funktionen in ¢ mit m—r+ 1 gemeinsamen
Nullstellen in X, im Widerspruch zu Lemma 2.1.2, (iti). Damit verschwinden
die g; in den Punkten x,, X4,..., X,,_,, y, Wobei y ein beliebiger von
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Xos Xy5 .--5 Xm—, verschiedener Punkt ist. Das fiihrt auf einen erneuten Wider-
spruch. = .

Wir werden spiter mit Systemen arbeiten, die aus G durch Fortlassen
eines Elementes entstehen. Die folgende Uberlegungen zeigen, wie t(G) mit
1(G\ {go}) verkniipft ist.

2.15. LEMMA. Wenn 1(G) = r, dann gilt ©(G\|go}) = r—1.

Beweis. Da 7(G) > r, gibt es m—r+2 paarweise verschiedene Punkte
X0y X1s +-+» Xm—p+1 1N X, so dass (2.4) gilt. Wenn die erste Spalte in der
Matrix (g;(x;)) gestrichen wird, so besitzt die Restmatrix einen Rang, der
ebenfalls echt kleiner als m—r+2 ist. Nach Lemma 2.1.3, (ii) folgt damit die
Behauptung. =

Weitere Eigenschaften des 7-Ranges endlicher Systeme findet man z.B.
bei V. G. Boltjanskii, S. S. Ryskov und Ju. A. Saskin [63]. Wir schliessen
diesen Paragraphen ab mit Bemerkungen zum 7-Rang einiger wichtiger
Systeme, eine ausfiihrliche Diskussion hierzu findet man bei H. J. Schmid
[78].

Wir beginnen mit Raumen von Spline-Funktionen. Bekanntlich ist S, ,
=11, x,x% ..., x", (x=%)%, (x=%X)7, ..., (x— %)%} eine Basis von ¥,,,
des Splineraumes vom Grad < m mit k festen Knoten X, X,, ..., X,. Alle
Funktionen sind auf X =[a, b)) c Rerklirt undesist a< X, <... <X, < b,
sowie

_ (x—=x)", falls x>Xx;
—X)m = =1,2, ... k.
(x=%) {0, falls x<%,
Es gilt
(2.5) ' UL mi) = k.

Sei P, der Raum der reellen Polynome in n Variablen vom Grad <m
und P, (X) die Einschrinkung von P, auf eine abgeschlossene Teilmenge X
des R" mit nicht-leerem Inneren. Dann gilt

(2.6) (P, (X)) = dim P,,—(m+1).

Fiir n = 1 ergibt sich in (2.6) der 7-Rang 0 fiir den Raum der Polynome
vom Grad < m in einer Variablen, eingeschrinkt auf ein Intervall.

Wir geben abschliessend noch den T-Rang der Riume harmonischer
Polynome an. Sei

a+1

Lu={xeR*: Y (xP)? =1}
i=1

die Sphiire der (n+ 1)-dimensionalen Einheitskugel ¥,,,; des R"*!. Einen
Punkt oe€.¥, kénnen wir in der Form o = (o', ¢'?, ..., a"* )T als Punkt
des R"*! darstellen, aber auch mit Hilfe von Polarkoordinaten in der Form
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o=, 02, ...0™7". Wenn {e,, e,,...,€,,,} ein orthonormales System
des R"*! bildet, so kann man ¢ in der Form

c=te,, +V1-t>e, te[—1,1], t =e,,,07,

schreiben, wobei e ein von e, e,, ..., e,,, erzeugter Einheitsvektor ist.
Damit lassen sich die ¢ wie folgt durch die Koordinaten ¢ ausdriicken,

(n—1)

oV =sinp™sing ... singPsine,

o® =sinp™sing™™ 1V ... singp' " Pcoset "V, i=2,3,..,n

ot V= cosp™,

wobei ¢Ve[0, 2n) und ¢?€[0,n], i=2,3,...,n
Wir betrachten die Polynome P vom Grad < m in n+1 Variablen, die
der Laplace Gleichung

nt+1 2

n+1P Z a( (1))2P(x) ’ XEJ{,H.I\y",

geniigen. Diese Polynome, eingeschrinkt auf &, heissen harmonische Polyno-
me vom Grad < m. Man kann diese Polynome in den Variablen o'V,
¢'?, ..., '™ ausdriicken, so dass sie einen linearen Raum H,, in n Variablen
bilden. Wir versechen H, mit einem Index k, wenn HY den Raum der
harmonischen Polynome vom Grad < m in k Variablen bezeichnet. Wenn k
= n gilt, so lassen wir den Index — wie auch sonst — fort.

Eine umfangreiche Untersuchung der harmonischen Polynome hat C.
Miiller [62] gegeben, dort findet man auch eine systematische Darstellung
einer Basis von H,,, die sich zur Bestimmung des 7-Ranges eignet. Ohne auf
Details einzugehen, geben wir diese Basis in der folgenden Form an,

H,={T, ;(¢): ¢ =(oV, 2@, ..., ™M e ¥,
k=0,1,...,m,j=1,2,..., N(n, k)},
wobei
Qi+n—-1)(n+i-2)!

Nn0=1, N(ni= (n— 1)

und

Nn,m=Y Nn—1,i), m>1,
i=0
gilt. Damit erhalten wir

mmm=iNmu
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C. Miiller hat H, rekursiv bestimmt, fiir unsere Zwecke reicht die
folgende Form aus,

H, = {1, sin*oT, ;(n—1, e), coste™ u=1,2, .., m,
i=1,2,.., N(n—1, p),
cos* lpMsin'e"T; ;(n—1,€), k=2,3,...,m,i=1,2,.., k-1,
i=1,2,...,Nn—1,i): ¢™e[0, n), e L,_,},
hierbei bilden die T, ;(n—1, e) eine Basis von H} ' und es gilt
HY = {1, sin*oV, costoM, u=1, 2, ..., m: ¢'Ve[0, 2m)}.

Mit Hilfe dieser Basis lisst sich induktiv der T-Rang von H,, berechnen,
man erhilt

(2.7 ' t(H,) =dim H,,—(2m+1).

Fiir n = 1 erhilt man in (2.7) den T-Rang 0, die harmonischen Polynome
stimmen in diesem Fall mit den trigonometrischen Polynomen vom Grad
< m auf [0, 2n) iiberein.

2.2. Darstellungssiitze

In diesem Paragraphen wird die Existenz von Darstellungen (2.2) des
Funktionals (2.1) untersucht. Solche Darstellungssidtze lassen sich auf unter-
schiedliche Weise gewinnen, ihre wesentliche Aussage betrifft eine obere
Schranke fiir die Knotenanzahl N.

Wir werden mit [olgender Norm von L arbeiten,

LI = sup {L(g): ge¥, ligll, = ]

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir eine Basis G von ¥ in
orthogonaler Form annehmen, d.h, es ist L(g))=1 und L(g)=0, i
=1,2,...,m Somit ist G°={g,,g,,...,9,} eine Basis von %°
=19€%: L(g) = 0}.

Die Existenz von Darstellungen (2.2) ist durch den Interpolationssatz
von S. I. Zuhovickii [62] gesichert. Dieser Satz wurde von mehreren Autoren
untersucht, z.B. auch von V. Ptak und T. C. Rivlin und H. S. Shapiro.

2.2.1. INTERPOLATIONSSATZ. Seien X, % und L wie oben definiert. Dann kann
L in der Form (2.2) dargestellt werden, wobei die Knotenanzahl N durch
0< N < m+1 begrenzt wird und die Koeffizienten C; der Beziehung

N
(28) 2 IGH =L

geniigen.
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Einen einfachen Beweis dieses Satzes findet man bei H. S. Shapiro [71].

Wir werden die Abschitzung der Knotenanzahl schérfer fassen und
nachweisen, dass es Darstellungen mit einer Knotenanzahl gibt, die von dem
T-Rang von %° abhiingt. Wir verlieren jedoch Eigenschaft (2.8). In 2.3 werden
wir sehen, dass diese Eigenschaft bei minimalen Formein nicht notwendiger-
weise vorliegen muss. Der T-Rang von %° beschreibt die Anzahl der Knoten,
die fir eine Darstellung (2.2) mindestens notwendig ist. Falls 1(%) < 1(%°)
gilt, so gibt es eine minimale Darstellung von L mit N =dim%—1(%%)
Knoten. Im Fall (%% < 7(%) kann die Existenz von Darstellungen mit
hochstens m+ 1 Knoten nachgewiesen werden. Genauere Aussagen sind unter
unseren allgemeinen Voraussetzungen nicht moglich.

2.2.2. LEMMA. Seien X, % und L wie oben gegeben. Wenn Lin der Form
(2.2) dargestelilt werden kann, dann gilt
(%) =>m-N+1.

Beweis. Wenn (2.2) gegeben ist, so gilt insbesondere

N
0=Lig)= ) Cgy(x), j=1,2,...,m.
i=1

Damit ergibt sich

N_T[gl’ g2, s ng> 0’

X1s X2, ceey Xy

so dass sich die Behauptung aus Lemma 2.1.3, (ii) ergibt. m _
Uber den T-Rang von %° erhalten wir somit die folgende Abschiitzung
fur die Knotenanzahl N in einer Darstellung (2.2),

(29) N > dim% -1 (%),

Wir werden jetzt T-Rang Eigenschaften von % und %° verkniipfen, um
Bedingungen zu erhalten, die Darstellungen von L garanticren. Dabei wird
das Darstellungsproblem auf eine einfache klassische Rangbeziehung reduziert.

2.23. Satz. Wenn es N paarweise verschiedene Punkte x,, x,, ..., Xy aus
X gibt, so dass

Tl:go’ gdis ---» ng=N und Tl:gl, gas - ng<N

Xpy Xgy eeey Xy X1y X2y 0ees XN

gilt, so gibt es eine Darstellung (2.2) von L mit den Knoten x,, x,, ..., Xy.
Diese Rangbeziehung ist insbesondere erfiillt, wenn t1(9) < m—N+1 < 1(%9)
gilt.
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Beweis. Auf Grund der Voraussetzung besitzt das System

g1 (x1) g1(x2) - g, (xpy)]|a

1
{ 920x1) ga2(x2) ==* ga(xy) az -0

Im(%1) Gm(*2) - gm(xn))lan

mindestens eine nicht-triviale Losung (b,, b,, ..., by)". Somit gilt fiir alle
ge¥%° die Beziehung

N
0= Z big (x;).

i=1

Fiir ein beliebiges g €% bilden wir die Funktionen h = L(g)go— L(go)g. Da h
in %° liegt, folgt fiir jedes ge ¥

N N
L(g) = Z bigo(x;) = L(go) z b;g (x;).
i=1 i=1

Die erste Rangaussage in den Voraussetzungen garantiert, dass

N
Y. bgo(x;) # 0 ist. Damit erhalten wir
i=1

N N
L(g) = [ Z b;L(go)g (xi)] [ zl bigo (x,-)]_ !
i=1 i=

fur jedes ge%. In der Darstellung (2.2) haben wir damit die folgenden
Koeffizienten,

N
Ci=bLgd[ Y bgolx)]™", i=1,2,..,N.
i=1

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich direkt aus der Definition des T-
Ranges. = ' :

Wenn wir zusitzlich wissen, dass 7(%4°) > 0 ist, dann konnen wir die
Knoten als gemeinsame Nulistellen von Funktionen aus %° charakterisieren.
Wir benutzen hierzu folgendes wohlbekanntes Lemma iiber die lineare
Abhiingigkeit linearer Funktionale, vgl. etwa J. L. Kelley, I. Namioka et al.
[63], Theorem 1.3.

2.24. LeMMA. Seien Lg, L,, ..., L, lineare Funktionale auf einem linearen
Raum E. Sei ge E. Dann ist L, eine Linearkombinationder L,,i=1,2, ..., v,
wenn Ly(g) = 0 gilt, sofern L,(g) =0 fir i=1,2, ..., v erfiillt ist.

225, Satrz. Seien X, % und L wie oben gegeben. Fiir jedes r mit
(%) < r < 1(%°) gibt es eine Darstellung (2.2) von L mit N =m—r+1 Kno-
ten. In jeder solchen Darstellung sind die Knoten wie folgt charakterisiert.

(i) Wenn r =0, so kann jede Auswahl von m+1 paarweise verschiedenen
Punkten aus X als Knotenmenge benutzt werden,
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(it) wenn r > 0, so sind die Knoten x{, X3, ..., Xp—,+ die gemeinsamen
Nulistellen von r linear unabhdngigen Funktionen aus 9°.
Minimale Darstellungen erhilt man fiir r = t(%°).

Beweis. Sei r>0. In %° gibt es r linear unabhingige Funktio-
nen ¢,. ¢,. ..., 4, mit m—r+1 paarweise verschiedenen gemeinsamen Null-
stellen x,;, x5, ..., Xp_,+; 10 X (Lemma 2.1.3, (iii)). Wenn ge% in diesen
Nullstellen verschwindet, dann folgt L(g) = 0. Denn wenn g und q,, g,, ...
..., 4, in m—r+1 Punkten verschwinden und L(g) # 0 wire, so erhielten wir
r+1 linear unabhingige Funktionen aus % mit m—r+1 paarweise verschie-
denen Nullstellen in X, im Widerspruch zu Lemma 2.1.2, (iii).

Lemma 2.24 liefert die Behauptung, wenn wir die Funktionale in der
Form

Li:%->R:.g-Lg=g(x), i=12.,m-r+l1,

erkldaren. Jetzt gilt L(g) = Lo(g) =0, wenn L;(g) =0 fiir alle i=1, 2, ...
w,m—r+1 gilt.

Im Fall r = 0 verbleibt zu zeigen, dass jede Auswahl von m+1 paarwei-
se verschiedenen Punkten aus X als Knotenmenge zulissig ist. Das ist jedoch
klar, weil es nur m linear unabhingige Funktionen in 4° gibt. Die Minima-
litit im Fall r = 1(9°) ergibt sich aus Lemma 222. =

Es verbleiben somit noch die Fille zur Untersuchung, bei denen t(%°)
< (%) gilt.

2.2.6. SaTz. Seien X, ¥ und L wie oben gegeben. Wenn 1(%°) < t(%)
=r gilt, dann gibt es eine Darstellung (2.2) von L mit N Knoten, wobei
m—r+2< N<m+1 gilt.

Beweis. Da (%) =r > 0 vorausgesetzt ist, folgt aus Lemma 2.1.5,
dass 1(%° = r—1 ist. Damit ergibt sich wegen Lemma 2.2.2 die Beziehung
Nzm—-r+2.

Wir weisen nun schrittweise nach, dass es eine Darstellung (2.2) geben
muss, wobei hochstens m+1 Knoten verwendet werden. Nach Lemma 2.1.4,
(ii1) gibt es m—r+ 2 paarweise verschiedene Punkte x,, x,, ..., X,_,4+2 i0 X,
die die Nullstellen von genau r—1 linear unabhingigen Funktionen aus ¥
sind. D.h,, es ist

T[go, Gis s Om ]= et 2.

X1s X245 voey Xpe—yp+2
Jetzt kann
(2.10) T[g"g’""’g"' J<m—r+2
. Xy X925 eoes Xm—pt2

gelten. Dann gibt es nach Satz 2.2.3 ejpe Darstellung von L mit m—r+2

2 — Dissertationes Mathematicae CCXX
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Knoten. Ist (2.10) nicht erfiillt, dann muss es wegen der linearen Unabhingig-

keit von go, 41, ..., gm €INEN Wweiteren, von Xx;, X, ..., Xm-,4+ verschiedenen
Punkt x,_,,3; geben, so dass

T[go, g1s o> Gm ]= 3

X1 X35 cees Xm—p43

erfiillt ist. Dieses Vorgehen lidsst sich solange wiederholen, bis entweder eine
Darstellung auf Grund von Satz 2.2.3 gefunden worden ist, oder aber m+1
paarweise verschiedene Punkte aus X vorliegen, so dass

T[go, 91> -2 9m :|=m+l

Xis X2y cees X1

gilt. Dann gibt es trivialerweise eine Darstellung von L. m

Anwendungsmoglichkeiten und Grenzen dieser Darstellungssitze werden
im folgenden Paragraphen diskutiert. Wir verweisen zuvor noch auf ein
Ergebnis von V. Tschakaloff [57], das besagt, dass im Falle von ¥ = P,
zusiitzlich die Positivitdt der Koeffizienten C; garantiert werden kann. Dieses
Resultat wird in allgemeinerer Form in 3.1 hergeleitet.

23. Anwendungen

In diesem Paragraphen werden die Ergebnisse aus 2.2 anhand einiger
Beispiele illustriert. Insbesondere wird untersucht, wann der T-Rang von %°
tatsdchlich ausreicht, um das Darstellungsproblem mit minimaler Knotenzahl
zu ldsen.

Es ist klar, dass die Situation von Satz 2.2.6 immer dann vorliegt, wenn
die untere Schranke (2.9) von der Knotenanzahl nicht angenommen wird. In
diesen Fillen werden minimale Darstellungen nicht mehr allein von T-Rang
Eigenschaften bestimmt ; denn die Voraussetzungen von Satz 2.2.3 sind nicht
a priori gegeben. Zur Bestimmung von Darstellungen muss man jetzt ver-
suchen, die Voraussetzungen mit einem N zu erfiillen, das echt grosser als die
untere Schranke aus (2.9) ist.

Das lduft letztlich darauf hinaus, das System G nicht auf der ur-
spriinglichen Menge X zu betrachten, sondern auf einer Teilmenge X*.
Dabei muss X* so gewihlt werden, dass t(G°(X*)>t(G% und
1(G(X*)) < ©(G) gilt. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.5 erfillt
und man hat eine Kennzeichnung erreicht. Fiir die Bestimmung von X* sind
aber kaum Anhaltspunkte gegeben, so dass dieses Vorgehen nicht als kon-
struktiv bezeichnet werden kann. Von Interesse sind demnach allein die
Fille, in denen die Voraussetzungen von Satz 2.2.5 direkt erfiillt sind. Wie
die nachfolgenden Beispiele zeigen werden, ist das im Mehrdimensionalen
nur in Spezialfidllen zu erwarten.
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Beginnen wir mit positiven Ergebnissen. Wenn das System G
= {do,> 91> ---» gm) €in Tschebyscheff-System auf X ist, so gilt 0
=1(G) < 7(G° und Satz 2.2.5 ldsst sich anwenden. In diesem Fall liegt
bereits eine weit ausgebaute Theorie minimaler Darstellungen vor, die bei S.
Karlin und W. J. Studden [66] dargestellt ist. Das wesentliche Ergebnis
dieser Theorie ldsst sich als T-Rang Beziehung wie folgt ausdriicken.

23.1. Satz. Sei G ={g¢, 91, ---» gm} €in Tochebyscheff-System auf X
= [a, b] = R und Lein strikt positives lineares Funktional auf %, so dass G°°
=191, g2, ---» gm} €ine Basis von 9° ist. Dann gilt 1(G°) = m—[m/2].

Niheres hierzu findet man bei H. J. Schmid [78], wo man auch Details
zu den anderen Sétzen dieses Paragraphen findet. Der Beweis des Satzes wird
entweder mit Dualititsargumenten wie bei S. Karlin und W. J. Studden [66]
gefiihrt, oder aber mit Hilfe von Sitzen iiber beste einseitige Approximation,
mit denen R. A. DeVore [68] einen neuen Zugang zu Darstellungsproblemen
fur Tschebyscheff-Systeme aufgezeigt hat.

Wenn ¥ zusitzlich algebraische Struktur hat, so vereinfacht sich die
Herleitung wie die beiden nichsten Beispiele zeigen.

23.2. Gauss-Quadratur. Sei P!'(X) der reelle Polynomring in einer
Variablen, eingeschrinkt auf das Intervall X =[a, b] < R und PL(X) der
Raum der Polynome aus P'(X) vom Grad < m. Gegeben sei ein strikt
positives lineares Funktional

@.11) L: P'(X)>R: p— L(p).

Gesucht sind minimale Darstellungen von L auf den Teilrdumen P.. Da L
strikt positiv ist, konnen wir eine orthogonalisierte Basis von P, in mo-
nomisierter Form annehmen. Wir bezeichnen sie in der Form G
= {1, py, P2, ---» Pm}- Es gilt somit L(p;p,) = 0, falls i +# j. Als Basis von (P})°
konnen wir somit die Menge G = {p,, p,, ..., pn; Wihlen. Der T-Rang von
G° muss bestimmt werden. .

Wir setzen im folgenden k = [m/2] und zeigen zuerst die Beziehung
7(G° < m—k. Auf Grund von Lemma 2.1.2, (ii) geniigt es zu zeigen, dass je
m—k+1 linear unabhingige Polynome aus (PL)° hchstens k— 1 gemeinsame
Nulistellen in X haben kénnen. Wenn wir annehmen, dass diese m—k+1
Polynome k gemeinsame verschiedene Nullstellen haben, so miissen die
Polynome von der Form

g_b glgb gzg_b Loy g_m—hgt
sein, wobei der Index von §; den Grad des Polynoms angibt. Gleichzeitig
muss aber g, zu P.,_, orthogonal sein, das fiihrt aber auf einen Widerspruch.
Wir zeigen nun, dass t((P4(X))°) > m—k gilt. Dazu miissen wir m—k
linear unabhiingige Polynome in (P.)° finden, die in k+1 verschiedenen
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Punkten aus X gemeinsam verschwinden. Diese Polynome konnen nur die
folgende Form haben,

i +1> 119k +1> 929k +15> > Im—k—19k+ 1>

wobei der Grad von g; wieder durch den Index angegeben ist. Das Polynom
Qv+ muss somit zu PL_,_, orthogonal sein. Damit folgt

(2.12) Qx+1 = Pk+1+y(m—1-2k)p,, 7yeR.

Aus der Theorie orthogonaler Polynome, siche zB. G. Freud [69],
ist_bekannt, dass g, genau k+1 verschiedene reelle Nullstellen besitzt.
Fir y(m—1—2k) =0 liegen diese Nullstellen in (a, b). Damit ist der Fall
m = 2k+1 geklart.

Wenn m =2k, so sind alle die Polynome aus (2.12) zulissig, deren
Nulistellen in X liegen. Aus der Eigenschaft, dass sich die Nullstellen von
Pv+1 und p, trennen, berechnet man, dass die Nullstellen von g, = le +
+7p, genau dann in X liegen, wenn

Pi+1(a) <7< Px+1(b)
p(a) P (b)
gilt. Damit ist das Gauss-Quadraturproblem mit Hilfe von Satz 2.2.5 gelost.

Fiir m = 2k+1 gibt es genau eine minimale Darstellung von (2.11); die
Knoten sind die Nullstellen von p,,,. Fiir m =2k gibt es unendlich viele
minimale Darstellungen. Die Knoten sind die Nullstellen von

Pi+1 (a) Dr+1 (b)
n@ S nG)

Fiir ¥ =0 erhiillt man eine Darstellung, die nicht nur fiir P}, sondern
sogar fiir P, ., exakt ist.

Die Positivitit der Koeffizienten lisst sich in beiden Fillen direkt aus

der Interpolationseigenschaft von P} und der strikten Positivitdit von L
gewinnen.

Px+1+ 7D,  wobei

23.3. Harmonische Interpolation. Sei ¥, die Einheitssphiare der Ein-
heitskugel ", = {(x, y)eR*: x*+y? < 1}. Gegeben sei ein fester Punkt
x*e X ,\¥,. Fir Funktionen fe € (%,) soll die harmonische Fortsetzung von
fauf ", an der Stelle x* approximiert werden. Wir bezeichnen diesen Wert
mit L(f).

Gesucht sind Niherungen an L(f) durch Linearkombinationen von
Punktauswertungen von f auf der Sphare %,. Die Approximationsgiite soll
dabei durch den Raum H), der harmonischen Polynome vom Grad < m,
eingeschriankt auf %,, bestimmt werden. Es geht also um Darstellungen des
Funktionals

L: HL - R: h— L(h)
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in der Form.
N
Lk =) Ch(x), C,eR,C,#0,x,e%,, he H,.
i=1

Um eine einfache Notation zu erhalten, fiihren wir Polarkoordinaten ein.
Die harmonischen Polynome vom Grad < m auf ¢, besitzen eine Basis der
Gestalt

1, Psinig, ricosip, rel0, 1], pel0,2n),i=1,2,..., m.

Wenn wir diese Basis auf ., einschrinken, so erhalten wir den Raum der
trigonometrischen Polynome vom Grad < m mit Definitionsbereich [0, 2r).
Wir bezeichnen diesen Raum wie in 2.1 mit H}.

Wir konnen uns auf einen Punkt x* mit Polarkoordinaten (a, 0) be-
schrinken, wobei ae[0, 1) gilt. Somit ist L durch

L(cosip) =da', L(sinip)=0, i=1,2,....m

definiert. Auf Grund des Maximumprinzips ist L strikt positiv. Es ldsst sich
deshalb eine beziiglich L orthogonalisierte Basis von H) berechnen. Wir
geben sie in der Form

H, = {1, sinip—asin(i—1) ¢, cosigp—acos(i—1) ¢:
¢el0,2n),i=0,1, ..., m}

an. Damit liegt auch HS = H,,\ {1} als Basis von (H,)° fest. Es ist T(H,)
= 0. Man weist analog zu 2.3.2 nach, dass t(H3) < m ist. Wir zeigen nun,
dass auch t(H2) > m gilt. Nach Lemma 2.1.2, {iii) miissen wir m linear
unabhingige Polynome aus (H})° bestimmen, die in m+1 paarweise
verschiedenen Punkten aus [0, 2n) verschwinden. Hierzu definieren wir das
Polynom

213) h=1y, (sinm;1 (p—asinm;1 cp)+y2 (cosm;1 (p—acosm;1 qo),

(71, Tz)ERZ\{O}-

Dieses Polynom besitzt fiir jede zuldssige Wahl von y, und 7y, in [0, 2n)
gerade m+ 1 verschiedene Nullstellen. Falls m ungerade ist, so verschwinden

die folgenden linear unabhingigen Polynome aus (H})° in den Nullstellen
von h, nimlich

m—1 m—1

h, hcos¢, hsing, hcos2¢, hsinle, ..., hcos @, hsin

Q.
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Wenn m gerade ist, so verschwinden die folgenden linear unabhingigen
Polynome aus (H!)° in den Nullstellen von h, nimlich

hcosie, hsinlgp, hcos3e, hsin3 g, ..., hcosi(m—1)g, hsind(m—1)e.

Damit folgt t(H2) = m und mit Hilfe von Satz 2.2.5 ist das Problem der
minimalen harmonischen Interpolation gelést. Da wir y, und 7, in (2.13) so
wihlen kOnnen, dass h in einem vorgegebenen Punkt ¢*e[0, 2m) ver-
schwindet, erhalten wir folgendes Ergebnis.

Zu jedem @*€e[0, 2n) gibt es eine eindeutig bestimmte minimale Dar-
stellung von L, deren Knoten die Nullstellen des Polynoms h aus (2.13) sind.
Hierbei sind y, und y, so bestimmt, dass h in @* verschwindet.

Die Positivitidt der Koeffizienten kann wie in 2.3.2 gefolgert werden.

Fiir a =0 wurden solche minimalen Darstellungen bereits von V. I
Krylov [67] bestimmt. Der Fall 0 < a < 1 kann aus der Darstellung von S.
Karlin und W. J. Studden [66] gefolgert werden, durch diesen direkten
Zugang hier konnen die Knoten als Nullstellen eines orthogonalen Polynoms
gekennzeichnet werden.

Die Untersuchung von Darstellungsproblemen mit Hilfe von 7-Rang
Eigenschaften liefert zumindest in den Fillen, in denen G ein Tschebyscheff-
System ist, zufriedenstellende Ergebnisse. Es stellt sich die Frage, fir welche
kompakten X < R" mit wenigstens m+ 1 Punkten man erwarten kann, dass
ein auf X definiertes System G = {go, g;, ..., gmj < ¥ (X) den T-Rang O hat.
Nach dem Satz von J. C. Mairhuber [56] ist G genau dann ein Tscheby-
scheff-System, wenn X hom8omorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge von
&, ist, fir ungerades m das homoomorphe Bild einer echten Teilmenge von
. Damit besteht keine Hoffnung, echte hoherdimensionale Probleme zu
finden, bei denen der zugrundeliegende Raum % einen T-Rang 0 hat.

Die Beispiele in 23.2 und 2.3.3 besitzen wichtige mehrdimensionale
Erweiterungen, bei denen die zugrundeliegenden Systeme keine Tscheby-
scheff-Systeme mehr sind, ndmlich die Kubaturprobleme und das Problem
der hoherdimensionalen harmonischen Interpolation. Bevor wir Anwen-
dungsmoglichkeiten der Ergebnisse aus 2.2 auf diese Probleme betrachten,
weisen wir noch auf ein weiteres eindimensionales Problem hin, bei dem ein
strikt positives lineares Funktional auf einem Raum mit einem T-Rang > 0
definiert ist.

Bei Quadraturaufgaben, deren Approximationsgiite durch Rdume von
Splinefunktionen mit festen Knoten bestimmt wird, geht es um die Dar-
stellung eines strikt positiven linearen Funktionals

L: #py— R: s> L(s),

wobei ¥, , der Raum der Splinefunktionen vom Grad <m mit k festen
Knoten aus (a, b) < R ist. Der T-Rang von ¥, ist in (2.5) angegeben. Durch
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das Funktional L ist der Raum %%, festgelegt. Im Hinblick auf die Sitze aus
2.2 ist der T-Rang von %%, von Bedeutung. Hier ergibt sich folgende
Aussage.

2.34. Satz. Seien S ,,, und L wie oben definiert. Dann erhdlt man fiir den
T-Rang von %9,

() T(FL i) =k <T(FD0), falls k< m+1,

(i) (L) =k—1=1(Lns)—1, falls k 2 m+2.

Im Fall k<m+1 ist damit Satz 2.2.5 anwendbar. Minimale Dar-
stellungen werden durch den T-Rang von %9, charakterisiert. Anders im
Fall k = m+ 2, hier reichen T-Rang Eigenschaften nur noch zur allgemeinen
Aussage von Satz 2.2.6 aus. In diesem Fall liefert (2.9) eine Schranke, die in
keinem Fall angenommen wird. '

Hier zeigt sich, dass man mit anderen Methoden weitaus bessere Ergeb-
nisse erzielen kann. Eine vollstindige Losung des Quadraturproblems auf
Splinerdumen findet man ebenfalls bei S. Karlin und W. J. Studden [66].

Ein dhnliches Verhalten des T-Ranges von %° stellt man auch bei
mehrdimensionalen Problemen fest. Fiir ein strikt positives lineares Funktio-
nal auf P, (X), X kompakte Teilmenge des R" mit nicht-leerem Inneren, stellt
sich die Frage nach dem T-Rang von P2(X). Insbesondere ist es von
grundsitzlichem Interesse, ob auch fir n > 1 die Voraussetzungen von Satz
2.2.5 cintreten. Wir erhalten jedoch folgende Aussage. -

23S5. Satz. Wenn m+1 < dimP,, wobei k =[m/2], erfiillt ist, so gilt
t(Pa(X)) = t(Pa(X))—1.

Beweis. Nach (2.6) gilt (P, (X)) <dimP,— (m+1), dh, zu je m+1
paarweise verschiedenen Punkten xg, x,, ..., x,, aus X gibt es genau ¢
= dimP,,— (m+1) linear unabhingige Polynome Q,, Q,, ..., @, aus P,, die
in diesen Punkten verschwinden. Auf Grund der Voraussetzung gibt es ein Q
aus P,, Q # 0, das in den Punkten x,, x,, ..., x,, verschwindet. Da Q*eP,,
muss Q2 in dem von den Polynomen Q,, Q,, ..., Q, erzeugten Raum liegen.
Das besagt aber, dass wenigstens eines der Polynome Q; von L nicht annulliert
wird, denn L ist strikt positiv. Damit konnen wir aber zu beliebigen, paar-
weise verschiedenen Punkten x,, x4, ..., x,, aus X genau dimP,—(m+2)
linear unabhiingige Polynome aus PJ finden, die in diesen Punkten verschwin-
den. Somit folgt =(P%(X))<dimP,,—(m+2)=1(P,(X))—1. Aus Lemma
2.1.5 folgt t(P3(X)) = t(P.(X))—1, so dass sich die Behauptung ergibt. =

Mit diesem Satz liegt fiir den Grossteil der Fille bereits die Situation

von Satz 2.2.6 vor, denn es gilt dimP, = (m+n). Fiir m > 2 und n > 4, sowie
m

n=2,3 und m>6 ist damit der T-Rang von PS(X) durch Satz 2.3.5
bestimmt und es zeigt sich, dass T-Rang Eigenschaften in diesen Fillen nicht
mehr ausreichen, um das Darstellungsproblem zu kennzeichnen. Nur in den
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wenigen verbleibenden Fillen kann iiberhaupt ein dhnliches Verhalten wie im
Eindimensionalen erwartet werden. Es zeigt sich, dass hier fir » = 2 und
bestimmte Funktionale dic Voraussetzungen von Satz 2.2.5 tatsdchlich ein-
treten konnen. Ein einheitliches Bild wie fiir n = 1 ist dabei jedoch nicht fest
zu stellen.

Insgesamt gewinnt man den Eindruck, dass Kubaturformeln in niederen
Dimensionen und mit kleinen Genauigkeitsgraden nicht typisch fir das
Gesamtverhalten von Kubaturformeln sind. Insbesondere wird klar, dass die
aus dem Eindimensionalen gewohnten Argumente allein in mehreren Dimen-
sionen nicht mehr ausreichen, um das Problem selbst fiir ein festes L
vollstindig zu beschreiben.

Im Fall der harmonischen Interpolation lhegt ein idhnliches Verhalten
vor. Das Problem lisst sich wie folgt stellen. Sei fe ¢ (%,) vorgegeben. Die
Losung f* des (n+ 1)-dimensionalen Dirichlet-Problems

n+1 2

Ay f*=Y Wf*(x)=0 fir alle xe A ,.,\ &,
i=1
mit f*(x) =f(x) fur xe.¥,
an der Stelle x*e X, |\ &, wird durch

re+1
S*(x*) = %:(n—fw? | fWo(u, x*)do,
o

beschrieben. Hierbei ist @(u, x*) der Poisson-Kern.
Das Funktional

E: €Sy R: - L) =1*(x*

lasst sich durch Punktauswertungen auf .¥, approximieren. Die Approxima-
tionsgiite wird dabei durch diec Rdume H,, der harmonischen Polynome
vom Grad < m, eingeschriankt auf #,, festgelegt. Damit liegt ein Dar-
stellungsproblem fiir das strikt positive Funktional

L: H,— R: h— L(h) = I? (h) = h(x*)

vor. Eine Darstellung von L der Gestalt
N
L(h)= Z C,-h(xi), CiER, C.'#O, xiey", hEHm,
i=1

heisst harmonische Interpolationsformel vom Grad m. Der Begriff der har-
monischen Interpolation wurde von A. H. Stroud, Kwan-Wei Chen, Peng-Lei
Wang und Zunkwang Mao [71] eingefiihrt. Dort und bei H. J. Schmid [77]
findet man Niheres hierzu.

Da Rotationen die harmonischen Polynome invariant lassen, kann man
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sich auf einen Punkt x* =(0, O, ..., 0, a)T mit a[0, 1) beschrinken. Fiir a
= 0 folgt w(u, 0) =1 und dic harmonische Interpolationsformel ist zu einer
Kubaturformel fiir das Integral iiber der Einheitssphire &, dquivalent.
Wenn wir die Definition der Basis fir >, aus 2.1 benutzen, so ist L
durch )
L(T;(n,")=a"T;(n,0), k=0,1,....,m, j=1,2,..., N(n, k),

festgelegt. Auf Grund des Maximumprinzips ist L strikt positiv.
Analog zu Satz 2.3.5 beweist man die folgende Aussage iiber den T-Rang
von HZ.

23.6. Satz. Sei k = [m/2]. Wenn 2m+1 < dim H, +6,,, wobei

5 1, falls m ungerade,
m {0, falls m gerade,
so gilt

t(Hp) =t(Hn)—1.

Die Dimension von H, ist in 2.1 angegeben. Man stellt fest, dass auch
hier der Grossteil der Fille durch Satz 2.3.6 beschriecben wird. Die grund-.
sdtzlichen Folgerungen fir das harmonische Interpolationsproblem sind also
dhnlich wie die beim allgemeinen Kubaturproblem.

Wir beschliessen diesen Paragraphen mit einem einfachen Beispiel, das
jedoch weiteren Aufschluss iiber minimale Darstellungen und Darstellungen
mit positiven Koeffizienten gibt.

23.7. BeispPiEL. Sei X = [x;,i=0,1,2,3,4) = R® gegeben, wobei die
Punkte als x, =(4, /2, 0)T, x; =(1,1, 07, x, =(1, =1, 0)7, x; =(—1, 0, 1)T,
x4 =(—1, 0, —1)T gegeben sind, wobei A > 0 beliebig, aber fest gewihlt ist.

Wir definieren G = {1, x, y, z} auf X und untersuchen minimale Dar-
stellungen eines Funktionals L, das auf dem von G erzeugten Raum ¥ so
definiert ist, dass L(1) =1 und G° = {x, y, z} gilt. Da keine Funktion aus
dem von G° erzeugten Raum %° nichtnegativ ist, ist L wegen L(1) =1 ein
strikt positives lineares Funktional.
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Der T-Rang von ¥ ldsst sich mit den Hilfssitzen aus 2.1 leicht be-
rechnen. Da die x; paarweise verschieden sind, erhilt man nach Lemma 2.1.2,
(i), dass 7(%) < 2 sein muss.

Fiir A = 1 spannen die Punkte x,, x,, X, eine Gerade auf, nach Lemma
2.1.3, (iv) kann t(¥%) > 2 gefolgert werden. Im Fall von A # 1 sind je 4 Punkte
aus X die Ecken eines Tetraeders, damit folgt 1(%)=0 nach Lemma
2.1.2, (iv).

Fiir beliebiges A liegen die Punkte xq, x,, x, in einer Ebene, es folgt
daher t(%°) > 1 nach Lemma 2.1.3, (ii). Da je zwei Punkte aus X verschieden
sind, ergibt sich 7(%°) < 1. Fiir 1 # 1 gilt damit 0 = 1(%) < 1(4° = 1. Nach
Satz 2.2.5 besitzt L eine eindeutig bestimmte minimale Darstellung

1
(2.14) L(g) = l—_—l(—g(XoH%lg(leHy(xz)), ge%.

Firr A =1 gilt 1 =1(%° <1(%) = 2. Nach Satz 2.2.6 besitzt L damit
minimale Darstellungen mit 4 Knoten, z.B.

L(g) = }(g(x))+g(x))+g(x35)+g(xy), g€%.

Der Fall A =1 zeigt, dass die obere Schranke fiir die Knotenanzahl aus
Satz 2.2.6 angenommen wird, was jedoch fur diskretes X zu erwarten ist. Fir
A # 1 hat die minimale Darstellung (2.14) nicht die Eigenschaft (2.8) des
Interpolationssatzes 2.2.1. Das besagt, dass im Fall von (%) < 1(%4°) mini-
male Darstellungen durch den T-Rang von ¥%° gekennzeichnet werden und
nicht durch geometrische Eigenschaften, wie sie beim Beweis des Inter-
polationssatzes benutzt werden.

Wir bemerken abschliessend, dass in der minimalen Darstellung (2.14)
nicht alle Koeffizienten positiv sind, obwohl L selbst strikt positiv ist.

3. Polynomiale Theorie

Die Folgerungen aus den Sitzen 23.5 und 2.3.6 fir die zugehorigen
Probleme zeigen, dass T-Rang Eigenschaften nicht ausreichen, um Dar-
stellungsprobleme in hoheren Dimensionen allgemein zu beschreiben. Die
Anzahl der Punkte, die mit T-Rang Eigenschaften noch als gemeinsame
Nulistellen von bestimmten Funktionen gekennzeichnet werden konnen,
wichst in beiden Fillen linear mit dem Grad m. Die Anzahl der Knoten, die
zur Darstellung benétigt werden, steigt aber mit dem Grad m zumindest in
der Potenz der Dimension, die dem Problem zugrunde liegt. Dadurch erklart
sich das glatte eindimensionale Ergebnis und die Tatsache, dass man fiir
kleine Grade und kleine Dimensionen noch Satz 2.2.5 anwenden kann.

Man wird deshalb nach anderen Methoden suchen, um Darstellungen
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zu charakterisieren. In den angefiihrten Beispielen ldsst sich der Raum, der
die Approximationsgiite festlegt, in einen Ring einbetten. Um gemeinsame
Nullstellen zu kennzeichnen, bieten sich daher Ideale und Nullstellengebilde
an. Wir werden diese Moglichkeit im folgenden aufgreifen. Eine solche
Verkniipfung von Idealtheorie und der Darstellung linearer Funktionale
wurde zum ersten Male konsequent von H. M. Moller [73] untersucht. Wir
werden die Untersuchung allerdings in einem strengeren Sinn fiihren, indem
wir nur Ideale mit einer speziellen Eigenschaft betrachten. Diese Eigenschaft
ergibt sich aus der Existenz von Darstellungen als notwendige Bedingung
und ist somit fest mit dem Darstellungsproblem verbunden. Gleichzeitig
konnen diese Ideale nur Nulistellen im R” besitzen, womit eine grundsitzliche
Schwierigkeit gemeistert werden kann. Es ist jedoch offen, wie man garantie-
ren kann, dass diese Nulistellen in einem bestimmten Gebiet, z.B. in X,
liegen.

Wir beschranken uns hier allein auf die rein polynomiale Theorie,
analoge Ansitze fir die Rdume harmonischer Polynome oder anderer Teil-
rdume von Ringen sind moglich. In diesem Kapitel behandeln wir einen
Schwerpunkt dieser Arbeit, die grundsitzliche Kennzeichnung von Dar-
stellungen auf Polynomrdumen durch reelle Ideale. Wir miissen uns dabei
allerdings von einigen Voraussetzungen des vorherigen Kapitels 1osen. Einer-
seits wird der zulissige Bereich fiir die Knoten auf den R" ausgedehnt, zum
anderen untersuchen wir nur Darstellungen mit positiven Koeffizienten.
Auswertungen ausserhalb von X sind fir Polynome problemlos, da man
jedoch Funktionen aus ¢ (X) in den Anwendungen auswerten mochte, kon-
nen hierduch Schwierigkeiten entstehen. Die Beschrinkung auf positive Koef-
fizienten dagegen hat einen sehr guten Effekt auf die Stabilitdt der Formeln.
Schliesslich beschrianken wir uns allein auf interpolatorische Formeln, da-
durch erfassen wir einen interessanten und wesentlichen Teil aller Dar-
stellungen.

Die Ergebnisse werden fiir positive lineare Funktionale hergeleitet. Wir
merken aber bereits hier an, dass die Anwendungen im Bereich strikt
positiver Funktionale liegen. Diese Form der Darstellung wurde nicht
gewihlt, um den Eindruck einer besonders allgemeinen Theorie zu erwecken,
sondern um den Punkt deutlich heraus zu arbeiten, an dem die strikte
Positivitit entscheidend wirksam wird.

Die polynomiale Problemstellung wird in 3.1 aufgegriffen. Einige wichti-
ge Klassen von Kubaturformeln werden vorgestellt und die Bedeutung der
interpolatorischen Formeln wird hervorgehoben. Schliesslich wird ein all-
gemeiner Darstellungssatz hergeleitet, der die Existenz interpolatorischer
Kubaturformeln mit einer oberen Schranke fir die Knotenanzahl garan-
tiert.

In 3.2 werden notwendige Bedingungen fiir die Existenz interpolatori-
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scher Kubaturformeln hergeleitet. Es wird ausserdem gezeigt, dass die Kno-
ten einer solchen Formel das reelle Nullstellengebilde eines von orthogonalen
Polynomen erzeugten Ideals sind. Dieses Ideal ist dadurch gekennzeichnet,
-dass jedes Polynom, das in den reellen Nullstellen des Ideals verschwindet,
bereits im Ideal liegen muss. Diese wichtige Eigenschaft fiihrt uns auf den
Begriff des reellen Ideals.

Dieser Idealtyp wird in 3.3 vom Blickpunkt der algebraischen Geometrie
aus naher untersucht. Neben einem Charakterisierungssatz reeller Ideale
geben wir noch Abschdtzungen der Maichtigkeit von Nullstellengebilden
spezieller Ideale an.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse lisst sich zeigen, dass die notwendigen
Bedingungen aus 3.2 auch hinreichend sind. Der dadurch gewonnene Cha-
rakterisierungssatz wird durch weitere zusitzliche Eigenschaften erginzt, die
einige der wesentlichen Merkmale der eindimensionalen Theorie auch in
hoheren Dimensionen widerspiegeln.

3.1. Problemstellung

In diesem Paragraphen wird in den Problemkreis der interpolatorischen
Kubaturformeln eingefiihrt. Die Existenzfrage wird durch eine allgemeine
Form des Satzes von Tschakaloff beantwortet. Schliesslich wird dargestellt,
warum man mit interpolatorischen Formeln den wesentlichen Kern | aller
Kubaturformeln iiberhaupt behandelt.

Sei n die Dimension des Kubaturproblems. Wir nehmen n beliebig,‘l aber
fest an. Mit P = R[xV), x?, ..., x™] bezeichnen wir den Ring der re¢ellen
Polynome in n Variablen. Die Einschrinkung von P auf eine Teilmenge X
des R" wird durch P(X) ausgedriickt. Den Raum der stetigen reellwerﬁigen
Funktionen auf X bezeichnen wir mit ¢ (X). Einen Punkt x;e R" schreiben
wir auch koordinatenweise in der Form x; = (x{", x{?, ..., x{")". Den Raum
der Polynome aus P vom Grad < m bezeichnen wir mit P,,.

Sei X eine abgeschlossene Teilmenge des R" und

3.1) I: P(X)>R: P>I(P), I()=1,

ein positives lineares Funktional. Auf Grund des Darstellungssatzes positiver
linearer Funktionale auf adaptierten Riumen in %4 (X), siche z.B. G. Choquet
[69], Band II, Seite 276, gibt es zu I ein positives Radon-Mass p auf X, so
dass jedes Pe P(X) bzgl. u integrierbar ist und so, dass I(P) = u(P) gilt. Wir
kénnen deshalb annehmen, dass (3.1) durch ein positives Radon-Mass u
erzeugt wird. Somit gilt

(3.2) I(P) = [ P(x}dp(x) fir PeP.
X



3. Polynomiale Theorie 29

Wir konnen also die Integrale, zu deren Berechnung numerische Metho-
den angewandt werden sollen, in der Form (3.1) und (3.2) annehmen. Bei den
interessanten Anwendungen wird I sogar strikt positiv sein, d.h., es gilt fur
PeP(X)

I(P)> 0, falls P(x) >0 und P(x) # O fir alle xe X.

In diesem Fall vereinfachen sich die Ergebnisse dieses Kapitels in einigen
Punkten, wir werden darauf spiter im Detail eingehen.

3.1.1. KUBATURPROBLEM. Zu einer abgeschlossenen Menge X < R" sei ein
positives lineares Funktional (3.1) gegeben. Man charakterisiere und bestimme
Darstellungen von I auf den Rdumen P, der Form

N

3.3) K(P) = Z C.P(x), C;>0, x;eR",
i=1

wobei

3.4 N <dimP,,

und die Bedingungen

(3.5) {K (P)=1I1(P) fiir alle PeP,,

K(Q) # I(Q) fiir mindestens ein Q€P,,,,
erfiilllt sein mogen.

Wir nennen (3.3) mit den Eigenschaften (3.4) und (3.5) eine Kubaturfor-
mel vom Grad m. Die Bedingungen in (3.5) dienen dazu, den maximalen
Polynomraum zu bestimmen, fiir den die Formel noch exakt ist. Die folgen-
den Uberlegungen zeigen, dass durch die Bedingung (3.4) nur die Formeln
ausgeschlossen werden, die sich durch Streichen von Knoten auf eine ein-
fachere Form bringen lassen.

3.1.2. LemMA. Wenn
ﬁ —_— —_— —
(3.6) I(P=) CP(x), C;>0, x;eR", N >dimP,, PeP,,
i=1

gilt, so ldsst sich durch Streichen einiger Knoten und Bestimmen neuer Koeffi-
zienten C; > 0 eine Kubaturformel der Gestalt

N
(3.7 I(P)= Y CP(xX), C;>0,N<dimP,, PeP,,
i=1

gewinnen, deren Knoten X; eine echte Teilmenge der Knoten von (3.6) sind.
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Beweis. Wir betrachten (3.6) als lineares Gleichungssystem mit C; als
Unbekannten. Hierzu nehmen wir P,, P,, ..., P;, A =dimP,, als eine Basis

von P, an. Es gilt somit
P, (x)] {(Py)
Pz_(x. = ’(Pz) .
P 1P

Da dimP, = A < N gilt, muss es Koeffizienten D, geben, mit mindestens
einem positiven D,, so dass

) MZu

Py (x))
D; P, (x.) 0

P, (x)

MZI

i=1

gilt. Wenn wir
(3.8) D=max{D/C;: i=1,2,..., N}

setzen, so ist D > 0 und es folgt

Py (x;) I(P,
Z D Pa(a))_f1(Paf
P).(xi) I(P;.)

Die Koeffizienten (DC;—D,)/D sind nicht-negativ und verschwinden fiir die
Indizes j, in denen in (3.8) das Maximum angenommen wird. Die positiven
Werte unter den Koeffizienten bezeichnen wir mit C¥ und ordnen ihnen die
jeweils zugehorigen Knoten mit der Bezeichnung x? zu. Damit folgt

N
I(P)= ) C!P(x¥) fur alle PeP,,

i=1

wobei C* > 0 und N* < N gilt. Somit werden hochstens N —dimP,, solcher
Reduktionen benitigt, um auf die Form (3.7) zu gelangen. =

Dieses Lemma wurde von P. J. Davis [67] benutzt, um einen kon-
struktiven Beweis des Satzes von Tschakaloff fiir kompakte Integrationsge-
biete X zu geben. M. W. Wilson [69] hat das Lemma zur Konstruktion von
Kubaturformeln verwendet.

Wie im Eindimensionalen haben auch in hoheren Dimensionen die
Formein eine ausgezeichnete Bedeutung, deren Knoten die Koeffizienten C;
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eindeutig festlegen. Solche Formeln heissen interpolatorisch. Eine Kubaturfor-
mel (3.3) vom Grad m ist somit interpolatorisch, wenn es zu den Knoten
Xy, X3, ..., Xy linear unabhingige Polynome U,, U,, ..., Uy in P, gibt, so
dass

Uy(xy) Uy(xy) ... Uy(xy)

Ua(xy) Uz(x3) ... Ua(xp)
39 det} . .............. #0

Un(x1) Un(x3) ... Un(xp)

gilt.

Interpolatorische Formeln bilden den wesentlichen Kern aller Kubatur-
formeln, denn jede nicht interpolatorische Formel kann durch Streichen von
Knoten auf eine interpolatorische Gestalt gebracht werden. Hierzu wende
man die im Beweis von Lemma 3.1.2 angegebene Reduktion so lange an, bis
eine interpolatorische Gestalt vorliegt. Man verliert hierbei allerdings im
allgemeinen vorgegebene reguliare Beziehungen der Koeffizienten und Kno-
ten. Formeln, die sich durch solche Bezichungen auszeichnen, werden deshalb
nicht unbedingt durch interpolatorische Formeln erfasst.

Wir gewinnen aber im Falle interpolatorischer Formeln neben der
geringeren Knotenanzahl noch einen grossen technischen Vorteil. Der durch
die Polynome U,, U,, ..., Uy erzeugte Raum ist ein (nicht eindeutig be-
stimmter) maximaler Teilraum von P, dessen Elemente — bis auf die 0 —
nicht in allen Knoten gleichzeitig verschwinden kdnnen. Umgekehrt haben
wir damit auch den Raum der Polynome aus P,, festgelegt, dessen Elemente
in allen Knoten verschwinden. Dieses Prinzip liegt der Charakterisierung
interpolatorischer Formeln zugrunde, es wird im folgenden verfeinert werden.

Der nichste Satz sichert die. Existenz von Kubaturformeln eines vor-
gegebenen Genauigkeitsgrades, mit Hilfe der Reduktion aus Lemma 3.1.2
auch die Existenz interpolatorischer Kubaturformeln. Zusitzlich wird noch
garantiert, dass alle Knoten in X liegen.

Fiir kompakte Mengen geht dieses Ergebnis auf verschiedene Autoren
zuriick, siehe etwa S. Karlin und W. J. Studden [66]. V. Tschakaloff [57]
veroffentlichte seinen Beweis zu einer dem Kubaturproblem angepassten
Version des Satzes. Hierin liegt der Grund, warum ihm dieser Satz zuge-
schrieben wird. Wir verweisen noch auf den konstruktiven Beweis von P. J.
Davis [67] und eine Verallgemeinerung von P. J. Davis und M. W. Wilson
[68], die sich vom polynomialen Fall 16st und die wesentlichen Dualitédtsar-
gumente darlegt.

Die hier angegebene verallgemeinerte Form des Satzes geht auf I. P.
Mysovskikh [75] zuriick.

3.1.3. Satz vON TSCHAKALOFF. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge des
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R" und I ein positives lineares Funktional der Form (3.1). Dann gibt es zu jedem
me N eine Kubaturformel der Gestalt

N .
I(P)= ZCI'P(XI‘), C,->0,x,-GX, PEPm,
i=1

wobei N < dimP,, gilt.

Beweis. Sei X kompakt. Die Punktauswertungsfunktionale auf dem
Raum P, fir x;e X bezeichnen wir mit ¢,. Die Punkte x;€ X lassen sich
bijektiv und stetig auf die Vektoren

(Pl (), Py(x), ..., P; (x.'))T

abbilden, wobei P,, P,, ..., P,, A=dim P, cine Basis von P, sei. Das Bild
X dieser Abbildung ist wieder kompakt, insbesondere liegen die Extremal-
punkte der konvexen Hiille von X wieder in X. Mit Hilfe des Trennungssat-
zes unter Beriicksichtigung von I(1) = 1 folgt weiter, dass der Vektor

(I(Py), I(Py), ..., I(Py))" € R*

in der konvexen Hiille von X liegen muss. Nach dem Satz von Carathéodory
lasst sich somit das Funktional I durch 21+ 1 Punktauswertungen konvex
darstellen. Mit Hilfe von Lemma 3.1.2 folgt dann schliesslich, dass man
bereits mit N < dimP,, Punktauswertungen das Funktional I darstellen
kann.

Sei nun X nicht beschrinkt. Wir bezeichnen mit X die Ein-Punktkom-
paktifizierung von X, X = X U{o}. Es gibt ein Polynom P, in P(X), das
positiv ist und stirker im Unendlichen wichst als alle Pe P,,. Wir konnen P,
z.B. als Summe aller Quadrate der Basis P;, P,, ..., P, wihlen. Sei V der
von diesen Polynomen und von P, erzeugte lineare Raum und

Fy, =span{f,: PeV},
wobei f, auf X durch

P fur xe X,
_J Po(x)
‘lin; Pe(®) fir x =

definiert ist. Man erkennt, dass fp = 1€ F, gilt und dass alle f,eFy, auf X
beschriankt sind. Das lineare Funktional

I: F,-R: f,-1(f)=1(P, I(1)=1,

ist positiv und auf einem adaptierten Raum definiert. Damit gibt es (wie bei
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I) ein positives Radon-Mass ji, durch das I erzeugt wird. Wir konnen den
Beweis flir den kompakten Fall direkt iibertragen und erhalten

N v
P =1(f)=Y Cif,(x), N<i+l1,C; >0, f,eF,.
i=1 v

Dies gilt insbesondere fiir alle f,eF,, mit PeP,. Sollte in einer solchen
Darstellung ein Knoten x; = oo vorliegen, so verschwinden alle fp, Pe P, in
diesem Punkt, so dass wir x;e X annehmen diirfen. Damit haben wir aber
auch eine Darstellung von [ fiir P, gewonnen. =

Diesen eleganten Beweis verdanke ich Herrn Dr. K. Donner, der mich

auch auf die in diesem Paragraphen benutzte Darstellung aufmerksam ge-
macht hat.

3.2. Notwendige Eigenschaften interpolatorischer Kubaturformeln

Es ist unser Ziel, die Knoten interpolatorischer Kubaturformeln als
gemeinsame Nullstellen bestimmter Polynome zu kennzeichnen. Diese Kenn-
zeichnung wird in diesem Paragraphen vorbereitet. Es werden Begriffe vor-
gestellt, die sich fiir interpolatorische Kubaturformeln als notwendig erwei-
sen. Dabei zeigt sich, dass die Polynome, die in den Knoten einer inter-
polatorischen Formel verschwinden, ein Ideal bilden, das durch seine reellen
Nulistellen bereits vollstindig beschrieben wird. Diese Bedingung fiihrt uns
dann auf die Untersuchung reeller Ideale in 3.3.

Wir gehen wieder von dem positiven linearen Funktional (3.1) aus. Um
eine moglichst einfache Darstellung zu ermoglichen, benutzen wir die folgen-
den Bezeichnungsweisen.

Um Monome und spdter auch orthogonale Polynome einfach bezeich-
nen zu konnen, fiilhren wir neben dem Variablenvektor x = (x!", x?, ..., x™)
Indexvektoren ein, etwa

—_ f
a=(ay, &y, ..., ), o€NU{0}.

Weiter sei
n
|oe] = Z ®;-
i=1

Um Aufzihlungen aller Indexvektoren a mit || =j zu bezeichnen, schreiben
wir kurz |aj = j.

Sdmtliche Monome vom Grad i lassen sich jetzt in der Form

= [T, ol =i,
i=1

3 — Dissertationes Mathematicae CCXX
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. . . +i—1 .
angeben. Hieraus ergibt sich insbesondere, dass es genau " ' ) linear
]
unabhingige Monome vom Grad i in n Variablen gibt. Weiter folgt

m o .
(3.10) dimpP, = ¥ ("*'_“) - ( *'").
i=0 : m

Mit Hilfe von I konnen wir in P(X) eine Orthogonalititsrelation
einfihren. Ein Polynom Pe P(X) heisst m-orthogonal, wenn fir alle QeP,,
mit P-QeP,, die Beziechung I(P-Q) =0 gilt. Polynome R,, R,, ..., R, aus
P(X), die einen linearen Raum % erzeugen, heissen strikt m-orthogonal, wenn
jedes Re # m-orthogonal, aber. zumindest ein Re % nicht (m+ 1)-orthogonal
1st. ‘
Seien R, R,, ..., R, Polynome aus P,,. Wir sagen, dass diese Polynome
fundamental vom Grad m sind, wenn die monomialen Terme vom Grad m der
R; (soweit sie existieren) alle Monome vom Grad m aufspannen. Wenn wir
den von R, R,, ..., R, erzeugten linearen Raum mit # bezeichnen, so

-1
bewirkt die Fundamentalitit vom Grad m, dass wir in # gerade <n+m )
m

Polynome der Gestalt

X+Qs  Qu€Pp_y,lal=m,

bestimmen konnen.

Wir nehmen jetzt an, dass eine interpolatorische Formel (3.3) vom Grad
m mit N Knoten gegeben ist. Die interpolatorische Eigenschaft bewirkt, dass
es N linear unabhingige Polynome U,, U,, ..., Uy in P, gibt, so dass (3.9)
gilt. Wir bezeichnen den von U,, U,, ..., Uy erzeugten Raum mit %. Wenn
(3.3) als lineares Gleichungssystem in den Unbekannten C; betrachtet wird,
so kann man folgern, dass es genau s =dimP,— N linear unabhingige
Polynome R, R,, ..., R, aus P,, gibt, die in den Knoten verschwinden. Zu
jedem a mit |a] = m+1 gibt es wegen (3.9) ein U,e %, so dass die Polynome

(3.11) X+U,, |of=m+1,

in den Knoten verschwinden. Damit haben wir folgende Situation. Es gibt
einem Unterraum # von P,,, dessen Elemente bis auf das Nullpolynom nicht
in simtlichen Knoten der Kubaturformel verschwinden. Ausserdem gibt es
einen eindeutig bestimmten Raum # in P,,,, dessen Elemente in den
Knoten verschwinden. Weiter gilt P, ., = #@® % . Eine Basis von # erhalten
wir mit den Polynomen R,, R,, ..., R, und den Polynomen aus (3.11). Wir
fassen diese Basis in der Form R,, R,, ..., R,, t =dimP,,, — N, zusammen.
Der Raum # ist eindeutig bestimmt, wihrend # von der Wah] der
U,, U,, ..., Uy abhingt. Aus (3.3) ergibt sich direkt, dass die Polynome R;



3. Polynomiale Theorie 35

strikt m-orthogonal sind, aus (3.11) folgt, dass die R; fundamental vom Grad
m+1 sind. .

Die Beschreibung der Knoten als gemeinsame Nullstellen aller Polyno-
me aus & lasst sich schirfer fassen, wenn man statt mit linearen Teilrdumen
mit Idealen arbeitet. Idealtheoretische Uberlegungen hat vor allem H. M.
Moller [73] in die Theorie der Kubaturformeln eingefithrt und damit eine
rasche Entwicklung dieser Theorie eingeleitet.

Wir werden kurz entwickeln, warum man sich fir unsere Problem-
stellung auf sehr spezielle Ideale beschrinken kann. Dieser Idealtyp wird
dann im nidchsten Paragraphen nidher untersucht.

Zuerst geben wir den oben hergeleiteten notwendigen Bedingungen eine
idealtheoretische Schreibweise. .

Bekanntlich heisst eine Teilmenge U von P Ideal, wenn mit R,, R,el
auch @R, +Q,R, in U liegt, wobei Q,, @, P. Das von den Polynomen
R,, R,, ..., R, erzeugte ldeal schreiben wir als U =(R,, R,, ..., R,). Es gilt
somit

t
U=0:0= Z QiR;, Qi P}.
i=1
Das (reelle) Nullstellengebilde von U ist die Menge

NG = [x;eR" Ri(x) =0, i=1,2,...,1t}.

Offensichtlich verschwindet jedes Qe in NG (U). Die Umkehrung ist im
allgemeinen falsch. Wir merken noch an, dass das von dem Nullpolynom
erzeugte Ideal mit (0) bezeichnet wird.

Die notwendigen Bedingungen konnen wir somit in folgender Weise
zusammenfassen.

3.2.1. LeMMA. Sei (3.3) eine interpolatorische Kubaturformel vom Grad m
mit N Knoten. Diese Knoten liegen im Nullstellengebilde des Ideals U
=(R,, R,,...,R), t =dimP, ., — N, das von strikt m-orthogonalen linear
unabhdngigen Polynomen aus P,,, | erzeugt wird, die fundamental vom Grad m
+1 sind.

Damit ist mit jeder interpolatorischen Formel ein eindeutig bestimmtes
Ideal verbunden, das zur Formel gehorige Ideal. Wir werden spezielle Eigen-
schaften dieses Ideals mit dem Ziel herleiten, eine Kennzeichnung so zu
gewinnen, dass man das Ideal fir vorgegebenes m und N konstruieren kann.

3.2.2. LemMma. Sei U=(R,,R,, ..., R), t=dimP,.,— N, das zu einer
interpolatorischer Formel (3.3) vom Grad m gehorige ldeal und sei R
=UnNP,,, der von den R; erzeugte lineare Raum. Fiir jedes Komplement U
von # in P, , gelten die folgenden Beziehungen.

() Unu =(0),
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(ii) fiir jedes UeU, U # 0, gibt es ein R*e U, so dass U2—R*eP,, und
I(U2=R*) > 0 gilt.

Beweis. Sei % ein beliebiges Komplement von # in P, .,. Fiir eine
Basis U;, U,,..., Uy von # gilt (3.9), damit folgt (i). In # liegen die
Polynome (3.11). Produkte dieser Polynome mit Elementen aus P liegen in
U. Sei Qe P gegeben, Q¢ P,,. Zu allen monomialen Termen x* vom Grad k
=|a| 2m+1 von Q kann man daher Idealelemente finden, die x* als
einzigen Hochstterm vom Grad k enthalten. Es gibt somit ein R*e U, so
dass Q—R* in P, liegt. Wenn Qe P,, so konnen wir R* = 0 wihlen. Diese
Reduktion ldsst sich insbesondere auf die Quadrate von Elementen aus #
anwenden. Das Polynom U2?— R* liegt dann in P,, und es gilt 1(U2—R¥)
= K(U*—R*). Da R* in den Knoten der Formel verschwindet, folgt

N
I(U2=R¥% =Y CU?*(x) >0,
i=1
weil die Koeffizienten C; positiv sind und U nicht in allen Knoten gleich-
zeitig verschwinden kann., Damit ist (ii) gezeigt. m

Wenn die Bedingungen (i) und (ii) fir ein % erfiillt sind, so gelten sie fur
jedes Komplement von # in P,,,,. Denn cine Basis eines Komplementes %
ldsst sich aus U,, U,, ..., Uy durch Abziehen geeigneter Elemente aus #
gewinnen.

Die Herleitung dieser notwendigen Bedingungen war elementar, um so
iiberraschender ist es, dass diese Bedingungen bereits hinreichend fiir die
Existenz interpolatorischer Kubaturformeln sind. Das wird in 3.4 gezeigt.
Zuvor soll noch eine weitere notwendige Bedingung gezeigt werden, die uns
auf den Begriff des reellen Ideals fithren wird.

3.2.3. LeMMA. Sei (3.3) eine interpolatorische Kubaturformel vom Grad m
mit den Knoten x;,x,,...,xy, die im Nullstellengebilde von U
=(Ry, R;, ..., R), t =dimP,,., — N, liegen. Ein Polynom Q € P verschwindet
genau dann in NG(U), wenn es bereits in U liegt.

Beweis. Wenn Qe P in NG (U) verschwindet, so auch das Polynom Q
=Q —R, wobei Rel so gewihlt wird, dass Q— R in P, liegt. Das ist auf
Grund der Fundamentalitit, wie im Beweis von Lemma 3.2.2 gezeigt, stets
moglich. Damit folgt Qe # = U P,, und somit Qell. m

Die Ideale, die notwendigerweise mit interpolatorischen Kubaturformeln
verbunden sind, sind somit bereits vollstindig durch ihr reelles Nullstellenge-
bilde beschrieben. Solche Ideale sind wohlbekannt, sie heissen reelle Ideale.
Die zu interpolatorischen Formeln vom Grad m gehorigen reellen Ideale
haben ausserdem die spezielle Eigenschaft, dass sie ein fundamentales System
vom Grad m+1 enthalten, das man z.B. in der Form (3.11) annehmen darf.
Daraus ergeben sich weitere niitzliche Folgerungen, die in 3.3 untersucht
werden.
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Wir schliessen diesen Paragraphen mit emner klassischen Abschitzung
der Knotenanzahl ab.

3.24. Satz. Sei V=span{QeP,: 1(Q*y=0}, k =[m/2]. Dann gilt fiir
jede Kubaturformel vom Grad m die folgende Abschdtzung fiir die Knotenan-
zahl N,

L]

(3.12) N > dimP,—dimV.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass jedes Element Q aus V die -Eigen-
schaft 1(Q?* =0 hat. Jedes QeP,, das nicht zu V gehort, erfillt damit
1(0%) > 0. Somit kann @ nicht in simtlichen Knoten der Formel ver-
schwinden. Q liegt daher in einem Komplement % von # in P,,, und es
folgt N =dim% > dimP,—dimV. u

Dieser Satz ist vor allem dann von Interesse, wenn [ strikt positiv ist.
Dann ist nimlich dim¥V =0 und die Abschdtzung hat die Form

(3.13) N > dimP,.

Im Eindimensionalen besagt das bekannte Ergebnis der Gauss-Quadra-
tur, dass diese untere Schranke bei kompaktem Integrationsbereich stets
angenommen wird, wenn I strikt positiv ist. Das ist flir n > 1 nicht mehr der
Fall. Hier liegt einer der wesentlichen Unterschiede zwischen Quadratur und
Kubatur,

33. Reelle Ideale

Dieser kurze Abstecher in das Gebiet der reellen Ideale ist notwendig,
um einige Sétze vorzustellen, mit denen wir spiter arbeiten wollen.

Der Begriff der reellen algebraischen Varietit wurde seit 1951 von
verschiedenen Autoren untersucht. So studierte z.B. H. Whitney [57] einige
Eigenschaften von Punktmengen des R", die als gemeinsame Nullstellen einer
Polynommenge definiert sind. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage
nach einer Charakterisierung der Ideale, deren Nullstellen simtlich im R"
liegen. Hierauf gibt der Charakterisierungssatz 3.3.1 eine Antwort. Dieser
Satz kann als reelle Version des Hilbertschen Nullstellensatzes gesehen
werden. Der Satz selbst ist schon vor seiner Publikation bekannt gewesen,
wir verweisen z.B. auf einen Vortrag von W.-D. Geyer [67] in Oberwolfach.

Wir benétigen noch einige Begriffe aus der Idealtheorie. Ein Ideal heisst
Primideal, wenn mit jedem Produkt, das in dem Ideal liegt, mindestens ein
Faktor zum Ideal gehort. Fiir ein Ideal U ist das Radikal von U durch

RadU = {QeP: Q*eU fiir ein yxeN}

definiert. Rad U ist wieder ein Ideal in P, es umfasst M. Ein Ideal N heisst
reelles Ideal, wenn jedes Q € P, das in NG (1) verschwindet, bereits in U liegt.
Reelle Ideale werden durch den folgenden Satz nidher beschrieben. Weitere
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Eigenschaften reeller Ideale werden von ' D. W. Dubois und G. Efroymson
[70] untersucht.

33.1. Satz (D. W. Dubois, G. Efroymson, J. J. Risler). Sei U ein Ideal in
P. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) U ist ein reelles Ideal,

(i1) es gilt Rad U = U und U ist endlicher Durchschnitt von reellen Prim-
idealen,

(i) fir Q,, Q5, ..., Qy aus P,MeN, gilt
M
Y QFeW implizierr Q;eU, i=1,2,..., M.
i=1 :

Die Aussagen (i) = (ii) = (iii) sind elementar. Zum Nachweis von (iii) = (i)
bendtigt man jedoch tiefer liegende Resultate aus der Algebra. Fiir einen
Beweis vefweisen wir auf die Arbeiten von D. W. Dubois und G. Efroymson
[70], J. 1. Risler [70], [74], sowie auf den kurzen Beweis von G. Efroymson
[74], der mit Hilfe des Satzes von Tarski—Seidenberg gefihrt wird.

Eine Nullstelle % = (x",x?, ..., xX")TeR" eines Ideals U in P heisst
einfach, wenn es n linear unabhingige Polynome Q,, Q,, ..., Q, in U gibt, so

dass
0 -
daf (o), =0
gilt.

Die notwendigen Bedingungen aus 3.2 fiihrten uns auf reelle Ideale und
auf Ideale, die ein fundamentales System enthalten. Dieser letzte Idealtyp
besitzt nur endlich viele Nullstellen. Die maximal mdogliche Anzahl von
Nullstellen wird genau dann angenommen, wenn das Ideal reell ist. Dieses
Ergebnis verallgemeinert die Abschitzung von 1. P. Mysovskikh [70] fiir die
maximale Anzahl von gemeinsamen Nullstellen spezieller Polynommengen.

33.2. Satz. Seien R, R,, ..., R, linear unabhdiingige Polynome aus P, .
Sie mogen fundamental vom Grad m+1 sein und das Ideal N sowie den
linearen Raum R erzeugen. Mit % bezeichnen wir ein beliebiges, aber festes
Komplement von ® in P,,,. Wir erhalten die folgenden Aussagen.

i) INGQU)) < N =dimP,,,,—t =dim%,

(i) sei #=UNP,,,, U ist reelles ldeal, genau dann, wenn

ING ()| =
Beweis. Wegen der Fundamentalitit der R; muss # ein Unterraum von
P, sein. Wir beweisen zuerst die folgende Aussage. Wenn |[NG(Y)| = N, so
verschwindet kein Q € # in NG (U). Nehmen wir das Gegenteil an. Ein Qe %
und die R, mogen in den paarweise verschiedenen Punkten

x; =(x, x2, . oxmT =12 .., N
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verschiwinden. Fiir eine Basis U,,U,, ..., Uy von # folgt damit

T[Ul, Uy, ..., U,,J( N
Xys X3y ovey XN .

Damit sind die Zeilen Z; = (U, (x;), U,(x), ..., Uy(x)), i=1,2,..., N, li-
near abhingig. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass Z,, Z,, ..., Z,, s < N, linear
unabhingig sind und dass

i=1 i=1
gilt. Wenn wir U, U,, ..., Uy mit R, R,, ..., R, zu ciner Basis von P, ,
erginzen, so erhalten wir fiir alle PeP,,, die Bezichung

P(xy) = Z 6;P(xy),
i=1

weil die R; in den Punkten x; verschwinden. Fiir alle Q € P,, gilt insbesondere
X0 (xy) = zs: 6x0(x;), j=1,2,...,n.
i=1
Da # ein Unterraum von P,, ist, folgt fiir die Zeilen Z;
{2y = i oxVZ, j=1,2,...,n.
i=1
Mit Hilfe von (3.14) erhiilt man damit

Y 8Z(xP—-x)=0, j=1,2,...,n.
i=1

Da die Zeilen Z,, Z,, ..., Z, linear unabhingig sind, folgt zumindest fiir ein
ip, dass x = x{, j=1,2, ..., n, gilt. Das ist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass die x; paarweise verschieden sind.

Um zu zeigen, dass NG () hochstens N paarweise verschiedene Punkte
enthalten kann, fithrt man einen analogen Beweis. Wir nehmen jetzt an,
dass R, R,,...., R, in x;, i=1,2,..., N+1, alle Punkte paarweise ver-
schieden, verschwinden. In diesem Fall muss die Zeile Zy,, = (U, (xy4,),
Us(Xy+1)s ---» Un{(xn4+y)) lineare Kombination der Zeilen Z,, Z,, ..., Zy
sein. Man erhilt dann wie oben einen Widerspruch dadurch, dass der Punkt
Xy+; mit einem der Punkte x;, i = 1, 2, ..., N, iibereinstimmen muss. Damit
ist (i) gezeigt.

Um (ii) herzuleiten, nehmen wir zuerst an, dass U ein reelles Ideal ist
und fihren [ING(U)} < N zu einem Widerspruch. Diese Bezichung besagt,
dass es ein Ue#, U # 0, gibt, das in NG () verschwindet. Damit folgt aber
Ue# und es folgt U =0, im Widerspruch zur Annahme. Sei nun [NG ()|
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= N. Wenn ein QeP in NG(U) verschwindet, so auch 0 = Q—R, wobei
Rel so gewihlt wurde, dass Q in P, liegt. Das ist auf Grund der
Fundamentalitdt immer moglich. Q kann aber wegen der Aussage zu Beginn
dieses Beweises nicht in % liegen, es sei denn Q ist das Nullpolynom. Damit
folgt Qe und auch Qel. m

Unser letztes Resultat befasst sich mit der Multiplizitit der Nullstellen
reeller Ideale, die ein fundamentales System enthalten. Dieses Ergebnis ist fur
die numerische Berechnung gemeinsamer Nullstellen von grosser Bedeutung,
weil hierdurch die Stabilitit der Verfahren garantiert werden kann.

333. LemMa. Die Polynome R,, R,, ..., R, aus P,,,, seien fundamental
vom Grad m+1 und sie miogen ein reelles Ideal U erzZeugen. Dann sind
simtliche Nulistellen von U einfach.

Beweis. Seien x;,j=1,2,..., N, N=dimP,,,—t, die paarweise
verschiedenen Nullstellen von M, die nach Satz 3.3.2 garantiert sind. Wir
miissen linear unabhingige Polynome Q,, Q,, ..., Q, aus U finden, so dass

.
"“[(me "")] #0

fir jedes x; gilt. Sei % wie in Satz 3.3.2 definiert. Wir zeigen, dass x;e NG (U)
eine einfache Nullstelle ist. Es gibt e¢in Q;e#, so dass

0, falls i#j,

Qj(xi)={1, falls i =,

gilt. Damit verschwinden die Polynome

0, =(x"—xMQ,(x), v=1,2,...,n,

in NG(U). Da U reell ist, liegen die Q,; in U. Die Matrix der partiellen
Ableitungen ist in diesem Fall die Einheitsmatrix, so dass die Behauptung
folgt. m

3.4. Ein Charakterisierungssatz fiir interpolatorische Formeln

Wir schliessen mit dem folgenden Charakterisierungssatz direkt an Lem-
ma 3.2.2 an. Dieser Satz wurde bei H. J. Schmid [80] angegeben.

3.4.1. CHARAKTERISIERUNGSSATZ. Seien Ry, R,, ..., R, linear unabhiingige
Polynome aus P,,, ,, die fundamental vom Grad m+1 und strikt m-orthogonal
seien. Das von diesen Polynomen erzeugte ldeal sei , der erzeugte lineare
Raum sei #=UnP,,,. Mit % bezeichnen wir ein beliebiges, aber festes
Komplement -von # in P,.,. Folgende Bedingungen sind hinreichend und
notwendig dafiir, dass das Ideal W zu einer interpolatorischen Kubaturformel
(3.3) vom Grad m mit N =dimP,, ., —t Knoten gehorig ist.
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(1) Es ist Un% =(0),

(i) fiir jedes Ue¥, U # 0, gilt I(U?>—R*) > 0, wobei R*e U so gewdihlt
ist, dass U?>—R* in P,, liegt.

Dariiber hinaus gelten folgende Aussagen, wenn (1) und (i) erfiillt sind.

(iii) U ist ein reelles Ideal mit ING(U)| = N,

(iv) alle Nullstellen von U sind einfach und reell.

Beweis. Wegen Lemma 3.2.2 muss nur noch gezeigt werden, dass die
Bedingungen (i) und (ii) die Existenz interpolatorischer Formeln garantieren.
Wir gehen folgendermassen vor. Aus (i) und (ii) wird gefolgert, dass U ein
reelles Ideal ist. Damit folgen aus Satz 3.3.2 und aus Lemma 3.3.3 die
Eigenschaften (ii1) und (iv) . Fiir ein reelles Ideal U mit NG ()] = N konnen
wir dann die Existenz einer Formel vom Typ (3.3) nachweisen.

Um zu zeigen, dass U reell ist, weisen wir die Bedingung (ii) aus Satz
3.3.1 nach. Seten @, Q,, ..., @y, MeN, beliebige Polynome aus P, so dass

. M
(3.15) Y Q?el

gilt. Es ist zu zeigen, dass dann bereits jedes Q; aus U stammt. Wegen der
Fundamentalitit vom Grad m+ 1 der Polynome R; kdnnen wir jedes Q; in
der Form

(3.16) Q= Z QuR;+U/, QueP, Uleu,
i=1

schreiben. Setzt man (3.16) in (3.15) ein und quadriert aus, so ergibt sich aus
(3.15), dass auch das Polynom

Q = Z (Ui+)2

in U liegen muss. Wenn wir hieraus folgern konnen, dass jedes U;" das
Nullpolynom ist, so folgt Q;el. Da Q in U liegt, so folgt

M
(3.17) 0= U/ -R¥leunpr,,
i=1

wobei die R¥ wie in Bedingung (ii) so gewihlt werden, dass (U;")>—R*eP,,
gilt. Wegen der Fundamentalitdt der R; ist das immer moglich. Wenn wir
annehmen, dass zumindest. ein U; nicht identisch verschwindet, so folgt aus
(3.17) wegen Bedingung (ii) die Beziehung I(Q) > 0. Wegen (i) folgt damit @
=0, falls @ in % liegt, und damit gilt I(Q) = 0. Wir erhalten aber auch einen
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Widerspruch zur Bedingung (ii), wenn Q in U P, liegt. Dann ldsst sich
nimlich Q als

Q = Z liRi, AEER,
i=1

schreiben. Wegen der m-Orthogonalitit der R; folgt 1(Q) = 0. Damit ist das
Ideal U reell und nach Satz 3.3.2 besitzt NG(Y) genau N =dimP,,, —!
verschiedene Punkte. Wir wenden Lemma 2.24 an, um zu zeigen, dass |
Linearkombination aller Punktauswertungen e, mit x;e NG(Y) ist. Dazu
muss nachgewiesen werden, dass fiir ein beliebiges Qe P,,, das in NG ()
verschwindet, die Beziehung I(Q) = 0 gilt. Da U reell ist, gehort jedes Q € P,
das in NG(U) verschwindet, zu Un P,. Aus der m-Orthogonalitit folgt
damit I(Q) =

Die hergeleitete Darstellung ist wegen der strikten m-Orthogonalitit
nicht mehr fir P,,, exakt. Es muss noch gezeigt werden, dass die Koeffi-
zienten positiv sind. Zu jedem x;e NG(U) gibt es ein Q;e # mit

0,09 = { 0, falls x # x;,

1, falls x =x, *eNG ).

Somit folgt

N
I(Qiz“R?) = Z CiQiz(xi) =G,
i=1

wenn wir R*elU so wihlen, dass Q7 —R¥ in P,, liegt. Aus Bedingung (ii)
ergibt sich damit C; > 0. =

Wir haben in Bedingung (ii) das R*ell nicht niher spezifiziert. Seine
Existenz ist klar und reicht fiir den Beweis des Satzes aus. Die folgende
Bemerkung zeigt, dass die Bedingung (ii) fiir jedes beliebige R* mlt der
Eigenschaft U?— R*e P, erfiillt ist, wenn sie fir ein R*el gilt.

34.2. Bemerkung. Seien die Voraussetzungen von Satz 3.4.1 und die
Bedingung (i) gegeben. Fiir Qe P, und R¥, R¥el, R¥ # R%, mit Q?—R¥,
Q*—R3%eP, gilt 1(Q*~R}) = 1(Q>—R}).

Da das Polynom R3¥—RY in U P, liegt, folgt wie im Beweis von 34.1
wegen der m -Orthogonalitit und wegen Bedingung (i) die Bezxehung
I(R* R*) —_

Wir geben noch eine wichtige Erginzung zum Charakterisierungssatz
an, eine Formel zum Berechnen der Koeffizienten einer interpolatorischen
Kubaturformel. Sei eine solche Formel vom Grad m mit N Knoten gegeben.
Jedes Komplement # von # in P, ., besitzt die Eigenschaft (i)). Wenn #
fest gewihlt ist, so wird deshalb durch '

(3.18) <P", P]> = I(P'PJ_RU), lee u, SO daSS P.PJ—RIJG ///,
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ein Skalarprodukt auf # definiert. Hierbei kann das Idealelement R;; wegen
3.4.2 beliebig gewihlt werden. Falls P;P; bereits in P, liegt, so kann man R;;
= 0 wihlen und die iibliche Orthogonalititsrelation liegt vor.

Seien U,, U,, ..., Uy Erzeuger von %, die beziiglich des Skalarproduk-
tes (3.18) voll durchorthogonalisiert seien. Wir kénnen jetzt eine Idee von L.
P. Mysovskikh [68] verallgemeinern und die Koeffizienten der Formel durch
Auswertungen der U; angeben. Wir definieren dazu die Matrix

Uy(xy) Up(xy) ... Uy(xn)
Us(xy) Us(xs) ... Us(xy) ,

Un(xy) Un(x) .- Un(x)

die auf Grund der interpolatorischer Eigenschaft den vollen Rang N besitzt.
Die Existenz der Kubaturformel liefert uns

C I1(U2=R,,)
1Cz O 1_ 111(U§—Rzz) 0
B . BT = : -
0 . 0

I(U3Z—Rwp)

Eigenschaft (ii) garantiert uns den vollen Rang der Matrix auf der rechten
Seite, die wir D nennen wollen. Es ergibt sich '

C
1C2 O
0 .

Wir erhalten somit die folgende Formel zur Berechnung der Koeffizienten,

1 _ N U}(X.')
(3.19) ¢~ ARy

B =

-1

= B"D"!B.

Als theoretische Charakterisierung interpolatorischer Kubaturformeln
vermittelt Satz 3.4.1 einige wichtige neue Aspekte zum Kubaturproblem. Die
im Eindimensionalen wohlbekannten Eigenschaften der orthogonalen Poly-
nome, deren Nullstellen die Knoten bilden, bleiben auch in hdheren Dimen-
sionen erhalten. Das zur Kubaturformel gehorige reelle Ideal besitzt nur
einfache reelle Nullstellen. Die zu einem solchen Ideal gehorige Kubaturfor-
mel hat positive Koeffizienten, die sich gemiss (3.19) berechnen lassen. Auch
hier konnte das eindimensionale Analogon verallgemeinert werden.

Offen bleibt jedoch die Lage von NG (). Mit einer zufriedenstellenden
Charakterisierung hierzu wire eine theoretische Behandlung des Problems
der interpolatorischen Kubatur vollstindig durchgefiihrt.

Was ist neu gegeniiber den bisher bekannten Darstellungssitzen? Mit
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den Bedingungen (i) und (ii) wird die Positivitat der Koeffizienten und die
Existenz geniigend vieler reeller Nullstellen garantiert. Beide Bedingungen
mussten bisher gefordert werden, so dass man diese Kennzeichnungen nicht
konstruktiv nennen kann. Mit (3.19) steht ausserdem eine direkte Methode
zur Berechnung der Koeffizienten zur Verfiigung.

Aber wie konstruktiv sind die Bedingungen (i) und (ii) tatsidchlich? Man
stellt zuerst fest, dass im Falle nicht strikt positiver linearer Funktionale
kaum klar ist, wie man die Rdume # und # bestimmen soll. Wie wir in Satz
3.2.4 gesehen haben, bereitet schon die Bestimmung des Unterraumes V
Schwierigkeiten. Die Anzahl der Knoten ldsst sich micht durch eine ver-
niinftige einheitliche Schranke abschédtzen. Auch jetzt ist somit eine kon-
struktive Anwendung des Charakterisierungssatzes iiberaus schwierig,* weil
man keinerlei Information iiber den Raum % hat.

Anders jedoch im Fall strikt positiver linearer Funktionale. Hier liegt
mit (3.13) eine untere Schranke fir die Knotenanzahl vor, aus der sich
ausserdem ergibt, dass P,, k = [m/2], in % enthalten sein muss, wenn eine
Kubaturformel vom Grad m konstruiert werden soll. Es liegen somit greifba-
re Ansatzpunkte vor, um # und # mit Hilfe der Bedingungen (i) und (ii) zu
beschreiben.

Dieses unterschiedliche Verhalten lidsst sich dadurch erklaren, dass die
strikt positiven linearen Funktionale im Inneren des abgeschlossenen kon-
vexen Kegels aller positiven linearen Funktionale liegen. Das Verhalten der
Funktionale auf dem Rand des Kegels kann sehr pathologisch werden.

Wir beschrinken uns im folgenden allein auf strikt positive Funktionale.
Das ist auch deshalb sinnvoll, weil bei allen relevanten Anwendungen solche
Funktionale vorliegen.

In dem folgenden Teil der Arbeit soll der konstruktive Teil des Charak-
terisierungssatzes herausgearbeitet werden. Es zeigt sich, dass ein grosser
technischer Aufwand notwendig ist, der erst zu einem sehr kleinen Teil so
organisiert werden konnte, dass griffige Ergebnisse vorliegen. Obwohl sicher-
lich keine optimalen Konstruktionsmethoden angegeben werden, tritt der
prinzipielle Charakter klar heraus. Einige offene Fragen der Kubatur kdnnen
so beantwortet werden, es eroffnen sich gleichzeitig aber auch neue Fragestel-
lungen. Schliesslich zeigt sich aber auch, wo augenblicklich die Grenzen eines
_konstruktiven Einsatzes des Charakterisierungssatzes liegen.

4. Zweidimensionale Kubaturformeln

Der konstruktive Aspekt des Charakterisierungssatzes wird in diesem
Kapitel untersucht, wobei wir uns auf strikt positive lineare Funktionale iiber
zweidimensionalen Gebieten beschrinken. Wir beginnen mit der Konstruk-
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tion reeller Ideale, die ein fundamentales System enthalten und die zu einer
Kubaturformel gehorig sind. Dabei werden weitere notwendige und hin-
reichende Bedingungen angegeben, die zu denen aus Satz 3.3.1 Aquivalent
sind. In 4.2 wird eine verschirfte untere Schranke fir die Knotenzahl
hergeleitet. Es werden Formeln gekennzeichnet, die diese Schranke an-
nehmen. In 4.3 betrachten wir diese Ergebnisse fir Produktintegrale. Hier
lassen sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen in besonders
prignanter Form zusammenfassen.

Wir untersuchen die Anwendungen des Charakterisierungssatzes bewusst
zuerst im Zweidimensionalen. Hier ist es noch sinnvoll, die Variablen ge-
trennt zu bezeichnen. Dadurch ldsst sich das zugrundeliegende Prinzip der
benutzten Technik deutlich herausarbeiten. Die Ausweitung ins Mehrdimen-
sionale allgemein, die in Kapitel 5 vorgenommen wird, ist damit vor-
gezeichnet. Die dort notwendige kompliziertere Bezeichnungsweise wird
durch die Kenntnis des zweidimensionalen Falles weitaus verstiandlicher.
Gleichzeitig wird aber auch klarer, in welchem Ausmass der Aufwand
gegeniiber dem Zweidimensionalen steigen wird.

In diesem Kapitel nechmen wir stets n =2 an. Wir iibernechmen die
allgemeinen Bezeichnungsweisen, setzen aber x> = x und x» = y. Die Be-
zeichnungsweise der orthogonalen Polynome passen wir dem Zweidimensio-
nalen an. Ausserdem setzen wir I immer als strikt positives lineares Funktio-
nal voraus.

4.1. Konstruktion reeller Ideale

Dadurch, dass wir mit einem strikt positiven linearen Funktional [
arbeiten, ist es moglich, eine monomisierte und orthogonalisierte Basis von
P, iiber das Verfahren von Gram-Schmidt zu berechnen. Wir bezeichnen
diese Basis in der Form

Pix,y), j=0,1,..,i,i=0,1,...,m.
Hierbei gilt
Pi(x, y) = xi_j}’i+Qij(X, y), QiePi_y,
wobei die Q;; dadurch eindeutig festgelegt sind, dass
I(P\Q)=0 fur alle QeP,_,

gilt. Es erweist sich als niitzlich, neben dieser monomisierten Basis eine
weitere Basis zur Verfigung zu haben. Wir bezeichnen sie mit T}, j
=0,1,..,i,i=0,1, ..., m. Fir festes i werden dabei die T} als Linearkom-
binationen der P, x =1, 2, ..., i, gewonnen, wobei die Koeffizienten da-
durch festgelegt werden, dass
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0, falls j # v,

1) I(T7P) ={ Mi, falls j=v,

gilt. Gleichzeitig erhalten wir
4.2) HTT)=4,, v,j=0,1,..,i,i=0,1,...,m

Ein weiterer Vorteil, der sich aus der strikten Positivitéit von I ergibt, ist
die Abschitzung (3.13). Eine Kubaturformel vom Grad m besitzt demnach N
Knoten, wobei

4.3) N = dim P2y = 1([m/2]+ 1)([m/2] + 2)

gilt. Dariiber hinaus kann Py, ,, als Unterraum von # aus dem Charakteri-
sierungssatz angenommen werden. Falls die untere Schranke angenommen
wird, so konnen wir sogar % = Py, wihlen.

Ausgangspunkt des Charakterisierungssatzes war ein fundamentales Sy-
stem in P,,, vom Grad m+1. Im allgemeinen enthilt das gesuchte Ideal
somit ein m-orthogonales System in P,, das fundamental vom Grad k ist.
Hierbei ist [m/2]+1 <k <m+1, wobei man k so klein wie moglich an-
nehmen wird, um die Knotenzahl klein zu halten. Wir suchen ein reelles
Ideal U, das solche Polynome enthilt und das zu einer Kubaturformel vom
Grad m gehorig ist. Wenn k fest vorgegeben ist, so kann man diese
Polynome wie folgt ansetzen

(44) R:
k-2 m—k+1

__Pt+ Z .ysk l)Th l+ Z .ysk 2)'1';k 2+ L+ Z .ysm k+1)Tm k+1

v=

i=0,1,.., k-1,

wobei die Y, j=k—1, k=2, ..., m—k+1, vorerst noch beliebig gewihlt
werden diirfen. Offensichtlich sind die R* fundamental vom Grad k und m-
orthogonal. Strikte m-Orthogonalitit liegt vor, wenn nicht alle {7~ **!
verschwinden.

Wir leiten jetzt einige Bedingungen an die Parameter her, die notwendi-
gerweise erfiillt sein miissen und die die Parameter stark einschrinken. Die
Polynome in (4.4) enthalten jeweils genau einen Term vom Grad k, somit
folgt

yR*— xR ,eP,, i=0,1,.. k—1.

Insbesondere miissen diese Polynome wieder in dem gesuchten Ideal U
liegen, sie miissen demnach m-orthogonal sein, wenn sie zu einer Formel vom
Grad m gehorig sein sollen. Damit ist

I(yREPT™*—xRE,  PT™9 =0, i=0,1,...k—1, x=0,1,..., m—k,
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zu fordern. Diese Bedingung ldsst sich auf die Form
m-—k+1

0= % ofat MMOPE AT < M P Y

v=

bringen. Wir konnen yP7~* als P77 "' +Q, und xP7~* als P7~**! +Q, mit
0., Q,€P,,_, schreiben, so dass mlt Hllfe von (4.1) folgende Bedmgung folgt,
(4.5) Yiged DMprttl = gk My,
i=0,1,...,k-1,x=0,1,..., m—k.
Man erkennt, dass alle die y5 **" durch ¥{,/**" ausgedriickt werden

konnen, fir die i+v =x» gilt. Somit lassen sich die Parameter wie folgt
ausdriicken,

(@8 otV =g i=0 L k=0, L mok L,
X

wobei Yo, 1, .--, ¥m freic Parameter sind.

Wegen der Fundamentalitat der R} lassen sich reelle Zahlen 4, finden,
so dass die Polynome

@7 R, = yRE— xR}, , — Z,l,jR i=0,1,.., k-1,

i=

in P,_, liegen. Wir berechnen die 4;; dadurch, dass wir (4.7) auf beiden
Seiten mit T} multiplizieren und anschliessend I anwenden. Es ergibt sich

?

k-1
IGBT)—T(xP T+ ‘_Lovﬁ.‘v’l(yTJ“‘n‘)—vﬁi’l,vl(xTv"‘T:)

= Z A 1(P5TY).
Hieraus folgt

@8) A, =(I( yP‘-’ TY—I(xP*, , THYM: +

M. Z YT T =9 J (T T,

x v=0

i=0,1,..,k=1,7=0,1,..., k.
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Da die R; aus (4.7) wieder in dem gesuchten Ideal M liegen, miissen sie
orthogonal zu P, _,,, sein. Das fiihrt auf

49 TPT**H—I(xP TP D+
m—k+2
+ z ,y._:r‘l'—k+2)1(yTvm—k+2Tlm—k+1)_,))2':—1'kv+Z)I(X'I;m—h+2'rxm—k+l)+
v=0
m—k+1
+ ,y:.'n‘:—k+l)1(y7;m—k+lTlm—k+ l)_ﬂrz;fjI)I(xTvm~k+lTlm—k+l)
v=0
m-—k+1
Z '}’_(,':':._h+l)A'xn,:k+l,
0

y=

i=0,1,..,k=1,2=0,1,...,m—k+1,

k
= Z )'ij
j=0

wobei die A;; mit (4.8) festgelegt sind. Damit sind die Parameter % **",
yim~**2 und y{!) durch die Gleichungen (4.6) und (4.9) eingeschrinkt. Wir
nennen die Parameter yY) zuldssig, wenn sie diesen Bedingungen geniigen
und die y; aus (4.6) nicht samtlich verschwinden. Durch die letzte Bedingung
wird die strikte m-Orthogonalitdit der R gewihrleistet und somit der
Exaktheitsgrad mit m festgelegt.

Seien die Polynome aus (4.5) mit zulassigen Parametern gegeben. Wenn
die Polynome R; aus (4.7) identisch verschwinden, so ist die Bedingung (i)
von Satz 3.3.1 erfiillt.

4.1.1. Satz. Es seien die Polynome R¥ aus (4.4) mit beliebigen, aber festen
Parametern gegeben, [m/2]+ 1 < k < m+1. Das von den Polynomen erzeugte
Ideal sei U, der erzeugte lineare Raum sei #. Es ist U P,_, = (0) genau
dann, wenn

(4.10) yRE—xR*, ,eA, i=0,1,.., k-1,

erfiillt ist.

Beweis. Der eine Teil der Aussage ist klar. Wenn yRY— xR}, nicht in
A liegt, so muss R; aus (47) von 0 verschieden sein, das ergibt einen
Widerspruch.

Wir weisen nach, dass ein Polynom QeP,_, in der Form

k
4.11) Q=) QRl, QePy,
i=0

immer auf die Gestalt

(4.12) Q=2 QRi, QiePy-y,
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gebracht werden kann, wenn

k
(4.13) YRE—xR:, = ¥ A;RS, ;R i=0,1,..., k-1,
j=0

gilt. Hieraus ergibt sich dann die Behauptung wegen der Fundamentalitit der
R Sei (4.11) gegeben. Wir konnen Q, wie folgt schreiben,
N

QO = Z a(VO)xv+yQ0’ Q_OEPN—I, a&o)GR.

v=0

Damit folgt

N k
Q =Rg Y a”x"+yRoQo+ ), QiRE.
i=1

v=0

Mit Hilfe von (4.13) fiir i = 0 erhalten wir
N k - k
0 =RS Y a¥x'+ 3 GORM+ ¥ OORY,
v=0 i=0 i=1

wobei 0! Py_, und Q!® e Py gilt. Ebenso verfahren wir mit Q? in dieser
Darstellung, indem wir Q' in der Form

N
Q(IO) = Z aVx"+yQ,, Q,ePy_y,aVeR,
v=0

ansetzen. Erneutes Einsetzen von (4.13), dieses Mal fiir i = | ergibt

N N k
Q=R:Y ad®c+RE Y aVx'+ ¥ GORM+
2

v=20 v=0 i

k
1) pk
Q: )Ri,
i=2

wobei {"ePy_, und Q" e Py gilt. Wir konnen diese Reduktion solange
fortsetzen, bis wir eine Darstellung der Gestalt

k N k
0= RE[Y aPx]+ ¥ O VRE,  (F VePy_,, d"eR,
i=0 v=0 i=0

erreicht haben. Da Qe P, vorausgesetzt ist, miissen zumindest die Terme
vom Grad N +k in dieser Darstellung verschwinden. Auf Grund der Kon-
struktion tauchen Monome vom Grad N +k hochstens einmal auf. Damit

folgt a® =0, i=0,1, ..., k, und wir haben die gesuchte Darstellung (4.12)
gefunden.

Der Beweis dieses Satzes zeigt, dass wir unter der Bedingung (4.10) jedes
Qell in der Form

0=Y oR

4 — Dissertationes Mathematicae CCXX
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schreiben konnen, wobei der Grad von Q;R} nie den Grad von Q iibersteigt.
Damit bilden die R* eine H-Basis (homogene Basis) des Ideals U. Diesen
Begriff, der von F.S. Macaulay [16] eingefilhrt wurde, hat H. M. Moller
[73] unter der Bezeichnung kanonische Basis in Zusammenhang mit ver-
allgemeinerten Kubaturformeln untersucht. Wir verweisen auf diese Arbeit
und merken an, dass sich Satz 4.1.1 als Ergidnzung zu diesen Ergebnissen
verstehen ldsst. Die Bedingung (4.10) ist dquivalent dazu, dass das Ideal U zu
einer in Mollers Sinne verallgemeinerten Kubaturformel gehorig ist.

Um zu zeigen, dass M reell ist, muss-nach Satz 3.4.1 noch zusitzlich die
Bedingung (ii) nachgewiesen werden. Wir erhalten damit folgenden Satz.

4.1.2. Satz. Seien k mit [m/2]+1 <k < m+1 und beliebige, aber feste
Parameter fiir die R* aus (4.4) vorgegeben. Das von diesen Polynomen erzeugte
Ideal sei U, der erzeugte lineare Raum sei R. Das Ideal U ist genau dann zu
einer Kubaturformel vom Grad m mit N = dimP,_, Knoten gehorig, wenn

(i) yRE— xR, ,e®,i=0,1,...,k—1,
und .

(i) I(Q*—R* >0 fir alle QeP,_, mit R*e¢W und Q*—R*ecP,
erfiillt sind.

Die Bedingung (i) kann dadurch iiberpriift werden, dass man fordert,
dass die R; in (4.7) zu P,_, orthogonal sind. Man erhilt damit zu den
Bedingungen, die die Zuldssigkeit der Parameter garantieren, noch die
Forderungen

IRTH=0, x=0,1,..,j,j=m—k+1,m—k+2,.., k-1,

die weitere Bedingungen an die y{} bewirken.

Die Uberpriifung von Bedingung (ii) kann man auf den linearen Raum
beschrinken, der von den Polynomen TJ, x=0,1,...,j, j=[m/2]
+1, [m/2]+2, ..., k—1 erzeugt wird. Fiir k = [m/2]+1 ist die Bedingung (ii)
somit immer erfiillt.

Falls m =2k—1, so haben dic R* die einfache Gestalt RF = P¥ i
=0,1, ..., k. Aus Satz 4.1.2 erhalten wir damit ein Ergebnis von I. P.
Mysovskikh [76]. :

4.13. KOROLLAR. Der von P%, i =0, 1, ..., k, erzeugte lineare Raum wer-
de mit P, bezeichnet. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom Grad
m=2k—1 mit N=dimP,_, = k(k+1)/2 Knoten, wenn

(4.19) yPE—xP, eb,, i=0,1,.., k-1,

gilt. Die Knoten dieser Formel sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome

P*
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Wenn wir (4.14) mit PX"!, x =0, 1, ..., k—1, multiplizieren und an-
schliessend I anwenden, erhalten wir die folgende zu (4.14) Aquivalente
Bedingung,

IyPEPA Y —I(xPt P27 =0, i, x=0,1,...,k—1.
Sie lisst sich auf die folgende Form bringen,
I(PfPt ) =1(P}PY, i,x=0,1,... k-1

Man stellt schnell fest, dass die klassischen Integrale diese Bedingung nicht
erfilllen. Es gib jedoch Funktionale I, die dieser Bedingung geniigen. Dieses
wichtige und interessante Ergebnis wurde fiir spezielle m von F. N. Fritsch
[70], 1. P. Mysovskikh und V. Ja. Cernicina [71] und V. Ja. Cernicina [73]
gezeigt. Die Existenz solcher Funktionale, die (4.14) fiir beliebiges k zulassen,
wurde von V. A. Kuzmenkov [76], [78] nachgewiesen.

Betrachten wir nun den Fall m = 2k—2 und die zugehdrigen Polynome
RY, die zu P,_, orthogonal sein miissen. Nach (4.4) haben sie die Form

= P+ Z yEUTED i=0,1,..., k.

Wegen (4.6) besitzen die Koeffizienten 7! eine spezielle Struktur, die sich
mit den neuen Parametern 7y, y;, ..., Y2x—; Wie folgt ausdriicken ldsst,

P =y /MY i=0,1,..,k,v=0,1, ..., k—1.

Als weitere notwendige Einschrinkung der y; ergibt sich die Bedingung
(4.9), sie hat jetzt die Form

k k-1
I()’Hﬁ—l)—l(xpfﬂnk_l)— Z Aij Z A;,-vl‘yj+v/M‘v‘_l+
v=0

j=0

k—1
+ Y D dOT T T ) =y ST HYME =0,
v=0

wobei die 4;; aus (4.8) berechnet werden. Wir erhalten

4.15) Aj = (I (YPITH —I(xPE, TH)YM} ™ '+
k-1
M, Zo[v.wl(yT“ T = pie v J(XTE T THYME Y,

i=0,1,..,k=1,j=0,1,... k.
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Um Bedingung (4.9) zu iiberpriifen, ist somit das folgende Gleich-

ungssystem in den Unbekannten yq, y;, ..., Y2,—; Zu l0sen,
(4.16) Z, =I1(yPtTF Y)—I1(xP:, T 1)+
k-1

+ Z e JOT T ) =y T T Y MY -

k -
-2 A Z Ay /ML 0 =01, ks,
j=0 v=o0

wobei (4.15) einzusetzen ist. Hierbei werden die linken Seiten mit Z;,
bezeichnet.

Wenn (4.16) gelost werden kann, dann sind die Polynome R; aus (4.7) zu
P, _, orthogonal. Da die R; in P,_, liegen, miissen sie somit verschwinden.
Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 4.1.2 erfiillt, und es ergibt sich
folgendes Korollar.

4.1.4. KoroLLAR. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom Grad m
=2k—2 mit N=dimP,_, =k(k+1)/2 Knoten, wenn es reelle Zahlen
Yos Vi» ---» Y2x—1 ¢ibt, die (4.16) erfiillen. Mit jeder reellen Losung von (4.16)
sind die gemeinsamen Nullstellen von

R —Ij+ z Mk 1?!+V7:'h 1) l=0, l,..., k,

die Knoten der Kubaturformel.

Wir merken noch an, dass sowohl im Fall von Korollar 4.1.3 wie auch
bei 4.1.4 die Koeffizienten sich besonders einfach darstellen lassen. Wenn wir
mit 7}‘, j=0,1,...,i,i=1,2, ..., k—1, die voll durchorthogonalisierte Ba-
sis von P,_, bezeichnen, so dass I(T/T)) = ¢;, gilt, so folgt nach (3.19)

k i
=Y Y (T(x,y))?, x=12,..,N.
i=0j=0

Die Kennzeichnung in Korollar 4.1.4 wurde von H.J. Schmid [78],
nachgewiesen. Auch C. R. Morrow und T. N. L. Patterson [78] geben diese
Kennzeichnung an, ihr Beweis garantiert jedoch nur eine schwichere Aus-
sage.

Fiir k = [m/2] + 2 lassen sich dhnliche Charakterisierungen mit Hilfe von
Satz 4.1.2 aufstellen. Dabei ldsst sich die Bedingung (i) immer auf quadrati-
sche Beziehungen zwischen den Koeffizienten 7Y, der Polynome aus (4.4)
zuriickspielen, wihrend die Bedingung (ii) durch lineare Ungleichungen fiir
die yY) ausgedriickt werden kann.

Als nidchstes stellt sich die Frage, wie man vorgehen soll, wenn fur
vorgegebene Polynome R¥ in der Form (4.4), mit [m/2]+1 < k < m+1, nicht
alle Polynome R; aus (4.7) verschwinden. Die Bedingungen, die die Zu-



4. Zweidimensionale Kubaturformeln 53

lassigkeit der Parameter V) garantieren, miissen erfiillt sein. Mit Hilfe des
Charakterisierungssatzes ldsst sich ausserdem entscheiden, welche Qe P,_,
weiterhin zum gesuchten Ideal gehtren miissen.

4.15. Satz. Seien die Polynome R* aus (4.4) mit beliebigen, aber festen
zuléissigen Parametern gegeben, wobei [m/2]+1 < k und k < m+1 gelten soll.
Sei U® das von den R* erzeugte Ideal. Es gibt genau dann ein Ideal U, das U®
enthilt und zu einer Kubaturformel vom Grad m gehorig ist, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind.

(i) Fiir jedes Qe P, _, gilt 1(Q*—R*) > 0, wenn R* € U® so gewdihlt wird,
dass Q2—R* in P,_, liegt.
(i1) Die Menge

F =18SeP,_,: I(S*—R*) =0 fiir R*cU®, so dass S*—R*eP,_, gilt|

ist ein linearer Raum mit der Eigenschaft, dass man zu jedem Qe .# reelle
Zahlen x!, »} finden kann, so dass

k k
xQ— Y »'Rte#, yQ— Y xlRfef,
~ =

erfilllt ist.

Beweis. Seien die Bedingungen (i) und (ii) erfullt und sei {S,, S,, ..., S;}
eine Basis des linearen Raumes .#. Wir zeigen, dass das von den S; und R}
erzeugte Ideal U zu einer Kubaturformel vom Grad m gehorig ist. Auf Grund
der Eigenschaft (i1) ldsst sich ein Polynom

Q0= .Zs:l 0:Si, Qi€ Py,
auch in der Form
Q= Zk: O R+ Zs:xisia %€R, Qi ePy_y,

i=0 i=1
schreiben. Damit konnen wir ein Qe n P,_, stets in der Form
4.17) Q= i QR+ zs: ASi;, A;eR,Q,¢Py, NeN,

i=0 i=1
annehmen. Wir weisen nach, dass es dann auch eine Darstellung
(4.18) Q= i Qi Rf+ zs: A'Si, Qi ePy_y, AeR,

i=0 i=1
geben muss. Die Polynome R; aus (4.7) gehoren offensichtlich zu .#, denn

ihre Quadrate liegen in U®. Damit ldsst sich eine Reduktion wie im Beweis
von 4.1.1 vornehmen, wobei jedoch noch zusitzliche Terme in den R;
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auftreten. Wir erhalten, da Q in U P,_, liegt, aus (4.17) die Bezichung
k k-1 s
Q= ZQ;’R?‘*‘ Z QiR;+ ZLS;, Qi, 0;ePy_,, L;eR.
i=0 i=0 i=1

Dies kann man jedoch auf die Form (4.18) umschreiben. Wir konnen somit
jedes QeUn P,_, als Linearkombination der S; darstellen. Sei % ein be-
licbiges, aber festes Komplement zu .# in P,_;. Dann gilt fir jedes Ue %,
U # 0, die Beziehung I(U?—R*)> 0, wenn R*eU® so gewihlt wird, dass
U?2—R* in P, _, liegt. Sei nun Ue U~ #. Da U als Element von U~ % eine
Linearkombination der S; und .# ein linearer Raum ist, folgt 1(U%—R*) = 0.
Damit liegt aber ein Widerspruch vor, dic Bedingungen (i) und (ii) des
Charakterisierungssatzes 3.4.1 sind nachgewiesen. Das Ideal U ist zu einer
Kubaturformel vom Grad m gehorig. Dass der maximale Exaktheitsgrad
vorliegt, folgt aus der strikten m-Orthogonalitit der R%, die sich aus der
Wahl der zuldssigen Parameter 3% **! ergibt.

Die Umkehrung mit Hilfe von Satz 3.4.1 ist klar. =

Mit diesem Satz ist die Moglichkeit gegeben, ein vorgegebenes m-
orthqgonales und fundamentales System daraufhin zu untersuchen, ob es sich
zu einem Ideal erginzen lisst, das eine Kubaturformel vom Grad m erzeugt.
Einen direckten Ansatz haben wir damit allerdings nicht. Zur Untersuchung
symmetrischer Kubaturformeln erscheint dieses Vorgehen jedoch geeignet,
denn die symmetrische Lage der Knoten bewirkt eine symmetrische Be-
ziehung unter den Koeffizienten yJ), wodurch die Freiheitsgrade stark ein-
geschrinkt werden. Hier liegen Ansatzpunkte, mit denen sich die Berechnung
symmetrischer Formeln, wie sie z.B. A. Haegemans und R. Piessens [76],
[77] mit anderen Methoden durchgefiihrt haben, weiterfihren lasst.

Man kann die Korollare 4.1.3 und 4.1.4 als Spezialfille dieses Satzes
betrachten. Dass man unter den Voraussetzungen der Korollare verniinftige
Kennzeichnungen erhilt, liegt daran, dass die Knotenanzahl vorgeschrieben
ist. Diese zusitzliche Bedingung schrinkt die Moglichkeiten fiir das Ideal U
und den Raum .# stark ein. Aus diesem Grunde wird man Satz 4.1.5 im
Zusammenhang mit einer vorgeschriebenen Knotenanzahl betrachten.

4.2. Eine verbesserte untere Schranke fiir die Knotenanzahl

Lange Zeit war nur (4.3) als untere Schranke fiir die Knotenanzahl
bekannt, obwohl zu vermuten war, dass diese Schranke fiir ungerades m im
allgemeinen nicht angenommen wird. H. M. Moller [76] ist es gelungen, eine
Verschirfung von (4.3) zu gewinnen. Wir leiten diese Abschitzung her und
charakterisieren dann die Formeln, deren Knotenanzahl diese untere Schran-
ke annimmt.

Sei eine Kubaturformel vom Grad m =2k—1 mit N Knoten fiir ein
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strikt positives lineares Funktional I gegeben. Hier und im folgenden dient k
nur dazu, ungerade oder gerade Exaktheitsgrade auszudriicken. Das zum
Ideal gehorige fundamentale System besitzt im allgemeinen einen Grad, der
grosser als k ist. Das zu dieser Kubaturformel gehorige Ideal sei UW. Wir
bezeichnen wieder den von P¥, i =0, 1, ..., k, erzeugten Raum mit P,‘. Da
U n P,_, nur die Null enthalten darf, gehoren s linear unabhingige Polyno-
me aus P, zum lIdeal. Damit muss die Knotenanzahl gegeniiber der Ab-
schitzung (4.3) mindestens um k+ 1 —s steigen. Seien Q;, i =1, 2, ..., s, diese
Polynome und sei V der von ihnen erzeugte Raum sowie Wder von V, xV, yV
erzeugte Raum. Dann gilt

(4.19) Is—np=dmW<s+k+2,

wobei n die Anzahl der linearen Abhédngigkeiten unter den Q;, xQ; und yQ;
bezeichne. Die rechte Ungleichung ergibt sich, weil xV und yV hochstens ein
fundamentales System vom Grad k+1 bilden konnen und weil kein nicht-
triviales Polynom aus P,_; im Ideal liegen darf. Mit diesem Ansatz und
einer Abschadtzung fiir n konnte H. M. Moller [76] die Schranke (4.3) im Fall
m = 2k—1 wesentlich verbessern.

Die Zahl der linearen Abhingigkeiten in W kann nicht die Zahl der
linear unabhingigen Vektoren (aq, a;, ..., @, )7 iibersteigen, die der Gleich-
ung

k=1 .
Y. a,(yP¥—xPl, )eP,
i=0
geniigen. Durch Multiplikation mit PA~', y =0, 1, ..., k—1, und anschlie-
ssender Anwendung von I erhalten wir das Gleichungssystem
k-1
Y al(PtPt,-P P =0, x=0,1,...,k—1.

i=0

Somit kann n iiber den Rang der Matrix

(4-20) Mt =(I(P;!‘P}+1_P?+1P_li‘))|'.j=0,l ..... k-1

abgeschitzt werden. Die Matrix M, ist schiefsymmetrisch, somit kénnen wir
ihren Rang in der Form 25, angeben. Es gilt k—2n, > n. Insgesamt erhalten
wir damit aus (4.19) s < k+1—#n, und es folgt

4.21) N >=dimP;_, +n,

als Abschiitzung fiir die Knotenanzahl in einer Kubaturformel vom Grad m
=2k—1.

Wie wir in der Bemerkung nach Korollar 4.1.3 gesehen haben, ver-
schwinden sidmtliche Elemente der Matrix (4.20), wenn die Bedingung (4.14)
gilt. Wir erhalten 5, = 0, und Korollar 4.1.3 beschreibt die Kubaturformeln,
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die die untere Schranke in (4.21) fiir dieses #, annehmen. Im allgemeinen ist
M > 0 zu erwarten. Fiir die Klassen der zentralsymmetrischen Integrale und
der Produktintegrale hat H. M. Moller [76] gezeigt, dass

m = [k/2]

gilt. Wir werden spiter ein Beispiel kennen lernen, das zeigt, dass die untere
Schranke (4.21) nicht immer angenommen wird. Eine weitere Verbesserung
der unteren Schranke ist ausgesprochen schwierig. Fiir spezielle Integraltypen
gibt es Untersuchungen in diese Richtung, einige dieser Ergebnisse werden
bei H. M. Modller [78] und I. P. Mysovskikh [80] zusammengestellt.

Diese Abschdtzung lasst sich in analoger Weise auf den Fall m = 2k—2
iibertragen, wenn man statt P, den von den Polynomen

"o Vi
k _ ity k-1
Ri_P?-}-v;OMt_lT; s

i=0,1,..,k,

erzeugten Raum # betrachtet. Dabei seien 7o, 7;, ..., Y2, beliebige reelle
Zahlen. Jetzt wird n durch die Zahl der linear unabhingigen Vektoren
(ag, a4, -.., a, ;)T abgeschitzt, die der Gleichung

k-1
(4.22) Y a(yRE—xR¥, ek

i=0

geniigen. Da wir nach 4.1 die Beziehungen

k
YyRE— xR}, = Z lin,‘i‘+Ria R;eP,_,,

i=0
mit 4;; aus (4.15) haben, entspricht (4.22) den Losungen von
Mk(ao, al, vey ak_l)T = 0,

wobei die Matrix M, die Gestalt

Mk = (Zil)i,1=0,l ..... k—1

hat. Die Z;, sind dabei die Gleichungen aus (4.16), die allerdings hier nicht 0
gesetzt werden. Wir erhalten somit

(4.23) N > dimP,_, +1gM,/2

als Abschdtzung der Knotenanzahl einer Kubaturformel vom Grad m
= 2k—2. Hierbei ergibt sich rgM, =0 genau dann, wenn das Gleich-
ungssystem (4.16) 1osbar ist. In diesem Fall ist M, die Nullmatrix und in
(4.23) wird die Gleichheit angenommen.

Wihrend man 7, ohne grosse Schwierigkeiten berechnen kann, ergeben
sich bei der Berechnung von rg M, deshalb Probleme, weil die Abschitzung
fir jede beliebige Wahl der ; gelten muss. Wenn wir in M, alle y;, Null
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setzen, so folgt rgM, = 0 und wir haben die Abschitzung (4.21), denn jetzt
sind die R¥ zu P,_, orthogonal und somit steigt der Exaktheitsgrad auf m
=2k—1.

Abschliessend charakterisieren wir die Formeln vom Grad m = 2k—1,
deren Knotenanzahl die untere Schranke in (4.21) annimmt. Diese Charakte-
risierung geht in den wesentlichen Grundziigen auf H. M. Moller [76]
zuriick, durch die Verwendung reeller Ideale lidsst sie sich in eine besonders
einfache Form bringen.

4.2.1. Sat1z. Sei m = 2k—1. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom
Grad m mit N =dimP,._, +n, Knoten, wenn das zur Formel gehirige ldeal U
von linear unabhingigen Polynomen R,, R,,...,R,, s=k+1—n,, aus P,
erzeugt wird, die die nachfolgenden Bedingungen erfiillen. Hierbei bezeichnen
wir mit R den von den R, erzeugten Raum und mit % ein beliebiges, aber festes
Komplement von # in P, mit einer Basis U,, U, ..., U, die wir orthogonal
zu P,_, annehmen.

(i) Die Polynome xR, yR;,i=1, 2, ..., s, bilden ein fundamentales Sy-
stem vom Grad k+1.

(ii) Wenn Qo = y0,—xQ,€ P, mit Q,, Q,€P,, so folgt Q;eA.

(i) Wenn Qo = x*Qy +xyQ,+y?’Q3+xQ,+yQs€P, und Q,eA, i
=1,2,...,5, dann liegt auch Q, in A.

(iv) Die Matrix

K = (“.'j).'.j=1.z ..... ™

ist positiv definit d.h., alle n, Abschnittsdeterminanten von K sind positiv.
Hierbei gilt :

Hij = Hji = I(Uin—R.'j),
und die R;; werden so in U gewdhlt, dass U,U;—R,;eP,,.

Beweis. Beginnen wir damit die Notwendigkeit der Bedingungen zu
iberpriifen. Die vorgeschriebene Knotenanzahl bewirkt, dass in (4.21) Gleich-
heit eintritt. Da n = k—2#, gilt, ergibt sich auch in (4.19) jeweils die
Gleichheit. Aus der Existenz der Formel folgen damit die Bedingungen (i)
und (ii). Die restlichen Bedingungen erhdlt man ohne Miihe aus dem
Charakterisierungssatz.

Seien nun die Bedingungen (i) bis (iv) gegeben. Aus (i) folgt, dass in dem
Ideal U ein fundamentales System vom Grad k+1 liegen muss. Wir be-
zeichnen dieses System mit R!*!, i=0,1,...,k+1. Aus Bedingung (iii)
erhalten wir somit die Bezichungen

k+1

(4.24) JREVV _XREFI_ Y LR YeR  i=0,1,..,k,
i=o0
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wobei die 4;;€ R so gewdhlt werden, dass die Polynome in P, liegen. Sei %
ein beliebiges, aber festes Komplement zu # in P,, wobei % < % gelten
moge. Jedes Qe N % ldsst sich in der Form

k+1

Q= Z Q;R} + Z MR,  Q;ePy, AR,

schreiben. Durch (4.24) und Bedingung (ii) folgt wie beimm Beweis von Satz
4.1.1, dass es auch eine Darstellung der Gestalt

k+1
Q= Z QR+ Z AR, QfePy_,,A €R
i=

geben muss. Daraus folgt U~ % = (0). Um Satz 3.4.1 anwenden zu kdnnen,
muss noch gezeigt werden, dass fir jedes Ue# und ein R* el mit
U?-R* eP, die Bezichung I(U?-R*) > 0 folgt. Die Bedingung wird in (iv)
auf eine Basis von # zuriickgespielt. Wir zeigen, dass beide Bedingungen
dquivalent sind. Jedes U e# konnen wir als

Mk
U= Zl.‘Ui+U+, A—,ER, U+€Pt_1,

i=1
schreiben. Wenn wir die Bezeichnungen aus (iv) iibernehmen, so folgt
-1 mn
I(U?—R%) = Zzzx,,+2 Y Y Adpi+I1((UY)).
i=1 i=1 j=i+1

Es sind die x;; so zu kennzeichnen, dass die quadratische Form fiir alle
(A1 A2s - ,,k) # 0 stets positiv ist. Das besagt aber, dass die symmetrische
Matrix K positiv definit sein muss.

Die positive Definitheit von K ist dquivalent dazu, dass alle n, Haupt-
unterdeterminanten von K positiv sind. Es ist somit zu fordern,

¥y Hy12 X33
(4.25) x,, > 0, det["“ "”]> 0, det [x,, %3, u,3]> 0, ..., det(K)> 0.

K12 ¥322
. 13 M3 X33

Hiermit ist die Aquivalenz von (iv) zur Bedingung I(U?—R*) > 0 fiir alle
Ue¥ gezeigt.

Mit Hilfe von Satz 3.4.1 ergibt sich somit die Existenz der gesuchten
Formel aus den Bedingungen (i) bis (iv). =

Diesen Satz findet man bei H. J. Schmid [79],. Die bei H. M. Méller
erhobene Forderung nach der Existenz von N =dimP,_,+7, paarweise
verschiedenen reellen Nullstellen der Polynome R,, R,, ..., R, wird hier
durch die einfach zu iiberpriifende Bedingung (iv) ersetzt. Zusitzlich erhalten
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wir dadurch noch die Positivitit der Koeffizienten. Ihre Berechnung kann
iiber (3.19) erfolgen.

Weitere Moglichkeiten, um mit Hilfe der dargestellten Theorie Kubatur-
formeln zu konstruieren, werden am Beispiel von Produktintegralen auf-
gezeigt.

43. Konstruktion von Formeln fiir Produktintegrale

Die bisher behandelten Konstruktionsmethoden werden in diesem Para-
graphen fiir eine Klasse von Integralen niher studiert. Wir beschrinken uns
auf spezielle Produktintegrale, weil hier der Rechenaufwand relativ gering ist
und die Charakterisierungen aus 4.1 und 4.2 eine knappe und iibersichtliche
Form annehmen. Die betrachtete Klasse von Produktintegralen liefert uns
jedoch trotz ihrer speziellen Form recht unterschiedliche Beispiele, aus denen
wir einige interessante Riickschliisse auf die allgemeine Theorie ziehen
konnen. Diese Beispicle werden in Kapitel 6 zusammengestellt.

Wir betrachten im folgenden Produktintegrale iiber dem Quadrat C,
= {(x, y)eR*: x, ye[—1, 1]}. Das erzeugende eindimensionale Integral ha-
be die Gestalt

» 1
(4.26) L: P{[-1,1D)>R: p= L(p = | p(xjo(x)dx,
-1

wobei o (u) eine gerade Gewichtsfunktion auf [ —1, 1] sei, so dass I, strikt
positiv mit I,(1) =1 ist. Sei {po, p;, ...} die beziiglich I, orthogonale Basis
von P! in monomisierter Form. Die Momente bezeichnen wir mit

Gl = Iu(pl'pi), i= 0, 1,

Die wohlbekannte Rekursionsformel fir die orthogonalen Polynome nimmt
die einfache Form

(4.27) pi(w) =up,— (W)—G;_1p_,(W)/G;_,, i=1,2,...,

an. Somit besitzen die Polynome p,; nur gerade, die Polynome p,;,_, nur
ungerade Terme. Aus (4.27) ergibt sich insbesondere

(4.28) I,,(up,-p,) = 0, l = 0, 1, ceey
und
(4.29) L(u?pp) = G+ +GG/G,—y, i=1,2,...

Wir werden hidufig mit den Quotienten zweier aufeinanderfolgender
Momente arbeiten, deshalb definieren wir

(430) A0=0, Ai=Gl'/Gl'—l’ i=1, 2, can
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Die Klasse der hier untersuchten zweidimensionalen Produktintegrale
besteht aus den strikt positiven linearen Funktionalen

1 1

I: P(C;)»R: P>I(P)= | [ P(x, yo(x)w(ydxdy,

-1 -1

wobei @ wie oben definiert ist. Die beziiglich 7 orthogonalen Polynome in
monomisierter Form haben die Produkt-Gestalt

Pj'(x7 y) =P:-1(x)p_,()’)a .]= 0’ 1’ teey i’ i= 0, 1, R

Die Produktstruktur bewirkt, dass I(PjP}) = §;, gilt. Somit fallen die Polyno-
me Pj und 7 zusammen. Weiter folgt

) 0, fall s
A}v={ alls v #j

M, =G;_G;, falls v=j.

i—jYi

Die Beziehungen (4.28) und (4.29) iibertragen sich wie folgt,
(431) I(yPP) = I(xPiP) = 0

und
I(xyPP)) =

432 1(x*PiP)= Gj(Gi—j+l +Gi_jGi_j/Gi_j—1) = Mi(Ai_ji 1 +Ai ),
1(y?PiP)= Mj(A;+ 1+ 4)).

43.1. Minimale Formeln vom Grad 2k—2. Formeln vom Grad m
= 2k—2, die k(k+1)/2 Knoten besitzen, wurden in Korollar 4.1.4 iiber die
Losbarkeit des Systems (4.16) charakterisiert. Dieses System hat wegen (4.31)
und wegen des Zusammenfallens von Pj und T} die folgende Gestalt

k—1

I(YP“Ph H— I(XP"H = Z Vit vVy+ve1— 71+v)’i+v+1)/M:_l,

v=

i=0,1,....k=1, y=0,1,....,k—1.

Wir setzen
Yo "1 V-1
r= Y1 72 Yk
Yo Pe+1 --0 Yax-1

und bezeichnen mit I', bzw. I';, die aus I gewonnene Matrix, wenn wir die
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erste bzw. die letzte Zeile in I' streichen. Wir benotigen die Matrix M, aus
(4.20), die jetzt folgende Form annimt,

0 —M: 0 0 ]
My 0 —M%
0 My o0 -
(4.33) M, = 20 | ,
R
O ME_L O

und bezeichnen mit D,_, die Diagonalmatrix
D,_, =diag {[M§™ ', M4, ., MEZLL.
Damit konnen wir die Gleichungen auch in der Form
M, = I'yD;\T',— I ,D{!,T,
schreiben. Die Matrix M, ist schiefsymmetrisch und es gilt
(FeDy AT )T = I',D; A\ Ty,

Damit wird ersichtlich, dass eine starke Redundanz vorliegt. Das System

kann auf die folgende Form reduziert werden,
k-1
Mf = Z (7.'2+v—')’.'+v+1')’i+v—1)/Mt_ls i=1,2,.., k-1,
v=0

k—1

(439 0= Z ()’i+v}’j+v+1_Vj+v}’i+v+1)/Mt_1a
° =23, k=1,j=0,1,....i-2.
Damit liegen k(k —1)/2 Gleichungen in 2k Unbekannten vor. Man wird
somit fir beliebiges k nicht unbedingt eine LOsung erwarten diirfen. Wir
werden in Kapitel 6 eine generelle Losung von (4.34) fiir spezielle Momente
MY angeben, aber auch iiber Versuche berichten, (4.34) mit numerischen
Methoden zu 16sen. Hier ist es wichtig, etwas Information iiber die Lage der
y; zu haben. Wenn wir fordern, dass alle Knoten in C, liegen, so gibt das

folgende Lemma eine niitzliche Abschitzung. Damit schliessen wir den
geraden Fall ab.

43.2. LEMMA. Wenn eine minimale Kubaturformel vom Grad m = 2k—2
mit k(k+1)/2 Knoten, die alle in C, liegen, fiir die hier behandelten Integrale
existiert, so gilt fiir die Koeffizienten y; der orthogonalen Polynome R} die
folgende Abschiitzung,

(4.35) Il < M, i=0,1,...,2k—1.
Beweis. Auf Grund von Korollar 4.1.4 gibt es eine Losung von (4.34).



62 Interpolatorische Kubaturformeln

Damit sind die Knoten der Kubaturformel die gemeinsamen Nullstellen der
Polynome

Die Polynome H; = P*"'R¥, i =0, 1, ..., k—1, konnen auch in der Form H;
= xPt P21 4Q;, Q;€ Py, _, geschrieben werden. Wenn wir das Funktional,
das durch die Kubaturformel definiert wird, mit K bezeichnen, so folgt
I(H)—K(H) = 75, da H; in den Knoten verschwindet und I(P* 'R} = y,;
gilt. Benutzen wir die zweite Darstellung, so folgt I(H)—-K(H;) =
—K(xPt~ Pt Y, weil I(Q) und K(Q, iibereinstimmen miissen und
I(xPf~'P*~ 1) = 0 gilt. Damit folgt
N

va=— 2 (PN (x;, y))
i=t
und somit

lyZilgM?—ls l=0, 1,...,k—1.

Ein analoges Argument gilt fir die Polynome H; = PR, i
=1, 2, ..., k. Jetzt kdnnen wir die H;" auch in der Form yP*Z!P‘- ! 4+Q;
mit Q" e P,,_, darstellen und erhalten wie oben die Abschitzung

Va-d SMIZE, i=1,2, ..,k =

433. Minimale Formeln vom Grad 2k—1. Wir diskutieren hier die
konstruktive Seite von Satz 4.2.1 fiir Produktintegrale. Fiir die damit unter-
suchten Funktionale berechnet sich das #, aus der Abschitzung (4.21) aus
dem Rang der Matrix

(I(P?P;+ 1)—I(Pf+ IP:))E.1=0.1.....l— 1-

Diese Matrix haben wir in (4.33) definiert. Man erkennt unschwer, dass
rgM, = 2n, = k gilt. Damit nimmt (4.21) die Form

N > k(k+ 1)/2+[k/2]

an. Wir wollen mit Hilfe von Satz 4.2.1 Formeln konstruieren, deren Kno-
tenanzahl dieser unteren Schranke entspricht.
Um Bedingung (ii) von 4.2.1 zu iiberpriifen, setzen wir

k x
Go=y Z aipik_x Z biP?; a;, b;eR.
i=0 i=0

Das Polynom §, liegt nur dann in P,, wenn g, = by =0 und a; =b,, ,
i=1,2,..., k=1, gilt; §y licgt nur dann in P,, wenn

k-1

Za,-](yP,-kP;-l—xP?‘,.lP;_l)=0, X=O, 1,...,’(—1,

i=1
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gilt. Das fiihrt auf die Bedingung
k-1

Z al (P{Pys— P, Py =0.

Daraus ergibt sich a,., M, =a,_ MY x=0,1,..,, k=1, mit a_,
=aq, =0. Es folgt damit .

O=a,=ay=..=a, t=2[k-1)/2]+1.
Fiir gerades k folgt damit auch @y =a, = ... =4, =0, d.h, in diesem Fall

gibt es nur eine triviale Bezichung fiir die Bedingung (ii). Wenn k ungerade
ist, dann folgt

Mt MEME MEME: . ME_,

a; = 41 Qo a, =ﬁao, cery Q-1 = Sk k. 9o
M MEME MEME  ME_

= ao.

. Wir konnen a, = 1 setzen und erhalten somit fiir ungerades k zwei Polyno-
me, die zum gesuchten Ideal geh6ren miissen, wenn eine Formel des hier
betrachteten Typs existiert,

M
)
1

Mk M
Ry,=P:+ 1Pty ..+ 1P 4+ P
) 2 1 Mtz 3 Mgz k-2 k

M Mt
Ry =P+ P+ ...+ 1 Pi_s+Pi_y,
M2 2

(4.36) k ungerade.

Damit gibt es eine Beziehung von der in Bedingung (ii) angegebenen Gestalt,
nimlich yR, — xR, =0.

Wir gehen dhnlich vor, um die Bedingung (iii) zu untersuchen. Hierzu
setzen wir

k k X
Qo =x*Y aPf—xy Z biPf+y* Y c,Pf.
i=0 i=o0 i=0

Damit @, in P, liegt, missen ay,=¢,=0 und b, =a;,,+¢_,, i
=0,1,...,k, a4, =c_; =0 erfiillt sein. Da ein Polynom aus P, keine
Terme vom Grad k—1 enthilt, konnen wir auf die in Bedingung (iii)
angegebenen Terme

k k
X z dl'P‘" y Z eiPi.’ dia e,-GR,
i=0 i=0

verzichten. Q, liegt somit in P,, wenn

k k-1
-1 xXyP+ Z cy*Pt
=1 i=0

k k-1
Qo= Z a‘xzpf_ Z a1 xyPf—
i=1 i=0
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zu P,_, orthogonal ist. Diese Bedingung fiihrt auf
k

k-1
Z al ((szf—xfo_l)P’;' %)+ Z ¢l ((sz{‘—xyP:‘+ VP 3 =0,
i=0

i=1

Damit gilt
aMy—ay My e aMy s —e,Myy =0, x=0,1,.., k=2,

wobei wir g, = ¢, = 0 setzen miissen. Wenn wir diese Beziehung durch M%,
dividieren und die Definition aus (4.30) beriicksichtigen, so erhalten wir

A, - A

@37 g —a ,+ 22—, =0, x=0,1,.., k=2.
A1+,1 Ak—x—l

Wenn a,, ¢, ¢y, ..., Cx—y fest vorgegeben sind, so lassen sich aus diesen

Gleichungen die restlichen Koeffizienten a; bestimmen. Die Parameter b,

ergeben sich dann als

(4-38) bi=a,—+l+C,~_1, i=0, 1,..., k,

wobei wir a,,, =c_; = ay = ¢, =0 setzen miissen.
Durch diese Wahl der Koeffizienten ist gewdahrleistet, dass Q, in P, liegt.
Die explizite Form von Q, berechnet man durch den Ansatz
k k—1

ok
Qo= dPf =Y a;(x*P{ —xyPt_ )+ Z ci(y2Pt—xyPi, ).
i=0 i=1 i=0

Man erhilt durch Multiplikation dieser Gleichung mit P;, x =0, 1, ..., k,
und anschliessender Anwendung von [

k k=1
d, M} = Z a,-I(szfP;‘t—xfo_lP:)+ 'Zo c,-I(szfP:—xyPh_ 1P;)

i=1

Mit Hilfe von (4.32) kOnnen wir die d; berechnen,

X x
dy = M; a d, = M c
0= T agk—1 42 k= 7 -1 %-2
My Mg
x x k x
d, = A;!flax'*' A;!flcx—M:t:aﬁZ—%cx—z’ I<y<k-1.
Ml Ml‘l Ml Ml_l

Bei Verwendung der A; aus (4.30) ergibt sich

do = —Aja;, dy = A, a,+A,¢,—A,a,,
(4.39) dl = Ak_lal+Alcl—Al+ lal+2—Ak_x+ 1Cl_z’ x = 1, 2, ey k_2,

dy-y = Aoy + A4 161 —=Axc 3,  dpy= —Aic_ ;.
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Wir konnen (4.37) ausnutzen, um zumindest d,, d,, ..., d,_, allein in Ab-
hingigkeit von den c¢; auszudriicken. Es ergibt sich

Ay+1dy+2
dl = _Ak—1+lcx—2+(Ax+Ax+l)cx— ;1_+Lc1+2a
k—-x—1

(4.40) x=0,1,.., k=2, c.;=c_, =0,

diy =M+ A G — Ay, dy= —A164- .

Alle Beziehungen aus Bedingung (iii) haben die Form
k

K ‘ x k-1
(4.41) Y dPf=x*) aPt—xy Y bPt+y* Y cPr.
i=0 i=1 i=0 i=0

Sei g =(a,, Co, C1, ---, Cx—1)T # O gegeben. Mit Hilfe von (4.37), (4.38) und
(4.39) bzw. (4.40) lasst sich die 4 x (k+1) Matrix

0 a, a; ... a4 q
Co €y C3 ... Gy O
A@= |p, b, b, ... by_, b,

in Abhingigkeit von g angeben. Durch A(q) werden die Koeffizienten einer
Bezichung vom Typ (4.41) beschrieben. Der Rang von A(q) gibt an, wieviele
linear unabhingige Polynome aus P, dabei verwendet werden.

Wenn wir annehmen, dass die linear unabhingigen Polynome
R,, R,, ..., R,, s =k+1—[k/2], aus P, das gesuchte Ideal erzeugen mit

k
R; = Z .‘JUP;‘, i=1,2,..,s,
=0

so muss es 2k—3[k/2] linear unabhingige Vektoren g geben, so dass die
Zeilen der zugehorigen Matrizen A(q) durch die Zeilen der s x (k+ 1) Matrix
G =(g;) ausgedriickt werden konnen. Wenn wir den von R;, x?R;, xyR;,
y2R;, i =1, 2, ..., s, erzeugten linearen Raum betrachten, so hat dieser die
Dimension s+k+3 (wegen der Fundamentalitit der R;, Bedingung (i)).
Damit gibt es genau 4s—s+k+3 = 2k—3[k/2] Beziehungen vom Typ (4.41),
bet denen die Zeilen der zugehodrigen' Matrizen A(q) Linearkombinationen
der Zeilen von G sind. Um Bedingung (iii) zu erfiillen, geniigt es somit
t.= 2k—3[k/2] linear unabhingige Vektoren ¢ zu bestimmen, so dass

A"V
A(g?)

A ( q'(l))

gilt. Die linear unabhiingigen Zeilen aus der Matrix in (4.42) konnen wir als

(4.42) g =k+1-[k/2] =s

5 - Dissertationes Mathematicae CCXX
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Zeilen der Matrix G auffassen. Die Uberpriifung der Bedingungen (i) und (iv)
reduziert sich damit auf einfaches Nachrechnen.

Fiir die praktische Durchfiihrung erweist es sich als vorteilhaft, zuerst
eine maximale Anzahl von k+1 linear unabhingigen Vektoren ¢; mit
zugehdrigen Matrizen A(g;) zu bestimmen. Man wird z.B. die Einheitsvek-
toren ¢;€ R**' wihlen. Ausserdem ldsst sich bei der Berechnung die Symme-
trie der Bezichungen (4.37), (4.38) und (4.39) voll ausnutzen. Der Rechenauf-
wand wird damit gesenkt. Wenn A((a,, co, ¢, ..., &—,)") eine Beziehung
vom Typ (4.41) beschreibt, dann auch die Matrix A((¢;—;, a4, G-y, ---, a4)7).
Wir bezeichnen den zu ¢; gehorigen symmetrischen Vektor mit .g;. Die
gesuchten Vektoren ¢ setzen sich nun in der Form

k+1

q(i) = Z N4
j=1

mit reellen Parametern 7;; zusammen. Damit gilt

k+1
A@) =X mA@) =121
j=
Wenn die n;; so bestimmt werden konnen, dass (4.42) erfiillt ist, dann ist die
Bedingung (iii) erfiillt. Falls k ungerade ist, so ist zu beriicksichtigen, dass mit
xyR; —x*R, =0 und y?R; —xyR, = 0 bereits zwei Bezichungen vom Typ
(4.41) vorgegeben sind.

Wir werden die Matrix in (4.42), aus der alle linear unabhingigen Zeilen
gestrichen sind und in der keine Spaltenvertauschungen vorgenommen wur-
den, mit B = (b;;) bezeichnen. Oflensichtlich ist B eine s x (k4 1) Matrix, die
uns die Koeffizienten der gesuchten Polynome R,, R,, ..., R, angibt. Die
Matrix B ist bis auf zeilenweise Umformungen mit der oben definierten
Matrix G identisch. Die Matrixelemente b;; kénnen dabei noch von den
Koeffizienten n;; abhingen.

Zu den Polynomen

konnen wir Polynome P';, YeM c {0, 1, ..., k} finden, so dass die R;
zusammen mit den P}, x € M, den Raum P, erzeugen. Wenn xR, und yR, e¢in
fundamentales System von Grad k+ 1 bilden, so kann man dieses System ayf
die folgende Form bringen,

k-1

Hi=P'+ Y yPi™t, i=0,1,..,k+1.
j=o0 . :

Dass die H; keine Terme vom Grad k besitzen, folgt aus der besonderen
Struktur der R;. Da Bedingung (iii) bereits garantiert ist, folgt, dass
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yH,—xH;,,,i=0,1, ..., k, zu P,_, orthogonal sein miissen. Damit miissen
die y; — dhnlich wie in 4.1 — die folgende spezielle Form haben,
Vij = Ve M5

Wir haben damit die H; in der Gestalt

k-1

Pk+l+ Z 13;:}1 —1.

Wenn die Matrix B vorliegt, so ist die Bedingung (i) dann und nur dann
erfiillt, wenn die y; so gewihlt werden kOnnen, dass

k k
Z b,_,(fo—HJ)=0, Z bu(yR_’]‘_H]'Fl):O’ i=1, 2,..., S,
j=0 i=0

gilt. Mit der iiblichen Technik fiihren wir diese Bedingung auf dic Losbarkeit
des linearen Systems

(4.43) by, Mk = Z bivier, 2=0,1,..,k i=12 .5,

i=
zuriick. Wenn es zu gegebenen b;; eine Losung von (4.43) gibt, so ist die
Bedingung (i) erfiillt.
Sei M = {s,, 5, ..., 5, gegeben. Dann ldsst sich die Matrix K aus der
Bedingung (iv) durch die Parameter y, ausdriicken. Wir erhalten

(4.44) —(xs $)ii=1,2,m ist positiv definit,
' wobei o = My ~ 725, %0 = ~ 745, BilL.

Si»S;

Die Aquivalenz von (4.44) und der Bedingung (iv) erhilt man dadurch,
dass man auf die Polynome vom Typ Pi{Pj—P{ 'H, das Funktional I
anwendet. Wir fassen dieses Vorgehen zusammen.

43.4. Konstruktionsmethode.

Schritt 1. Mit k+1 linear unabhingigen Vektoren ¢g; werden die
Matrizen A(q;) mit Hilfe der Gleichungen (4.37), (4.38) und (4.39) bestimmt.
Es bieten sich g; =¢; und deren zugehorige symmetrische Vektoren g; an.

Schritt 2. Es werden linear unabhiingige Vektoren

L =("0.l’ r]U, ey r],U-)T, J= 1, 2, eeny t, t = 2k_3[k/2],
bestimmt, so dass (4.42) erfiillt ist. Damit ldsst sich dann die Matrix B und
dic Indexmenge M bestimmen.

Schritt 3. Aus (443) werden die Parameter 7y, 7,, ..., 722 (unter
Umstdanden noch in Abhingigkeit von Elementen der Matrix B) berechnet.

Schritt 4. Die 7 miissen der Bedingung (4.44) geniigen. Dadurch
werden unter Umstinden noch freie Parameter weiter eingeschrinkt.
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Kann einer der Schritte 2, 3 oder 4 nicht erfiillt werden, so existiert
keine Kubaturformel des gesuchten Typs. Lassen sich alle Schritte durch-
fiilhren, so beschreibt diec Matrix B die Koeffizienten der Polynome R;, deren
gemeinsame Nulistellen die Knoten der Kubaturformel sind.

435. Minimale und nicht-minimale Formeln des Grades 2k—1. Wir
geben jetzt eine Konstruktionsmethode an, die sich an Satz 4.1.5 orientiert.
Es sollen interpolatorische Formeln vom Grad m = 2k —1 bestimmt werden,
deren zugehoriges Ideal ein spezielles fundamentales System vom Grad k+1
enthdlt. Durch diesen Ansatz konnen wir insbesondere alle in 4.3.2 kon-
struierten Formeln auf eine andere Weise berechnen. Es lassen sich aber auch
nicht minimale Formeln bestimmen.

Wir nehmen an, dass die Polynome

i k-1
REL=PHIL Y P 20,1, k],
v=0

in einem Ideal U liegen, das zu einer Kubaturformel vom Grad m = 2k—1-
gehort. Wie wir aus 4.3.3 wissen, erfassen wir damit zumindest alle die
Formeln mit N = k(k+1)/2+[k/2] Knoten. Mit den R**! miissen auch die
Polynome

Q= yRE —xRE, i=0,1,..,k,

in U liegen. Da kein Q; # 0 in P,_, liegen darf, wegen der generellen
Abschidtzung (4.3), miissen die Q; zu P,_, orthogonal sein. Wie wir in 4.3.3
gesehen haben, folgt daraus die Beziehung

Te =Tis/ MY, i=0,1, . k+1,v=0,1,..., k—1.

Da die Q; in P, liegen, gibt es reelle Zahlen b,;, so dass
k
Ql'= Z bij}*j=yRih+l—xR?:ll, l=0, 1,..., k,
j=0

gilt. Durch Multiplikation mit P} und anschliessender Anwendung von I
erhalten wir "

y BB BHPY i g,

i Mt Mz Myt ‘
wobei 1/M* ' = 1/M}~! =0 zu setzen ist. Diese Bezichungen fassen wir in
der Matrizengleichung

(4.45) B=A+ANk_1—ANZ._1

ihby=0,1, ..k,
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zusammen, wobei B = (b;;) und

Yo Y1 T
A= 71 72 s Yk+1
Yk Tx+1 -0 VY

gilt. Die Matrizen A4 und N,_, sind wie folgt definiert,

i 0 -A 0 FO .(Mk—‘l -1 _}
k . 0
A, 0 —A 0 o 0
1 k-1
a=| 0 AZ, O s Nja= - )
0 Lo Zp, 0 0 (M)
‘A, O 00 |

hierbei wird die Bezeichung aus (4.30) benutzt.

Die Polynome xQ;, yQ;, i =0, 1, ..., k, miissen im gesuchten Ideal U
liegen, insbesondere miissen sie Linearkombinationen der R}*! sein. Solche
Bedingungen haben wir in 4.3.3 bereits untersucht. Wir erhalten hier die
Bezichung (4.43), wobei jedoch i=0, 1, ..., k zu setzen ist,

k
bizM; = Z bivj+pr i, x=0,1,.. k.

j=0
Das liefert uns folgende Matrizengleichung

(4.46) BD, = B4,

wobei D, die Diagonalmatrix diag (MY, M%, ..., M¥} ist. Wenn wir
(4.45) einsetzen, erhalten wir

(A+4N,_, —AN{_1)D, = (A+AN,_, —AN;_ )4,
diese Gleichung lidsst sich umformen zu
(4.47) M,.y =(A—AN]_)A+A(N]_ 4~ A),

wobei M, ., wie in (4.33) definiert ist und die Identititen N,_,D,— NI_,D,
= — A" und AD, = M, , beriicksichtigt wurden.
Die Matrix M, ist schiefsymmetrisch und es gilt

(A—AN{_ )T = ~(N,—,4 - A7),
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so dass in der Gleichung (4.47) Redundanz vorliegt. Nach Streichen dieser
Redundanzen erhalten wir folgendes Gleichungssystem fir die v,

,r Yiez-1 (AI_A.')—YH),H (At—z—Ak— 1)

-1
v1+v+ l)"i+v—yl+v’}’i+v+l

=0 M ’
i=2,3 ..,k x=0,1,...,i-2,

k
v

(4.48) <
MY 4y 2 (A = A) =92 ( Ay 1 — Ay =)
=h§.:l Vev— Viaever1Viev—1
V=0 My ’
L i=1,2,...,k.
Wenn wir annehmen, dass yq, 74, -.-, Y2, €ine Losung von (4.48) ist, so

stellt sich die Frage nach den Idealelementen, die in P, liegen. Nach Satz
4.1.5 muss die Menge

£ ={QeP,: 1(Q>~R*) =0, wobei R* aus dem von den R!*!
erzeugten Ideal so gewihlt wird, dass Q?*—R™* in P, _, liegt}

betrachtet werden. Alle Elemente aus 4 miissen zum gesuchten Ideal ge-
horen. Sei

k
Q= ZbiPl!v bieR’
i=0

gegeben. Dann liegt Q genau dann in #, wenn das Polynom

k k-1 k
0=2 b P)-P'RITN)+2) ¥ bby(PiPj— P IRG)
i=0 .

i=0j=i+1

die Bedingung I(Q) = 0 erfiillt, d.h,, wenn

k k-1 &k
(4.49) Y b ME=y2) =23 Y bibis;
i=0 i=0j=i+1

gilt. Insbesondere liegen die Polynome Q; in .#.

Wir konnen auf die folgende Art linear unabhingige LOosungen von
(4.49) berechnen. Wir bestimmen eine Losung der Form (1, b, b,, ..., b))
von (4.49), falls das moglich ist. Anschliessend wird eine Losung der Form
(0, 1, b,, ..., b)) von (4.49) bestimmt und so fort. Dadurch haben wir zu-
mindest einen maximalen Teilraum #* von # gefunden. Wenn #* eine
echte Teilmenge von .# ist, so kann das von .#* und den R**! erzeugte Ideal
nicht zu einer Kubaturformel gehoren. In diesem Fall kann aber auch nicht
ein Komplement % von #* in P, die Bedingung (ii) des Charakterisierungs-
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satzes erfiillen. Es reicht also aus, fiir ein Komplement % von #* in P, die
Bedingung (ii) des Charakterisierungssatzes zu untersuchen. Ist sie erfillt, so
git #* =.# und die R'*' erzeugen zusammen mit S* ein zu einer
Kubaturformel gehoriges Ideal. Andernfalls ist das erzeugte Ideal nicht zu
einer Kubaturformel gehorig.

Wir konnen als Basis des Komplementes % Polynome P! wihlen, wobei
jeM < {0,1, ..., k}. Es geniigt dann, dic Bedingung (4.44) fur diese Teil-
menge M und die Parameter y;, die (4.48) geniigen, nachzupriifen.

Die Knotenanzahl ist dabei N = k(k+1)/2+ (k+1—dim.#"). Sollen
Formeln bestimmt werden, deren Knotenanzahl die untere Schranke in (4.21)
annehmen, so ist zusitzlich dim.#* = k+1—[k/2] zu fordern.

Diese Konstruktionsmethode wurde bei H. J. Schmid [79], beschrieben.

43.6. Konstruktionsmethode.

Schritt 1. Eine Losung v, 71, --., Y2 von (4.48) wird bestimmt.
Schritt 2. Eine maximale Zahl linear unabhingiger Polynome

k
Ql'= Zbljpjv i=1525"'5 S,
j=0

wird bestimmt, so dass (b, b;;, ..., b;) eine Losung von (4.49) ist. Damit
liegt die Indexmenge M fest. Falls s > k+1—[k/2] gilt, so filhrt dieser Ansatz
auf keine Formel.

Schritt 3. Fiir die Indexmenge M wird (4.44) iiberpriift. Ist diese
Bedingung erfiillt, so erzeugen die Polynome Rf*!' und die Polynome aus
JF* ein Ideal, das zu einer Kubaturformel vom Grad m =2k—1 mit N
=k(k+1)/2+ (k+1—s) Knoten gehort. Andernfalls fithrt dieser Ansatz auf
keine Kubaturformel. )

Beispiele zu den Konstruktionsmethoden 4.3.1, 4.3.3 und 4.3.6 werden in
Kapitel 6 zusammengestellt.

5. Mehrdimensionale Kubaturformeln

In diesem Kapitel kehren wir zur Situation aus Kapitel 3 zuriick und
geben eine allgemeine Version der Sitze, die entscheidend fir Kapitel 4
waren. Dabei werden wir uns hier wiederum ausschliesslich mit der Dar-
stellung strikt positiver linearer Funktionale befassen.

In 5.1 werden die Sitze 4.1.1 und 4.1.2 mit den Korollaren 4.1.3 und
4.1.4 allgemein gefasst. Dadurch ist das prinzipielle Vorgehen festgelegt, alle
auftauchenden Schwierigkeiten sind rein technischer Natur. Fiir Produktinte-
grale leiten wir eine explizite Form von Korollar 4.1.4 in beliebigen Dimen-
sionen her. In 5.2 geben wir eine allgemeine Version von Satz 4.2.1 an.
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Dieser Einblick in die mehrdimensionale Theorie macht zweierlei deut-
lich. Einerseits ist der Unterschied zwischen dem Zweidimensionalen und der
allgemeinen Theorie nicht prinzipieller Art. Zum anderen wachsen jedoch die
technischen und rechnerischen Probleme, die wir in Kapitel 4 kennengelernt
haben, in hoheren Dimensionen enorm an. Was die praktische Seite betrifft,
so ist eine Anwendung der Resultate ausgesprochen zeitraubend. Es scheint
hier sinnvoll, erst einmal die zweidimensionale Technik auf eine zufriedenstel-
lende Form zu bringen.

5.1. Konstruktion reeller Ideale

Der konstruktive Aspekt des Charakterisierungssatzes wird in diesem
Paragraphen kurz umrissen. Wir setzen dabei ein strikt positives lineares
Funktional I voraus und stellen eine allgemeine Technik vor, mit der ein
reelles Ideal konstruiert werden kann, das zu einer Kubaturformel gehort.

Da I als strikt positiv vorausgesetzt wird, konnen wir eine Basis von P,
in orthogonalisierter und monomisierter Form annehmen. Wir bezeichnen
die Basiselemente in der Form

P, lal=i i=0,1,...,m,
wobei
IJi=xa+Q¢.i’ Qai€P;_,,

gilt. Das Polynom Q,; ist dabei dadurch eindeutig festgelegt, dass /(P.Q) = 0
fur alle QeP;_, gilt.

Neben diesem Vorteil einer orthogonalisierten Basis steht im Falle strikt
positiver Funktionale auch die Abschidtzung (3.13) zur Verfiigung. Eine
Formel vom Grad m bendtigt N Knoten, wobei

(5.1) N > dimP, 5

gilt. Aus dieser Abschitzung ergibt sich, dass Py, < # gelten muss. Falls
die untere Schranke angenommen wird, so muss # = Py, gelten.

Ausgangspunkt des Charakterisierungssatzes war ein fundamentales m-
orthogonales System in P,,,, das zu dem gesuchten Ideal gehort. Im
allgemeinen wird das Ideal aber bereits Polynome aus P, enthalten, die
fundamental vom Grad k sind, wobei [m/2]+1 < k < m+1 gilt. In diesem
Fall wird das Ideal durch dieses fundamentale System und weitere Polynome
aus P,_, bestimmt.

Wir konstruieren deshalb Ideale U, die zu einer Kubaturformel gehGren
und die ein solches System enthalten. Diese Systeme konnen wir in der Form

2k—-m-1
(5.2) Ri=P+ Y Y wWg"Pp lel=k,

v=1 |fl=k-v
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annehmen, wobei ¥, ¥ reelle Parameter sind, iiber dic noch verfligt werden
kann. Die Fundamentalitit vom Grad k und die m-Orthogonalitit der
Polynome aus (5.2) sind offensichtlich.

Jedes P% enthilt genau einen Term vom Grad k, somit liegen die
Polynome

(53) XORE—xDRE ooy el =k, j=1,2,...,n,

wieder in dem gesuchten Ideal, wenn sie zu P, gehoren. Hierbei sei e, der x-
te n-dimensionale Einheitsvektor.

Betrachten wir den Fall, in dem kein Element aus dem von R%, |a| = k,
erzeugten Ideal U in P,_,; liegt. Damit nimmt (5.3) die folgende Form an,
(5.4) ' XORE— xR, 1, . €A,

wenn diese Differenzen definiert sind. Hierbei ist # der von R%, |a| =k,
erzeugte lineare Raum. Um (5.4) geschickter formulieren zu konnen, fiihren
wir die Indexmengen

Mk = (a: |al =k, a; #0,a, =0 fir v<j}, j=1,2,...,n,

ein. Diese Mengen sind paarweise disjunkt und ihre Vereinigung enthilt alle
o mit |a| = k. Mit dieser Bezeichnungsweise ldsst sich (5.4) auch fol-
gendermassen schreiben,
(5.5) xU’R:—x("Rﬁ”}_eieﬂ, ae M;(k),

j=i+1l,i4+2, .., 0 i=1,2, ..., n—1.

Diese Form von (5.4) vereinfacht den Beweis des folgenden Satzes. Wir
zeigen, dass mit (5.5) alle Beziehungen aus (5.4) erfasst werden. Neben (5.5)
werden durch (54) noch die folgenden Beziehungen ausgedriickt,

x“’R;—x""R,ﬂ‘_e,‘e.@, peM, k), A=1,2,...,x—1, x=2,3,..., n.

Sei eine Beziechung mit festem x und 1A =x—s,s> 1, gegeben. Die
Gleichung (5.5) ist fiir i =1 = %—s und j = % definiert und hat die Form

xORE—xPR, ., _, €R, aeM,(k).

Insbesondere liegt a* = Bf—e,+e; in M, (k), wenn B aus M, (k) stammt. Wir
haben damit

XORy_, 1o, —XPRye R fur  BeM, (k).
Damit ist alles gezeigt.
5.1.1. Satz. Es seien die Polynome R* aus (5.2) mit beliebigen, aber festen
Parametern y{% gegeben, [m/2]+1 < k < m+1. Das von den Polynomen R%

erzeugte ldeal sei U, der erzeugte lineare Raum sei R. Es ist Un P,_, = (0)
genau dann, wenn (5.5) erfiillt ist.
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Beweis. Es verbleibt zu zeigen, dass in U~ P,_; nur das Nullpolynom
liegen kann. Wir nehmen ein Qe n P,_; an. Q hat dann die Gestalt

(5'6) ‘ Q= Z QGR:’ QaepN’ NeN.

lzl=k
Falls N =0, so ist nur Q =0 moglich, weil Qe P,_, vorausgesetzt ist und

weil die R! fundamental vom Grad k sind. Wenn N > 0 ist, so zeigen wir,
dass man (5.6) mit Hilfe von (5.5) auch in der Form

X)) Q=) Q'R QJePy_,,

ja| =k
schreiben kann. '
Wir nehmen die 2 mit |a| = k und die Elemente von M;(k) in lexikogra-
phischer Ordnung an, wobei wir die Ordnungsrelation mit < bezeichnen. Sei

x € M; (k) gegeben. Wir konnen das Polynom Q. aus der Darstellung (5.6) wie
folgt zerlegen,

i N n
0,= Y T aP(y+ 3 w0, OPePy,, afeR.

j=1v=0 j=i+1

Damit ergibt sich

QIR; =R" Z Z a(z)(xU))v+ Z Q(z)xU)Ri

leO =i+1

Mit Hilfe von (5.5) folgt hieraus

QR =BT T B 0P R+ B 0P T AR
j=1v=0 J=i+1 =i+1 la|=k _
wobei 4, €R und y+e;—e; <. Diesen Ausdruck fassen wir wie folgt zu-
sammen

(58) QR —R"[Z Z aP ()] + ¥ SWR:+ Z SWRX,

j=1v=0 Ja| =k Iul

wobei SPePy_, und SPePy.
Diese Reduktion wenden wir sukzessive an, wobei y in lexikographischer

Reihenfolge durchlaufen wird. Fiir das grosste Element xo = (k, O, ..., 0) von
M, (k) folgt damit

N
=R [T aP ]+ 3 SEOR+ T SR+ T QEORS.
v=0 lal =k I:l;: I:ll:
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Diesen Ausdruck fassen wir als

[z a(z‘p (x(”)]+ Z Q"O’R"-{- Z Q(lo)Rk

la|=k la|=k )
Kzo
zusammen, wobei 0% e Py_, und Q%o ¢ P, gilt. Firr das auf y, folgende
Element y, wenden wir die Reduktion (5.8) auf

erneut an. Wir erhalten nach geeigneter Zusammenfassung

N
=R: [ Zoa(lly)(x(l))v] +R: [Z a) (x)] + Z QIR 4 ZIQ(, DRE
v= :<;l
mit §*ePy_;, Q%' ePy. Die Zahl der R, die in der dritten Summe mit
Polynomen aus Py verbunden sind, sinkt mit jedem Schritt. Wir erhalten
schliesslich

0=-Y ¥ R[Y ¥ apeoy]+ PRIRE

i=1 leM,(l) j=1v=0

mit Q) *€Py_,. Da Q in P,_, liegt, miissen die Terme der Ordnung N +k
in der obigen Darstellung verschwinden. Diese Form von @ wurde aber
gerade so konstruiert, dass in der linken Summe jedes Monom vom Grad
N +k genau einmal auftaucht. Damit miissen aber die Koeffizienten aff alle
verschwinden und die gewiinschte Darstellung (5.7) ist gefunden. m

- Wenn die R aus (5.2) die Bedingung (5.5) erfiillen, so ergibt sich aus
dem Satz, dass jedes Polynom Q el immer in der Form

= Z QaR:
lal=k
geschrieben werden kann, wobei der Grad von Q,R* nie den Grad von ¢

iibersteigt. Die R* bilden somit eine H-Basis des Ideals U. Satz 5.5.1 in
Verbindung mit Satz 3.4.1 liefert uns die folgende Charakterisierung.

5.1.2. Satz. Seien k mit [m/2]+1 < k < m+1 und beliebige, aber feste
Parameter fiir die R} aus (5.2) gegeben. Das von diesen Polynomen erzeugte
Ideal sei U, der erzeugte lineare Raum sei R. Das Ideal W ist genau dann zu
einer Kubaturformel vom Grad m mit N =dimP,_, Knoten gehirig, wenn

() xPRE—xPR;,, .e® aeM;k), i=1,2,..,n-1, j=i+l,
i+2,...,n,
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und

(ii) 1(Q*—R*) > O fiir alle Qe P,_, mit R*c, so dass Q*— R*¢€ P, gilt,
erfiillt sind.

Fiir k =[m/2]+1 ist die Bedingung (ii) stets erfiillt. Die Korollare 4.1.3
und 4.1.4 besitzen somit die folgende allgemeine Form.

5.1.3. KoroLLAR. Der von P%, |a| = k, erzeugte lineare Raum werde mit P,
bezeichnet. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom Grad m = 2k—1 mit
N =dim P,_, Knoten, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist,

(5'9) xu)m—x(i)lﬁa+¢j—e.-€ k> aEMi(k)’
i=1,2,...,n—1,j=i+1,i+2,...,n

Die Knoten dieser Formel sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome P%,
|a] = k. i

Wenn wir (5.9) mit P4™*, [y] = k—1, multiplizieren und anschliessend I
anwenden, so erhalten wir die folgende zu (5.9) dquivalente Bedingung,

IOPPy™Y) = TPy o - o P,
die sich auf die Form
(5100 I(P2Py,.) =I1(Pis, - Pyee)s 1l =k—1, aeMi(k),
j=i+1,i+2,...,ni=1,2,...,n—1,

bringen ldsst.

Fiir klassische Integrale wird diese Bedingung nicht erfiillt sein, es gibt
jedoch Funktionale, die (5.10) zulassen. Wir verweisen wiederum aul die
Arbeiten von F. N. Fritsch [70] und V. A. Kuzmenkov [76], [78].

Im Fall m =2k—2 haben die Polynome aus (5.2) die Gestalt

(.11 Ri=P+ Y VasPy's lal=k

1Bl=k—1
Wir verzichten hier, im Gegensatz zum zweidimensionalen Ansatz darauf, die
Polynome vom Grad k—1 in der speziellen orthogonalen Form anzusetzen.
Beide Ansitze sind, bis auf eine lineare Transformation unter den y,,,
dquivalent.

5.1.4. KorOLLAR. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom Grad m
=2k—2 mit N =dimP,_, Knoten, wenn es reelle Zahlen y,, gibt, so dass
(5.5) fiir die Polynome aus (5.11) gilt. Mit jeder zulissigen Wahl der Parameter
Ya,p Sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome R} aus (5.11) die Knoten
der Kubaturformel.

Wenn I so gewihlt ist, dass I(PiPg) =0 fir a # § gilt, zB. bei Pro-
duktintegralen, so lisst sich die Bedingung (5.5) stark vereinfachen. Wir
untersuchen diesen Fall zum Abschluss.
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Damit (5.5) erfiilllt wird, miissen die Polynome
xORE—xOR,,, _.,
zu P,_, orthogonal sein. Das liefert uns
0=} Yol PPy P77 Z Taveeus! (xOPg~ Py ).
1Bl =k—1 181=
Wir erhalten damit

Yu,1+¢,M;:-¢I 7¢+ej—e,,1+e,M;::,s aGM,-(k), IXI =k-
j=i+l,i+2,...,n,i=1,2...,n—1.
Wenn wir 7, y, 3/ M}~ setzen, so folgt o rte = 'y,ﬂj e.x+e- Das besagt
aber, dass alle Yap mit a+p =a* denselben Wert haben. Jetzt konnen wir
die Parameter in der Form v, = y,.,/M}~" ausdriicken, wobei 7., freie

Parameter sind, die durch die folgenden Bedingungen weiter eingeschrankt
werden.

Zu den in (5.5) definierten Polynomen muss es reelle Zahlen g, , geben,
so dass

(5.12) XOR}— xR, ., =HZ a,5P;
zl=k

gilt. Durch Multiplikation dieser Gleichung mit P%, || = k, und anschliessen-
der Anwendung von I ergibt sich somit

(513) 3,4 = Ya+a- e,/MJ. e ya+ej+l Ze,/Ml e M|=k’ Ial =k,
j=i+1l,i+2,...,n,i=1,2,...,n—-1.

Hierbei ist 1/M3Z. Null zu setzen, wenn 1 — e, mcht mehr definiert ist.
Bedingung (5.5) ist somit erfiillt, wenn die Polynome in (5.12) zu P,_,
orthogonal sind. Mit Hilfe von (5.13) und der gewohnten Technik ergibt sich

I(XU)P.P 1) I(x“) ate;—e _1)

= Z ‘P¢+p eﬁ’ﬂ+1/Mﬂ ] ‘y¢+p+e]—2e‘7ﬂ+1/Mﬁ e
18l =k

aeM;k), j=i+1,i+2,...,n,i=1,2,...,n—1, |y =k—-1.
Wir konnen dieses Gleichungssystem auch wie folgt schreiben,

(514) I(}ia+¢, 1+¢,) I( ate 1+¢‘)

=IFIZI ('}’a+e,+p')’p+¢,+1—)’¢+e,+p')’p+e,+z)/M;—1,
=k-1

el =yl =k—1,i=1,2,...,n—1, j=i+1,i+2,...,n
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Hierbei bleiben die Gleichungen bei Vertauschung von a und yx invariant, fir
a = x ergibt sich die Nullgleichung.

Eine Kubaturformel vom Grad m = 2k—2 mit N =dimP,_, Knoten
liegt somit fiir die hier betrachteten Integrale genau dann vor, wenn (5.14)
cine reelle Losung besitzt. Mit jeder reellen Losung sind die Polynome in
(5.11) eindeutig festgelegt. Ihre gemeinsamen Nulistellen sind die Knoten der
Formel.

5.2. Ein weiterer Charakterisierungssatz

Da wir im allgemeinen nicht erwarten konnen, dass (5.10) gilt, wird man
versuchen, dhnlich wie in 4.2 eine Verbesserung der Schranke zu erreichen.
Eine solche Verbesserung hat H. M. Moller [76] gefunden. Wir leiten diese
verbesserte Schranke her und kennzeichnen die Formeln, deren Knotenan-
zahl diese Schranke annimmt.

Sei eine Kubaturformel vom Grad m = 2k—1 mit N Knoten fiir ein
strikt positives lineares Funktional I gegeben. Das zur Formel gehorige Ideal
sei U. Wir bezeichnen den von P%, |a| = k, erzeugten Raum mit P,. Da
U~ P,_, nur das Nullpolynom enthilt, nehmen wir an, dass es zumindest s
linear unabhingige Polynome R,, R, ..., R, aus P, gibt, dic zum Ideal
gehoren. Damit muss die Knotenanzahl gegeniiber (5.1) mindestens um
dimP, — s steigen. Sei V der von den R; erzeugte lineare Raum. Fiir
beliebige, aber feste v, jeil, 2, ..., n}, v #j, sei W,; der von V, xVV, xX0V
erzeugte Raum. Dann gilt

(5.15) 3s—n = dim m,<s+<"+:“>+("+:’2),
wobet 7 die Anzahl der linearen Abhingigkeiten unter den R; und xR,
xU'R; bezeichne. Die rechte Seite von (5.15) ergibt sich, weil die maximale
Anzahl linear unabhingiger Polynome unter den xR; und xY'R; nicht die
Anzahl der linear unabhingigen Monome vom Grad k+1 iibersteigen kann,
die durch x™ oder xV teilbar sind.

Die Zahl n kann nicht die Zahl der linear unabhingigen Vektoren
acR, 1 =|{a: |a| =k—1}|, iibersteigen, fiir die

|‘|Zl aﬁI(’:‘ﬂ+eJP;+¢,_Pz+e, 1+ej) =0’ |X| =k—1,

=k-1

gilt. Die Koeffizientenmatrix des zugehorigen Gleichungssystems ist schief-
symmetrisch, ihren Rang bezeichnen wir deshalb mit 25)7. Das Maximum der
n’, wobei v und j in ihrem zuldssigen Bereich variieren, bezeichnen wir mit
m.- Wie in 4.2 ergibt sich aus 1 < 2, eine Abschitzung fiir die Knotenanzahl
in einer Kubaturformel vom Grad m = 2k—1. Sie hat jetzt ebenfalls die
Form

(5.16) N >dimP,_, +n,.
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, A
Eine Charakterisierung der Formeln, deren Knotenzahlen diese untere
Schranke annehmen, verlduft analog zu der in 4.2 beschriebenen Technik.

5.2.1. Satz. Es gibt genau dann eine Kubaturformel vom Grad m = 2k —1
mit N =dimP,_,—n, Knoten, wenn das zur Formel gehorige Ideal U von
linear unabhiingigen Polynomen Ry, R,, ..., R, s = dimP, —n,, aus P, erzeugt
wird, die den nachfolgenden Bedingungen geniigen. Hierbei bezeichnen wir den
von den R; erzeugten Raum mit R und mit % ein beliebiges, aber festes
Komplement von ® mit einer Basis U,, U,, ..., U, , die wir orthogonal zu
P,_, annehmen diirfen.

() Die Polynome xR;, i=1,2,...,s,j=1, 2, ..., n, bilden ein funda-
mentales System vom Grad k+1.

(i) Wenn @, = x"Q,—xV0,eP, mit Q,,0,ebP;, v,jell,2, ..., n},
v # j, dann folgt Q;e R.

(iii) Wenn Qo= Y byx?Q,eP, mit Qze R, byeR, B+#0, dann liegt
1Bl<2
]

auch Qg in A.

(iv) Es gilt I(U*—R*)> 0 fiir alle U, wobei R*c U so gewdihit ist,
dass U2—R*eP,, gilt.

Der Beweis dieses Satzes folgt direkt dem Beweis von Satz 4.2.1, wobei
jetzt der Beweis von Satz 5.1.1 benutzt wird, um Un% =(0) aus den
Bedingungen (i) bis (iii) zu folgern.

Wir merken noch an, dass sich e¢ine allgemeine Version von Satz 4.1.5
ohne Schwierigkeiten geben lisst. In wie weit sich diese allgemeinen Charak-
terisierungssitze zur tatsichlichen Konstruktion verwenden lassen, ist offen.
Fest steht, dass ein grosser technischer Aufwand notwendig ist. Die wenigen
bisher durchgefiihrten praktischen Versuche haben gezeigt, dass es sehr
fraglich ist, ob die wenigen glatten zweidimensionalen Resultate, wie sie in 6.2
angegeben werden, auch in beliebigen Dimensionen gelten.

6. Beispiele

In diesem letzten Kapitel stellen wir Anwendungen der Charakterisie-
rungs- und Konstruktionsmethoden zusammen. Die angefiihrten Beispiele
sind relativ einfacher Natur. Das bewirkt, dass sie mit nicht zu grossem
Arbeitsaufwand behandelt werden konnen. Es moge jedoch beriicksichtigt
werden, dass selbst bei diesen Beispielen kein systematischer Zugang bekannt
war und dass neue Resultate hergeleitet werden konnen.

Obwohl wir uns in erster Linie auf zweidimensionale Produktintegrale
beschrinken, konnen wir einige iiberraschende Beispiele prisentieren, die
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neuen Aufschluss tiber die komplizierte Struktur des gesamten Kubaturpro-
blems geben, insbesondere iiber das unangenehme Problem der unteren
Schranken. Auch zum Problem der Lage der Knoten kann cin interessantes
Beispiel gegeben werden.

Wir begniigen uns im allgemeinen damit, die Existenz bestimmter For-
meln nachzuweisen und die Polynome anzugeben, die das zur Formel
gehorige reelle Ideal erzeugen. Eine Berechnung der Knoten kann mit
Standardmethoden der numerischen Mathematik erfolgen, ebenso die Be-
stimmung der Koeffizienten. Hier lasst sich aber auch die Formel (3.19)
benutzen, die sich allerdings numerisch als nicht so stabil erwiesen hat, wie
eine numerische Losung des zugehdrigen linearen Gleichungssystems.

In 6.1 werden Ergebnisse zusammengestellt, die N. Kroll, J. Linden und
H. J. Schmid [80] fiir klassische Produktintegrale bis zum Grad 9 im Detail
durchgefiihrt haben. Dort findet man auch fiir einige der charakterisierten
Formeln die zugehdrigen Knoten und Gewichte. Der Grad 9 ist besonders
hervorzuheben. Hier konnen wir Beispiele angeben, bei denen die untere
Schranke (4.21) nicht mehr angenommen wird. Gleichzeitig ldsst sich in
diesem Fall fir bestimmte Gewichtsfunktionen zeigen, dass es genau ecine
minimale Formel vom Grad 9 gibt, deren Knoten allerdings nicht alle in der
konvexen Hiille des Integrationsbereiches liegen. Ahnliches Verhalten scheint
auch beim Grad 8 vorzuliegen, hier k6nnen wir uns jedoch nur auf numeri-.-
sche Erfahrungen stiitzen. ’

Hieran schliesst sich in 6.2 die Behandlung eines speziellen Integrals, fiir
das die Existenz minimaler Formeln, deren Knotenanzahl der unteren
Schranke in (4.3) bzw. in (4.21) entspricht, fiir jeden Genauigkeitsgrad garan-
tiert werden kann. Hierdurch wird ein Beispiel von C. R. Morrow und
T. N. L. Patterson [78] vervollstindigt, das jetzt zeigt, dass die Schranken
(4.3) und (4.21) in dem Sinne scharf sind, dass sie fir ein bestimmtes
klassisches Integral tatsichlich angenommen werden.

In 6.3 zeigen wir, wie die Methode 4.3.6 zu Konstruktion nicht-minima-
ler Formeln benutzt werden kann. Diese Beispiele sind deshalb besonders
interessant, weil man bei hoheren Genauigkeitsgraden hierdurch unter
Umstdnden minimale Formeln erhalten kann, selbst wenn die Schranke (4.21)
nicht mehr angenommen wird.

Wir fiigen in 6.4 Beispiele an, bei denen die betrachteten Integrale keine
Produkt-Gestalt haben. Hierdurch wird deutlich, wo augenblicklich die
Grenzen einer Anwendung der hier behandelten Theorie liegen. Die kom-
plizierte Gestalt der orthogonalen Polynome, iiber die man viel zu wenig
weiss, und die grosse Zahl algebraischer Umformungen setzen hier Grenzen,
die aber sicherlich durch eine Verfeinerung der Rechentechnik und durch
neue Ideen iiberwunden werden konnen.

In 6.5 stellen wir einige Zeichnungen der Nullstellengebilde der zu
" Kubaturformeln gehorigen Ideale zusammen, sowie einige der durchgerechne-
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ten Werte fir Knoten und Gewichte. Wir beschrinken uns auf die fir die
Theorie wichtigen Beispiele und auf Standardbeispiele zu den charakterisier-
ten Formeln.

Ein Grossteil der numerischen Berechnungen, die hier nur teilweise
diskutiert werden, wurde zusammen mit N. Kroll und J. Linden aus Bonn
durchgefiihrt. Der Autor bedankt sich fiir die gute und effektive Zusammen-
arbeit, ebenso bei Herrn G. Teufel aus Erlangen, der weitere Zeichnungen
angefertigt hat. Die numerischen Beispiele wurden zum Teil in Bonn mit
Hilfe einer IBM 370/168 in vierfacher Genauigkeit, sowie in doppelter
Genauigkeit mit Hilfe der Cyber 173 des Regionalen Rechenzentrums in
Erlangen gerechnet. '

6.1. Minimale Formeln bis zum Grad 9 fiir Produktintegrale

Wir schliessen mit diesen Beispielen direkt an die Konstruktionsmetho-
den 4.3.1 und 4.3.4 an, wobei wir die Bezeichnungen aus 4.3 iibernehmen. Die
Integrale, die hier untersucht werden, haben die klassische Form

1 1

(6.1) I: P(C;)>R: P> j' j P(x, y)o(x)w(y)dxdy

-1 -1

mit I(1)=1 und einer geraden Gewichtsfunktion w(u) auf [—1, 1].
Insbesondere wird man hier an die Gewichtsfunktionen '

rz+2
(a+ DI (a+1)222 4!

(6.2) W, (u) = T (1-u?, a> -1,

denken. In diesem Fall versehen wir die orthogonalen Polynome und ihre
Momente mit dem Index a. Ansonsten benutzen wir die iiblichen Be-
zeichnungweisen. Wenn wir die Gewichtsfunktion in der Form (6.2) wihlen,
so sind die orthogonalen Polynome die ultrasphirischen Polynome, ihre
Gestalt und ihre Momente sind wohlbekannt. Fiir die Charakterisierungen
sind nicht so sehr die Momente M}’ von Bedeutung, sondern deren Quotien-
ten. Die Quotienten A7, die wir in (4.30) eingefiihrt haben, ergeben sich jetzt
als
a . | . i(2x+1)

63 A=0 Ai=33 A T Qa+2i+1)(22+2i-1)

i=2,3,...
Die Momente lassen sich durch

i-J J
7 =GlG = T4 Y A4

6 — Dissertationes Mathematicae CCXX .
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ausdriicken. Die eindimensionalen orthogonalen Polynome pj geben wir
soweit an, wie sie im folgenden benétigt werden,

Po=1 pi=x p=x"-A4;, pP=x—(4+4,)x
pi = x‘-(Al +A2+A3)x2+A1A3,
p§=xs_(Al+A2+A3+A4)x3+(A1A3+A4(A1+A2))x.

Die zweidimensionalen orthogonalen Polynome ergeben sich als Produkt in
der Form '

(x VW=r_,xpi(y), Jj=0,1,...,i,i=1,2,..

N. Kroll, J. Linden und H.J. Schmid [80] haben dic Konstruktionsme-
thoden 4.3.1 und 434 im Detail fir Integrale vom Typ (6.1) durchgefiihrt,
wobei insbesondere die Gewichtsfunktionen (6.2) fira = —1/2, a =0 und «
= 1/2 genauer untersucht wurden. Bei der Methode 4.3.1 fiir gerade Exakt-
heitsgrade konnte die Existenz einer LOsung des System (4.34) fiir diese
Spezialfille bis zum Grad 6 immer~gesichert werden. Beim Grad 8 konnte
nur eine Losung mit numerischen Methoden gefunden werden. Hier ergaben
sich einige numerische Probleme, die jedoch mit einer speziellen Variante des
Broyden-Verfahrens, siehe H. J. Schmid [80],, gelost werden konnten, wobei
Lemma 4.3.2 beriicksichtigt wurde. Das System (4.34), das zum Grad 10
gehort, konnte, ausser fir a = 1/2, nicht gelost werden Es ist zu vermuten,
dass hier keine Losungen vorliegen.

Im ungeraden Fall ist die Existenz der Kubaturformeln gesichert, wenn
man die Methode 4.3.4 benutzt. Somit ist es moglich, das Verhalten, das die
numerischen Experimente beim Grad 10 zeigten, fir bestimmte Gewichts-
funktionen betm Grad 9 zu beweisen, namlich, dass die unteren Schranken
nicht immer angenommen werden. Ausserdem lisst sich hier auch ein
weiteres Phianomen beweisen, das man bereits beim Grad 8 numerisch
feststellen konnte. Fiir a =0 wurde (bis auf Symmetric) eine minimale -
Formel gefunden, bei der jedoch ein Knoten nicht in C, liegt. Dieses
Verhalten konnen wir auch beim Grad 9 feststellen. Es gibt Gewichts-
funktionen, zu denen es genau eine minimale Formel gibt, deren Knoten
jedoch nicht alle im Integrationsgebiet liegen. .

6.1.1. Minimale Formeln vom Grad 2. Alle minimalen Formeln vom Grad
2 fiir Integrale vom Typ (6.1) sind dadurch charaktenstert dass ihre Knoten die
3 gemeinsamen Nullstellen der Polynome
Ry = P3+ (yoPo+7,P})/Ms, Ry = P}+ (v, Po+7,P1)/Mg,
R; = P3+ (y:Po+ 73 P1)/ My
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sind, wobei die y;.der Gleiching
MIM§ = 91 +y2—7oY2— V173

geniigen miissen.
Losungen dieser Gleichung lassen sich ohne Schwierigkeiten finden.

6.1.2. Minimale Formeln vom Grad 3. Alle minimalen Formeln vom Grad
3 fiir Integrale vom Typ (6.1) sind (bis auf Symmetrie) dadurch gekennzeichnet,
dass ihre Knoten die 4 gemeinsamen Nullstellen der folgenden Polynome sind,

(i R, = P3+cP2, R, = P2—bP3 mit b>+c> 0, b, ceR,
oder

() R, = P}, R, = P3. h

Im letzten Fall liegt eine Produktformel vor.

6.1.3. Minimale Formeln des Grades 4. Alle minimalen Formeln des
Grades 4 fiir Integrale vom Typ (6.1) sind dadurch gekennzeichnet, dass ihre
Knoten die 6 gemeinsamen Nullstellen der Polynome

2
R|=P|3+Zyl+jP12/Mf: l=0’ 1,2a3’

j=0

sind. Dabei geniigen die y; den Gleichungen

M3 = (v} —vor2+73 — 727/ M3+ (Y3 — 1173/ M3,
M3 =(y3— 1173+ Y5 —Vavs/ ME+ (13— 127/ M3,
0= (y172— Vo3 +VaVa—V27s)Mi + (y273 — 1174)M3.

Auch hier konnen ohne Schwierigkeiten Losungen des Gleichungs-
systems angegeben werden. So kann z.B. y, =7y, =7y, =7, Null gesetzt
werden, oder etwa y, =95, y; =73 und y, =y, =0 angesetzt werden. In
beiden Fillen gewinnen wir minimale Formeln des Grades 4. Minimale
Formeln des Grades 4 fiir o,, « = 0, die (0, 0) als:Knoten besitzen, konnte
I. P. Mysovskikh [68] auf andere Art herleiten.

6.1.4. Minimale Formeln des Grades 5. Alle minimalen -‘Formeln des
Grades 5 fiir Integrale vom Typ (6.1) sind (bis auf Symmetrie) dadurch
gekennzeichnet, dass ihre Knoten die 7 gemeinsamen Nulistellen der folgenden
Polynome sind,

R,=P3+P3, R,=P}+P}, Ry=aPi+bP}, a?’+b*+#0, a, beR.

Man erkennt, dass sechs der Knoten auf einem Kreis mit Radius
24, + A, um den siebten Knoten (0, 0) liegen. Fiir 24, + 4, < 1 ist somit
gewahrleistet, dass alle Knoten in C, liegen. Fiir Integrale mit einer
Gewichtsfunktion w,, « > —1, ist das z.B. immer der Fall. Spezialfille fir w,,
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o = 0, wurden bereits von J. Radon [48] und J. Albrecht und L. Collatz [58]
hergeleitet.

6.1.5. Minimale Formeln vom Grad 6. Es gibt genau dann eine minimale
Formel vom Grad 6 mit 10 Knoten, wenn das folgende Gleichungssystem eine
Losung besitzt,

Mt = (i —vov2+ 73— v37s)/ Mo+ (13— 1173+ —v274)/ M3,

M= (Y3 =173 +75 — 7Y}/ Mo+ (¥3 — V2va + 75 — 1375/ M3,

M3 = (y3— V274 + 75— ¥s77)/ Mo+ (73— 375 + 3 — vave)/ M3,
0= M3 (7172—7oV3 +Va¥s —V3¥e) + (V273 — V174 + V3V —V2¥5)M3,
0= M3 (7173 —YoYa+Va¥6 = V377) + (V24— 175 +V3Vs — V2¥6)M3,
0= M3 (7273 —V1Ya+7VsV6 —Va¥7) + (1374 = V275 +Va¥s — V376)Mp.

Mit jeder reellen Losung dieses Systems sind die 10 gemeinsamen Nullstellen
der Polynome

3
Ri=Pl4+ Z‘YI-F_]P}/M}’ i=0’ 1,2;3’4’

j=0
die Knoten der Kubaturformel.

Fir w,, a=-—1/2, 0, 1/2, besitzt das Gleichungssystem z.B. reelle
Losungen. So kann man das System durch den Ansatz y, = 77, 71 = Ve, V2
=9ys und y, =7, auf vier Gleichungen in vier Unbekannten reduzieren.
Diesen Fall geben wir in 6.5.2 fir w,, « =0, an, siche auch H. J. Schmid
[78]..

6.1.6. Minimale Formeln vom Grad 7. Simtliche minimalen Formeln vom
Grad 17 fiir Integrale vom Typ (6.1) werden durch die folgenden 5 Typenklassen
(bis auf Symmetrie) charakterisiert. :

(i) Die Knoten sind die 12 gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, =P3—P;, R,=P{—P}, Ry=P;—aP}+(A;/43+1)PS,

wobei |a| < A;/A3+2, aeR, gelten muss.
(i) Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = a(1+4,0/A43)P5+ (a>— 1)P3 — (A,/ A3+ a)Pg,
R2= _aP?"'P‘, R3=Pg+ng+(A2/A3+a)P4,
hierbei ist a = —%/2—U%*—4/2 und x = (A, +A,)/A35+ (A3—A,)/A,. Die
Gewichtsfunktion muss so gewdhlt sein, dass

uz > 4, (1 +A20/A3)(A2/A3+a) >0 und (Az/A3—x)a >0
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gilt. Der freie Parameter b muss der Bedingung
| b2%a < (A,/A; —x)*a?

geniigen.
(iii) Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome

R1=P3+2P;+P:9 R2=P?+Pga R3=Pg—an’

wobei die Gewiechtsfunktion so gewdhlt sein muss, dass A, = A, gilt. Der freie
Parameter a darf beliebig in R gewdhit werden.

(iv) Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = P5+Ay(a+1)P}/A,+aP;, R, =P}, Ry=P},

wobei a > 0 gelten muss.
(v) Die Knoten sind die 12 gemeinsamen Nullstellen der Polynome

R, = cP{—P}+A5(c+d)P§/A, +dPy,
Ry = A,cP}/A3+ (c— A b/A3 +d)Pi+ Py,

wobei | = cb—ad und Ay(a—d)/[(A,+ A;) = c—b so erfiillt werden muss, dass
die Polynome H; aus 4.3.3 berechnet werden konnen und deren Koeffizienten
der Bedingung (4.44) geniigen.

Die Typenklassen (i) und (iv) wurden fir w,, « = 0, bereits vollstindig
von H. M. Moller [76] behandelt. Spezialfille dieser beiden Typenklassen
gehen auf G. W. Tyler [53], 1. P. Mysovskikh [64], H. Engels [66] und
G. M. Phillips [67] zuriick. Es kann gezeigt werden, dass die Typenklasse (v)
nicht leer ist. Zu allen Typen geben wir in 6.5.3 bis 6.5.7 je ein Beispiel an.

6.1.7. Minimale Formeln vom Grad 8. Es gibt genau dann Kubaturfor-
meln vom Grad 8 mit 15 Knoten fiir Integrale vom Typ (6.1), wenn das
Gleichungssystem (4.34) fiir k = 5 in R losbar ist. Mit jeder reellen Losung sind
die 15 gemeinsamen Nullstellen der Polynome

4
R, =P+ Y %,P/M}, i=0,1,..,5,
j=0
die Knoten der Formel.

Fiir w,, «a = —1/2, 0, konnten nur numerische Losungen von (4.34) fiir
k = 5 gefunden werden, siche 6.5.9 und 6.5.10. Es ergaben sich dabei anfangs
Schwierigkeiten. Fiir w,, a = 0, erwies sich das System als besonders unange-
nehm. Das Fehlen geeigneter Startwerte und das schlechte Verhalten der
Jacobi-Matrix fiihrten bei Varianten des Newton-Verfahrens immer auf einen
Abbruch des Verfahrens. Durch eine zyklische Form des Broyden-Verfahrens,
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bei der die Startwerte zufdllig in dem durch (4.35) beschriebenen Intervallen
gesucht wurden, liessen sich schliesslich Losungen finden. Im Fall von «a
= —1/2 fuhrte jede Anwendung dieser Prozedur auf eine LOsung, unter 20
berechneten zugehdrigen Kubaturformeln war keine, deren Knoten simtlich
in C, lagen. Im Fall @ =0 konnte bis auf Symmetrie nur eine Losung
bestimmt werden. Die zufidllige Auswahl der Startwerte fihrte dabei jedoch
auf alle symmetrischen Formen dieser Losung. Die zugehorige Kubaturfor-
mel wurde von C. R. Morrow und T. N. L. Patterson [78] veroffentlicht.

Das System (4.34) wurde auch fir k = 6 numerisch untersucht. In diesem
Fall liegen 12 Unbekannte und 15 Gleichungen vor. Es konnten jedoch in
keinem der hier betrachteten Fille Losungen bestimmt werden.

6.1.8. Minimale Formeln vom Grad 9. Alle minimalen Formeln vom Grad
9 fiir Integrale vom Typ (6.1) mit 17 Knoten werden (bis auf Symmetrie) durch
die folgenden Typenklassen charakterisiert.
(i) Wenn A, = Ag, so sind die Knoten die 17 gemeinsamen Nullstellen
der Polynome
R, =P3+P3+P;, R,=Pi+P3+P;, Ry=P{+P;, R,=P;+P;.
(ii) Wenn A, = A,, so sind die Knoten die gemeinsamen Nullstellen der
Polynome
R, =P}+P3+P;, R,=P}+P;+P;3,
Ry=(a—1)P; —P3+bP;, R, =bP}+P}+aP3,
wobei a’-—a—b?=(A,—A,)/A;, a*+b*+1>b%a+a und |2ab-—b)
< a*+b%+1—(b*a+a) erfillt sein miissen.
(lll) Wenn 2(A2+A4)(A1 —A4)—A3A4 > 0 und 2/14(/11 _A4) > A3 (A4—A2)
gilt, so sind die-Knoten die 17 gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = P3+A4P3/A,+P;, Ry =P{+AP3/A,+P3,
Ry = AycP3/Ay— P3— A, PY/(As+ Ay),
Ry = — A2 P3[4y + A)— P3— AycP3/A,,

wobei

¢ =/ Aa(A3 (A3 + A?) 1 (2(A; + A4)(A; — Ag)— A3A) eR

zu wdhlen ist.

Fir ,, a = 0, existiert eine Formel vom Typ (iii), sic wurde von H. M.
Moller [76] angegeben, siche 6.4.16. Wir werden die Typenklasse (iii) etwas
niher untersuchen, denn hier lassen sich interessante Beispiele finden.
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Die Typenklassen (i) und (ii) konnen nur fiir Gewichtsfunktionen erreicht
werden, bei denen A, = A, gilt. Exemplarische Beispicle geben wir in 6.5.11
und 6.5.12. Unter den Gewichtsfunktionen aus (6.2) kommen damit nur
diejenigen w, mit a = 1/2 bzw. a = —1/2 infrage. Bei den restlichen o > —1
kann es somit bis auf Symmetrie hochstens eine Formel vom Typ (iii) geben,
die 17 Knoten besitzt. Da der Parameter ¢ reell sein muss, geniigt es, die
Gewichtsfunktion so zu wihlen, dass A} < A% gilt, um Beispiele zu finden,
bei denen die Knotenanzahl echt grosser als 17 sein muss.

Integrale vom Typ (6.1) mit einer Gewichtsfunktion (6.2), bei der a > 1/2
gewihlt wird, besitzen damit keine Kubaturformeln vom Grad 9 mit 17 Knoten.
Die untere Schranke (4.21) wird in diesen Fiillen nicht angenommen.

Eine genauere Untersuchung zeigt, dass 2(A3+ A3)(A] —13)— A5A4% fur
einen Wert a verschwindet, der bei 0.0799 liegt, so dass es zu Gewichts-
funktionen (6.2) mit a > 0.08, a # 1/2, keine Kubaturformeln vom Grad 9
mit 17 Knoten gibt.

Man stellt ausserdem fest, dass fir —1. <a < —03, a # —1/2, bis auf
Symmetrie genau eine minimale Formel vom Grad 9 existiert, die dann vom
Typ (iii) sein muss. Fiir diese Werte von a liegen aber stets vier Knoten
ausserhalb von C,.

Es gibt somit in diesen Fallen keine minimale Formel deren Knoten
sdmtlich in der konvexen Hiile des Integrationsbereiches liegen.

Dieses Verhalten wird in 6.5.13 bis 6.5.15 anhand von Zeichnungen
demonstriert.

6.2 Integrale, fiir die minimale Formeln jedes
Genauigkeitsgrades bekannt sind

Das Gegenbeispiel aus 6.1, das uns gezeigt hat, dass (4.21) in der
augenblicklichen Form nicht ausreichend ist, wird durch das folgende Bei-
spiel erginzt. Fir das Integral (6.1) mit der Gewichtsfunktion @,, a = 1/2,
aus (6.2) nehmen die minimalen Kubaturformeln die untere Schranke in
(4.21) fir ungeraden und die Schranke (4.3) fiir geraden Exaktheitsgrad an.

Dieses Beispiel geht auf C. R. Morrow und T. N. L. Patterson [78]
zuriick, die die zugehorigen Formeln durch eine geschickte Mischung von
Lobatto- und Gauss-Quadraturformeln fiir m =2k—2 und m=2k—1, k
gerade, konstruiert haben. Unser systematischer Zugang erlaubt es, das
Beispiel zu vervollstindigen und geschlossen zu behandeln. Damit ist ein
klassisches Integral gefunden, fiir das die minimalen Formeln die bekannten
unteren Schranken annehmen.

Wir bezeichnen die zum Integral (6.1) mit der Gewichtsfunktion  (u)

=2,/1—u?/n gehorigen orthogonalen Polynome mit Uj. Diese Polynome
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lassen sich aus den monomisierten eindimensionalen Tschebyscheff-Polyno-
men zweiter Art durch Produktbildung gewinnen, es gilt
__sin((i—j+ 1)arcos x)sin((j+ 1) arcos y)
- 2isinarcos xsinarcos y
j=0,1,..,i,i=0,1, ..

Uj(x, )

b

Die Momente, die zu diesen Polynomen gehoren, haben eine einfache Form
nimlich

M;J:z—ﬂ, j=0,1,...,i, i=0,1,..., a=1/2.

Da die Momente in den Gleichungssystemen, die wir zur Konstruktion
und Kennzeichnung verwendet haben, eine entscheidende Rolle spielen, ist
sofort klar, dass sich diese einfache Gestalt der Momente stark auswirken
muss. Uberhaupt zeigt sich immer deutlicher, dass die Momente eine weitaus
grossere Rolle spielen als die Integrationsgebiete. In dieser Richtung sind
interessante Ergebnisse zu erwarten, vor allem in Zusammenhang mit der
passenden Erweiterung des Begriffes der Gauss-Quadratur.

Wir beginnen mit Formeln vom Grad m = 2k—2, ke N. Bei aufmerksa-
mer Betrachtung des Gleichungssystems (4.34), das durch die spezicllen
Momente stark vereinfacht wurde, erkennt man, dass in den inhomogenen
Gleichungen die Unbekannte y, in der Form y? genau einmal vorkommit.
Damit ist aber auch bereits eine Losung von (4.34) gefunden, denn jetzt
reduzieren sich alle Gleichungen zu 272 = 2%~ 2)2 'wenn wir y; = 0 fir i # k
setzen. Wir erhalten damit y, = 2' =% Auf Grund von Korollar 4.1.4 ist
damit die Existenz einer minimalen Formel vom Grad m = 2k —2 gesichert.
Wir erhalten die Knoten dieser Formel als gemeinsame Nullstellen der
Polynome

R0=Uk0, RI=U'k+U,k‘:,1/2, '=1, 2, ooy k.

Die gemeinsamen Nullstellen dieser Polynome lassen sich direkt be-
rechnen, wir geben sie in 6.5.17 an. Die Koeffizienten lassen sich iiber die
Formel (3.19) bestimmen. ,

Im Fall m =2k—1 miissen wir zwischen geradem und ungeradem k
unterscheiden. Wir gehen jetzt mit der Methode vor, die in 4.3.5 beschrieben
wurde. Das System (4.48) nimmt ebenfalls eine iiberschaubare Form an,
hierbei ist A5 =0, A7 =1/4, i=1,2,..., mit a = 1/2 einzusetzen.

Wenn k gerade ist, so liefert der Ansatz y, = 2 2% y, = 0, falls i # k, eine
Losung von (4.48). Um die Polynome aus P, zu bestimmen, die zum Ideal
gehoren, missen alle Losungen von (4.49) bestimmt werden. Da bis auf 7,
alle y; verschwinden, ldsst sich mit dem beschriebenen Ansatz leicht eine
Losungsmenge angeben. Man erhilt die Polynome

(64) R=U+U, i=0,1,.., k2.
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Damit liegt die Indexmenge M fiir Schritt 3 der Konstruktionsmethode 4.3.5
fest. Man kann zB. M = {k/2+1, k/2+2, ..., k—1} wihlen. Die Uber-
prifung von (4.44) mit dieser Indexmenge ist problemlos. Sie liefert das
gesuchte Ergebnis. _ '

Es gibt eine minimale Formel vom Grad m = 2k—1, k gerade, fiir das
hier betrachtete Integral, deren Knotenanzahl der unteren Schranke aus
(4.21) entspricht. Die Knoten sind die gemeinsamen Nulistellen der Polynome
aus (6.4), sie werden in 6.5.18 angegeben.

Wenn k ungerade ist, geht man dhnlich vor. Die Losung von (4.48)
bereitet auch jetzt keine grossen Schwierigkeiten. Man liberzeugt sich schnell,
dass y,_; =y =272 7, =0, falls i # k—1, i # 2k dieses System 16st. Um
die Polynome aus P, zu bestimmen, muss eine moglichst grosse Losungsmen-
ge von (4.49) bestimmt werden. Durch den in 4.3.5 beschricbenen Ansatz,
wobei beriicksichtigt wird, das die Polynome aus (4.36) fir ungerades k im
gesuchten Ideal liegen miissen, erhalten wir diese beiden Polynome, ndmlich

(65) Rl - Uf)+th+ cee +U:_1,

’ R, =Us+U%+ ... + UL, t=[k/2]+2,
sowie
(6.6) R,-=U£‘_1+U,’§_,-, i=1,2,..,[k/2]+1.

Die Indexmenge M aus Schritt 3 ldsst sich als M = {[k/2]+1, [k/2]+
+2, ..., k—1} wihlen. Die Uberpriifung von (4.44) fir diese Indexmenge
ldsst sich direkt durchfiihren.

Damit ist auch fir ungerades k gezeigt, dass das hier betrachtete Integral
eine minimale Formel fir den Grad m = 2k —1 besitzt, deren Knotenanzahl
der unteren Schranke aus (4.21) entspricht. Die Knoten sind die gemein-
samen Nullstellen der Polynome aus (6.5) und (6.6), sic werden in 6.5.19
angegeben.

Wir merken noch an, dass man fiir die Gewichtsfunktion w,, a = —1/2,
im Fall m = 2k—1, k gerade, ebenfalls mit der hier beschricbenen Methode
minimale Formeln konstruieren kann. Wenn k ungerade ist, so konnte bis
jetzt noch keine allgemeine Losung von (4.48) durch einen direkten Ansatz
gefunden werden. Auch fiir m = 2k—2 konnte das zugehorige System (4.34)
nicht allgemein gelost werden.

63. Nicht-minimale Formeln

Wir wenden nun die Konstruktionsmethode 4.3.6 an, um nicht-minimale
Formeln fir Integrale vom Typ 6.1 zu gewinnen.

6.3.1. Nicht-minimale Formeln vom Grad 5. Wir 16sen das System (4.48)
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fir k =3 durch den folgenden symmetrischen Ansatz, y, = 76, 7, = y5 =0,
¥2 = 74. Dann liegen folgende Gleichungen vor,

0 = 73 (A3 — A, + (y2— v/ M3 + 72/ M3),

0 = y,(24;5 —2y0/M3+7,/M?}),
Mt = A yo+(As— Ay + (¥3 =73 — 7072/ M3,
M3 =2(A;— A2+ 293/ M3+ (3 -y M.

Wenn wir y; = 0 wihlen, so ergeben sich die restlichen Unbekannten als y,
=94 = A}A3/(A;—2A,) und als yo = y¢ = A;AA3+ A4,43/(24,—44,), wo-
bei wir A, # 24, annehmen. In Schritt 2 der Methode 4.3.5 ist eine maxima-
le Losungsmenge von (4 49) zu bestimmen. Diese Gleichung hat jetzt die
Gestalt

(6.7)

‘Man erhilt folgende Losungsvektoren b = (bg, b,, b,, b3), (1, 0, —A,/(24,), 0)
und (0, 1, 0, —2A4,/4,). Damit miissen neben den Polynomen

2
=P+ Z Vi+; PHME, i=o, ..., 4,

auch die Polynome R, = P3 A,P3/(2A,) und R2 = P}—-24,P}/A, zum
gesuchten Ideal gehoren. Die Indexmenge kann somit als M = {2, 3} gewihlt
werden. Fiir diese Menge ist (4.44) zu iiberpriifen. Die Bedingungen aus (4.44)
haben die Form '

(68) M3i—7%>0, M3—y5>0 wund 35 <(M3—7)(M3—76).

Man erkennt, dass fiir 24, > A, diese Bedingungen erfillt sind. Somit haben
wir insbesondere fiir alle Integrale vom Typ (6.1) mit ciner Gewichtsfunktion
(6.2) die Existenz einer nicht-minimalen Formel vom Grad 5 mit 8 Knoten
nachgewiesen. Als Basis des zur Formel gehorigen Ideals konnen wir neben
R, und R, noch das Polynom Ry = P}—A,A,(Pi+ P3)/(A,—2A,) wihlen.
Die gemeinsamen 8 Nullstellen dieser Polynome sind die Knoten der Formel.
Fiir w,, a = 0, ist diese Formel wohlbekannt, sie wurde bereits 1908 von W.
Burnside [08] angegeben.

Eine weitere Formel erhdlt man aus (6 7) mit dem Ansatz yz =17y, =0.
Jetzt ergeben sich die restlichen Unbekannten zu yy = y4 = A;45(A3— A,)
und y} = A{A}. Wir wihlen y, positiv, der negative Wert von y; fiithrt auf
eine symmetrische Formel. Das System (4.49) hat die Form b2 +b?+ b3+ b2
= 2(bobs +byb;). Man bestimmt folgende Losungen b = (bg, by, b3, b,),
(1,0,0, 1) und (0, 1, 1, 0). Als Indexmenge konnen wir M = {2, 3} wihlen,
die Bedingung (4.44) hat somit wieder die Form (6.8). Diese Bedingung ist fiir
die hier bestimmten Werte 7, erfiillt. Als Basis des zu dieser Formel gehorigen
Ideals kann man die Polynome R, = P3+ P}, R, =P}+P} und R,
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= P}+ A,P? wiihlen. Die zugehorige Formel fir w,, o = 0, hat H. J. Schmid
[79], angegeben, siche 6.5.1.

63.2. Eine nicht-minimale Formel vom Grad 7. Wir 16sen das' System
(4.48) durch den folgenden symmetrischen Ansatz, yo = g, 72 = %6 =0, 7;
=17, =75 =79, = 0. Es verbleiben zwei Gleichungen, aus denen man y,
= A, A;A3(A4—A,) und y, = —AZA,A4, berechnet. Das System (4.49) hat
die Gestalt

(b3 + b2+ b3 +b2) + (A, + A3) b2/Ay = —2(boby + by b3).

Es ergeben sich die folgenden Losungen b = (by, by, ..., by), (1,0,0,0, —1)
und (0, 1,0, —1,0). Damit liegen dic Polynome R, = P§—P$ und R,
= P} — P3 fest. Die Indexmenge kann als M = {2, 3, 4} gewihlt werden. Die
Bedingungen aus (4.44) sind erfiilit. Damit gibt es eine Formel vom Grad 7
mit 13 Knoten, die die Nullstellen der Polynome R,, R, und R, = P} —
—A3P3, Ry = P;— AP} sind. Auch diese Formel wurde fiir w,, a = 0, bei
H.J. Schmid [79], angegeben, siche 6.5.8.

Bei C. R. Morrow und T. N. L. Patterson [78] und H. J. Schmid [80]
wird auch die Existenz nicht-minimaler Formeln vom Grad m=2k—1, k
ungerade, fiir die Gewichtsfunktion w,, a =1/2, nachgewiesen. Diese
Formel besitzen einen Knoten mehr als die Schranke in (4.21) angibt.

6.4. Formeln fiir Integrale uber dem Dreieck und dem Kreis

Abschliessend streifen wir kurz Kubaturformeln fiir Integrale, die keine
Produkt-Gestalt haben. Von besonderem Interesse sind hier Integrale iiber
dem Kreis ', und iiber dem Simplex

T, ={(x, y)eR*: x+y<1,x,y>0}.

Wir nehmen in beiden Fillen eine konstante Gewichtsfunktion an und
bezeichnen die zugehorigen linearen Funktionale mit I, bzw. I, wobei wir
auf Ix(1) = Iy (1) = 1 normieren. Die orthogonalen Polynome vom Grad i in
monomisierter Form bezeichnen wir mit Pj, j=0,1,...,i. Diese Polynome
haben in den hier betrachteten Fillen keine Produkt-Gestalt mehr, ihre
Berechnung ist entsprechend aufwendig. Wir untersuchen hier Formeln mit
geradem Genauigkeitsgrad, soweit das ohne iibermissigen Rechenaufwand
moglich ist.

Beginnen wir mit einer Charakterisierung aller minimalen Formeln vom
Grad 2 fiir I;. Wenn es eine Kubaturformel vom Grad 2 mit 3 Knoten gibt,
so wird .das zur Formel gehorige Ideal von den Polynomen

Ro = P%+aoP(l)+boP},
(6.9) Ry= P?+a,P}+b,P},
R2= P§+a2P(l,+b2P}
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erzeugt, wobet die reellen Parameter ¢; und b; dadurch eingeschrinkt werden,
dass das von Ry, R,, R, erzeugte Ideal reell sein soll. Wir arbeiten hier
bewusst nicht mit den Polynomen 7;‘ aus 4.1, denn ihre zusitzliche Be-
rechnung iibersteigt den Rechengewinn, der durch die einfache Form von
(4.5) vorliegt. Die Bedingungen aus Korollar 4.1.4 lassen sich jedoch auf den
Ansatz (6.9) in analoger Weise iibertragen. In explizier Form liest sich (6.9)
als

(6.10) xy—x/5—y/5+1/204+a, (x—1/3)+b, (y—1/3),
y2—4y/5+1/10+a,(x—1/3)+ b, (y—1/3).

Die Bedingungen an die Parameter ergeben sich nach einiger Rechnung
zu

{ x2—4x/5+1/10+aq(x—1/3)+bo(y—1/3),

ao = by +2bo —2a,,
(6.11) bz =al+2a2—2bl,
1/100= b,al -boaz+2(11/15+2b1/15.

6.4.1. Minimale Formeln vom Grad 2 fiir I;. Alle minimalen Formeln vom
Grad 2 fiir Iy sind durch das von den Polynomen aus (6.10) erzeugte Ideal
charakterisiert, wobei die Parameter den Bedingungen aus (6.11) geniigen.

Fiir a, = b, = —ag = —b; = 1/30, by = a, = 0 ergibt sich die bekannte
klassische Formel mit den Knoten (2/3, 1/6), (1/6, 1/6) und (1/6, 2/3).

Der Aufwand fir Formeln des Grades 4 ist weitaus hoher. Nach
lingerer Rechnung stellt man jedoch fest, dass die gewonnene Kennzeich-
nung sich von der des Produktfalles nur unwesentlich unterscheidet, ins-
besondere ist die Zahl der Freiheitsgrade ebenso gross wie bei Formeln fiir
Produkt-Integrale vom Grad 4.

Wir setzen die Basis des gesuchten Ideals in der folgenden Form an,
Ro = P(3)+00P(2,+01Pf+a2P§,
Rl = Pi"'bopg"'blpf'l'bzp%,
R;= P3+cyPi+c, P} +coP3,
Ry= P3+d,P}+d,P}+d,P3,

(6.12)

wobei
Pi(x, y) = P3(y, x) = x2—4x/5+1/10, P?(x, y) = xy— (x+y)/5+1/20
und
P3(x, y) = P3(y, x) = x> —9x%/7+3x/T—1/35,
P3(x, y) = P3(x, y) = x2y—x%/T—4xy/7 +2x/21 + y/21 —1/105
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gilt. Hierbei werden die Parameter durch die Bedingungen aus Korollar 4.1.4
festgelegt. Dicse Bedingungen bestehen aus den folgenden linearen Glei-
chungen,

(6.13) ao/3—ay/2+ay +bo/2—Tb /12 +b,/2= 0,
—bo/2+7b,/12~by/2—c,+¢,/2—co/3=0,

sowie aus drei weiteren Gleichungen, die sich aus (6.13) durch Vertauschen
der g; mit den d; und der b; mit den ¢; ergeben. Ausserdem miissen die

folgenden nichtlinearen Gleichungen erfiillt werden,
( bybo+byCy — 8,0y — aydy +8bo/35 + 2b,/35 = 2/147,
bbb, —aghs+byco—aco+boay—aydy+4b,/7T—
| —2a,/35+12a,/35=0,

b —agh, +byc, —a,cy + boa; —ayd, —8ay/35+8a,/35+

+12b,/35+8b,/35 = 4/147,
(6.14) 1 b —bocy —cocy +bycy+byd; —agc, +2bo/7T—2c,/35+

+ 2c,/35=2/147,

—boby +cocy—body +ajc;—8by/35+8¢/35—22b,/35+

{ —a0/2+701/12_02/2—b0+b1/2_b2/3 = 0,

+22¢,/35=0,
Clbz_b0b2+cg—beo_b2do+02C2+2€0/7—2b1/35+
L +2b,/35= 2/147.

Hinzu kommen weitere Bedingungen, die sich aus (6.14) durch Vertauschung
der g; mit den d; und der b, mit den c; ergeben.

6.4.2. Minimale Formeln vom Grad 4 fiir 1. Alle minimalen Formeln vom
Grad 4 fiir Iy sind durch das von den Polynomen aus (6.12) erzeugte Ideal
charakterisiert, wobei die Parameter a;, b;, c; und d; den Bedingungen aus (6.13)
und (6.14) geniigen, sowie diesen Bedingungen bei Vertauschung von a; mit d;
und b; mit c;.

In (6.14) liegen noch Redundanzen vor, wenn man die Bedingungen aus
(6.13) einsetzt. Das wird durch den symmetrischen Ansatz g, =d;, b, =
deutlich. Jetzt reduzieren sich die Gleichungen aus (6.14) nach dem Einsetzen
von (6.13). Die linearen Bezichungen nehmen die Form

bo = —a0/5+6az/5,
bl = 1300/10—9‘11/4"'57“2/10,
b, = 218,/20— 13a,/8+ 69a,/20

an, wihrend (6.14) auf die beiden Gleichungen
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337a3/200+ 273a%/32+7097a3/200 — 321a,a, /40 + 1533a4a,/100 —
—1389a,a,/40+ 2a0/35—9a,/35+ 6a,/5 = 4/147,
21a3/200+ 117a%/32+ 5001a3/200 —93a4a, /40 + 639a4a,/100 —
—807a,a,/40+ 21a,/35—69a,/70+81a,/35 =0

schrumpft. Damit ist ein Parameter frei zu wihlen. Mit dem Ansatz a, =0
haben wir eine Losung dieser Gleichungen numerisch berechnet und die
Knoten der zugehorigen Formel bestimmt, siehe 6.5.20.

Weniger aufwendig ist das Vorgehen im Falle von I,. Wir geben eine
Charakterisierung sdmtlicher minimalen Formeln vom Grad 4 an. Dazu

setzen wir die Polynome, die das zur Formel gehorige Ideal erzeugen sollen,
in der folgenden Form an,

Ry = x> —x/2+ao(x*—1/8)+ boxy +co (y2 —1/4),
R, = x’y—y/6+a, (x> —1/4)+ b, xy+c, (y*—1/4),
R, = xy*—x/6+a,(x>—1/4)+ b, xy + ¢, (y* — 1/4),
Ry=y3—y/2+a3(x*—1/4)+ byxy+c3 (y* — 1/4).

Die Bedingungen, die sich gemiss Korollar 4.1.4 an die Parameter q;, b;
und ¢; ergeben, gliedern sich in die linearen Gleichungen

ap = 3co—2b,, ¢, = 3a,—2b,, ¢, =3a,—2by,
a = 301—2b2, Cy = 303—2b2, a; = 3C2—2b3

(6.15)

(6.16)

und in die folgenden nichtlinearen Bedingungen,

agb; —bga; —b% +bgb, —bycy +bsco = —1/3,
azby—bya; —cia,+azco=0,
aocy —ayco—bycy +bocy—cicy+coc3 =0,
(6.17) 3 azbo—ciby—ayby +c;b,=0,
aod; —C,a3+a,b,—al +ayc,—bya, = —1/6,
82C0—C C3+c by —aycy +c2—c,by, = 1/6,
boas —bycy+byby—ayb, +c3b, —bi= —1/3,
L Qod3 —Ca3+a by —aza, +asc3—bya,=0.

6.4.3. Minimale Formeln vom Grad 4 fiir I;. Alle minimalen Formeln vom
Grad 4 fir I, sind durch das von den Polynomen aus (6.15) erzeugte Ideal
charakterisiert, wobei die Parameter a;, b; b, c; den Bedingungen aus (6.16) und
(6.17) geniigen.

Wir haben darauf verzichtet, durch Einsetzen der Gleichungen aus (6.16)
in (6.17) die Redundanzen zu bestimmen, geben aber eine Losung durch den
direkten Ansatz a, = by = co = b, = 0 an. In diesem Fall erhilt man fiir die



6. Beispiele ) 95 °

restlichen Parameter die Bedingungen a, = by =c, =0, a, =c; = 1/6, a;
= 1/2. Die zugehorige Formel geben wir in 6.5.21 an. Minimale Formeln
vom Grad 4 fiir I, die den Nullpunkt als Knoten besitzen, hat bereits 1. P.
Mysovskikh [64] bestimmt.

6.5. Numerische Ergebnisse

Wir geben hier fiir die in diesem Kapitel untersuchten Beispiele numeri-
sche Ergebnisse an. Dabei beschrinken wir uns im wesentlichen auf Stan-
dardbeispiele, die neu sind. Weitere numerische Ergebnisse findet man bei N.
Kroll, J. Linden und H. J. Schmid [80]. Wir geben die explizite Form der
Polynome an, die das zur Formel gehorige Ideal erzeugen, und illustrieren
die Lage der Knoten durch Plotterzeichnungen der Nulistellen dieser Poly-
nome. Eine sinnvolle Bezeichnung ist hier nur durch eine farbige Wiedergabe
moglich. Da wir darauf verzichten ‘miissen, begniigen wir uns damit, die
gemeinsamen Nullstellen durch Kreise hervorzuheben. Das Integrationsgebiet
ist gestrichelt eingezeichnet, um ‘die Formeln mit einem Blick ersichtlich
werden zu lassen, deren Knoten im Integrationsgebiet liegen. Bei den Zeich-
nungen ist zu beriicksichtigen, dass gemeinsame Komponenten nicht zu
erkennen sind, hier muss man die explizite Gestalt der geplotteten Kurven zu
Hilfe nehmen.

Numerische Werte fiir die Knoten werden nur in einigen interessanten
Fillen angegeben. Zu ihrer Berechnung — wie zur Berechnung der Koeffi-
zienten der orthogonalen Polynome im Fall m=2k—-2 — wurde ecine
zyklische Version des Broyden-Verfahrens benutzt. Die Genauigkeit war in
allen durchgerechneten Beispielen auf iiber 20 Stellen gesichert. Es wurde auf
20 Stellen gerundet. Wir bezeichnen die Integrale iiber C, mit der Gewichts-
funktion w, aus (6.2) mit I,. Die zugehbrigen orthogonalen Polynome und
ihre Momente werden mit P" bzw. M'“ bezeichnet. Thre explmte Form
wurde in 6.1 angegeben.
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6.5.1. Formel vom Grad 5 mit 8 Knoten fiir /,, 2 = 0.
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = x*=3x/5+)3-13y/5,
R,=y(x*=1/3)+x(y2—1/3),
Ry=(x2=1/3)(y*—1/3)+4xy/15. -

Sie berechnen sich zu (a, b), (b, a), (—b, —a), (—a, —h), (—a, a). (b, b),
(a’ —a)’ (b, _b), WObel .

a= [1_V2% und b= j14h!j§
15 15 15 15
gilt.
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6.5.2. Minimale Formel vom Grad 6 fir ,, « = 0.
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
3
R, =P+ Y % ,P° /MY, i=0,1,...,4,
ji=0

wobei @ =0 und die Koeffizienten y; die folgenden Werte haben,
Yo =77, = 0.00281288840812658383,
91 = 76 = —0.00020046911772661817,
y, =ys = 0.00400513589739527501,
y3 = 74 = —0.00811576150159656691.

7 — Dissertationes Mathematicae CCXX
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Die Knoten haben die folgenden Werte,

§ Xy Yi
1 0.84201445597398314143 x,
2 0.89941595523293391288 —0.16227524049635520844
3 0.12337121100804798421 —0.50804102187713235436
4 0.41592857677425903725 X4
5 0.7178 34006786 69389053 —0.87942554 526195005038
6 —-0.50322592728712731628 —0.92115620066809328111
7 Ye Xe

8 Y2 X2

9 Vs Xs

10 Y3 X3

Die Koeffizienten haben die Werte

C, = 0.04891574726261658687,

C, = C5 = 0.08332434106194142326,

C; = C,o = 0.18216416106602873034,
C, = 0.16818171299542258861,

Cs = Cy = 0.06092146870198110653,

Ce = C, = 0.06504129904087052559.



6. Beispiele

6.53. Minimale Formel vom Grad 7 fir I,, « =0, Typ ().

_13 l Il 1 Il 11 1 11 1 L L N [ 1 H 1 L | 1 1 1
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = x*—6x%/T—y*+6y%/7,
Ry = y(x*=3x/5)— x(y* - 3y/5),
Ry=(x2—1/3)(y®—1/3)+55(y* — 6y*/7+3/35)/27.
(In 6.1.6 wird a =0 gewihit.)



100 Interpolatorische Kubaturformeln

6.54. Minimale Formel vom Grad 7 fiir I,, « =0, Typ (ii).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = a(1+28a/2T)P%* + (a*— 1)P%* —(28/27 + a) Po*,
R,= —aPy*+ P5*,
R;= P5*+(28/27 +a) P34,

wobei a = —43/42—\/ 83/42 gilt. (In 6.1.6, (ii) wird b = 0 gewihlt.)
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Die Knoten haben die folgenden Werte,

101

i X Yi
1 0 0.62704137378039531763
2 0.52942280204265532589 0

3 —X; 0

4 0.61126876646532841440 0.93884325665885830459
5 0 -
6 091711782231277058626 0.54793120682809232377
7 X6 —Ye
8 Xq —Va

9 —Xs ' —Va

10 —Xg —Ye

11 —-X¢ Ve

12 —X, Ya

Die Koeffizienten haben diec Werte

C, = C5 = 0.14750317885525769074,
C, = C; = 0.15896347086081994296,

Cq = Cy = Co = C,, = 0.04350237223672390153,
Ce = Cy = Cyo = C,, = 0.05326430290523728163.
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6.55. Minimale Formel vom Grad 7 fiir I,, a = —1/2, Typ (ii).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der .Pol-ynome
R, = x*—x2+1/8+2(x*~ 1/2)(y* = 1/ + y* — 2 + 1/8,
2 Ry=y(x* = 3x/4) + x(v* = 3y/4),
R3=(x2—l/2)(y2—l/2)+x(y3—3y/4).
(In 6.1.6, (ii1)) wurde a = —1 gewihlt.)
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6.5.6. Minimale Formel vom Grad 7 fir I,, a =0, Typ (iv).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polyndme

R, = x*—6x%/T+y*—6y*/7+27(x*—1/3)(y*—1/3)/14 + 6/35,
R,=y(x*—-3x/5),
Ry = x(¥*-3y/5).

(In 6.1.6, (iv) wurde a = 1 gewihit)

103
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6.5.7. Minimale Formel vom Grad 7 fiir I, a =0, Typ (v).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = P5*+ Py 4+ 27P54128,
R, = 28P3%/27— P5*/27 — P34,
Ry = 84P%*/1354+9P%4/35—13P34/45+ P%4/3.

(In 6.1.6, (v) wurde a =d =0 und b =c = —1 gewihlt, R; wurde in einer
anderen Gestalt als in 6.1.6, (v) angegeben geplottet.)
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6.5.8. Formel vom Grad 7 mit 13 Knoten fiir I,, 2 = 0.
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = x*—6x¥7—y*+6y?/7,
Ry = y(x* = 3x/5)~x (3> = 3y/5),
Ry = (y*—1/3)(x*—3x/5)—9(y*>—1/3)x/35,
R, = (x3=1/3)(y* =3y/5) - 9(x*—1/3)y/35.

Sie haben die Gestalt (0,0), (£./173, +/1/3), (£/6/7, £/6/7),
0, £/6/7), (£/6/1. 0).
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65.9. Minimale Formel vom Grad 8 fiir [,, a = 0.

13

0.9

0.7

05

T T T T T T

0.3

01

=01

T T T T

-1.3 1 ) S I U 1 1 | S S N WY 4 RS TN W SN S W S

. =13 -1t -09 -07 -05 -03 -0a 0.1 03 05 07 09 113

Die Knoten sind die gemeinsamen Nulistellen der Polynome .

4
R‘=P‘¢.5+ Z 7‘+1P;"/M7", i=0, 1,..., 5,

j=0

wobei die Koeffizienten y; die folgende Form haben,
yo = 0.00021575625473967300,
y, = —0.00076588075327800541,
72 = —0.000261845534 50149853,
y3 = 0.00130225743054657344,
v¢ = 0.00342820697355507257,
ys = —0.00170788443090971111,
y6 = 0.00166087511182251111,
72 = —0.00126415718534784990,
ys = 0.00088074976617305312,
¥o = —0.00154056766715330256.
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6.5.10. Minimale Formel vom Grad 8 fiir I,, a = —1/2.
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstelien der Polynome

4 . ' . .
Ri = Pia'5+ z Yi+]Pj.-‘/M"4’ i= 0’ 1’.'""5,
St <o

wobei die Koeffizignten y; die folgende Form haben,

7o = —0.00103952066959497917,
7 = -0.00121650790575613457,
72 0.00063644 65692673 6158,
73 = —0.002314920381 60064748,
7¢ = 0.00368862550411017785,
7s = —0.00256478152832918992,
76 = —0.00402519127539309922,
¥, = —0.00193330377183919597,
s = 0.00089430024513104541,
75 = 0.00105819912975183162.
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Die Knoten haben die folgenden Werte,

I X i
1 —0.97355570810296120974 0.95384586666298177013
2 —0.36408091320933487785 0.97867068972643122063
3 0427639463601 13317476 0.84845289667849384554
4 0.92547951865587359801 0.9731119840777603 6487
5 —0.797187946978 39117565 0.63029163822252790961
6 —0.07250758 601925435740 0.25569449717261621845
7 0.9454368370339424 6393 0.48694118697419822656
8 —0.98503137923153430619 —0.03475948 141991750533
9 —0.57446934445849179959 —0.46890557198368174865
10 0.716169446348 59380271 —0.19056188991509526894
11 —0.93400096312353259253 —0.88160196791551476330
12 —041791125637925885976 —1.03722136902054505247
13 0.21428500710734247253 —0.80600407 622370589503
14 0.84996739522181660596 —095715125078843921736
15 1.03916327279443640978 —0.60593328915991164062

Die Koeffizienten haben die Werte

C, = 0.03968181051470807382,
C, = 0.05528699173377750461,
C, = 0.08632975977253101411,
C., = 0.04638434280200992646,
C, = 0.08513741799015705231,
C, = 0.08851013979038138489,
C, = 0.06614145150543519746,
Cs = 0.05314856221459591834,
C, = 0.08823232677706752908,

Co = 0.09189984908887157697,

C,, = 0.07324488777486121389,

C,, = 0034460923501 64093534,

C,s = 0.09183515826370534327,

C,4 = 0.06650546825253638037,

C,s = 0.03320091001772094908.



6. Beispicle

65.11. Minimale Formel vom Grad 9 fiir [,, @ = —1/2, Typ (i).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nulistellen der Polynome
R, = P$5+ P53 + P33,
Ry = P3*+ P3*+ P3,
Ry = P{3 + P35,
R, = P55+ P3%, a=—1)2.
Der Fall « =1/2 ist in der folgenden Zeichnung dargestellt.
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Minimale Kubaturformel vom Grad 9, fir I,, « = 1/2, Typ ().
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65.12. Minimale Formel vom Grad 9 fiir I,, a = 1/2, Typ (ii).
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
Rl = 3.S+PZ.S+P:.5’
R, = P} + P34+ P33,
Ry = P{3 4+ P33,
R, = P3*.
(In 6.18, (ii) wurde a = b = 0 gewiihlt)
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6.5.13. Minimale Formel vom Grad 9 fir I,, « = —3/5, Typ (ii).

Minimale Kubaturformel vom Grad 9 fir C, mit

r2a+2)

Fa+Dr@s 2= —u,

w(uw) =

a = —0.600, c = 1.014.
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Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus 6.1.8,
(i) fir « = —3/5.
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6.5.14. Minimale Formel vom Grad 9 fiir I,, a = —1/2, Typ (ii)..
Minimale Kubaturformel vom Grad 9 fir C, mit

T(2x+2)

(l __uZ)a’

w(u) =

I+ DI (@+1)2%2+1

a = —0.500, ¢ = 0.866.

Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus 6.1.8,
(ihi) fir o« = —1/2.

8 — Disseriationes Mathematicac CCXX
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6.5.15. Minimale Formel vom Grad 9 fiir I,, a = —2/5, Typ (iii).
Minimale Kubaturformel vom Grad 9 fir C, mit

r(a+2)

— —al
= Tar)r@s =it v

o (u)

o« = —0400, c = 0.738.

JJJ‘ngLLL‘

-1.0 -0.5 0 05 1.0

Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus 6.1.8,
(i) fir « = —2/5.
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6.5.16. Minimale Formel vom Grad 9 fiir I,, « = 0, Typ (ii).

H
o o A I DR wer S AT U] TR RNE

-10 -0.5 0 0.5 1.0

Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome
R, = P%3+20P%%/21 4+ P53,
R, = P{® +20P3%/21 + P33,
R,y = 21cPP°/20+ P35 + 21 P33 /41,
R, = 21P}3/41 + P3° +21cP§3/20,
wobei ¢ = 10,/86/369.
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Die Knoten haben die folgende Werte,
i X; . Yi
1 —0.63068011973166885417 0.96884996636197772072
2 0.07620832819261717318 0.85261572933366230775
3 0.75027709997890053354 0.92796164 595956966740
4 Y1 —X3
.5 0.52373582021442933604 0.45333982113564719076

6 —JYs Xs

7 e £ X3

8 —)2 X2

9 0 0

10 - xy

11 — X — s

12 Vs — Xy

13 Y2 — X,

14 ¥ — X3

15 — X -n

16 — X, -2

17 — X3 -y

Die Koeffizienten haben die Werte

C,=C,=C;9=0C,s =002221984454254967674,
C, =Cq =Cy3 =C;6 =0.06726283440994520075,
Cy=C; =C,4 =C,5 =0.0280249005323991 2132,
Cs=C¢g=C;y =C,,=009957060981551752382,
Co = 32/243, dieser Wert ergibt sich auf Grund der Formel (3.19).

6.5.17. Minimale Formeln vom Grad 2k-2 fiir I, a = 1/2.

Fiir jedes keN gibt es eine minimale Formel vom Grad 2k—2 “

mit k(k+1)/2 Knoten fiir I, a = 1/2.
Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome

RO = PS"‘,

R, = PP+ 3PP,

Die Knoten haben folgende Werte,

und

(COS

2A—-1)n cos 20m
k+1 7 T k+2

A=1,2, ..., [(k+1)2],

(

2Ain (20— )n

cosk+1’cos k+2
A=1,2, ..., [k/2],

i=1,2,.., k.-

)

o=1,2, ..., [(k+1)2]

)

a=1,2, ..., [k/2]+1.
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65.18. Minimale Formeln vom Grad 2k—1 fiir I,, @ = 1/2, k gerade.

Fiir jedes ke N, k gerade, gibt es eine minimale Formel vom Grad 2k —1
mit k(k+1)/2+[k/2] Knoten fir I,, a = 1/2.

Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome

R =P 4+ P3%, i=0,1,..,k/2—1, Ry, =P,
Die Knoten haben folgende Werte,

2A—1)n cos 2om
S 2 " kr2)

A=1,2,..,k/2+1, o=1,2,...,k/2,

2in c s(20—1)1|:
2% k2 /)

A=1,2,.., k2, a=1,2,... ki2+1.

und

6.5.19. Minimale Formeln vom Grad 2k —1 fiir I,, a = 1/2, k ungerade.

Fiir jedes ke N, k ungerade, gibt es eine minimale Formel vom Grad 2k —
—1 mit k(k+1)/2+[k/2] Knoten fiir I,, x =1/2. Die Knoten sind die
gemeinsamen Nullstellen der Polynome

R =P 4Pk i=0,1,.. [k2]-1,
Ry = Pify,  Ruyyyer = PE%.

Die Knoten haben folgende Werte

(2A—n cos 20m
cos k+3 7 k+1)

A=1,2,... [K21+2, o=1,2,..,[k2],

und

2An cos(2(7—1)1!
O3 Tk 1 )

A=1,2,..., [k2]+1, o=1,2, .., [k2]+1.
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6.5.20. Minimale Formel vom Grad 4 fiir I,.

1.0 M
- i N
i //"I-E}-v\_ T T —
- ( = \\ \
» ~. ! N /'/
05 T N PAN -
L 7N
N
- N
N
< | L J
Al
&, — T P =
ol u__. I
~-0.5
-1.0—
)_
IFE N N SN SO N N U N R 5 N RN S S S A SO Y S B T

-10 -0.5 0 0.5 1.0

Die Knoten sind die gemeinsamen Nullstellen der Polynome

R, = P3+aoP3+a,P3, R, =P;+boP}+b,P}+b,P3,

R, = P} +b,P3+b,P}+byP3, R; = P}+a,Pi+a,P3,
wobei

P3(x, y) = P3(y, x) = x> —9x%/7+3x/7—1/35,
P3(x, y) = P3(y, x) = x2y—x2/T—4xy/T+2x/21 + y/21 —1/105
und
Pi(x, y) = P3(y, x) = x2—4x/5+1/10, Pi(x, y) = xy—x/5—y/5+1/20

gilt. Die Koeffizienten q; und b, haben folgende Werte,

ap, = —0.10578609753637575976,
a, = 0.02694427916101579679,
by = —ao/5+6a,/5,

by = 13a,/10+ 57a,/10,

b, = 21ay/20+ 69a,/20.
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Die Knoten haben folgende Werte,

| X Yi
1 0.09077251373356230992 0.82643601 903185620506
2 0.10882107300604109538 0.46366420568917636071
3 0.099745719868 52673544 X3
4 0.44679574728621739116 X,
5 Y2 X2
6 Y1 Xy

6.5.21. Minimale Formel vom Grad 4 fiir I,.

1.0

0.5

T T I T T T T I T

-0.5

1S L L W

Die Knoten sind die gemeinsamen Nulistellen der Polynome
Ro =x>—x/2, R, =x%y—y/6+x%/6+y*/2—1/6,
R; = xy®—~x/6+2xy/3, R; =y>—y/2+x*/2+y*/6—1/6.
Die Knoten haben die Werte, (0, 1/6+./13/6), (0,1/6—\/_1—3/6),

172, =13+/5213), (J1/2, =1/3=/5/2/2), (=/1/2, —1/3+/5/2/3),
(=V1/2, =1/3=1/3/5/2/3).
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