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Introduction

Depuis une quinzaine d’années la théorie des fonctions généralisées a pris un essor
considérable, permettant de pallier entre autres 'impossibilité de multiplier, dans le cas
général, deux distributions (L. Schwartz [33]). Certaines équations aux dérivées partielles
peuvent ne pas avoir de solutions dans ’espace des distributions; des exemples ont été
donnés par H. Lewy [22], F. Treves [38], Yu. V. Egorov [14] et d’autres. Il arrive néanmoins
que de telles équations admettent des solutions dans une algebre de fonctions généralisées
(13], [13], [23)).

L’une des motivations de cette théorie est donc I’étude des équations différen- tielles
ordinaires ou aux dérivées partielles non linéaires a données irrégulieres. On peut citer
les travaux de J. Aragona, H. A. Biagioni, J.-F. Colombeau, Yu. V. Egorov, M. Ober-
guggenberger et E. Rosinger.

Cependant méme dans le cas linéaire, quand il se pose des problemes de restrictions
de distributions & des sous-ensembles fermés, on est souvent amené & travailler dans une
algebre de fonctions généralisées.

On peut dire qu'une fonction généralisée est un élément d’une algebre qui est le
“quotient d’une algebre de fonctions de classe C°° par un certain idéal”. Par exemple,
soit 2 un ouvert de R™, D(§2) I’espace des fonctions de classe C* sur {2 a support compact
et D'(§2) I'espace des distributions sur £2. On désigne par C*(£2), 0 < k < oo, I'algebre
des fonctions de classe C* et par L (£2) celle des (classes de) fonctions mesurables
localement bornées sur (2.

On veut construire une algebre (A(§2),+,e) associative, commutative et unitaire
possédant de bonnes propriétés telles que :

(1) D'(£2) s’injecte linéairement dans A(£2) et la fonction constante 1 est l'unité de
A(£2).

(2) Il existe n dérivations 01,. .., 0, sur A(£2).

(3) 9D’ (£2) coincide avec 8/0x; pour j =1,...,n.

(4) o[z

loc

(@2)xL;= () comcide avec le produit usuel.

On montre que (3) et (4) sont incompatibles dans une algebre associative commutative
vérifiant (1) et (2). L. Schwartz [33] a montré que pour k € N, o|ck(g)xcr (@) ne peut
coincider avec le produit usuel si (3) est vérifié.

Finalement, J.-F. Colombeau [8] a montré que I'on pouvait construire une algebre
possédant les propriétés (1), (2), (3) et

(5) o|coo(mxcoo(m coincide avec le produit usuel.

M. Oberguggenberger [27] donne un exposé détaillé des problemes précédents.
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Il existe plusieurs versions de cette algebre notée G(£2), et Gs(§2) dans sa version
dite simplifiée. Pour ce qui nous concerne, nous nous intéressons a sa version simplifiée
et ce dans le cadre particulier ou ’algebre de base est celle des fonctions indéfiniment
différentiables sur 7", le tore de dimension n, ou 7 est le cercle unité de C. Dans ce
travail nous avons adopté la notation G(7") et G(£2) a la place de G5(7") et Gs(£2) dans
la mesure ou il n’y a pas de risque de confusion.

Ce cadre de travail (tore de dimension n) trouve sa justification dans le but que nous
nous sommes fixé, a savoir : mettre en place des outils permettant I’étude de certains
phénomenes dont la modélisation mathématique pourrait déboucher sur la résolution
d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles & données périodiques ou
semi-périodiques irrégulieres pouvant sortir du cadre des distributions.

Ce travail se divise en trois parties :

— Distributions et fonctions généralisées sur 7.
— Distributions et fonctions généralisées sur R™ x 7.
— Exemples de problemes différentiels.

Dans la premieére partie nous commencons par rappeler la définition du tore 7", de
sa topologie ainsi que des espaces classiques qui lui sont attachés, a savoir C*(7") pour
k€N et £(T"). Nous généralisons ces définitions & une partie de 7™ apres avoir défini
I'espace C*(T™,T") et abordons trés succinctement l'intégration sur 7.

L’étude des distributions sur 7" est faite en liaison étroite avec celle sur R™ a travers
Iégalité D'(T") = ‘®(E'(R™)), ce qui permet de définir de maniere aisée la notion de
restriction et de support. Avant d’arriver aux fonctions généralisées nous faisons quelques
rappels sur la convolution et les séries de Fourier des éléments de £(7") et D'(T"); pour
cela on peut se référer au livre de C.-C. Chou [7]. Nous examinons en particulier la
distribution de Dirac en définissant la famille de fonctions (¢, ). qui sera 'une des bases
de notre construction de I'algebre G(7).

Nous arrivons au theme central de cette partie, qui est la construction et I’étude de
G(T™), en rappelant d’abord la définition de I’algébre simplifiée G(R™), puis montrons que
G(T™) vérifie les propriétés (1), (2), (3) et (5) énoncées précédemment. L’agebre G(7")
que nous noterons G est le quotient d'une algebre X, par un idéal A/. Nous donnons une
caractérisation de Xj; et N par les coefficients de Fourier et définissons également les
algebres G (R™) des fonctions généralisées w-périodiques sur R™ qui sont liées de fagon
naturelle a G.

Apres avoir défini I'algebre C des nombres complexes généralisés, nous étudions la
relation d’association (d’égalité faible) dans C et G, ainsi que les valeurs ponctuelles
d’une fonction généralisée. Nous démontrons quelques résultats reliant ces deux notions.

L’étude se poursuit par la définition de la convolution dans G qui se trouve étre le
prolongement de celle définie sur D’(7") et nous établissons quelques résultats naturels
de cohérence par rapport a I’égalité ou 1’égalité faible; nous définissons aussi la notion de
coefficients de Fourier d’une fonction généralisée.

Nous introduisons ensuite la notion de croissance lente pour les suites a valeurs dans
'algebre dont C est un quotient et pour les éléments de G, ce qui nous permet de ca-
ractériser les fonctions généralisées associées a une distribution.
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Il est a noter que cette construction de ’algebre G ne permet pas de donner une
définition cohérente de la notion de série de Fourier d’une fonction généralisée mais nous
pensons revenir sur ce probleme dans un proche avenir.

Nous étudions certaines notions de régularité globale pour les fonctions généralisées
liée aux coefficients de Fourier, nous considérons les régularités de type € ou D’ forte
(égalité) ou faible (association). Nous introduisons une condition de régularité sur un
sous-espace de C(X1, ..., X,,) noté Si-(X) et sur certains opérateurs différentiels attachés
a Sg(X); ceci pourrait s’apparenter avec la notion d’hypoellipticité. Dans ce paragraphe
nous définissons et donnons quelques propriétés de la sous-algebre G de G correspondant
a la sous-algébre G°(£2) de G({?2) introduite par M. Oberguggenberger [28].

Nous poursuivons cette partie en donnant deux exemples: I'un sur ’équation des ondes
et autre sur une fonction généralisée de G(R) associée a v.p.cot z ou l'on retrouve le
développement en série de Fourier de v.p.cot x.

Cette partie s’acheve sur les problemes de restriction. Cette notion qui peut soule-
ver des dificultés inextricables dans le cas des distributions devient quasiment naturelle
pour les fonctions généralisées. Nous envisageons d’abord la restriction a certains types
de sous-groupes de 7™, puis & un ouvert de 7™, en établissant une propriété de fa-
isceau de G’. Nous concluons par la restriction & un fermé en énoncant un théoreme de
type Whitney et le théoreme de Borel pour les fonctions généralisées sur 7" en sui-
vant [5].

Nous débutons la deuxieme partie “Distributions et fonctions généralisées sur
R™ x 7™ en précisant le cadre fonctionnel de notre travail et en donnant quelques
résultats liés aux coefficients de Fourier partiels pour les fonctions de E™™ = E(R™ x T™),
espace des fonctions de classe C™ sur R™ x 7™, qui nous seront utiles par la suite.

Apreés avoir défini espace D/(R™ x T™) des distributions sur R™ x 7", que nous
notons D'™™, nous construisons des fonctions @, telles que lim. .o P. = dy ® §; dans
D'™™ (§y est la mesure de Dirac & Porigine de R™ et §; la mesure de Dirac au point unité
de T™), a Paide des résultats précédents. Ces fonctions @, sont le support de I'injection
de D'™™ dans G(R™ x T™) = G"™", lalgebre des fonctions généralisées sur R™ x 7.

Le résultat central de I’étude de D"™" est le théoreme de structure locale : Soit T €
D' et U un ouvert borné de R™. Alors la restriction de T ¢ U xT™ est une somme finie
de restrictions de dérivées de fonctions de L?(R™ x T™). Ce théoréme va nous permettre
d’établir 1’écriture canonique d’un élément de D'™" et de définir ainsi les coefficients de
Fourier (partiels) d’une distribution sur R™ x 7. Plus précisément, nous démontrons le
résultat suivant : Si T € D™, il existe une suite unique (fp)pezn d’éléments de D' (R™)
telle que T =3 7n fp ®my ot my est définie sur T™ par my(x) = zP. Ce résultat est
complété par certaines propriétés de la suite (fp)p.

Nous construisons 'algebre G™"™ comme quotient d’une algebre X" de familles de
fonctions C*° par un ideal N™™ en suivant la construction de I'algebre G(R™) (version
simplifiée). Une caractérisation de X" et de N™"™ est établie & I'aide des coefficients
de Fourier des représentants.

Apres avoir montré que (f x @, — f). € N™" et (T * P)e € X™™ pour f € D™ et
T € &'™™ ot £'™™ désigne I'espace des distributions & support compact, nous démontrons
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I'injection de D'™"™ dans G™™. La restriction de cette injection & £™™ est I'injection
canonique; G™" vérifie (1), (2), (3) et (5).

Tout comme nous ’avons fait pour les éléments de G, nous définissons les coefficients
de Fourier d’une fonction généralisée sur R™ x 7 ™. Un coefficient de Fourier d’un élément
de G™™ est une fonction généralisée sur R™. Nous introduisons également la notion
de croissance lente afin de caractériser les éléments de G"™"™ qui sont associés & une
distribution.

Nous terminons cette deuxieéme partie en définissant les fonctions généralisées sur
2xT™et 2xT™, ol1 12 est un ouvert de R™, et les restrictions d'une fonction généralisée
A ces sous-ensembles. Pour 2 x 7™ nous avons un théoreme de type Whitney, c’est-a-dire,
la surjectivité de G™" — G(2 x T"), f+— flgy g (voir [5]).

Nous débutons la derniere partie de ce travail par deux problemes de Cauchy linéaires,
I'un pour l'équation des ondes dans G%", lautre pour I’équation de la chaleur dans
G([0,00[ x T™), avec des fonctions généralisées comme données initiales et en seconds
membres. La méthode consiste a travailler sur les coefficients de Fourier partiels. Dans
le cas de I’équation des ondes nous trouvons une solution unique qui est une distribution
quand les données sont des distributions. En ce qui concerne 1’équation de la chaleur nous
trouvons une solution unique a une constante généralisée pres.

Apres avoir défini les fonctions non linéaires sur C™ et sur (G(U))™, nous étudions
deux problemes non linéaires sans conditions initiales liés a la théorie de Floquet. Le
premier est une équation différentielle ordinaire de la forme ' = A(t)z + pf(t) + g(t, x)
oit f € (Gor(R)", u € C, A € M, (Gar(R)), algebre des matrices carrées & coefficients
dans Ga, (R), g est définie sur R x C", & valeurs dans C" et g € C*°(R x R?",C") quand C
est identifié & R2. Avec des conditions techniques appropriées nous montrons I’existence
d’une solution unique. Le deuxiéme probleme est une équation aux dérivées partielles de
la forme Y°," arDfu — Y 5., bgDou = f(u) ot (m,1) € N* x N, ay,bg € GR x T™)
pour 1 <k<m-—1,3<leta,=cl(l). Ic f est une fonction définie par f(¢)(t,z) =
> pezn ot @p(t))z? pour p € E(R x T7), les f,, sont définies sur R x C. La fonction
généralisée f(u) est définie par f(u) = cl(f(ue))e pour u € G(R x T™).

Sous certaines hypotheses, en particulier les aj, et les bz ont des représentants pério-
diques par rapport a t et indépendants de x, on montre I’existence d’une solution qui
a priori n’est pas unique sauf dans le cas olt sa valeur en un point est fixé et bg = 0 pour
B # 0.

Nous concluons ce travail sur un probleme de Goursat et donnons un exemple de
probleme homogene a données distributions ou la solution est une fonction généralisée
qui n’est méme pas associée a une distribution.

I. Distributions et fonctions généralisées sur 7"

1. Fonctions et distributions

1.1. Définition du tore T". Soit S' = {z € C : |2| = 1}. S’ muni de la topologie
induite par celle de C est un sous-groupe compact de C. On désigne par 7" le groupe
produit (S1)™ qui est un sous-groupe compact de C" appelé tore de dimension n.
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La topologie de 7™ est également celle définie par 'une des trois distances équivalentes
di,dz, ds, définies de la fagon suivante : Si (z,y) € 7" x T™ avec x = (e¥1,...,e"") et

y = (et ... eitn),
. S1 _tl + + . Sn _tn
sin ...+ |sin
2 2

dy(z,y) =

1/2
-1 n_tn
do(x,y) = | sin® ) s (2
2 2
sin sk — Ik
2

Ces trois distances sont invariantes par translation. Si on pose =3 = €% et y, = ¥,

. Sk — tk
(252
ce qui permet de voir que di,ds, ds définissent la méme topologie que celle induite par
C™ sur T".
Soit @ 'application R™ — 7™, (t1,...,t,) — (e, ..., e'n); alors 6 définit par passage
au quotient un isomorphisme topologique de R™/27xZ"™ sur 7".

1.2. Fonctions définies sur T™

doo(x,y) = sup
1<k<n

alors

|Te — yr| = 2

1.2.1. Fonctions définies sur T™ ¢ valeurs dans C. On désigne par F(7™) lespace
des fonctions sur 7™ & valeurs dans C. Si u € F(7™), on dira que u est continue, de
classe O, de classe C*, si u o § appartient respectivement & C(R"™), C¥(R"), £(R");
les espaces associés a ces fonctions seront notés respectivement C(7"), C*(T™), £(T™).
Soit For (R™) l'espace des fonctions 27-périodiques sur R™; désignons par @ 'application
F(T™) — For(R™), u+— uwof. On désigne par t = (t1,...,tn) et © = (z1,...,2,) des

éléments de R™ et 7" respectivement; si x; = e'* avec k = 1,...,n on définit 9/}, sur
CH(T™) par
9 _9 g
oz, Oty
Sia=(a,...,a,) € N® on pose
Hled Hled
Dfi=——"——+ et Df=———;
® 8:1:18:En ¢ 8t18tn

on a alors DY = D¢ o @. Pour tout u € E(R™) et pour tout (z,t) € 7" x R™ tel que
xp = €' on a donc D¢u = D (u o @) que nous écrirons plus simplement sous la forme
Dy = D*(u o).

En particulier, si p = (p1,...,pn) € Z™, on pose 2P = 2" ... abr d'ou DaP =
(ip)~aP.

1.2.2. Applications C*° de T™ dans T™. Pour tout entier m > 1 on désigne par 6,
Iapplication R™ — 7™, (t1,...,t,) — (e, ... em) et par 1,, 'élément unité de 7™,

c’est-a-dire, 1,, = (1,...,1) € N™.

DEFINITION 1.1. Soit m et n deux entiers > 1. Une application f de 7™ dans 7" est
de classe C si f o0, est de classe C*° de R™ dans 7".
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Si f = (f1,...,fn) avec fr, : T™ — T, on peut considérer fj o 6, comme une
application de R™ dans C; dans ces conditions f € C°°(7™,7") si et seulement si
froby € ER™) pour k € {1,...,n}.

EXEMPLE 1.2. On suppose que 1 < m < n; soit ¢ I'inclusion de 7™ dans 7" définie
par v(z) = (x,1,—p,) pour x € T™. Alors t € C°(T™,T").

EXEMPLE 1.3. Les applications 7" x T™ — 7", (z,y) — ay, et T* - T"™ = — T,
sont C'™°.

PROPOSITION 1.4. Soit h € C®(R™,T"); alors pour tout to € R™ il existe un voisi-
nage Vo de tg et h € C°(Vp, T™) tels que h|y, = 0, 0 h.

Preuve. Soit d une demi-droite de C d’origine 0, coupant 7 en un point autre
que hg(tg) pour k € {1,...,n} et ot on a posé h = (h1,...,h,). Désignons par log la
détermination du logarithme associé & C\d. Comme (C\d)" est un ouvert de C™ contenant
h(to) et que h est continue alors h=((C\d)™) est un ouvert Vy de R™ contenant to. Pour
tout ¢ € Vy posons h(t) = (—ilog(hi(t)),...,—ilog(h(t))). Comme |hy(t) = 1 alors
—ilog(hx(t)) = arg(hy(t)), dolt h(t) = (6, o h)(t). 1l est clair que h € C>(Vy,T™) car
(log,...,log) € C>*((C\d )",C"). m

COROLLAIRE 1.5. Si f € C®°(T™,T") et g € C*°(T",TP) alors gof € C®°(T™,TP).

Preuve. Par définition go f € C°(T™,TP) ssi (go f) o, € C°(R™,TP), on a
(9o f)obm =go(foby,) et par hypothese f o6, € C°(R™, T™). Soit t; € R™. D’apres
la proposition, il existe un voisinage Vy de tg dans R™ et une fonction f e C=(Vp,R™)
tels que f o fm|v, = 0, 0 f. On a alors pour tout ¢ € Vo[(go f) 0 m](t) = [(g o 6n) o fI(t).

Comme gof,, € C®(R™,T?) alors (gof,)o f € C®(Vy, TP), C’est-a-dire (go f)of €
C>(Vy,77). m

1.2.3. Applications définies sur une partie de T™. Soit L C T™ et f une application
de £ dans C. On dit que f est continue sur L, et on écrit f € C(L), si fof € C(071(L)).
Si £ est un ouvert de 7™, la continuité de @ entraine que #~1(£) est un ouvert de R™; on
dit alors que f est de classe C* sur £ pour 1 < k < ocosi fof € C¥(O71(L)) et on écrit
feckL).

Si f € C¥(L), on a par définition, pour tout a € N*, D f = D&(f o). D’autre part,
Iégalité ~1(L) = 071(L) NZ™ + 27Z™ montre que f est 2w-périodique sur 671 (L).

1.2.4. Intégration sur T™

DEFINITION 1.6. Soit I = [—m,7]. Siu € F(T") et p € [1,00] on dit que u € LP(T")
siuof e LP(I™).
Siu € LY(T") on pose
1 n
| wdn = <_> | (wo0)(®) at;
2
Tn n

on définit ainsi une mesure p sur 7" telle que u(7™) = 1, et p est une mesure invariante
par translation, c’est-a-dire STn u(zy) duly) = STn u(y) du(y) pour tout x € 7.
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Si L est une partie de 7™, pour tout p € [1,00] et pour toute fonction définie sur L,
on dit que f € LP(L) si fof € LP(§~1(L)). Pour p < co on pose

Slflpdu= (%)n S |(f 0 6)(t)|P dt.

c (0-1(L))NIn
Si p = oo on pose

IfIIZ° = esssup |(f o 0)(t)].
ted—1(L)

1.3. Distributions sur T™

1.3.1. Définitions. La restriction de @ a £(7 ") induit une application de £(7") dans
Eax(R™) olt 3, (R™) désigne lespace des fonctions C et 2m-périodiques sur R™. Nous
appelons encore @ cette restriction.

On munit £(7") de la topologie définie par la famille de semi-normes (pi)reny Ol
Pk = SuP|o <k [D%Ullso €t [| DYuloc = sup;cpn [D*(u 0 0)(t)].

PROPOSITION 1.7. @ est un isomorphisme topologique de E(T™) sur Exr(R™).

Preuve. Il est clair que @ est linéaire, l'injectivité de @ résulte de la surjectivité de
I’application 6.

Soit p € Ear(R™); considérons application v : 7" — R™ (z1,...,2,) — (v121,...
ooy UnZn), OU Vg2 est Pargument de xy dans |—m, w]. Posons ¢ = pov et soit (¢1,...,1,)
€ R™; on peut écrire

Yol(ty,...  ty) =pov(e™, . .., e") =p(s1,...,5,) avec sp = vpe'tr.

Nous avons ¢(s1,...,8n) = @(t1,...,t,) car @ est 2m-périodique et t, — sy € 2nZ. Pour
tout (t1,...,t,) € R™ on a ¢ o 0(t1,...,tn) = @(t1,...,t,) donc ¢ = ¢ 0§, d’ou la
surjectivité de @. L’application @ est continue par définition et comme &~1(p) = pov
on voit que ! est continue. m

DEFINITION 1.8. On appelle distribution sur 7" toute forme linéaire continue sur
E(T™). On désigne par D'(7™) I'ensemble des distributions sur 7™.

En notant £'(R™) le dual topologique de £(R™), on a :
PROPOSITION 1.9. '@ est un isomorphisme et D'(T™) = '®(E'(R™)).

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente car ‘@ est
un isomorphisme ssi @ en est un. m

1.3.2. Restrictions et support

Restriction & un ouvert. Soit U un ouvert de 7" et £y (7T™) le sous-espace topologique
de E(T™) formé des éléments dont le support est contenu dans U. Si T € D'(T™) alors
la restriction de U & y(T™) est continue.

DEFINITION 1.10. On appelle restriction de T & U, que 1’on note Ty, la restriction
de T a Ey(T™).
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Support d’une distribution

PROPOSITION 1.11. Soit f € E3-(R™) et o € E(T™) tels que f =1 o6; alors supp f =
6~ (supp ) et suppep = O(supp f).

Preuve. Désignons par Oy et par Oy les ouverts d’annulation de f et v respecti-
vement. Soit ¢t € Oy. Il existe un ouvert V; de R™ contenant ¢ tel que f|y, = 0. Comme
6 est ouverte alors 6(V;) est un ouvert de 7" contenant 6(t) et pour tout z € 6(V;) on
a Y(x) =0, d’ot 0(t) € Oy. Réciproquement, soit x € Oy. Il existe V, ouvert de 7"
contenant x tel que |y, = 0. Posons V = 07(V,,); comme 6 est continue alors V est un
ouvert de R™ contenant ¢ ot 8(t) = x; on a donc x € #(V). Comme 0 est surjective alors
6(V) = 6(6=(V;)) = V,; on en déduit que f|y = 0. On a montré que Oy = 071(0y),
d’ott supp f = 0~ (supp ). L'égalité supp ) = O(supp f) résulte de la surjectivié de 6. =

PROPOSITION 1.12. Soit (Us)ier une famille d’ouverts de T" et U = J;c; Us. Si
T € D'(T™) vérifie Ty, = 0 pour tout i € I alors T|y = 0.

Preuve. Il existe S € & (R™) tel que T ='®(S); si f € E2-(R™) et o € E(T™) alors
(T, 1) = (S, f). On en déduit a I'aide de la proposition précédente que T'|y, = 0 si et
seulement si Slg-1y,) = 0. Or S|yp-1(y,) = 0 pour tout i € I entraine S|yp-1() = 0, d’on
Tly=0.m

DEFINITION 1.13. Soit T €D’ (T™). On appelle ouvert d’annulation de T le plus grand
ouvert sur lequel T" est nulle; le complémentaire de cet ouvert est appelé support de T' et
noté supp 7.

1.3.3. Convolution dans L'(T™) et dans D'(T")

Convolution dans L*(T™)

DEFINITION 1.14. Soit ¢, € L*(T™). On appelle convolée de ¢ et 1), que I'on note
© * 9 la fonction z — STn o) (y) du.

Sit=(t1,...,tn) ER" et x = (e1,... e'n) alors

1 n
e = (52) Jwoo)—s)w o0 ds
I’Vl

on vérifie aisément que @ * 1) = 1 * .

Si f et g sont deux fonctions 2m-périodiques sur R™ et localement intégrables on définit
leur produit de convolution par

(f *g)(t)

()" ] st ots)as.

In
Dans ces conditions on a
B(p * ) = D(p) * P(¢).
L'(7T™) muni de la convolution est une algebre commutative.

Convolution dans D'(T™). On désigne par m l'application 7" x 7" —T", (z,y)— zy;
on sait (Exemple 1.3) que m est de classe C*.
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DEFINITION 1.15. Soient Ty, Ty € D'(7™); on définit le produit de convolution de Ty
et T par
<T1 * TQ, (p> = <T1 ® TQ, @ o ﬁ’L>
En particulier, si 71,72 € LY(7") on a

(T To,0) = | | Ti@)Ta(y)e(ay) du(w) duly).
TnTn

SiTeD(T") et ¢ € E(T™) alors (T x)(x) = (T, vzp) ou ¢ et vz sont définies par
(p(y))Y = o(@) et (vap)(y) = ¢(yT) pour y € T™; d’autre part, on montre que T * ¢ est
de classe C*°.

On a les regles de calcul habituelles pour la dérivation du produit de convolution, et
D’'(7™) muni du produit de convolution est une algébre commutative unitaire d’élément
unité 6;, ou 1, est I’élément unité de 7", que 'on notera 1 s’il n’y a pas de risque de
confusion.

1.4. Séries de Fourier

1.4.1. Série de Fourier d’un élément de E(T™). Soit ¢ € E(T™). Alors il existe une
unique f € E2.(R™) telle que p o # = f. Or on peut écrire de fagon unique :

_ ¥ ipt o (1 " —ist gy,
f@t) = pezzn e ou  fp,= <%> ISH f(t)e " dt;
ici fp est le coefficient de Fourier d’indice p de f et pt = p1t1 + ... + pptn.

En posant t = (t1,...,t,) € R" et x = (e'*,...,e""), 900 = f donne p(z) = f(t),
c’est-a-dire

px) = Gpa? ot G =\ pla)7 dp.
pEL™ In

DEFINITION 1.16. La série ci-dessus est la série de Fourier de f et @, le coefficient

de Fourier d’indice p de .

Compte tenu du fait que ¢ et ¢(p) ont mémes coefficients de Fourier, il s’en suit que
la suite des coefficients de Fourier de ¢ € E(T™) est a décroissance rapide, c¢’est-a-dire

que pour tout k > 0 la série ) Ilp|*¥|3p| est convergente.

pEL™
1.4.2. Série de Fourier d’un élément de D'(T™). Soit T € D'(T™). Alors il existe une
unique S € & (R™) telle que T' = '@(S) et S s’écrit de fagon unique sous la forme

S = Z §peipt oll §p = (S, e "Ph,
peEL™
On en déduit que tout élément T € D'(T™) s’écrit de fagon unique sous la forme
T=> Ta? o T,=(T7).
peEL™
fp est le coefficient de Fourier d’indice p de T, la suite (T}p)pezn étant & croissance lente,
c’est-a-dire qu'il existe k > 0 tel que la série 3° 7. 1oy lp|l=*|T,| est convergente.

DEFINITION 1.17. La série > pezn fpxp est la série de Fourier de T et fp est le

coefficient de Fourier d’indice p de T'.
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1.4.3. La distribution de Dirac 61. On note 1 ’élément unité de 7" et d; la mesure
de Dirac en ce point. Si p € Z" alors (61,2F) = 1, d’ott 1 = > 7. 2. En utilisant ce
développement de §; on a :

PROPOSITION 1.18. Pour tout ¢ € 10, 1] il existe p. € E(T™) tel que :
(i) Pe = e,
(i) [|@elloo = we(1) = (2[1/e] + 1),
(iii) V., e dp =1,
(iv) lime 0 9. = 61 dans D'(T™).
Preuve. Posons r. = ([1/e],...,[1/e]) e N*, I, = {p € Z" : —rc < p < 1.} et
e =D per. 2P Ll est clair que ¢. = ¢. et comme |27 =1 on a [p.(z)| < ¢-(1). D’autre
part,
we(1) = card(l;) = (2[1/e] + 1)"
d’ou (ii). On a
1 sip=0
D - 5
TS . d“_{o sip#0,

ce qui donne STn pedp = 1.
Soit 1) € E(T™). Comme (27, ) = _y alors (pe, ¥) = Y cf Vp = cp Up, 0
lim. .o {@e, ) = 1(1); on a bien lim. o p. = 6; dans D'(T™). m

Remarque 1. On a montré en passant que si ¢ € £(7™) alors
(e * ¥)(@) = D dpa?.
pel.

Remarque 2. Sip=(p1,...,pn) € Z"™ on pose |p| = |p1| + ...+ |pnl-

2. L’algeébre G(7") des fonctions généralisées périodiques

2.1. Algebre des fonctions généralisées sur R™. On va définir 'algebre simplifiée des
fonctions généralisées de Colombeau.
Soit B =]0,1[ et X(R™) = [£(R™)]¥ I'ensemble des familles d’applications de classe
C* sur R™ indexées par E. On pose
Xar(R™) = {(u2). € X(R™) :
VK’ compact C R™, Vo e N", 3r >0, In>0 (0 <e <n= ||[D%|% <& ")},
NER™) = {(ue)e € X(R™) :
VK’ compact C R™, Ya € N", Vg >0, In >0 (0 <e <n = ||D%.||% <&9)}.
L’algebre simplifiée des fonctions généralisées sur R™ est I’algebre quotient
GR™) = X (R™)/N(R™).
De maniere analogue nous allons définir I’algebre des fonctions généralisées sur le tore
7" de dimension n.
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2.2. Définition de l’algébre G(T™). On désigne par X (7") lalgebre [£(T™)]F et on
pose

Xu(T") ={(ue)e € X(T"): Yo eN", Ir >0, In>0(0< e <n=|D%slloc <& ")}
Les éléments de X (7™) sont dits & croissance lente en 1/e.
N(T™) ={(ue)e € X(T"):Va e N", Vg >0, In>0 (0<e<n= D <e)}.

Les éléments de N (7") sont dits & décroissance rapide en .
X (T™) est une sous-algebre de X(7™) et N(7") est un idéal de Xp(7™), on peut
donc définir ’algébre quotient :

G(T") = X (T7)/N(TT).

C’est 1'algebre des fonctions généralisées sur 7.
Dans la suite on désigne ces espaces par X, Xy, N et G.

PROPOSITION 2.1 (Caractérisation de Xps et N). (a) Soit (u:)e € X; alors (ug)e € Xy
si et seulement si

(i) VaeN?, Ir>0, >0 0<e<n=[p*U.p| <e ") VpeZ"
(b) Soit (uc)e € X; alors (u:): € N si et seulement si
(i) Vae N, Vg>0, In>0(0<e<n=|pU,l <e?) VpeZ"

Preuve. Soit (us)e € X, a € N* et p € Z™. On a

(Dou)y = | D*uc()7? du = (1) | we(y) D (@) dps
Tn Tn
d'oit (Due), = (ip) Tz p -

Comme |(D/‘3‘TL5)p| < || D%e|loo o0 a |p*Ue| < ||D%uc|loo; cette derniére inégalité
montre la nécéssité des conditions (i) et (ii).

Réciproquement, soit (u.)e € X vérifiant (i) par exemple, (b) se démontrant de fagon
analogue. Soit v € N™ et soit s € N tel que >5 ;. (1+ [|pl[*)™® < oo. Tl existe 7/ > 0 et
n > 0 tels que [p*TPa. | < e~ pour 0 < e <1 et f € N" avec |8 < 2s, on a donc
(% 512 [PPDIpPT | < card{B € N : ] < 2s}e"". Or il existe ¢/ > 0 dépendant de
s et n tel que (3o 5<os Ip) ™t < ¢ (14 |Ip||?)~*; on en déduit qu'il existe ¢ > 0 tel que
[p°Te| < e(1+||pl|*) =%~ pour 0 < & < n', d'ott [|DYuelos < (3 ezn (1+ [Ip]*)~*)e™
pour 0 < & < 7. En prenant r =7/ + 1 et n = inf{n/, [c(3° ez (1 + [IP[*) )] 7'}, on a
1D <" m

2.3. Propriétés de G

2.3.1. PROPRIETE (i). Il existe une injection linéaire de D'(T™) dans G.

Preuve. Soit p.(v) = > o, 2P (cf. Proposition 1.18), et i : D'(7") — X, T >
(T * pe)e. Montrons que (T * ¢c)e € Xar.

Pour p € Z™ désignons par m,, application 7" — C, z — zP. On a (T *m,) =

(T, yzmhp), Cest-a-dire (T *myp) = (T, m_p)aP = fpxp, d'ott (T x @) = Zpelg TpaP.
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Soit « € N, k > 0, M > 0 tels que |fp| < M|p|¥ pour p # 0; si p € I. alors
I(ip)*| < (1/e)lel et |p| < |re| < n/e, dot |T,| < M(n/e)*. D ’autre part,

card(I,) = (2 E} + 1)n < (g)n DT # pc)(x) = Y Tu(ip)*a®;

pEle

on en déduit que [|[D(T * ¢c)|loe < (3"nFM)e~(tktlel)  Cette inégalité montre que
(T * pc)e € Xp. 1l est clair que i est linéaire, elle définit par passage au quotient
I'application linéaire i : D'(T") — G, T + cl(T x . ), et on ai(T) = 0ssi (T*p.)e €N,
d’on T = lim, o T * ¢, = 0. L’application i est donc injective. m

L’application i est également injective, ces deux injections ne sont pas canoniques,
néanmoins elles seront privilégiées dans toute la suite.

PROPOSITION 2.2. Soit T € D'(T"), u € G et (us)e un représentant de u. Soit (ve)e
et (we)e définis par

Ve =(ue = T)xp: et we= (01 —c) * Ue.
Alors (ue)e est un représentant de T si et seulement si (ve)e et (we)e sont dans N

Preuve. La condition est suffisante car u. — T * . = v. + w, entraine que (ue — T *
©0:)e €N, d'ott cl(ue)e = cl(T * ¢.)e, c’est-a-dire u = i(T).

Réciproquement, si (uc)e est un représentant de T, pour tout o € N™ on a D%v, =
> per (ip)*(ue = T % ) my, d'ott D, =3 1 [(D*(ue — T * ¢c))"]pymy en vertu de
Pégalité (ip)*[(ue — T * o) p = [(D*(ue = T x ¢c)) | Z.

D’autre part, |[(D*(ue — T * @) p| < [|D*(ue — T % ¢c)|loo, d’0lt nous déduisons
que || D% ||loo < 3™||D¥(ue — T * pe)|loce™™ et comme (|| D¥(ue — T * ©c)||oo)e € T alors
(ve)e EN et (we)e = (ue — T xpe)e — (Ve)e EN.

2.3.2. PROPRIETE (ii). Il eziste n dérivations 51, ceey O sur G telles que 5k|'D/(Tn) =
Ok pour tout k € {1,...,n}.

Preuve. Soit u € G et (us)e un représentant de w; pour tout k € {1,...,n},
(Okgue): € X, on pose 5ku = cl(Oruc)e. Il est évident que cette écriture ne dépend
pas du représentant de wu.

Soit T' € D'(T"). On a 0x(i(T)) = l(Op(T * ¢:))e = (T * ¢2)e, est-a-dire que
e (i(T)) = (0 T), ce qui signifie que 5k|D/(Tn) =0 u

Dans la suite on fera ’abus de notation 5;€ = 0.

2.3.3. PROPRIETE (iii). Il existe un morphisme injectif canonique d’algébres différen-
tielles o : E(T™) — G tel que ilg(rn) = 0.

Preuve. Pour tout u € £(T™) posons o(u) = cl(ue)e ol ue = u pour tout € € E. 1l
est clair que o est un morphisme injectif d’algebres différentielles. Soit u € £(7™); on a
U= cqn UpMy €t ux e =3 1 Upmyp. Sia € N" et ¢ > 0 alors D(uxp.) — D% =
> per. Up(ip)*my. Posons k = ¢+ [af + 1. Comme p & I. alors [p| > 1/e, d’olt Ip|~771 <
g9 D’autre part, > czn Ip|* |1, étant convergente, il existe M(g,a) > 0 telle que
| 22 pgr. Uplip)®aP| < M(q, a)e?tL. Cette inégalité montre que || D (u*p:) — Do < €7
pour € assez petit, d’olt (u * p. —u). € N, ce qui signifie que i[¢(7n) = 0. m
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Ces résultats montrent que £(7") s’identifie & une sous-algébre de G et la restriction
de la multiplication dans G & £(7") coincide avec le produit usuel, car si u,v € E(T")
alors ((u* pc)(v * pe) —uv). € N.

2.4. Fonctions réelles généralisées. Soit £(T") la sous-algébre de £(T™) des fonctions
généralisées & valeurs réelles. On a £(T") = E(T™)®E(T™). En posant X = [£(T™)]F on
peut écrire X @iX. Si (fo)e € X on a alors (fe)e = (uc)e +i(ve)e avec (ue)e, (ve)e € X.
Soit a € N™; la double inégalité

sup{ | D tel|oc, [ Delloc} < 1D felloo < (1D uel|3, + | D0 3)

montre, avec des notations évidentes, que Xy = Xy ®iXy et N =N @il

En posant G = Xy /N, Papplication G — G, (ue)e + N — (uc)e + N, est un mo-
nomorphisme d’algebres. G s’identifie donc & une sous-algebre de G et on a G = G ®iG
ol iG = {cl(uc)e ¢ (uc)e € Xar}. G est la sous-algébre de G des fonctions généralisées
réelles. Tout élément f de G se décompose de facon unique sous la forme f = u + iv
avec u,v € G. uestla partie réelle de f et v sa partie imaginaire; on écrira u = Re f et
v=1Imf.

2.5. Fonctions généralisées périodiques sur R™. On désigne par £z, (R™) lalgebre des
fonctions C°° sur R" et 2m-périodiques. Soit Ao (R"™) = [E2,(R™)]F; on considere les
algebres

Xor i (R™) = {(f:)e € Xon(R") : I(us): € Xnr (f =uc00)},
Nox(R") = {(fe)e € Xor(R™) : (uc)e €N (f = u-00)}.
On définit I’algebre des fonctions généralisées périodiques (de période 27) par
g27r(]Rn) - X2W,M(Rn)/N2ﬂ(Rn)-

L’application G — Gar(R™), cl(us)e — cl(ue o 0)., est un isomorphisme d’algebres
différentielles. De maniere générale, si @ = (w1,...,@,) € (R%)" et si E5(R™) désigne
I’algebre des fonctions C'*° sur R™ et w-périodiques, on définit via ’application 6 : R® —
T7 (th, ... ty) s (e2m0/@ o e2imtn/@n ) Palgsbre G (R™) des fonctions généralisées
w-périodiques et de méme on a un isomorphisme d’algebres différentielles G — G, (R™),
cl(ue)e — cl(ug 0 0p)e.

2.6. Nombres complezes généralisés

2.6.1. Définitions. Soit C = CF, I'algebre des suites complexes indexées par E; on
pose

Cvi ={(2)e €C:Ir>0,In>00<e<n=l|z|<e P}
T ={(2)e €C:¥g>0,In>00<e<n= |z <el)}
Cys est une sous-algebre de C, ses éléments sont dits modérés; J est I'idéal de Cp; des
éléments dits a décroissance rapide. On peut donc considérer I’algebre quotient

C=Cu/J.

C est appelé algebre des nombres complexes généralisés.
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L’application j : C — Cps, 2 — (22)e, OU 2. = z, est un monomorphisme d’algebres
qui par passage au quotient donne le monomorphisme d’algebres j : C — C, z ~— cl(z.)-,
ol z. = z pour tout € dans FE.

2.6.2. Nombres réels généralisés. De maniere analogue & ce qui précede, on définit
l’algebre des nombres réels généralisés.
Soit R = R¥; on pose
Ryu={()e€R:Ir>0, M>00<e<n=|z:| <e "},
T ={(x)e €eR:¥g>0,In>0(0<e<n=|z|<e)}
L’algebre des nombres réels généralisés est ’algebre quotient
R =Rum/J.
Si (z:)e € Cos et si ze =z + iye avec (2¢)e, (Y:)e € R alors les inégalités
sup{la], |yel} < |z| < (a2 +y2)'/?

entrainent Cpy = Ry @ iRy et J = j & zj

Par Papplication R — C, (zc)e+J — (2.)c+J, R s'identifie & une sous-algebre de C;
dans ces conditions on a lidentification C = R @ iR. Tout nombre complexe généralisé z
s’écrit donc de facon unique sous la forme z = x + iy avec z,y € R, c-est-a-dire = Re 2
et y=Imz.

2.7. Relation d’association dans C et dans G

2.7.1. Relation d’association dans C

DEFINITION 2.3. On dit que deux éléments z; et 2o de C sont associés s’il existe (ac)e
et (be). des représentants respectifs de z; et de 25 tels que lim._,g(ac —b:) = 0. On écrit
alors z1 & zs.

Il est clair que la relation “~” dite d’association est une relation d’équivalence sur C.
En particulier, z € C et ¢ € C sont associés sl existe un représentant (a.). de z tel que
lim. g a: = (; on peut donc écrire : 21 = 29 < 27 — 29 =~ 0.

EXEMPLE 2.4. Soit 21 = cl(e+1/&2)c et 2o = cl(1/e?).. On a 2? = cl(e2+2/e+1/e).
et 22 = cl(1/e%)., et on remarque que z; &~ 2o mais 27 et z3 ne sont pas associés; la
relation d’association n’est donc pas compatible avec le produit dans C.

DEFINITION 2.5. On dit qu'un élément z € C est fini s’il admet un représentant borné,
ie. Jac), 2 =cl(as)s, IM >0, I >0 (0 < e <n = |a:| < M). On désigne par Cs
I'ensemble des éléments finis de C, et c’est une sous-algebre de C.

PROPOSITION 2.6. Soient z1, 22, 23, 24 € C tels que z1 = z9, 23 = z4. Si 2o et z3 sont
finis alors z123 =~ 2924.

Preuve. Ceci résulte de I'égalité 2123 — 2024 = (21 — 22)23 + 22(23 — 24). =

Si on désigne par Cp, ’ensemble des éléments bornés de C, alors Cy, est une sous-algebre
de Cyr, C; = Cp,/J et C s’identifie & une sous-algebre de Cs.
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2.7.2. Relation d’association dans G

DEFINITION 2.7. On dit que v € G admet T' € D'(7™) comme distribution associée si
elle a un représentant (uc). tel que lim._,gue =T dans D'(7"). On écrit alors u ~ T.

Cette définition ne dépend pas du représentant choisi car si (ve ). est un autre représen-
tant de v alors lim._,o(us — v:) = 0 dans £(T™), donc dans D'(7T™) également.

DEFINITION 2.8. On dit que u,v € G sont associées si u — v ~ 0 dans D'(T™).

Il est clair que la relation d’association dans G est une relation d’équivalence.

PROPOSITION 2.9. (a) Si f,g € L*(T") alors i(f)i(g) =~ fg.
(b) Si f € E(T™) et T € D'(T") alors i(f)i(T) ~ fT.
Preuve. Soit ¢ € £(T™); on a alors
Vi(rsoo)gxee) = folvdpn = (F*0e)g*0e — g)pdu+ | (F e — Hgv du.
Tn Tn Tn
D’apres 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a
’ VI 09+ 0e) — Fal du‘ <{If xeel2llg* e = gllz + llgll2llf * o= = fll2}[¥]loo-
Tn
La relation de Parseval donne
1F#pell3 = D117 <UFIS Nfxee—FIE= D 1H1P  loxee—gl3=)_ @l
p€l. péle péle
Pourp ¢ I. ona[p| > 1/¢; comme les séries ) 7. |pr|2 et Y ezn |9,|% sont convergentes,

alors lim. o ) o |']/[;7|2 =0 et lim.o ) o [9,|?
déduit que lime_,o(f * v )(g * pe) = fg dans D'(T™), ce qui démontre (a).

Soit f € E(T") et T € D'(T™). Compte tenu du fait que i|g(7+) = o, pour démontrer
(b) on doit montrer que pour tout ¥ € E(T™),

lim (f(T +¢2),0) = (fT,4), Cestandire lim (T +p.) = T, f1) = 0;

mais ceci résulte du fait que lim. o T * oo = T dans D'(7"). =

= 0. Des relations précédentes on

PROPOSITION 2.10. Il existe g € G(T) tel que gcl(e). ~ 281 et 6F ~ g + 61 + i0}.

Preuve. Ona ¢? = Zp,sels Mpts = Z—2rsgp§2r5 (card{s € Z : (5,8 —p) € I2})m,,.

1) )

En posant pe ’ = inf{r.,r. + p} et pg = sup{—r., —re + p} on obtient

= Z (card{s € Z : pV) < s < pPV)m,,
—2re <p<2r¢
d’ou
I > 21++1+Z 2L —pit
(ps - c € p c p .
—2r.<p<-1 1<p<2r.
Ceci donne

A=Y <2 H b+ 1>mp.

—2[1/e]<p<2[1/e]
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1
g=cl (2 [g} Z mp> .
—2[1/e]<p<2[1/e] c

S mes
—2[1/e]<p<2[1/e]
dans D'(7) on a gcl(e). ~ 261, et de
m > (ptDmy =6 - |plm,
—2[1/e]<p<2[1/e] PEZ

dans D'(T) on déduit que §? ~ g + &1 + id] car > pez [plmy = —id]. =

COROLLAIRE 2.11. Il existe H € G(T") et T € D'(T™) tels que Hcl(e"). ~ 2"5; et
3~ H+T+d.

Posons

Comme

Preuve. On désigne par s et p des éléments de Z et Z" respectivement. Nous avons
n
D=1 X =)
J=1 |s|<1/e
on en déduit en vertu de la proposition précédente que
n
1
o f{[ 5 (]
J=1 " |s|<2[1/e]

d’ou
n

= 5 T (2]2] -t +1) |2
pe2l. “j=1
En désignant par o, le polynome symétrique élémentaire homogene de degré k a
n variables et par R, le polynome o2 X" +af X" '+ . ..+ X +af ou af_, =
k(1 —|p1l,-..,1 = |pnl|) pour 0< k <non a @?(x ) Epeﬂs p(2[1/e])aP.
D’autre part, on a

ORTEID DETRED D b 9 SIS )

pe2l. pe2l. pe2l. k=1
si on pose
1
He(z)= ) [R,,(2H) —ag}xp et T=Y [Z Yeor(lpals - Ipal)] 27
pe2l. pEL™ k=

il est alors clair que (H:). € Xp et T € D'(7™). On prend donc H = cl(H.). et on
obtient le résultat énoncé. m

2.8. Valeurs ponctuelles d’un élément de G. Soit u € G, (ue). un représentant de u et
x € T™. Comme (uc). € Xpr alors (ue(x))e € Cas. Si (ve)e est un autre représentant de
w alors (uz(z) — ve(z))e € J car (ue — ve)e € N, dolt cl(uc(x))e = cl(ve(x))e.

Soit u € G et © € T™; on appelle valeur de u en x le nombre complexe généralisé
cl(ue(x))e ont (ue)e est un représentant quelconque de u.
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: (@)

PROPOSITION 2.12. (a) Si f € E(T™) alors pour tout x € T™ on a (i(f))(z) = j
(b) Si f € C(T™) et si sa série de Fourier est sommable alors (i(f))(z) ~ j(f(z)).

Preuve. (a) est évident, montrons donc (b). Considérons la série de Fourier de f;
on a toujours f =3 ;. fpm, dans D'(T"). Par ailleurs, > pezn fpm, est continu car
la sommabilité de cette série entraine sa convergence uniforme et m, est continue pour
tout p € Z"™. Comme f est continue 1’égalité dans D'(7™) entraine celle dans C(7™) et
on a alors (f x @) — f = Zp&ZIE fpmp. La série de Fourier de f étant sommable on a

lime 0 3pgr. fpa? =0, dolt (i(f))(z) ~ j(f(2)). =

La nullité ponctuelle d’une fonction généralisée n’entraine pas sa nullité en tant que
fonction généralisée comme le montre 1’exemple suivant.

EXEMPLE 2.13. Soit u I’élément de G(7') dont un représentant (uc). est défini par

A . {@2 - 1)2]'

ue(w) = x 4ex?

En posant [@(u.)] = 9., nous avons . (t) = 2isint - exp(—e~!sin®t); soit 1 = cl(¢).).
dans Gar(R). On vérifie que t(t) = 0 pour tout ¢ € R alors que 1.(0) = 1 pour tout &,
donc 1) #£ 0, et par suite u(z) = 0 pour tout x € T avec u # 0.

Nous allons voir que sous certaines conditions la nullité ponctuelle entraine la nullité
faible.

DEFINITION 2.14. On dit qu’une fonction généralisée est équicontinue si elle admet
un représentant équicontinu.

PROPOSITION 2.15. Si u € G est équicontinue et si u(x) est associé & un nombre
complexe pour tout x dans un sous-ensemble dense de T™ alors u est associé a une
fonction continue.

Preuve. L’équicontinuité de u et la densité du sous-ensemble montrent que (u.(x))e
est de Cauchy pour tout x € 7™, ce qui montre que (uc)e converge simplement sur
T vers une fonction g continue. Comme 7" est compact et u équicontinue alors cette
convergence est uniforme, d’ou a fortiori u~ g. m

COROLLAIRE 2.16. St u € G est équicontinue et faiblement nulle ponctuellement sur
une partie dense de T" alors u est faiblement nulle sur T™.

Sous certaines hypotheses, la nullité ponctuelle entraine la nullité; c’est ce que montre
le corollaire de la proposition suivante qui traite du cas n = 1.

PropPOSITION 2.17. Soit T = EpeZ fpmp une distribution sur 7. Pour tout ¢ > 0 on
pose Ag = {m € N:3Im/ € {1} + 2N (m = 29m/)}. On suppose que T vérifie les deux
conditions suivantes :

(1) Fg0 € N* (limy, e, peam a,, 9T = 0).

(i) Va € {1,4i} U (U, {exp(im/25T1)}) (T"(a) ~ 0 dans C).

Alors T est une fonction continue sur 7.
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Preuve. On a T” = Zpez(—p2)fpmp dans D'(T). Posons a, = —prp, A =
a1 Ag et B={1,i}U (U, {exp(in/2F*1)}). On a T"(a) =~ 0 pour a € B, c’est-a-dire
lim._.g Z|p|§l/s apa? = 0; on en déduit que

Jm (3w = 3T ) =0,
[p|<m lp|<m—1
ce qui équivaut & lim,,—co(@_ma™™ + a,a™) = 0. On a done
(1) Va € B ( lim (a_, + ana®™) = 0).
m—00
On va montrer que lim| | — o 0 = 0.

Premier cas : m est impair. En prenant a = 1 puis ¢ = i dans (1) on obtient
limy,— oo (@em 4+ @m) =0 et

(2) lim (a—pm +am) =0, dou lm ag1 =0.
m—o0 [pl—c0
Deuxiéme cas: m est pair. Soit ¢ € {1,...,q0}. Si m € A, et a = exp(ir/29T1)

on a alors a_,, + @pa*™ = a_,, + (—1)"ay,. En prenant a = 1 puis a = exp(ir/27M!)
dans (1) on obtient
3 li =0.
(3) o

Supposons que lim,, oo, me |m| # 0. 1l existe alors une sous-suite (|, |)x extraite
de (| |)mea convergeant dans R et de limite non nulle. Comme les A, sont en nombre
fini, il existe ¢ > 1 tel que {m € A : m € Ay} soit infini. D’apres (3), de la sous-
suite (|am,|)r on peut extraire une sous-suite convergeant vers zéro, ce qui contredit
limy— oo |@m,, | # 0. On en déduit que lim,, oo, mea & = 0, ol limyy, 00 @, = 0. En
utilisant (1), on obtient lim|,|_ a2, = 0. On a donc démontré que lim,|_ o o, = 0.

On en déduit que la série ZpEZ" T, est sommable, d’ot1 la convergence uniforme de

~

> pezn Tpmy et par suite la continuité de 7'. m

COROLLAIRE 2.18. Si T est une distribution sur 7 vérifiant les hypothéses de la
proposition et si de plus T'(a) ~ 0 dans C pour tout a € T, alors T = 0.

Preuve. D’aprés Proposition 2.12(b), on a pour tout a € 7, (i(T)) =~ j(T(a)),
c’est-a-dire lim._,o (T * . )(a) = T(a). Comme par hypothese lim._,o(T * . )(a) = 0 pour
tout a € 7,alors T =0. m

Remarque 3. On peut, dans la proposition, remplacer (i) par

“Jgo € N* lim 2T —=0).
0 (pﬂoo, pE2N\ Ay p P )

3. Intégration et coefficients de Fourier

3.1. Intégration des fonctions généralisées. Soit u€G et (u.). un représentant de w.
Alors pour chaque € € |0, 1], 'intégrale A, = STn ue du est bien définie et comme (uc)e €
Xaron a (A.)e € Car. Si (ve)e est un autre représentant de u et si B, = S ve du alors
(ue —ve)e €N, dolt (Ac — B:)e € J. On a donc la définition suivante :

T'n.
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DEFINITION 3.1. Soit u € G; on appelle intégrale de u sur 7", que 1’on note S
la classe de (STn ue dp)e dans C ou (uc)e est un représentant de u.

Tn Udl't7

PROPOSITION 3.2. Si f € LY(T™) alors lintégrale de i(f) sur T™ coincide avec celle
de f, c’est-a-dire
| %(f)du:cl( | fdu)a.
" Tn
Preuve. Ona (f x p:)(z) = STn f(@y)pe(y) du, d’ott
Vrwan = (§ 1@me-@)dut))du@) = § (§ 17 dut) e @) duy).
" Tn Tn Tn Tn
Comme STnf(xy) du(x) = STnfdu et STn e dpp =1 on a bien STnf(f) = cl(STnfdu)g. n
PROPOSITION 3.3. Soit T, S € D'(T"); alors \ ., i(T)i(S) du = c((T+S, ). dansC.

Preuve. On a STn (T % ) (S * @) dp = STn(ZseIE fpxs)(zpela §p:vp) dp, d’ott

V(T p)(Swpe)dp=3 T,8 ,=(T,S+¢p) = (T+5,¢:). m
Tn pelc

COROLLAIRE 3.4. Soit f € E(T") et T € D'(T"); alors \ ., i(T)i(f)dp = j(T(f)).

Preuve. SiT € D'(T") et (us)e € X on pose T[(us):] = (T(ue))e; on a alors
T(Xar) C Car et T(N). D’apres la proposition { ., «(T)i(f) du = cl(T(f * ¢:):). Comme
f € &E(T™) alors d’apres la Propriété (iii) du Chapitre 2, (f * ¢ — f)e € N, dol
TI(f*pe— f)e] € T. On a donc STn (T)i(f)dp=34(T(f)). =

Remarque 1. D’apres ce corollaire on a, pour T € D'(7T"),
i) =\ WD) du.
Tn
PRrROPOSITION 3.5. Soit u,v € G; alors, pour tout « € N",
S (D*uw)vdp = (—1)le S u(D%v) dp.
Tn Tn
Preuve. Si(uc)e et (ve)e sont des représentants respectifs de u et v alors en intégrant
par parties on a
| D% (ue 0 O)(t) (v 0 0)(1) dt = (=1)*1 | (e 0 )(1)D* (v= 0 0) (1) d,
I I
les parties intégrées étant nulles a cause de la périodicité. m

3.2. Convolution dans G. Soit (ue). et (ve)e deux éléments de X'. On appelle convolée
de (ue)e et (ve)e Uélément (ue x ve)e € X. Pour la convolution X est une algebre.

PROPOSITION 3.6. Pour la convolution Xps est une sous-algébre de X et N un idéal
de XM.

Preuve. Soit (ue)e et (ve)e des éléments de X'. On a (ug*ve)(x) = STn ue (27)ve (y) dp.
Par suite, si & € N™ alors D*(u. * vs)(x) = STn ue (27) D%, (y) du, d’ott 'on obtient
(1D (ue * ve)|| < |Jtelloo || D¥e|loo- Cette inégalité montre que (ue * ve)e € Xar, et si de
plus (ve)e € N alors (ue xv:). €EN. =
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Supposons maintenant que l'on ait (uc)e, (ve)e, (fe)e, (9e)e appartenant & Xy tels
que cl(ue)e = cl(f:)e et cl(ve)e = cl(ge)e. Alors

Ue ¥ Ve — fe * ge = (us_fs)*(vs_gs)+fs*(vs _gs)+gs*(us_f€)'
Cette décomposition montre, compte tenu de la proposition précédente, que cl(u *ve)e =
cl(fe * ge)e, d’ol
cl(ue x ue)e = cl(fe * ge)e,
d’ou :

DEFINITION 3.7. Soient u et v deux éléments de G. On appelle convolée de u et v,
que l'on note uo v, 'élément de G défini par uov = cl(ue * v )e o (us)e et (ve)e sont des
représentants respectifs de u et v.

PROPOSITION 3.8. (a) La loi ¢ est commutative et associative.

(b) <>|'D/(Tn) = *. ~ ~ ~

(¢) Si S € D(T™) alors i(S) ¢ i(d) = i(S).

(d) Soient u,v € G et S, T € D'(T"); alorsu~ S etv~T =>uov~ S*T.

Preuve. (a) est évident. Soit S, T € D'(7"); on a i(S)oi(T) = cl[(S*pe)*(T*pe)]e,
comme (S * e ) * (T ) = (S*T)* (pe* e ) et pe * e = pe, Aot i(S) 0i(T) = i(S*T).
On a donc démontré (b). En remplagant T par ¢ dans 1’égalité précédente on obtient (c).
L’implication du (d) résulte de la continuité du produit de convolution dans D'(7"). m

Remarque 2. D’aprés (b), ¢ est un prolongement & G de x défini dans D'(7");
donc dans la suite on utilisera la méme notation * pour ces deux notions.

3.3. Coefficients de Fourier

DEFINITION 3.9. Soit u € G, p € Z" et (u:). un représentant de u. On appelle
coefficient de Fourier d’indice p de u le nombre complexe généralisé noté %, et défini par
Up = STn u(z)ZP dy; autrement dit, U, = cl(Uc p)e.

PROPOSITION 3.10. Soit T € D'(T") et fp son coefficient de Fourier dans D'(T™)
d’indice p; alors [(i(T))", = j(Tp). (Autrement dit, les deuzx notions coincident).

Preuve. OnaT =3} ;. fpzzrp et T . =3, TpaP, ce qui entraine

pel. =P
(T % )] — fp == Z T S @t =~ Z fsasqp-
sgle T sgle

Pour p fixé il existe donc n > 0 tel que p & I si 0 < & < n, d'ou [(T * ¢ )"]p = fp pour
0<e<n =

PROPOSITION 3.11. Si u,v € G alors [(uxv)"], = Up - Up pour tout p € Z™ et si u = v
alors u, = v, pour tout p € Z™.

Preuve. Ces relations résultent directement des définitions. m

3.4. Suites a croissance lente dans C*". On désigne par S(Z") (resp. S'(Z")) l'en-

semble des suites de CZ" & décroissance rapide (resp. & croissance lente). On rappelle que
S'(Z"™) est le dual topologique de S(Z™) muni de sa topologie habituelle. On désigne par
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C”" Pensemble des suites indexées par Z" et & valeurs dans C; un élément de CZ" est donc
de la forme (x:(p))ep o e €]0,1[ et p € Z™.

DEFINITION 3.12. On dit qu'une suite (z.(p))e, €C%" est @ croissance lente s'il existe
n > 0 tel que (z:(p))pezn € S'(Z™) pour tout ¢ fixé dans |0, 1] et si

Ma) = lim > ze(p)a,

pEL™

existe pour tout a = (ap)pezn € S(Z").

PROPOSITION 3.13. Si (2.(p))=., € CZ" est une suite a croissance lente alors pour tout
s €Z", x(s) = lim._ox:(s) existe et (x(p))pezr € S’ (Z™).

Preuve. Soit s € Z" et (dp,s)pezn € CZ" définie par Ops =1sip=setdps =0
sinon. (dp,s)pezn € S(Z") entraine que lime_.o Y 7. 2=(p)dp,s existe, cest-a-dire que
lim, o z(s) existe. Pour tout € € ]0,7[, (z=(p))pezn € S'(Z™), donc d’apres le théoreme
de Banach-Steinhaus A € S'(Z"). En posant A = (Ap)pezn on obtient A(a) = >° 7. Apayp
pour tout a = (ap)pezn € S(Z™); en particulier, A((dp,s)pezn) = As, A0l z(s) = A; et
(2(p))pezn € S'(Z7). m

Remarque 3. Laréciproque de la proposition est fausse, comme le montre ’exemple
de la suite de terme général . (p) = e°I7l.,

PROPOSITION 3.14. Soit (z-(p))ep € C%" vérifiant les conditions suivantes :

() (2 lc)e € Cag o ] = Uy 12(0)] pour & fié
(ii) Jp >0, 3(6}?)?62" € S/(Zn)v V(p, 5) €Z" x ]0777[ (|.’L'8(p)| < 617)
(ili) I(ap)pezn € S'(Z7), Vp € Z" (lim.—¢ z:(p) = ap).
(

Alors (z2(p))e,p est & croissance lente et pour tout (ap)pezn € S(Z") on a

il—r% pezzn ze(p)ap, = pezzn Qpap.

Preuve. D’apres (i) ona Iy >0,3Fr >0 (0 <e < = |ze(p)| < &™) pour tout
p € Z™. S'il existe € > 0 tel que (z:(p))pezn & S'(Z™) alors pour tout (m,c) € RT x RT
il existe p. € Z" tel que |z.(p)| > ¢(1 + |p-|?)™. En prenant ¢ =¢~" on a |z.(p)| > ",
d’ott € > n1; on en déduit donc que (xe(p))pezn € S'(Z™) pour chaque € € |0,n[. Si on
prend n = inf{m, p} alors (z.(p)ay)pez~ est sommable pour tout (ap)pezn € S(Z") et
pour tout € € ]0,7].

Les conditions (i) et (ii) avec le théoreme de la convergence dominée entrainent que
lime—0>_ czn Te(p)ap = > cyn apap pour tout (ay)pezn € S(Z7). =

EXEMPLE 3.15. Soit r > 0, Q € C[X1,...,X,] et (zc(p))e,p définie par

_[Qp sip € L,
Is(p) - {6(|P|+T)e|p|/5 sip g IZ;

alors (x¢(p))e,p vérifie les conditions (i), (ii), (iii), elle est donc & croissance lente.

DEFINITION 3.16. Soit u € G; on dit que u est a croissance lente si elle admet un
représentant (uc). tel que pour tout (ap)pezn € S(Z"), lime—od_ cpm ue(p)a, existe
(cette limite ne dépend pas du représentant).
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THEOREME 3.17. Une fonction généralisée est associée & une distribution si et seule-
ment st elle est a croissance lente.

Preuve. Soit u € G et (ue)e un représentant de u. Pour tout f € £(7™) nous avons
(ue, f) = 2 pezn ﬂ&pf_p. Comme (f_p)pezn € S(Z™) si u est & croissance lente alors
lim. o (ue, f) existe. On en déduit d’apres le théoreme de Banach—Steinhaus qu’il existe
T € D'(T™) telle que (T, f) = lim._o(ue, ), dovu~T.

Réciproquement, soit u ~ T avec T € D'(T™). Si (ap)pezn € S(Z™) alors (a—pz?)pezn
est sommable pour tout € 7" et la fonction f définie sur 7" par f(z) = 3 czn a—pa?
appartient & £(7™). De plus, pour tout € € |0, 1], (U pap)pezn est sommable et (u., f) =
ZpEZ" Ue pap. Comme (T, f) = lim._o(uc, f) on en déduit que lim._,g EpEZ" Ue plp
existe, u est donc a croissance lente. m

PROPOSITION 3.18. Soit u€G, (ue)e un représentant de u et T € D' (T™). On suppose
que les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) 3(s%)e, (t5)e € (ZME, Ve e {1,...,n} ((s)e, (t5)e € Cur, lime—g 85 = — lim._o t5
= —00).
(i) 1l eziste (we)e € N et (ac(p))eyp € C%" avec (||acl|oo)e € T tels que U., =
Ty+ac(p) sip € ISt et Uep =Weyp sip I3, o0 ISt ={p e Z™ : s* <p < t°}.

£
Alorsu~T.

Preuve. D’apres (i), lim._,o s = —oo et lim._, ¢}, = oo pour tout k € {1,...,n},
il existe donc 71 > 0 tel que s* < ¢ pour 0 < € < 1. Posons v =0sin <e<1et
Ve(w) = 3 eyt TpaP 810 < & <myj on a limegve =T dans D'(77").

Pour 0 < & <1, ue(x) — v=(2) = 32 et ac(p)a? + 32 gps0 we(p)aP, d’olt pour tout
ae N

D%(ue —vo)(@) = Y (ip)ac(p)a? + Y (ip)*we(p)a?.
peld’ pgIZ?

Ona Y, e [(ip)*]-lac(p)] < TTioy (8 — sz +1) supycycn {18, 57 [}V ac [l oc. Comme
(8%)e, (t)e € Car il existe r > 0 et m2 > 0 tels que sup;<;<, {|t7|,[s{|} < e™" pour
0<e<mn,dout;—s;+1<3e7" ety o |(ip)?]-|ac(p)] < 3" ||ac || oo~ HeD pour
0 <e <navecn=inf{ni,n}.

Comme (J|ac||c): € J on en déduit que (ue —v:)e €EN. =

3.5. Problémes de régularité globale

3.5.1. E4-régularité et D'y -régularité

DEFINITION 3.19. Soit A une partie de Z™ et v € G; on apelle A-composante de u
la fonction généralisée notée u4 et définie par uy = Cl(ZpeA Ue,pMp)e, OU (Ue)e est Un
représentant quelconque de w.

On dit que u est Ex-réguliere (resp. Dy-réguliere) si ua € i[E(T™)] (vesp. ua €
i[D'(T™)]), et on désigne par V4 (resp. Wa) le sous-espace de G des éléments & 4-réguliers
(resp. Dy-réguliers). On pose

Re(w) = HACZ":ueVa}, Rp(u)=J{ACZ":ueWa}.
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Re(u) (resp. Rps(u)) est Pensemble de E-régularité (resp. D’-régularité) de u. On dira
que u est E-irréguliére (resp. D'-irréguliére) si Re(u) = 0 (resp. Rop/(u) = 0).

3.5.2. E4-régularité faible et D'y -régularité faible

DEFINITION 3.20. Avec les notations précédentes, on dit que u est E4-réquliére faible
(vesp. D'y-réguliére faible) si ua est associée & un élément de E(T™) (resp. D'(T™)), et
on définit de maniére analogue au paragraphe précédent les sous-espaces V} et W), de
méme que les ensembles de régularité faible, R (u) et R (u).

On dit que u est E-fortement irréguliére (resp. D'-fortement irréguliére) si R (u) = 0
(resp. Rp/(u) = 0); dans le dernier cas on dira que u est une fonction généralisée pure.

PROPOSITION 3.21. (i) V4 C W4 C Wj.
(ii) V4 C V) C Wi
(ili) Si A C B alors Vg C Va, Wp C Wa, Vi C Vi, W5 C W.
(iv) Va, Wa, V) et W} sont stables par dérivation.
(v) St A est fini alors Wa =Va et Wy = V).

Preuve. Evidente. m

3.5.3. Opérateurs différentiels réguliers

DEFINITION 3.22. Soit Q € C(X) ot X = (Xi,...,X,). On dit que Q est D'-
compatible si Q(ip) existe pour tout p € Z" et (Q(ip)), € S'(Z™). On désigne par S¢.(X)
le sous-espace des séries D’-compatibles.

On voit que C[X] C S¢(X). Si @ € C(X), on pose Z(Q) = {p € Z™ : Q(ip) = 0}, et
quand Q(ip) existe pour tout p € Z™ on définit (Qp), par

0 :{O sipe Z(Q),
PoLIRGp)ITT sip g Z(Q).

DEFINITION 3.23. Soit Q € S.(X); on dit que Q est régulier si (Qp), € S'(Z™).

A tout élément @ de S{.(X) on associe 'opérateur différentiel Q(D) défini sur D'(7")
par

[Q(D)T)], = Q(ip)T, pour tout T € D'(T™).

Si @ est régulier, on dira que Q(D) est régulier.

PROPOSITION 3.24. Soit u € G et Q(D) un opérateur différentiel régulier. Alors :

(i) Q(D)u € E[E(T”)] =u—uzq) € f[_E(T”)].

(i) Q(D)u € i[D'(T™)] = u —uz ) € i[D'(T")].
(iii) S Q(

) Si Q(

(iv) Si

D)u est associé a un élément de E(T") il en est de méme de u — uz(q)-
D)u est associé a un élément de D'(T") il en est de méme de u — uz(q)-

Preuve. Nous allons démontrer (ii) et (iv). Soit (ue). un représentant de u et T'€
D'(T™) telle que Q(D) = T on a Q(D)u = cl(3_ czn Qip)Ue prmp)e.

Comme @ est régulier, il existe C > 0 et m € N tels que Q, < C(1+||p||*)™ pour tout
p € Z". D’apres la Proposition 2.2, Q(D)u = T si et seulement si [(Q(D)u:—T)*pe]c € N
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et [(61 — :) * Q(D)uc]e € N; on en déduit que pour tout ¢ > 0 et s € N il existe ’ > 0
tel que

O<e<n = { |Q(ip)Uc,p — Tp| < e (14 ||p)*)~*~™ pour p € I,
|Q(ip)ue,p| < (1 + |p||*) ™ pour p & I,
d’ou
ey — Tp/Qip)| < 7' Qp(1 + |Ipl|*) ™™™  pour p € I. N (Z"\Z(Q))
et

(e p| < T Qp(1+[Ip[*) ™™ pour p € (Z"\L.) N (Z"\Z(Q))
pour 0 < e < 7.
En prenant n = inf{n’,1/C} on a, pour 0 < ¢ < 7,

(e — T/ QUip)| < e 11+ [|p]|?) ™ pour p € I N (Z"\Z(Q))
et
(] < 91+ [pl2)™ pour p € (ZM\I.) N (Z"\Z(Q)),

ce qui équivaut a u—uzgy = S o S € D'(T™) est définie par §p = fp/Q(ip) sip € Z(Q)
et §p = 0sipe Z(Q). On a donc (ii).

Soit T € D'(T") telle que Q(D)u~T et f € E(T™), soit (ue)e un représentant de u.
On a

o~

<ua - UZ(Q),57f> = Z a5,;0}‘\—1) = Z Q(ip)aa,p % = <Q(D)u8,g>
pEZ(Q) PEZ(Q)

ot g € E(T™) est définie par g, = fp/Q(—ip) sipg Z(Q) et gp =0sipe Z(Q).

L’application Lg de £(T™) dans £(7™) définie par Lo(f) = g est continue, carsi S est
la distribution définie par S, = 1/Q(—ip) sip & Z(Q) et S, = 0 sinon alors Lo (f) = Sxf.
Comme Q(D)u =~ T on a lim. .o{u: — uz(Q)e, f) = (T,g) et (T,g) = (T o Lg, f) avec
ToLoeD(T"). m

COROLLAIRE 3.25. Soit u € G et Q(D) un opérateur différentiel régulier. Alors :

(i) u € Vz(q) et QD)u € i[E(T™)] = u e ilE(T™)].

(i) uw € Wz (q) et Q(D)u € i[D'(T™")] = u € i[D'(T")].

(iii) Siu € V/Z(Q) et Q(D)u est associé & un élément de E(T™) il en est de méme
de u.

] (iv) Siu € Wy et Q(D)u est associé a un élément de D'(T") il en est de méme
eu.

Preuve. Immédiate. m
COROLLAIRE 3.26. Soit V° = C +i[E(T™)] et W° =C +4[D'(T")]. Siu € G alors
AueVy=ueVy, AueW=yeWnd.

Preuve. A est associé au polynome Q(X) = X7 + ...+ X2. Comme Z(Q) = {0}
on voit que A est un opérateur régulier. Le résultat découle alors du (i) et du (ii) de la
Proposition 3.24. =
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3.5.4. La sous-algébre G

DEFINITION 3.27. On désigne par G l’ensemble des éléments u de G admettant un
représentant (u.). tel que

(1) Ir>0,VaeN', In>00<e<n=[[D%e|o <e ).

En utilisant la formule de Leibniz on montre facilement que G* est une sous-algebre
de G. Par ailleurs, si u € G alors tout représentant de u vérifie (1). En effet, soient
(ue)e et (ve)e deux représentants de u avec (ug)e vérifiant (1); nous pouvons écrire :

Va e N*, Vg >0, I >0 (0<e<n = ||D¥ues — ve)|loo < e7)
et
Iry >0, VaeN", I >0 (0<e<n = ||[D%e|o <e™ ™),

d’ott 'on déduit D*v, < e? 47" < 27" pour 0 < e < inf{ng, n1}.
En prenant n =inf {3, n0,m} et r=r1+1ona0<e<n= ||[D[loc <"

PROPOSITION 3.28. u € G™ ssi u admet un représentant (ue)e vérifiant
(2) Ir>0,VseN, In>0(0<e<n= U, <e"(1+|p|*)~* pour tout p € Z").

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la caractérisation de X5 par les coef-
ficients de Fourier. m

Evidemment, si u € G* alors tout représentant de u vérifie (2).

PROPOSITION 3.29. Soit Q un opérateur différentiel régulier et uw € G. Alors Q(D)u €
g® = u— Uz(Q) €q.

Preuve. Soit (uc)e un représentant de u; on a Q(D)u- = 3 7. Q(ip)Ue pmyp.
Comme Q(D) est régulier, il existe C > 0 et m € N tels que @, < C(1 + [|p|>)™
pour tout p € Z™. D’apres la Proposition 3.28 on a

FIr>0,VseN, I >0(0<e<n =|Q(ip)e,| <e " +|p|*) ™
pour tout p € Z").
En prenant n = inf{n’, 1/C} on obtient
0<e<n= Uyl <e "(1+|p||*)~* pour tout p ¢ —iZg,
c’est-a-dire u — uzQ) € G®. m

COROLLAIRE 3.30. Soit Q € C[X] tel que Zg = 0 ot Zg = {0} et uw € G. Alors
Q(D)u € G = u € G=.

Preuve. D’apres la Proposition 3.29 on peut écrire
JIry>0,VseN, In >0 (0<e<m = U, <e " (1+|pl|*)~* pour tout p # 0),

et d’autre part, Jre > 0, Iz >0 (0 <& <2 = |Ue 0| < e772).
En prenant r = sup{ry,r2} et n = inf{n1,n2} on a :

Vs €N (0 <e<n=l|icp| <e "(1+]pl*)”* pour tout p € Z").
ce qui signifie que u € G*°. =

COROLLAIRE 3.31. Soit u € G; alors Au € G = u € G,
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Preuve. C’est une conséquence directe du Corollaire 3.30. m

Nous allons apporter quelques informations supplémentaires sur G°. Soit H 1’en-
semble des applications h de E dans C pour lesquelles il existe A € R tel que |h(e)| < e*
pour tout € € E. On désigne par H la sous-algebre de G formée des éléments admettant
un représentant de la forme (h(g)). avec h € H.

PROPOSITION 3.32. G contient la sous-algeébre engendrée par H et E(T").
Preuve. Le résultat découle des inclusions H C G™ et £(T") C G®. m
PROPOSITION 3.33. G N4[D'(T™)] = 4[E(T™)).

Preuve. Identifions i[D'(T™)] et i[E(T")] avec D'(T™) et E(T™) respectivement.
Si f € E(T™) alors pour tout s € N il existe une constante C(s) > 0 telle que l'on ait
|fp] < C(s)(1+]|p||*)~* pour tout p € Z™; nous pouvons donc écrire | f,| < e (1+||p[|?)~*
sie €10,1/C(s)[ et p € Z™, dou f € G= et E(T") C G*°. On en déduit 'inclusion
E(T™)CgG>nD(T").

Montrons que si 7' € D' (T")\E(T™) alors T & G>. Soit T € D'(T")\E(T™). Comme
(Tp)p & S(Z™) il existe s € N tel que limy,—o0 (1 4 [|p||?)*|T,| = co. Si T € G= il existe
r>0etn >0 tels que |T,| < e (1 +|p|?)~* pour 0 < & < 5 et pe I.. Comme
lim | — oo (1 4 [|pl[?)*|T,| = o0, pour A > 0 et > 0 il existe p € Z" avec ||p||* > n tel
que (1+ ||p||2)*|T,| > A. En prenant A=c" et n=n/e2 avec0 <e <nonap € I. et
(14 |Ipl®)*|Tp| > e™", ce qui contredit T' € G, d’ou G ND'(T™) C E(T"). m

Remarque 4. La sous-algebre G est une version périodique de celle définie par

M. Oberguggenberger qui a aussi démontré la Proposition 3.33 dans le cas non périodique
(cf. [28], pp. 274-27T).

3.6. Ezemples : fonction de G.(R) associée d v.p.cotz, équation des ondes
3.6.1. Fonction de G- (R) associée a v.p.cot x

Construction de l’exemple. Soit ¢ € D(R) une fonction positive telle que son support
soit dans [—1, 1] et vérifiant Siooow(:zr) dx = 1. Pour chaque € € ]0, 1], soit . € £;(R)
définie par 9. (x) = e~ 1¢(z/e) pour x € [—7/2,7/2)].

On désigne par f. la fonction m-périodique sur R définie par f.(z) = cotz si e <
|z] < 7/2, f-(x) = sgnx -cotz si 0 < |z| < € et fe(0) = 0. On pose F.(z) =

/2
[ fo(e — (1) dt.

F. est une fonction impaire et F. € £;(R); de plus, F.(x) = Sif/z fe(W)he(x — t) dt.

On en déduit que F™ (z) = (1/e)m*? Sﬁ/2 fa(t)dJam) ((z —t)/e) dt pour m € N. D’autre

—m/2
part,
/2 /2
S |f€(t)|dt:2(5cota+ S cottdt) = 2(e cote — logsine);
—7/2 —m/2

on en déduit que

1 m+1
IFE™lloo < 2(e cote - logsina>||w<m>|oo(z) |
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Comme lim._, 2¢(e cote — logsine) = 0, on en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que l'on ait
||Fg(m)||OO < ¢(1/e)™*2, ce qui montre que (F.): € Xr p(R).
Soit ¢ € Ex(R); on a
/2 /2 /2

| R@p@d= | (| flo-t.@dt)e) de,
—7/2 —m/2 —7/2
/2 /2 /2

S F.(z)p(x)de = S ( S fe(z —t)p(x) d:v) e (t) dt.
—7/2 —m/2 —7/2

T_F/Tr 2/2 fe(z—t)p(x) dr. En faisant un changement de variable et en tenant

/2

Posons I.(t) = §

compte de la parité de f. on obtient I (t) = | fe(z)p(z+1t) de. En décomposant I (t)

—m/2
on obtient
/2
S F.(z)p(x)dz — S cot x p(z) dx
/2 e<lel<n/2
/2 €
= S ( S cotx (p(z +t) — p(x)) dw)wg(t) dt—l—cots&(cp(x—i—t) —p(—z+1))dr.
—x/2 e<|al<n/2 0

En appliquant le théoreme des accroissements finis on obtient

S cotx (p(r +t) — p(x)) dz
e<|z|<7/2

< =2[t] - [|¢]| oo log sine,

€
|§el@+0) = o2+ 1) do| < 26%)¢| oo,
0

et comme [—7/2,7/2] Nsupp ¢ C [—¢,¢], on prend [t] < ¢, d'ou

/2
’ | E@e@)yde— | cota:gp(:z:)d:z:’§2(52cot5—510gsin5)||gp’||oo.
—m/2 e<|z|<m/2

Par définition on a

slig(l) S cotx p(z) dx = (v.p.cot z, ¢},
e<lel<n/2
et d’autre part,
;1_1)93(52 cote —elogsine) = 0.
On en déduit lim._¢ F. = v.p.cotz dans DL (R). En posant F' = cl(F;). € G-(R) on a
donc F' = v.p.cot x.

Coefficients de Fourier de F.. On a ¢.(k) = 7~ Sif/z Ve (t)e= 2t dt pour k € Z, d’ou
1 1 /2
Pe(k) = —| <~ | welt)e2* — 1] dt.
—m/2

Soit av > 0; il existe > 0 tel que 0 < [¢| < 7 = |e~2F —1| < o; d’ot lim, o ¢e (k) = 1/
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Par ailleurs, F-(k) = mf-(k).(k) et Dexistence de lim._o F. dans D’ (R) entrainent
que lim._,q F; (k) existe et lim._o F.(k) = lim._¢ f-(k). On a

/2
—~ 1 o
Folky ==\ f@®)e 2 dt,
T
—7/2
d’out E(O) =0 et pour k # 0,
~ 2icote -sin’ke 20 /2
fs(k) = T o S cot t - sin 2kt dt.

€

Ensuite, un calcul simple donne

s T “lsin2pe  sin2ke
S cott~sin2ktdt:§—5—z pp Y pour k > 2.
€ p=1
En résumé, en notant le signe sgn, on obtient :
f=(0) =0,
~ 21 in 2
fe(=1) —i+—l<cota~sin2€—|— S oe —5),
us 2
~ 2i in 2
fe()=—i— —Z(cota-sin25+ s —5),
T 2
-~ 24 cote-sin®ke  sin2ke i sin 2pe
fa(k):sgnk{—z—i—;(— 7 + ok —i—s—i—pgl )} si |k| > 2.

En posant sgn0 = 0 on a alors lim._,q fs(k) = —isgnk, d’ou lim._,¢ ﬁs (k) = —isgnk
pour tout k € Z; on en déduit que

v.p.cotx = —i Z sgnk - e?**  dans D’ (R),

k=—o0

c’est-a-dire que pour tout ¢ € £;(R),

(v.p.cotz, ) =i Z sgnk - p(k).

k=—o0
Ainsi donc on retrouve le developpement en série de Fourier bien connu de v.p.cot x.

Nous allons donner maintenant quelques solutions particulieres de ’équation des on-
des.

3.6.2. Exemples de solutions de [’équation des ondes. Considérons 1’équation
Q8] Diu(¢,x) — Agu(€,z) =0, (§a) €T xT"

On cherche une solution de (I) dans G"*!, cest-a-dire (uc). € A" telle que
(D*(ue +ve) — Az (ue +ve))e € N pour tout (ve). € N

Si f € E(T x T") alors nous avons f(&,2) = Y202 > com F(k,p)€*F 2 pour tout
(&z)eT xT™.
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~

[ est solution de Diu — Azu = 0 au sens classique ssi (|[p||* — k*)f(k,p) = 0 pour
tout (k,p) € Z x Z™.
Posons pjr = (0,...,k,...,0) ol k € Z est la j®™e composante de pjx et prenons
f(k,p) =0si (k,p) & {(m,pjm), (M, —pjm) : m € Z} de sorte que
fgx)y =Y (Z Sk, =pjr)T f(k,pjk)$?>§k-
k=—oc0 j=

On obtient donc une solution de (I) en prenant 4. (k,p) = 0 lorsque (k,p) & {(m,pjm),
(m, —pjm) : m € Z} et

(i) Ve € E ((uc(k, =pjr))x € S(Z) et (ue(k, pjx))k € S(Z)),
de sorte que u. € E(T™FL), et
(i) VseN, Ir>0,3In>0
(0<e<n= sup {[@(k, —p)l, @k, pi)l} < e (L +£%) 7).

1<j<n
On peut prendre U (k, —pjr) = araje et U:(k, pjr) = biBje avec (ar)r et (bx)r dans S(Z),
et avec (aje)e et (Bjc)e dans Cas pour 1 < j < n.

— Si on prend U.(k, —pjx) = U:(k,pjr) = e Fle™ avec r > 0, alors pour j €

{1,...,n}, les conditions (i) et (ii) sont vérifiées; on a donc une solution u de (I) repré-
sentée par
o0

(ue)e € X;\l;_l oun uc(§,x)=¢e"" Z e~ IFl Zzn(féc +x?)§k
=1

k=—o00

qui correspond A la solution U = cl(U.). dans Gar(R"*1) on

Ue(t,0) =2 Z eIkl (Zcos Gj)eikt pour (t,0) € R x R";
j=1

k=—o0
cette solution n’est pas une distribution car elle n’est pas a croissance lente.

— Si on prend Uc(k, —pjr) = U:(k,pjr) = Ax pour |k| < 1/e et Uc(k,—pjx) =
Ue(k,pjr) = 0 pour k > 1/e avec j € {1,...,n} et (\p)r € S'(Z), on obtient une di-
stribution comme solution.

4. Restrictions des éléments de G. Pour m € N* on pose X, v = X (T™),
N, = N(T™) et G, = G(T™), on désigne par 1,, 'élément (1,...,1) € 7™, par d1,, (ou
81 §'il n’y a pas de risque de confusion) la mesure de Dirac en 1,,, et par i,, I'injection
de £(T™) dans Gy,.

4.1. Restriction a un sous-groupe. On considere les sous-groupes de 7" isomorphes
a T? avec p € {1,...,n}. Soit m un entier > 2, ny,...,n,, des entiers > 1 et n =
N1+ ...+ nm; posons T = {1mJr Ane X T™ X {1y, .. 4n,. }- On peut décomposer
T" sous la forme 7" = T"l . T"m, et tout élément X de 7" s’écrit de facon unique
sous la forme X = X1 X avec XkET" 1<k<m.
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Pour k € {1,...,n} désignons par ¢ l'inclusion de 7™+ dans 7™ définie par ¢ (7"*) =
Tk on sait que vy, € C°(T™, T™), et si (ue)e € Xy, i alors nous avons (ugotg) € X, M-

DEFINITION 4.1. Soit u € G,. On appelle restriction de u a ﬁ, que l'on note
ul| 7, la classe de (ve). ol ve est défini sur 7" par vo(X) = (ue o 1) (X}) avec Xy =
(Trg ot g 11y e o s Trgtnotng) SL X = (21, ..., 20) € T™, (ue)e étant un représentant de

u. On désigne par G (’Z/'Z/k) la sous-algebre des restrictions des éléments de G,, a T,

Dans la suite on identifiera 77 & T™ et G(T™) & Gn, par L : Gn, — Gn, v
cl(ve 0t )e.

EXEMPLE 4.2. Restriction de 61, & T™. Pour m € N* et € € ]0,1[ on pose r(m,e) =

((1/el,....[1/e]) € N™ et pmo(X) = 3 erm,e) XP pour X € T™; on a
One(X) = Z XP = Z XP...XP  pour X € T".
pel(n.e) pel(m.e)
Ecrivons p = (p1,...,pm) avec py € Z™ pour k = 1,...,m. Nous avons p € I(n,e) <
pr € I(ng,e) pour tout k € {1,...,m}, ce qui nous permet d’écrire ¢, .(X) =

ZZLZI Zpkel(nk,a) Xfl te Xﬁ{"v d’ot
Pn,e(X) = H Prie (Xk).
k=1

On a donc ¢n(X;) = (H;cnzl,k;&j Pnye(Ing))Pn; e (X;). Dlautre part, ¢n, (1n,) =
(2[1/e] +1)™*, ce qui donne @y, |7 = (2[1/e] + 1) "y, ..
Finalement, nous obtenons

n—m;

n—n; 1"
01, |7 =01, +u; avec u;=cl K ; < i J> <2[g}) )wnj,sl.

Comme cl(¢n, ) = 01 ; dans G,;, on voit que d1,, |77, n’est pas une distribution.

n

PROPOSITION 4.4. L’application G, — G, , u +— u|rn., est un morphisme surjectif
d’algébres différentielles.

Preuve. Prenonsv € G,, et (ve). un représentant de v dans X,,, ar. Soit u. € E(T™)
définie par u.(X)=v.(Xy) pour X = X;...X,, avec X; € 7" . Il est clair que (u): €
XM €t tue|7ne = ve. Siu=cl(ug). alors on a ulzn, =v. =

PROPOSITION 4.4. (i) Si f € E(T™) alors (in(f))|77e = in, (fl77). Autrement dit,
les restrictions classiques et généraliséés coincident.

(i) Si f =3 czn ap? est une série convergente alors (in(f)|7rr = in, (flzmn)-

Preuve. Comme (i) est évident, nous allons démontrer (ii). On a (f * pp)(X) =
Y opei(ne) W XPs Aot (f * one)(Xk) = 3 erine apXP*, ce que 'on peut écrire sous la

forme
(FrendX)= > (X )

pe€l(nk,e) pj€l(n;,e)
J#k
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D’autre part, ((f|zrr) * @n, e )(Xk) = ST"k (flzre) (XkYe)ony e (Vi) dg, ot py, désigne la
mesure sur 7" ce qui donne

(Flr) ¥ em)X) = § 30 (30 ap) XPTP o, (Vi) dpn.
Tk pxEL"k  p;eZ"i
J#k

La convergence absolue de la série Zp czn GpXP entraine
((Flrm) s on)X) = > (D @) xpe

pr€l(nk,e) p;€L™I
Jj#k

Notons I¥ le complémentaire dans Z"~"* de I'’ensemble des p = (D1, .- -, Dk» - - - Dm),

ou p; € Z", tels que p; € I(n;,¢e) pour j # k. Pour p € Z" posons p*) = (p1, ... prsy. ..
., Pm). On a alors

(f *one)(Xi) = (Flrne) ko )X = 3 (D0 ap)XP-
pr€l(nk,e) pk)elk

Comme p® € I¥ entraine p ¢ I., d'ott []p|| > [1/e], de la convergence de la série
Zpezn apX? on déduit que lim._.g pr)epc a, = 0. Soit ¢ € E(T"*); on a

(f # pnllrm = (Flrw) s ome) vy = 3 (D ap)d(-m),
pr€l(ng,e) pklelk

d’ou 'on obtient

(T *enolron = (o) s pm) W < | 20 agfld-ml

PrEL™k  p(k) eIk
La convergence de la série Y- n, |¢(—pr)| montre que

;lir(l) |<(f * @n,a)'T"k - ((flT"k) * (pnk,a)ﬂz/]” =0.m

PROPOSITION 4.5. Soit S € D'(T™). On suppose qu’il existe k € {1,...,m}, (bs)sczrr
€ S(Z™) et (Neys)e.s € (S(Z™))E tels que

~ 1
Vee E ( Z Sp = by, + A p DOUT |pi| < g)
pj El(nj,a)
J#k
On pose F =73 _yn, bs Xi et Ge =3 pny Ae s X Alors :
(i) Silime—0 G. = G dans D'(T™), alors S| =~ F + G.
(i) Si (Ge)e € Ny, alors S|rne = F.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 1’égalité

(S*enddX)=" > (X S§)xp.

pe€l(nk,e)  pj€l(n;.e)
J#k
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EXEMPLE 4.6. Soit (a(j))jez une suite > 1 telle que lim;|_. a(j) = 0o, (8))jez €
S(Z),reNet S e€D(T?) avec

Br .
R GG si |k <l
SP: kr )
W si k| > 1],

avec p = (k,1) € Z%. Alors S|71 est une distribution, ott 7! désigne 7 x {1}.
Un calcul simple montre que

- Bo - Bo .
) P ) -9 s k=0
(X = 2 ripew) RSO

I=[1/e]+1
Ll r

k - Br
k¢+2(§ - —————>
~ a(l) a(l)
S 5 TR0 T 2 TR

<1/ ~
2§:1+MMZ si0<k<[1/e],
Ll ki L kT
k™42 — | =2 —_— ik>[1/e]+1
() -2( 2 rewew) ez
— _fo A B - k" K
F=2 2 — | X DT
<Zl+|l|a(l)+ kz<zl+|l|a T Z 1+|l|a(l)> 1 € D(T),
#0 I=|k|+1
= _22 i L Xk avee A . = i _ B
- 1+ [le® ) ok 1+]iem "
kEZ “l=[1/e]+1 =[1/e]+1
On a
oo 1—a([1/e]+1)
1 2 1 1
a(l) _ ’
oy 1+ a([l/e]) =1 |e €

d’ott 'on déduit
a1/ -1 le |
Soit s € N et ¢ > 0. Comme ), , |k|*|Bk| < oo et lim;|_. a(j) = oo, alors
1—a([1/e]+1)
R R 2 1
G (X)) < (Z|k| |ﬁk|)m[ }

kEZ

)

€
ce qui montre que (Ge)e € N et par suite S|r: = F.

4.2. Restriction a un ouwvert de T™. Dans toute cette partie U désigne un ouvert
de 7T™.

4.2.1. Fonctions généralisées bornées sur un ouvert. Soit EP(U) I'espace des fonctions
de classe C°° sur U bornées ainsi que toutes leurs dérivées, et X>(U) = (£P(U)))E. On
pose
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X U)={(f)e € X*(U):VaeN", Ip>0, In>0(0<e<n=||Df oo <& P)},
NP(U) = {(f.)e € XP(U) :Ya e N", ¥g>0, In>0 (0<e<n=||Df]loo <e9)}.

NP(U) est un idéal de I'algebre XY (U), et 'algebre quotient
G*(U) = Ay, (U)/NP(U)
est ’algebre des fonctions généralisées bornées sur U.

4.2.2. Restriction a U d’un élément de G

DEFINITION 4.7. Soit u € G. On appelle restriction de u & U 1'élément de GP(U) noté
u|y et défini par u|y = cl(ue|y) ont (ue)e est un représentant quelconque de u dans Xyy.

Il est évident que si (u:). € N alors (uc|y). € NP(U), la définition ne dépend donc
pas du représentant choisi.

Injection de EP(U) dans GP(U). Cette injection est définie par o(f) = cl(f.). ou
fe = f pour tout € € E.

Injection de E'(U) dans G*(U). Soit T € &'(U), K =suppT et S € D'(T") telle que
Sly =T et S|rn\k = 0; on pose S; = S+, et T. = Sc|y. On définit ainsi une injection
i de £ (U) dans G*(U) en posant i(T) = cl(T.)., plus précisément i(T) = i(S)|v.

Injection de D'(U) dans G°(U)

DEFINITION 4.8. Soit (U;)ie; une famille d’ouverts d'un ouvert U de 7" et pour
chaque i € I, g; € GP*(U). On dit que (U;, g;)ies est une famille cohérente de U si U =
Uie[ Ul et si 9i U;NU; pour UZ N Uj 7£ @

PROPOSITION 4.9. Soit (U;, gi)icr une famille cohérente de T™. Alors il existe un
unique g € G tel que gly, = g; pour tout i € I.

Uu;NnU; — g]

Preuve. Comme 7" est compact il existe un nombre fini des U;, que I'on peut noter
Ui,...,Up, tels que 7" = |J!*; U;. Désignons par (1;);c; une partition C*° de l'unité
subordonnée a ce recouvrement, et par (g;c). € Xy (U;) un représentant de g; pour
chaque 1.

Si f est une fonction définie sur une partie de 7" on désigne par /f\ son prolongement
par 0 & 7™. Soit g. définie sur 7™ par g. = Eglm et a € N™; alors g. € E(T™) et

e — e
D*(Migi,e) = D*(nigi.e)-

En utilisant la formule de Leibniz et le fait que (gi ). € X% (U;), on voit qu’il existe
pi > 0 tel que ||D¥(migic)lloc = O(e7P*) quand € — 0. Posons p = inf{p; : ¢ € I}; on
a alors ||DYgc||loc = O(e7P), ce qui montre que (ge). € Xy. Pour 4,5 € I on posera
UiNU; = Uy,

Soit j € {1,...,m}; on a gely, —gje = X7 (@g)lw, — (mlu)gi.e).

Siz € U;\U; alors (n;9:.¢)(x) = ni(z) = 0, dolt ge(z) = gj(x). Si x € U;; alors
(792)(2) = (nigi.) (@) et [(mlu;)g1.e)(@) = (migs.e) (@)-
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A~
NiGie)

Comme [(1:(9i,c — gj.))|v,,le € NP(Uy), on en déduit que (( lu, = (niluj)gje)e €
NP(U;), dot (gelu, — gje)e € NP(Uj); par conséquent, si on pose g = cl(ge)e alors
glu, = gilu, pour i € {1,...,m}.

Si U, est un ouvert du recouvrement initial, on peut écrire Uy = U;il U,; et supposer
que Uy; # 0. On a par hypothese (gxc|vy,)e — (gicluy, )e € NP(Uxi); comme (gc|v,)- —
(gia)a € Nb(Ui)v alors (ga"U,\i)a - (g>\€|U,\i)a € Nb(U)\i)a d’on (galUA)a - (g)\e)a € Nb(Uk)a
on a donc g|y, = ¢; pour tout i € I.

Si f € G vérifie f|y, = g|u, pour chaque i € I alors ((g- — fe)
ie{l,...,m}, dou (g — f-)- € N et P'unicité de g. m

v.)e € NP(U) pour

4.3. Restriction a un fermé de T™

4.3.1. Fonctions généralisées sur un fermé de T™. Soit L un fermé de 7" et F(L)
lensemble des applications de L dans C. Si 2 € 7™ on désigne par V(z) 'ensemble des
voisinages de 2 dans 7™. On pose X (L) = (F(L))N"*F et on note Xy (L) I’ensemble
des éléments (fa,c)a,e € X(L) vérifiant les conditions suivantes :

() VaeN" Ip>0, In>00<e<n=|faell <eP).
(i) Ip >0, Ym e N, Va e N, |a| <m, Yao € L, IV € V(xp), 3IC:

((t,t’ €O HLNV), 0<e<n)

_+\B
= \<fava°9><t>— ) “Tf)uaw,aoe)(t') SCa|t—t’|m_o‘|+1).
|B|<m—lal '

Posons

N(L) ={(far)ae: € Xm(L) :YVa e N", Vg>0, In>0(0<e<n=|facl

L <eh}
L’algebre des fonctions généralisées sur L est I’algebre quotient
G(L) = Xum(L)/N(L).
Pour 3 € N” on pose DP[cl(fac)ac] = cl(farpe)ac. Ainsi, G(L) devient une algebre
différentielle.

4.3.2. Lien avec les fonctions généralisées bornées. Soit U un ouvert de 7"; désignons
par G'(U) Palgebre obtenue en remplacant L par U dans la définition précédente de G(L).

Soit ¥ : GP(U) — G'(U), cl(f:)e — cl(D¥fe)a,e. 1l est clair que si (f:). € XPy alors
(D¥fe)a,e € X3, (U) out X,(U) remplace Xps(L). Dans ces conditions ¥ est bien définie
et est injective.

Soit f = (fa,e)a,e € G'(U); de la propriété (ii) on déduit

In>0(WVmeN, Voo € U, IV € V(xp), V C U, 3C. >0
_ \B
<‘(f0,s oo — S D on

|
1B1<m. A

S Cs|t _ t/|m+1),

pour t,t' € 071 (V) et 0 < ¢ < 7. Alors, fo. est de classe C™ pour 0 < £ < 7 et
DF foe = fz. ot B € N™.
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Posons gae = faesi0<e<net goe=0sin<e<1l Ona(goc)e € Xm(U) et si
h = cl(go,e)e alors ¥(h) = cl(ga,e)e = f, ce qui montre que ¥ est surjectif. D’autre part,
siu € GP(U), on a ¥ (D) = ¥(cl(D.)) = (D Pu.)q . = D (u)). Donc, ¥ est
un isomorphisme d’algebres différentielles.

4.3.3. Extension d’une fonction généralisée définie sur un fermé. Soit U un ouvert
de 7" et L un fermé de 7™ contenu dans U. Il existe une restriction naturelle

G°(U) — G(L), wu=cl(uc)e — ulr = cl(Dus)|1)we-
On a le théoreme suivant de type Whitney :

THEOREME 4.10. Soit L un fermé de T". S’il existe un pavé ouvert 2 de R™ de coté
27 tel que O~1(L) N 2 soit un compact de 2 alors pour tout f € G(L) il existe h € G tel
que hl, = f.

Preuve. On peut supposer que L est un fermé 2m-périodique de R™ tel que L N {2
soit un compact de 2. Soit 1) € D(£2) tel que ¢ = 1 sur un voisinage de L N §2. D’apres
[5] il existe g € G(R™) tel que g| = f.

Soit (ge)e un représentant de g et h. la fonction 27w-périodique sur R™ définie par
he = 1bg. sur 2. 1l est clair que he € &, (R™), et pour tout a € N” on a

(e ﬁ (e « oo
D%l < (X (Y1001 ) 500 1% Sy

Bl
ce qui montre que h. € Xor p(R™). Posons h = cl(he)e; on a alors h|pne = g dou
h|Lno = f et par périodicité h|p, = f. m
COROLLAIRE 4.11 (Théoreme de Borel). Soit (co)acnn une suite d’éléments de C.
Alors il existe u € Gy, tel que D*u(1l) = co pour tout o € N™.

Preuve. On applique le théoréme précédent avec L = {1}. m

II. Distributions et fonctions généralisées sur R x 7"

5. Espaces fonctionnels sur R™ x 7"
5.1. Définitions

5.1.1. Espaces C*(R™ x T™). Soit (m,n) € N x N et F(R™ x T") 'ensemble des
fonctions définies sur R™ x 7" a valeurs dans C. On rappelle que 6 est définie de R™
dans 7" par 0(s1,...,8,) = (e%1,...,€¥"), et on désigne par v 'application de R™ x R"
dans R™ x 7™ donnée par v(t,s) = (t, 0(s)).

On dit que f € F(R™ x T") est de classe C* avec k € Nsi fov € CF(R™ x R"), on
note C*(R™ x T™) I'ensemble de ces fonctions et on pose C°(R™ x T") = E(R™ x T™).
On désigne par D(R™ x 7™) Pensemble des éléments de E(R™ x T™) qui sont & support
compact et par D (R™ xT™) les éléments dont le support est contenu dans un compact K.

5.1.2. Espaces LP(R™ x 7™). On munit R™ x 7™ de la mesure produit de la mesure
de Lebesgue sur R par la mesure p sur 7.
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Pour 1 < p < 00, on désigne par LP(R™ x 7") le sous-espace de F(R™ x T™) formé
des fonctions f telles que f ov € LP(R™ x I™). On pose

1/p
Wl = § Woldedn) " sit<p<oo et [fleo= 5o vlle
RmxT™

5.2. Coefficients de Fourier partiels

5.2.1. Coefficients de Fourier dans L*(R™xT™). Soit f € L*(R™x7T™). Pour presque
tout t € R™, la fonction f(¢,-) définie pu-presque partout sur 7" par f(¢,-)(x) = f(¢,x)
est un élément de L*(7™). Si p € Z" lapplication définie sur 7" par x — f(t,z)T? est
un élément de L'(7™) pour presque tout ¢t € R™.

DEFINITION 5.1. Soit f € L*(R™ x T™) et p € Z™. On appelle coefficient de Fourier
partiel d’indice p la fonction f, définie presque partout sur R par

F®) =\ f(t,y)7" dp.

Tn
On note || - ||z, la norme usuelle de LP(R™) pour 1 < p < co. En appliquant le
théoreme de Fubini on obtient
(1) ”prLfn < oo

5.2.2. Coefficients de Fourier dans E(R™ x T™)
PROPOSITION 5.2. Si f € E(R™ x T™) alors f; € ER™) pour tout p € Z", et
(2) f= Z fo @ mp.
;DGZ"
Si de plus f € Dz (R™ X T™) ou K'est un compact de R™, alors on a fp € Dg(R™)
pour tout p € Z™.

Preuve. Le théoreme de dérivation sous le signe intégral montre que J?p € E(R™), et
f(t,-) € E(R™) pour tout ¢ fixé, d’ou f(t,x) =3 czn fp(t)2P pour tout z € 7". D’autre
part, si supp f C K’ x T" alors f(t,y) = 0 pour t € K’ et y € 7", ce qui montre que
fp(t) =0 pour t ¢ K’'. On en déduit que f, € Dg/(R™). m

COROLLAIRE 5.3. Soit f,g € ER™ x T™). Alors fp = gp pour tout p € Z™ si et
seulement si f = g.

Preuve. Cela résulte de I'égalité (2). m

Si (o, B) € N™ x N", de I'égalité [(D*DP f)N,(t) = STn D*DP f(t,y)g® dp on déduit
par dérivation sous le signe d’intégration que

3) [(D*DP )M, = DD )™,

A partir de la relation STn DAf(t,y)gPdu = (—1)1P STn f(t,y)DP(mP) du, on obtient
[(DP )N, = (ip)ﬁfp. Compte tenu de ce dernier résultat et de 1’égalité (3) on a

(4) [(D*DP )"y = (i9)° D" Jy.

Si f et toutes ses dérivées sont dans L= (R™ x 7") N E(R™ x T™), alors

(5) vp € 2" ([[(D*D” ) pllLge < 1D*DP flloo)-
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Il s’en suit done, compte tenu de I’égalité (4)

(6) ¥p e Z" (I0°] - I fpllrg < 1D°fllo)-

On en déduit que les suites (HJ/C;JHLf,f);DGZ" et ([|[[(DTF F)Mpll Loe )pezn sont & décroissance
rapide, c’est-a-dire qu’elles appartiennent a S(Z").

5.3. Fonctions de classe C* sur un ouvert de R™ x T™. Soit O un ouvert de R™ x T™,
f une fonction définie sur O et k € N. On dit que f est de classe C* sur O si fov €
Ck(v=1(0)). On désigne par C*(O) I'ensemble de ces fonctions et par D(O) celles qui
sont & support compact contenu dans O. On identifie D(O) a I’ ensemble des éléments
de D(R™ x 7™) qui ont leur support contenu dans O.

5.4. Convolution dans ER™ x T")NLY(R™ xT™). Si f,g € LY(R™ xT") la convolée
de f par g est définie sur R™ x 7" par

(Fro)te)= | fuygt—wamdudp= | f(t—ua2m)guy)dudp.
RmxTn RmxTn
Si f,ge LYR™ x T")NER™ x T™) alors elles s’écrivent sous la forme
f= Z fre@m, et g= Z Gp @ My
;DGZ" ;DGZ"

Soit By, = {t € R™ : ||t|| < k} ol k € N*. Pour tout (¢,z) fixé dans R™ x T™ la
série f(u,y)g(t — u,2Y) = >°, cczn fo(u)Gs(t — u)xPyP~* est uniformément convergente
par rapport & (u,y) € B X 7™ pour tout k¥ € N*. On a donc

V rewgCt—wagydudn= 3§yt dp( | F()d(t - u)du)ar,
ByxTn P,SEL™ T By
d’ou
V rwmgt—wag)dude =3 (| Fwgp(t - v du)ar.
ByxTn PEL™ B,
Comme fp(u)ap(t - u) = STnXTn f(uv y)g(t - u, Z)(W)p dlu(y) du(z), on a
@t —wl <\ 1fwy)l gt —u,2)| du(y) du(2),
TnxTn
d’ou 'on déduit
V7@t —wldu<  § (17C )] *g(,2)(E) duly) duz).
R™ TrxTn
La formule [(D? f)"], = (ip)ﬁf; entraine alors que pour tout g € N™,
| § @it wydu < | (0°5C.0) % g 2)D0) di(y) du).
By TnxTn
D’autre part, limy_, o SBk fp(u)ﬁp(t —u)du = (fp * gp)(t); en appliquant le théoréeme

de la convergence dominée, on obtient donc

(7) Frg="> (fp*0p) @my.

peEL™
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6. Distributions sur R™ x 7"

6.1. Définitions. On munit E(R™ x 7™) de la topologie définie par les semi-normes
{Prrx7n, }, K' parcourant 'ensemble des compacts de R™ et [ ’ensemble N, définies
par P i(f) = sup(, e {|0°f(t,2)] : o] <1} ot K = K" x T™ et @ € N, On munit
Di(R™ x T™) de la topologie induite par celle de E(R™ x T™).

Soit B = {t € R™ : ||t|| < j} ou j € N et K; = B; x T"; nous avons alors
DR™ x T") = U,eny Pr;(R™ x T™). D(R™ x T") sera muni de la topologie limite
inductive stricte des topologies des Dk, (R™ x 7™).

6.2. Restrictions et support d’une distribution. Soit O un ouvert de R™ x 7™ et
T € D'(R™ x T™). On dit que T est nulle sur O si T(f) = 0 pour toute fonction f
de D(R™ x T™) telle que supp f C O et on écrit T|p = 0. On montre en utilisant une
partition C*° de I'unité que si (O;);ecs est une famille d’ouverts de R™ x 7" telle que
T|o, = 0 pour tout i € I alors T|Uiel o, = 0 et on appelle support de T', que I'on note
supp 71', le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T est nulle.

On identifie ensemble des distributions & support compact & £'(R™ x 7™), le dual
topologique de E(R™ x 7™). Le probleme de la compacité se situe au niveau de 1’espace
R™ car 7™ est compact. Ainsi pour T € &'(R™ x T™), si K/ est un compact de R™ tel
que suppT C K’ x T™ en prenant ¢ € D(R™) tel que ¢ = 1 sur un voisinage de K’, on
obtient T(f) = T((¢ ® 1)f) pour tout f € ER™ x T™), car [1 — (¢ ® 1)]f = 0 sur un
voisinage de supp T

6.3. Exemple de suite tendant vers dp ® d1. On désigne par dy et 1, les distributions
de Dirac respectivement en 0 € R™ et en 1,, € 7™, 1,, étant I'unité de 7" (on écrira d;
au lieu de 91, s’il n’y a pas de risque de confusion).

Soit ¢ € S(R™) tel que {,,, o(t)dt =1 et \,, t*o(t)dt = 0 pour tout a € N — {0}.
On pose g.(t) = e ™p(t/e); on a alors lim._,g 0. = §p dans D’ (R™).

On rappelle que ¢-(z) = > ¢, 2P, et on définit alors @. sur R™ x T" par &.(t,z) =
0:(t)p< (z). Pour tout f € D(R™ x 7™) on a au sens des distributions

(P, f) = S 0= (t) e () f(t,x) dt du = S Qg(t)(xqﬁa(:v)f(t,x)du)dt.

Rm xTn Rm™
Comme STn G () f(t, ) dp =3 o pr(t), on obtient

(8) (@e, f) =) ( | o)1) dt).

pel: Rm
On a |§,, 00 fp(0)dt] < (§g. le@IdN)l|fylloc et lime—o Sy, 0-(t)fp(t)dt = Jy(0).
D’apres le théoreme de la convergence dominée lim._.o(Pe,f) = >, czn fp(0),

c’est-a-dire que lim._,o(P., f) = f(0,1,), ce qui montre que lim._,o P. = Jp ® 1, dans
D'R™xT™).

6.4. Convolution d’une distribution et d’une fonction. Soit T € D'(R™ x T") et
fe€DR™ xT"). Pour tout (t,2) € R™ x 7" on a

(T * f)(t,2) = (T, 7ea f)
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ot f est défini par f(u,y) = f(—u,7) et (1o f)(u,y) = f(u—t,yT) pour (u,y) € R™ x T,
On peut écrire (T * f)(t,x) = (T (u,y), f(t —u,27)). Il est clair que T f € ER™ x T™),
et en particulier, si T € &'(R™ x T™) alors

9) (T @) (t, @) = (T(uy), 0= (t — u)de(27)).

6.5. Structure locale des distributions. Soit f € D(R™ x T"); alors f € L2(R™ x T™).
Pour tout ¢t dans R™ on a d’apres 1’égalité de Parseval

| Irto)Pan=">" 1H0P

Tn pEZN

Comme 3 7. ”fp”%?%’ < oo, la série 37 . |]/C;)(t)|2 est uniformément convergente par
rapport a t. En appliquant le théoreme de Fubini on peut donc écrire

GRS S WA

R™ X T peL™ R™
m " k k,...k
On pose D; = ﬁ? D, = ﬁetpourkeN, Dg) :D,E’ *)avec

(k,...,k) € N En nous inspirant de [40], pp. 250-252, nous allons établir I’équivalence
de deux normes sur Dk (R™ x 7™), afin d’aboutir au théoréme de structure locale. La
norme usuelle de L?(R™ x T™) est notée || - || 2.

PROPOSITION 6.1. Soit K' un compact de R™ et K = K' x T". Pour (j,1) € N?
et f € Di(R™ x T") on pose Pyy(f) = sup{ID& D2l < laal < j, las] < 1}
Qii(f) = X< ||D£j)Dg‘f||L2. 1l existe alors deux constantes a > 0, b > 0 et un entier
naturel s tels que

aP;i(f) < Qjt11425(f) < OPm(jg1),1425(f)
pour tout f € D (R™ x T™).
Preuve. Soit (a1, a2) € N™ x N"™ et s € N tel que si M = (3 7. (1 + llp]|)~2%)1/2

alors M < oo. On a [[D{" D32 fllee < 37 cym [IDF (D52 f) pllLse et il existe une con-
stante C' > 0 ne dépendant que de s et n telle que

C( sup PPN+ IplI*)* > 1.
BENn, |B]<2s

On en déduit alors que
IDg (D22 lplles <C D L+ pIP) 1D (D2 ) |l 1ss -
|B]<2s
En appliquant l'inégalité de Cauchy—Schwarz on obtient
1/2
ID D fle <M 3 (3 IDPDEH )3 )
|B1<2s pEZ™

Pour tout j € N il existe v > 0 ne dépendant que de j,m et K’ tel que
¥ € Do (R™) ( sup [[D* 6% < MDYVl Lacicr)-

| |<j
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P . j+1 N
On en déduit que sup|q,,|<; [|DF" D2 flloo < MCY 3 5105 HDIEJ )Dgﬁﬁf”m, d’on

Pa(f) <MCy Y ST IDFTVDEtf|| 2, Piu(f) < MCAQj4,042s(f)-
|2 | <1 |B]<2s

Et comme |\D,Ej+1)Dgf|\Lz < vmes K’||D§j+1)Dg‘||§<° alors on obtient

1 sup{1, vmes K’}
M—nypj’l(f) < Qj+1,l+2s(f) < MCr Pm(j+1),l+25(f)' u

THEOREME 6.2 (de structure locale). Soit U un ouvert borné de R™ et soit
T € D'(R™ x T"). Il existe alors q €N, ov,...,aq € N go .. go, € L2(R™XT")
tels que T =3 1_, D*gq, sur U x T".

Preuve. Posons K = U x 7" Soit T € D'(R™ x 7"); alors T est continue sur
D (R™xT"). D’apres la Proposition 6.1,

30 >0, 3(5,1) € N, Vf € Dx(R™xT") (IT(f)| < CQja(f))-

On remarque en fait que @;,; est une norme sur Dg (R™xT™), par ce qu'en effet si
f € Dx(R™xT") vérifie Q;(f) = 0 alors pour tout p € Z" on a { |[DY) f,(t)|* dt = 0.
Comme ¢ — ({ |[DW¢(t)[? dt)'/? est une norme sur Dy (R™), on en déduit que fr=0
pour tout p € Z", d’'out f = 0. D’autre part, ();; est une norme équivalente a la norme
préhilbertienne N définie pour f € D (R™XT") par N(f) = (324« ||D§J)D§‘f||2L2)1/2.
Soit Hy V'espace D (R™x7™) muni de la norme N. Alors T € H; ou Hj est le dual
topologique de H;.

Soit A = {a € N* : |a| <} et ¢ = card(A). Numérotons les éléments de A en
une suite ai,...,aq, posons Ho = (L2(R™xT™) et [lg| = (i llgrll22)"/? pour

g = (glu"'7gq) S H2'
On identifie 'espace Hy & son dual topologique Hj & laide de la forme bilinéaire

(6.3 § ooty ar).

k=1Rm
Considérons I' : Hy — Ha, f+— (ng)Dg‘lf, .. ,ng)Dg"f); nous avons alors
) 1/2
IP(I = (X2 1D D5 fIE:) = N (),
lal<I

ce qui montre que I est surjective de Hy dans H. Comme T € Hj, il existe g =
(91,---,94) € Hy tel que

q
(=Y | gta)(DF D f)(t, ) dt dp
k=1Rmx7Tn
pour tout f € Dg(R™ x T"). On a donc, en posant f; = (—1)mutDlerlg T =
> Dt(J)Dg"“fk sur UxT". m
COROLLAIRE 6.3. Soit T € D'(R™xT") et U un ouvert borné de R™. Alors il existe

k €N, (Tp)pezn une suite d’éléments de D'(R™) et (Cp)pezn € S'(Z™) tels que pour tout
f € D(R™XT") vérifiant supp f CU x T™ on ait :
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(i) [Tp(Fo)l < Cpsuppy <y, 07 Fylloo-

(i) T(f) = Zpezn To(Fo)-

Preuve. D’apres le théoreme de structure locale, il existe k£ € N et des fonctions g, €
LA*R™xT") ot a = (a1, a2) € N™ x N™ avec |a| < k tels que Von ait T =37, | o, D*ga
sur U x T™.

Soit f € D(R™xT") avec supp f C U x T"; on peut écrire f = 3 /. fp ® my.
Considérons la suite de fonctions (f;)en ou f; = ZHPHSZ fp ® my. 1l est clair que (f7);

converge vers f dans D(R™xT"), d’ott T'(f) = limy—cc 32y < T(f,®my). D’autre part,
nous avons

T(fy®mp) =Y (1)l (ip)*2(ge, D f, @ my),
| <k

(90: D Fy @my) = | (] galt.2)e? d) D Fy() dt = (~1) (D Gy, Fo)
K Tn
si K’ est un compact de U tel que supp f C K’ x T". Par suite,
T(fy ®myp) = Z (=ip)**(D** G, (~p)> [p)-
la|<k
Si on pose T, = 37, <, (—ip)*2 D' G, (~p) alors T), € D'(R™) et
To(fp) = Y (1) (=iD)** Ga(—p)» S),
la| <k
d’ot1 'on déduit que
|Tp(fp)| < Z lp™2] - HDalfp”oo||§a,(—p)||L1(K')-
lo| <k
Dautre part, on a [[ga,(—p)llerx) < l9allLrrxrn) < llgaller@wxzn). Sion pose
Cp = Z|a\§g ||goz||L1(UxT")|pa2|a il est clair que (Op)pGZ" € S'(Z") et on a |T;D(fp)| <
Cpsupjq < [| D fplloo, d'olt (i).
Comme (Cp)p € S'(Z") et (supjq<i [P fplloo)p € S(Z7) alors (T(fy))p est somma-
ble et limlﬁoozmg Tp(fp @ mp) = 3 pezn Tp(fp @ myp). On a T(f) = 3 czm Tp(fp),
c’est-a-dire (ii). m

COROLLAIRE 6.4. Soit T € E'(R™ x T"); alors il existe k € N, (T},)pezn une suite
d’éléments de E'(R™), (Cp)p € S'(Z™) et K’ un compact de R™ tels que pour tout f €
ER™ xT™) :

(1) |1 Tp(fp) < Cp SUP|a|<k D fpllge-

(ﬁ) T(f) = EpeZ” T;D(fp)-

Preuve. Soit K5 un compact de R™ tel que suppT C Ko x 7™, U un ouvert borné
de R™ contenant Ko, ¢1 € D(R™) tel que supp¢; C U, ¢ = 1 sur un voisinage Ko et
¢ € D(R™ x T™) défini par ¢(t,z) = ¢1(t). D’apres le Théoreme 6.2 il existe k € N,
Ga € L2(R™ x T™) tels que T = > laj<k D¥ga sur U x T™.
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Si fe&R™ xT™) alors T(f) = T(¢f) et supp(¢pf) C U x T™; on en déduit que
T(f)= Z\a|§k<Da9aa of).
D’autre part,
(D*ga, $(f © my)) = (=1)!*!{ga, D™ (¢>fp)D“2mp>
(D*Ga, (o @ mp)) = (= 1) (iD)** (G (), D™ (6F));
en posant K1 = supp ¢1 et en appliquant la formule de Lelbnlz on obtient

~ (6%
(D900 9(Fy & mp))] < 1 Nl | 3 () D6l ) sup 10715,

v<a
v<ay 1

En procédant comme dans la démonstration du premier corollaire, avec

T, =Y (=ip)**¢1 D" go,(—p)
|o| <k

a Ofl v
= 3 ol (3 () 10760,

|| <k v<aq

et

on réalise (i) et (ii). m

Nous sommes maintenant en mesure de donner la décomposition canonique d’une
distribution sur R™ x 7™,

THEOREME 6.5. Soit T € D'(R™ x T"). 1l existe alors une unique suite (Ap)p d’élé-
ments de D'(R™) telle que T =3 ;n T ®@my et on a T(f) =3 cyn T (f p) pour tout
f € DR™ x T"). Pour tout ouvert borné U de R™, il eziste (Cp), € S'(Z") et k € N
tels que |T (W) <G, SUP|y|<k |1 D" |00 sip € D(U). Side plus T est a support compact
il en est de méme des T et il existe un compact K' de R™ contenant supp Tp pour tout
pE€Z™. (Cp)y et k sont alors indépendants de U et |T (¥)| < Cpsupy, <y, | D" || K" pour
tout 1p € E(R™).

Preuve. D’apres le Corollaire 6.3, pour chaque ouvert borné U de R™ il existe une
suite (Tp)pezn d’éléments de D'(R™) telle que T|yxzn = > cpn(Tplv) & myp, car si
f€D(U x T") nous avons I'égalité (3 ;n(T—p @my), f) = > cpn Tp(f)-

Pour k € N* on pose Uy = {t € R™ : ||t|| < k} et on désigne par (T} ), la suite
d’éléments de D'(R™) associée a T et Uy. Remarquons que nous avons (Tp p+1)|v, =
(Tp.x)|v, pour tout p € Z", car si ¢ € D(Uy) et f = 1 @ my, alors T(f) = Tp () et
T(f) = Tper1(¥), car ¢ € D(Up41) & cause de Uy, C Upy1. Comme R™ = |J, o Us,
d’apres le principe de recollement des morceaux, pour chaque p € Z" il existe fp €
D'(R™) tel que T |y, = Tk pour k € N*. Les deux distributions T et > pezn T, @m,
coincident sur Uy x 7" pour chaque k£ € N*. Comme R™ x T" = J, cn. Up x 7", on a
T= ZpEZ" T, @ my.

Si (Sp)p est une suite d’éléments de D'(R™) telle que T'=>° ;. Sp ® my, alors pour
Y EDR™) etpeZ® onaT(Wp@my) =S,) et T(Y @m,) = fp(w), d’ott 'unicité de
la suite (fp)p. Dans le cas ou T est a support compact 1'existence d’une suite (fp)p avec
fp € &'(R™) répondant aux conditions du théoréme résulte Corollaire 6.4, et I'unicité de
cette suite se démontre comme dans la premiere partie. m



48 V. Valmorin

DEFINITION 6.6. La distribution fp est appelée coefficient de Fourier partiel d’indice
p de T sur R™.

7. Fonctions généralisées sur R™ x 7"

7.1. Notations et définitions. On désigne par E™", D™, D" £mmn prmn Dbt
les espaces respectifs E(R™x7T™), D(R™xT"), Dg(R™xT™), &'(R™xT"), D'(R™xT"),
Di(R™ x T™) et on pose X™" = (Emm)E,

On définit les algebres suivantes :

X = {(f)e € A
VK’ compact C R™, Ya e N1 Jr >0, >0 (0<e<n= D, w7 <)},
Nm,n — {(fa)a c xmn .

VK’ compact C R™ Vo € N Vg >0, In >0 (0<e <n=|Df % 7n <)}
N™™ est une sous-algébre de Xp;". L’algebre des fonctions généralisées sur I'espace
produit R™ x 7™ est I’algeébre quotient

gmn =x" N
Si € Nt et u € G"™"™ on pose D*u = cl(D%ug). ol (ue)e est un représentant de wu.
g™™ est donc une algebre différentielle.

PROPOSITION 7.1 (Caractérisation de X" et N™™). Soit (f.). € X™™. Alors :

(a) (fo)e € Xyp" si et seulement si (fz)e vérifie la condition
(i) VK’ compact CR™, Ya e N™ Vse N, Ir > 0,3p >0

(0<e<n= D fepll® < e (1 +[plI*)~).

(b) (fe)e € N™™ si et seulement si (f:)e vérifie la condition

(ii) VK’ compact CR™, YVa e N™ VseN, Vg >0, In >0
(0<e<n=|Dfepll® <1+ |plI*)7).

Preuve. Nous allons prouver (a). Posons K = K’ x 7". La condition (i) est né-
cessaire car d’aprés les relations (4) et (5) on a pour tout 8 € N*, |pf| - | D f. |55
< ||DeDPf.||3. D’autre part, si s € N, il existe une constante C' > 0 telle que C(1 +
[p[1?)* < sup|g<q [p°], Aol

CA+Ipl?) 1D FepllF < Y IDDP |5 < AID*DY 1. |I5%
1B1<2s
oll A est une constante > 0 dépendant de s et |[D*DP’ f.||3 = SUp|g|<as |DEDPf.||32.

On a donc ||Daﬁ-)p||§§, < nC~YDDP f.||52(1 + ||p||?)~* et de 1a on déduit la condi-
tion (i).

Siv=(a,8) e N"xN" ona ||D"f.[|® <3 cpm IP°| |ID*f., 135 Choisissons s € N
tel que M =3 ;. IP8](1 + [|p]|?) ™% < oo. Tl existe 7/ > 0,7/ > 0 tels que si 0 < & < 7/
alors | D, [152 < e (1 + ||p]|2)~* pour tout p € Z", dott | D”f.[|32 < Me™ pour
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0 <e <n'. Enprenant n = inf{l1/M,n'} et r =7 +1, on a |[D"f]|¥ < e " pour
0 <e <n. Le (b) se démontre de fagon analogue. m

7.2. Injections de E™™ et de D'™"™ dans G"™"
PROPOSITION 7.2. Si f € D™™ alors (f x P, — f)e € N™™,
Preuve. D'apres (7T)ona fx@. =3 . (ﬁ) * 55,]0) ® myp; un calcul simple donne
G.p=0. sipel,
$.,=0 sipdl,
dout fxPe =37 (fp % ®-.p) ® my, et ensuite

[fx®.— f= Z(@a*fp_fp)®mp_ pr®mp-
pel. p&le
En faisant un changement de variable on obtient

(0= % fo = F)(t) = | (Folt — cw) = Fyp(t))o(w) du.
]Rm
Soit (a, B) € N™ x N™ ¢ > 0, K’ un compact de R™ et K = K’ x 7™; fixons deux entiers
ketstelsquek>q,s>qg+1let M=1+3% 7. (0 Ip?| - ||p|| =% < oo. La formule de

Taylor appliquée a Do‘fp a l'ordre k£ donne

Dofi—en) - Do = Y W prag
1<|v|<k '

(—ew)” |

+k+1) > 2=\ (1= F DT, (t — geu) de,

V.
lv|=k+1 0

Comme (.. u”o(u)du =0 pour 1 < |[v| < k, on en déduit que

Rm

Desfy-R0 =04 3§ (S5 fa- o0 ) owan

V!

|v|=k+1Rm 0
et comme f € D"™" alors f; € D(R™). On a donc
[} N N 00 Dquaf S v
1D%(0e = Jy = Tl < e bt 32 I loe g,
lv|=k+1 ’ R™

D’autre part, ¢ € S(R™), d’out {,. [u”o(u)| du < oo; par conséquent, il existe une con-
stante C' > 0 telle que

D% (0e * fo — o)l < CeMtt | ‘Sug’ HDVJ'_afp”oo'
v|i=k+1

On peut donc trouver ' > 0, C’ > 0 avec 7 < 1 tels que pour 0 < € < 7’ on ait
1D (0 * fp = % < A+ pI*)™* et [ID*fllF < C'(L+[pl|*) ="
On a

DDP(fx @~ f) =Y (D)’ D*(0c % fy — fp) @my — > (ip)° D*f, @ my,
pel. pEle
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d’on
|DDP(f x®. — £)||52 < Me* + ' Z IpP|(1+ ||p|)~*  pour 0 < e < 1.
p&le
Pour p € I. on a ||p| > [1/¢], d’ou

s e\’

S i+ i <0 ()

pEl.

On en déduit que

|DDP(f % . — )| < M[(1 —75)"* +C"e?™  pour 0 <e <.

Sin = inf{n’,1/(M[(1— ')~ + C")]} ona | D*DP(f+d.— f)||3* < & pour 0 < & <
d'ott (f +P. — f)e EN™. u

PROPOSITION 7.3. Si T € "™ alors (T x ). € Xy

pezn Ip @ mp; la continuité

du produit de convolution entraine alors 7' @. = 3 7. (Tp ® my) * Pe.

D’autre part, (fp Q@mp) * P, = (fp * 0e) ® (M * ¢e) et

Preuve. D’apres le Théoreme 6.5, on peut écrire T' = >

_Im, sipel,
My % e = {0 sipd L,
dou T x P, = E;DGIE (fp * 02) @ M.
Soit (v, 3) € N™ xN"; on a Do‘(fp*gg)(t) = fp(Daga(t—-)). 1l existe (Cp), € S'(Z"),
k € N et K un compact de R™ tels que

I Tp(D%ee(t =) < Cp s 1D 0e(t — )15,

d’on1, pour K" un compact de R™,

[D*(Tp * 02) % < Cop s 1D 0c | o
Vs

On a o.(t) = (1/e)™o(t/e), dou
sup [[D*ocfloe < (1/)™ ! sup [[D* 0o
lv|<k lv|<k
et comme (Cp), € S'(Z") alors on peut trouver M > 0 et [ € N tels que l'on ait
sup{|p’|, Cp} < M(1 + [p|)!, d'ott sup{[p”|,Cp} < M((n+1)/e)' pour p € I.. On en
déduit donc que
D] - (1D (T, # 00|10 < M?(n + 1) (1/) T H4Hl sup | D" gl|o  pour p € I,
lv|<k

IDFDI(T # @) |0 < 3" M (n+ 1) (1 /)2 ntbtel qup | DY)l
v|<k

d’ot
1D DY(T + )| R on < (1fe)PHFmntitlalst

si0 <e< (3"M?(n+ 1) supp, <4 1D 0lloc) ™" m
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PROPOSITION 7.4. Les applications o : E™™ — G™™ f i cl(f)e, 10 : E™™ — X",
T+ (T % ®.)e, etig : EM™™ — G T — cl(T * D)., sont des applications linéaires
injectives et ig|pm.n = 0.

Preuve. Il est clair que les applications considérées sont linéaires et que o est injec-
tive. Comme lim._,o T*®. = T dans D"™" on en déduit que iy est injective; par ailleurs,
si io(T) = 0, c’est-a-dire (T * &.). € N™", alors lim._oT * . = 0 dans D'™", d’olt
T = 0 et I'injectivité de 79. Le dernier point, c’est-a-dire ip|gm.n = o, est une conséquence
directe de la Proposition 7.2. m

PROPOSITION 7.5. Soit A € D(R™) telle que A = 1 sur un voisinage de l'origine. Alors
pour tout T € D'"™" on a (T * (A®1)P.)). € X", les applications i : D'™"™ — X",
T (T*(A®1)P:))e, et i:D™" — gmn T cl(T * (A® 1)d.))e, sont linéaires
injectives, et de plus ilgmn = o et i(T) =~ ig(T) pour T € £™™.

Preuve. Soit S€D"™". En écrivant T (AP.) = 3 ; ((Aoe) *fp) ®m,, on a alors,
pour (a, 3) € N™ x N™,

DF DT+ (A 1)22)) = 3 (ip)° (D% (Ae:) + Ty) @ my,
pel.
(D*(Age) * Tp)(t) = Tp(D*(Age)(t = -))-
Si K’ est un compact de R™, il existe un compact K" dépendant de K’ et de supp A

tel que supp(u — D*(Ag.)(t —u)) C K" pour tout ¢t € K’. 1l existe alors k € N,
(Cp)p € S'(Z™) tels que pour tout ¢t € K’ on ait

T, (D (Ag:)(t — )| < Cy sup [|D”(D° (Age) (¢ = DI

i<
et comme DY (D*(Ap.)(t —-)) = (—=1)"!D**¥(Ag.)(t — -) on obtient

| Tp(D*(Ag)(t — )% < Cp |§25\ D (Aoe) lsupp 4-

D’autre part, il existe C > 0 et [ €N tels que C, < C(1+ |p|)!. En tenant compte du fait
quep € I, on a

IDEDAT * (40 VPN e < (2 ) (2 )ﬁ' ("“) sup (1D (A02) [0

V|<k+\o¢|

et cette derniere égalité montre que (T * (A® 1)P.)). €
Maintenant si f € £™" alors

f=(Ae1)®.) - f_Z((AQa) f fp @mp — pr@)mp,

pel. pEle
(M) * fp = Fp)(®) = | (Aoo) () Fo(t — w) du — Fio (1)) du
]Rm
= | o) @)(Fot = w) = Fp(®)) du+ £, (8) | 0c(w)(A(u) - 1) du.
R™ Rm

Soit a € N"; en faisant le changement de variable u = ev puis en remplagant v par u on
trouve



52 V. Valmorin

D((Age) * fyy = Fo) (1) = | Alew)o(w) (D F,(t — u) — D* f, (t)) du
]Rm
+ Do‘fp(t) S o(u)(A(eu) — 1) du.
]Rm
En appliquant la formule de Taylor a 'ordre x € N a J/“; et & A, puis en tenant compte

de A(0) =1 et DYA(0) = 0 pour v # 0 on obtient

poft—ew-0of = Y T pre
1<|v|<k '
st Y S0 grpre - g ae,
[v|=k+1 ) 0
Aeu) —1=(k+1) Y ﬂ S (1 —€)* DY A(Eeu) dE.

V.
lv|=k+1 0

Nous pouvons donc écrire A(eu) = 1+ e*Tg.(u) olt |gc| est majorée par une fonction
g(u) indépendante de ¢ telle que SRM lo(u)|g(u) du < co. On en déduit que si ¢ est dans
un compact K’ alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
DT(t) | o(w)(Aleu) — 1) du| < e[ D F,||5%..

Rm

D’autre part, comme tous les moments de o sont nuls alors on a

| Alew)o(u)(D* fy(t — u) — D* [, (1)) du
]R'm.

=grtl Z %D””fp(t) S(—M)”gs(u)@(wdu
1<y|<n R

1
1 .
+ (5 + 1)8(1 _g)ﬁ{ > w S (—eu)’ DV f,(t — Ecu)o(u)A(cu) du} de.
0 |lv|=Kr+1 T Rm
Soit >0 tel que suppAC B(0,7) et 7' = sup{||¢|| : t € K'}. Alors nous avons ||t — Eeul| <
r + 1/ pour eu € B(0,r), d’oti, en posant B’ = B(0,r + 1’),
| § (ewy Dt ot = geu)ow) Aleu) du < DR (4]l | lu” o)l du]
R'VTL R'VTL
En posant K” = K’ U B’ on voit qu’il existe une constante ¢’ > 0 telle que
ID*((A02) # fp = FpllFe < ™0 Y DY fy| %
v<r+1

On en déduit que [((A ® 1)®.) * f — f]l. € N™" d’apres la caractérisation de N
L’injectivité de i et de 7 se démontre comme dans la proposition précédente, le fait que
i(T) = io(T) pour T € ™™ est évident. =

Remarque. Les injections considérées ne sont pas canoniques, dans la pratique on
fixe A comme on a fixé g (et également ¢.). Dans toute la suite les injections de référence
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par rapport & G™"™ seront i et o.
7.3. Coefficients de Fourier partiels

7.3.1. Intégration des fonctions généralisées. Soit K’ un compact de R™, f € g™"
et (fe)e un représentant de f. Posons I(f.) = SK’XT" fe(t,x) dt du; comme |I(fe)] <
| fell 22/ s 7w on voit que (I(f:))e € Car, ce qui justifie la définition suivante :

DEFINITION 7.6. On appelle intégrale de f sur K’ x 7™, que ’on note SK’XT” fdtdu,
le nombre complexe généralisé cl(I(f:))e, ¢’est-a-dire

| raedu= cl( A dtdu) :
€
K'xTn K'xTn
ce nombre étant indépendant du représentant (fe)e.
Soit u. la fonction définie sur R™ pour z fixé par u.(t) = STn Je(t,x) du; 1l est clair
que u. € E(R™), et d’autre part, si @ € N™ alors ||D%u||® < || D®f||% x7n, ce qui
montre que (us): € X (R™). On a donc

DEFINITION 7.7. Soit f € G™™. On appelle intégrale de f sur 7" la fonction généra-
lisée sur R™ notée S f du et définie par

Sfdu:cl(t»—» | fs(t,:z:)du)s.

n n

Tn

Cette fonction est indépendante du représentant choisi pour f.
7.3.2. Coefficients de Fourier partiels d’un élément de G™™
PROPOSITION 7.8. Soit (fz)e € X™™. Alors
(fo)e € X" = Vp € Z" ((fp)e € Xnr(R™)),
(fe)e € N = Vp € Z" ((fep)e € N(R™)).
Preuve. Ces implications résultent de la Proposition 7.1 caractérisant les algebres
X ot N

DEFINITION 7.9. On appelle coefficient de Fourier partiel de f d’indice p € Z"™, que
P’on note fp, la fonction généralisée cl(fam)g. C’est un élément de G(R™) indépendant du
représentant de f, on a donc fp = cl(fam)g.

DEFINITION 7.10. Une suite (f,)pezn de fonctions de D(R™) est dite a décroissance
rapide §’il existe un compact K’ de R™ tel que supp f, C K’ pour tout p € Z" et
I foll®)p € S(Z").

PROPOSITION 7.11. Soit (fp)pezn une suite de D(R™) & décroissance rapide. Il existe

~

une (unique) fonction f de D(R™ x T™) telle que f, = fp.
Preuve. La fonction f = ZpGZ" fp ® m;, répond & la question. m

DEFINITION 7.12. (a) Une suite (ue p)e, d’éléments de X(R™) est dite a croissance
lente si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) I existe n > 0 tel que pour toute suite (fp)pezr de D(R™) & décroissance rapide
SRM Ue p(t) fp(t) dt, est sommable pour 0 < e < 7.
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(i) lme—o Y- ezn (§ g Uep(t) fo(t) dt) existe.
(b) Une fonction généralisée est dite ¢ croissance lente si elle admet un représentant
dont la suite des coefficients de Fourier partiels est & croissance lente.

Nous pouvons caractériser une fonction généralisée associée a une distribution :

PROPOSITION 7.13. Une fonction généralisée est associée a une distribution si et seu-
lement si elle est a croissance lente. St u € G™™ est associée a T € D'™™ alors ﬂp est
associée a T, pour tout p € 7.

Preuve. Soit u € G"™"™ et (ue)e un représentant de u. On a

S ue(t, ) f(t, z) dt dp = Z ( S @._-)p(t)f_p(t) dt) pour tout f € D™".
Rm xTn pEZ™ RM

Comme toute suite & décroissance rapide est de la forme (f,p)p avec f € D™™ (Proposi-
tion 7.11) alors (ue p)e p vérifie (i). L’égalité précédente montre que si u est associée & une
distribution elle vérifie (ii). Réciproquement, si u est & croissance lente (uc p)e,p vérifie
(ii); on en déduit d’apres cette méme égalité qu’il existe T € D™ telle que u =~ T.

Soit ¢ € DR™), s € Z" et f € D™" tels que Fos = et ]; = 0sip #
—s. On a alors T(f) = Ts(¢) et ZPGZ"(SRm Ue p(t) f-p(t) dt) =\, e s(t)3(t) dt, don
lim._.g SRm Ue,s(t)Y(t) dt = fs(z/J), c’est-a-dire Ug ~ fs. n

PROPOSITION 7.14. Soit u € G™", (ue)e un représentant de u et T € D'™™ tels que
up = Ty, pour tout p € Z". S'il eviste n > 0 et (Cp) € S'(Z") tels que |[u. pllr= < Cp
pour 0 < e <n alors u=1T.

Preuve. Cest une application directe du théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue. m

7.4. Fonctions généralisées sur £2 x T™ et sur 2 x T™. On désigne par £2 un ouvert
de R™.

7.4.1. Fonctions généralisées sur 2 x T™. On pose X (2 x T") = (£(2 x T"))E, et
X2 xT™) ={(fe)e e X(2XxT"):

VK compact C 2 x T", Ya e N™ Jr >0, In>0(0<e<n=|D*f|¥ <e ")},

N2XxT")={(fo)e e X(2xT"):

VK compact C 2 x T", Ya e N™" Vg >0, In>0 (0<e<n=|D*f||% <e!)}
L’algebre des fonctions généralisées sur §2 x T™ est I'algebre quotient

GO XT") =Xy Q2 x TN xT).

7.4.2. Fonctions généralisées sur 2 x T™. On désigne par £(f2 x T") l'espace des
fonctions f & valeurs complexes définies et continues sur 2 x 7", telles que f|ox7n €
E(2 x T™) et dont toutes les dérivées sont continiiment prolongeables & 2 x T™.
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En remplacant 2 x 7" par {2 x 7" dans les définitions du paragraphe précédent, on
obtient les algébres X (2 x T™) et N (2 x T™); Dalgebre des fonctions généralisées sur
2 xT" est

GO2XT™) =Xy (2 xTY)/N(2 xTm).

7.4.3. Restrictions d’un élément de G™" ¢ Q x T™ et 2 x T". Désignons par £ I'un
des sous-ensembles 2 x 7" ou 2 x T™. Pour tout (f-) € X}y on a (f:|z)e € X (L).
Par suite, si f € G"™"™ admet (f.). comme représentant, on définit la restriction f|z de
faLopar flz=cl(fe|z)e. Cette restriction est donc un élément de G(L).

PROPOSITION 7.15. Soit 2 = R™~1 x]0,00[; alors G™" — G(2 xT"), f — floxzns
est une application surjective.

Preuve. C’est une adaptation directe d’'un cas particulier de la démonstration d’un
résultat di a J.-F. Colombeau et H. A. Biagioni sur le théoréme d’extension de Whitney
pour les fonctions généralisées définies sur un fermé (cf. [5]). Ce cas particulier de la
démonstration, que l'on retrouve dans sa version simplifiée dans [3], pp. 80-82, repose
sur un résultat di & R. T. Seeley (cf. [35]). m

IT1I. Exemples de problémes différentiels

8. Exemples de problémes différentiels

8.1. Equations des ondes et de la chaleur

8.1.1. Equation des ondes. On considere le probleme de Cauchy
(D D?u(t,z) — Agu(t,z) = f(t,x), u(0,2) =uo(z), Du(0,z)=uy(z),

olt A\, désigne le laplacien par rapport & x, ug,u; € G = G(7") et f € GL™. On cherche
une solution u dans G*".

En passant aux représentants et en calculant les coefficients de Fourier d’indice p € Z"
par rapport & 2 € 7™, (1) devient

1) @) + [p| e p(t) = Fop(),

(ID) _ _
(2) us,p(o) = Uoe(p), uls,p(o) = U1e(p)-

Premier cas: p=0. L’équation (1) s’écrit u o(t) = fsyo(t), ce qui donne

13
Ue o (S =0(s dS) dé + L 5(0)t + 1 ((0)
0

O ey

et en tenant compte de (2) on obtient

£
(3) Ua O (S 5,0 dS) d§ + ula( )t + aOa (O)
0

O ey
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Deuxieéme cas:p # 0. Les solutions de ’équation homogene associée a (1) sont
de la forme 1, ,(t) = aelllPlit 4 ge=illPlit . Par un calcul simple on trouve

it (B)e—ilplt i (1)eilplit
O/Ep(t) — ZfE»P( )6 ) ﬁép(t) _ ZfE»P( )6
’ 2||p| ’ 2||p|

et en utilisant (2) on obtient, pour p # 0,
t

—~ Zillplls l N _ .ala(p)>
(4) acp(t) = 2”p” Sfa,p() ds + 2(“08(79) VA
; 1 t1:(p)
5 . = fop(s)ellPlls gs 4 = <17 e i )’
(5) Benlt) = 57 §f,p( ) 5\ B0 () +imp
(6) e () = e eI 4 g, eI,

Les solutions de (II) sont donc données par (3)—(6) et pour tout (p,e) € Z" x E,
Uep € E(R). SijeNetpeZ"\{0} alors

j .
(i AW R e
a0 = 3 (1) Gy He a0 + (17 o),
k=0
et pour k € N*,

®) () — L (F ) e—illpllty(k—1) illplley (k—1)
as,p (t) 2||p|| (fs,p(t)e ) ’ (t) 2” || (fE ZD( ) ) .

On en déduit aisément en posant A(j, k,1) = (i)*~{((=1)k~! + (=1)77F) que
—1

, e k—1\ ~ .
It ) (0) + (~1)7 ke IPIGLA) (1) = ("7 ) Estolol =0,
0

k—1
i e k—1 e
eIl (1) + (—1)~ReIPI B )] < (l )ﬂ%meWl?

~
Il
=]

Pour £ = 0 on trouve

t
. 1
|€Z||P||ta87p(t) _;’_( ) —1||P||tﬁ S _Hl |d }4‘ |u18( )l +| Toe(p )l
Il ) I
d’ou 'on déduit ﬁnalement

[@0(t) ’Khﬁo )| ds)dg| + [1-(0)| - [#] + [ (0)],
0 0
t

~(7 | —2 .

@ o(0)] < | §1F0(s)] ds| + i) [@H®] < 1f5 P @] pour j =2

0

[ (1) |<MW1Q§ ()| ds| + [@1e(p)]) + ] o (p)

| e
l:O 1 ‘
'y ()( )ﬂ%mwwv12 pour p # 0.

k=1k—-1

(On convient que S34_, SF 0 (D) (7Y@ - ]~ = 0 pour j = 0).
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Des inégalités précédentes on déduit les majorations suivantes :
[ 0ll% < a®l feoll% + ali(0)] + [doe(0)),

[uzoll < all feoll Zr + [wr(0)],

~(j i—2 .
13550 = 17561 powr j > 2
et sia >0, K' =[—a,a], p# 0, alors en posant ||J?5(l])g||§<°/ =0pour!=0o0na
~(j i > ~ e 3 -1 P
215 < ol (@l gl + 1) + Dol )]+ (25 ) 112 s 1715
<j—

Cette derniere inégalité montre que ((¢,2) — >_ czn\ (o Us,p(t)2?) est de classe C*° sur
]—a,a[ x T™ pour tout a > 0, donc de classe C*° sur R x 7", et comme U, o € E(R) alors
Us =D eqn Uep @My € ER X TT).

L’ensemble de ces inégalités montre que (u.). € X I%/[" d’apres la caractérisation de
X™™ par les coefficients de Fourier partiel; on en déduit que u = cl(uc ). est une solution
de (I). Si on suppose que up = u; = 0 dans G et f = 0 dans G&" alors ces inégalités
montrent aussi que (u¢). € N7, c’est-a-dire u = 0. Cela signifie que le probléme de
Cauchy (I) admet une solution unique dans G*".

Supposons que ug, u1 et f soient des distributions, ce qui revient a dire qu’elles admet-
tent des représentants (uge)e, (uoe)e et (fe)e tels que Tpe(p) = 0, U1(p) = 0 et fg)p =0
pour p & I.. Des inégalités (4)—(6) précédentes on déduit alors que ., = 0 pour p & I,
c’est-a-dire que u est aussi une distribution, comme on pouvait s’y attendre. Le résultat
est donc cohérent. m

8.1.2. Equation de la chaleur dans [0,00[ X 7™. On consideére le probléeme de Cauchy
q8) Diu(t,x) — Ayu(t,z) = f(t,x), (Diu)|i=o = (Dyu)o = uo,
ou (t,x) € [0,00[ x T™, f € G([0,00[ x T™) et ug € G; on cherche une solution u de (I)
dans G([0,00[ x T™).

Comme tout élément de G([0, 00 x 7™) se prolonge en un élément de G(R x 7™), on

peut supposer que f € G(R x 7™). Désignons par (uc)e, (fe)e et (uoe)e des représentants
respectifs de u, f et ug. Alors (I) s’écrit

(Dtus - Azus)s = (fs)s —I—N([O, OO[ X Tn)v ((Dtus)o)s = (U‘Os)s +WN.
Cherchons (u.). tel que 'on ait, pour tout ¢ > 0,
(1) Dyu, — Ague = (fa)sa
(2) (Dtug)o = UQe-

En calculant les coefficients de Fourier d’indice p € Z™ par rapport a z, (1) donne

a/s,p(t) + Hszas.,p(t) = fs,p(t);
d’ou 'on tire
t

e p(t) = (V71" Fo () ds + pre(p) ) e I7I°0 avee p.(p) € C.
0
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En tenant compte de (2) on trouve up.(p) = —pue(p) + fgyp(O), ce qui entraine

_ Fen®) ~ e (p)

o= (0) = fe0(0),  pe(p) T

Finalement, on obtient pour ¢ > 0:

, p#0.

t o ~
ey (t) = (Seupu%ﬁ_’p@ ds+ %W)e—mm Sip 0,
(II) ’

() = | Foo(s) ds + e (0).
0

En appliquant la formule de Leibniz, on a, pour p # 0,
m t o~ ~
~(m m 257 (k) —lIplI?ty (m—k fE»P(O) — an(p) —lIpll?ty (m
am (1) = ;;) (k) (§enpn Fol(s) ds) (e~ Ity om—h) W(e eIty (m),

que 'on peut mettre sous la forme suivante (en convenant que les termes ou figure le
symbole > sont nuls pour m = 0) :

) (1) = {( J(0) — o= (p)

IplI*

k=1 1=0

W . () ds) + [yt

O ey

pour t > 0 et p # 0, d’ou, avec ces mémes conditions,

o . - 3m 1 - ~
alm) ()] < [lp)* 1){ sup |[fep(s)| + sup S8 (@)] + |2 p(0)] + |Toe (p)]| -
s€(0,t] 0<k<m-—1

Pourt>0et m>1ona

[Aeo(®)] < sup (Foo(s)|+ O] et [a5 0] = 1F5 (0]

d’autre part, pour tout m € N et pour tout a > 0, lime_o ulp () existe et (jul} (t)]),
est uniformément majorée par une suite & décroissance rapide sur ]0,a[. On en déduit
que us € E([0,00[ x T™).

Comme (f.)e € Xp(R x T™), si (1e(0))e € Car alors (ug). € Xpr([0,00[ x T™) et
u = cl(ue)e est solution de (I). Si on prend (1:(0))e € J, (upe)e € N([0,00[ x T™) et
(fo)e € N(R x T™), les inégalités vérifiées par |u§";)(t)| montrent que (uc). est dans
N ([0, 00[ x T™), d’olt l'unicité de la solution de (I) & une constante généralisée pres égale
a cl(pe(0))e. La conclusion est donc la suivante : si up(0) = ﬁ)(()) alors (I) admet une
solution unique a une constante généralisée pres. m

8.2. Ezemple d’équation différentielle ordinaire

8.2.1. Fonctions non linéaires sur C™ et (G(U))™. Soit m € N*. On désigne par
O (C™) Palgebre des fonctions f définies sur C™ & valeurs complexes, de classe C™ sur
R?™, quand on identifie C & R? et telles que
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Va e N x N™, 94C, >0, Imy >0
(IDg* D32 f(2)] < Co(1 + ||2|[)™= pour tout z € C™).

Soit (21,...,2m) € C™ et (2:)c un représentant de z; pour 1 < i < m; si f €
Op(C™) alors (f(z1ey- -5 2me))e € Cy, on peut done définir f(z1,...,2,) en posant
F(z15 ooy 2m) = cl(f(21c, - - -, Zme))e €C. Cette définition ne dépend pas des représentants
choisis.

De méme, si U est un ouvert non vide de 7™ et si (u1,...,un) € (G(U))™ avec
(tie)e, 1 <4 < m, des représentants de wu;, alors f(uic,...,Ume) € Xar(U); on pose done
flut, .. yum) = cl(f(Ute, - - -, Ume))e € G(U). Comme précédemment, cette définition ne
dépend pas des représentants choisis. On définit ainsi des opérations non linéaires sur
C™ et sur (G(U))™.

8.2.2. Rappel de quelques résultats. Six = (x1,...,2,) € R" et A = (a;j) € M, (R)
on pose [|z| = sup;<;<, [2:] et [|All = sup;<;<,[>°7_; |ai;|]. Ces normes ainsi définies
vérifient ||Az| < [|4] - ||=]|-

Nous avons le théoréme suivant (théorie de Floquet) [31], pp. 12-13, [30], pp. 392-393.

THEOREME 8.1. Soit A et f deuzx applications définies et continues sur R de période
T, a valeurs dans M, (R) et dans R™ respectivement; on considére les équations différen-

tielles
(1) ' = Atz + f(t),
(2) = A(t)x.

Si (2) n’a pas de solution périodique non nulle de période T, alors (1) a pour chaque
fonction f une unique solution périodique x de période T, et il existe une constante
a > 0 ne dépendant que de A telle que sup,cg ||z(t)|| < asup,eg || f(2)].

Si on désigne par ¢ la résolvante de A, on montre que si z est 'unique solution
T-périodique de (1) alors z(t) = SHT B(t,0)[p(0,T) — I)71$(0, 5) f(s) ds. Dans ces condi-

¢
tions, en posant C1 = supg<,<r [|#(,0)|| et Ca = supg< <oy [|¢(0, 5)[|, on peut prendre

a < TC1Ca|[¢(0,T) — 1171
Soit g une fonction continue de RxR™ dans R, 27-périodique par rapport a la premiere
variable et telle que

V(t,z) € RXR" (|lg(t,z) — g(t,y)ll < Kz —yl)

ou K est une constante > 0 ne dépendant que de g.
En appliquant le théoréme précédent on montre ([31], pp. 39-40) que si K et « vérifient
Ka < 1 alors I'équation

(I) o =A(t)x + pf(t) +g(t,z) avecp € R

admet une unique solution 27-périodique pourvu que ’équation homogene associée n’ad-
mette pas de solution 2m-périodique non nulle. Si z est cette solution on a

(3) sup [|z(t)]| < sup [|uf (t) + g(¢, 0)]].
teR teR

o
1-Ka
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8.2.3. Ftude de (I) dans (G2(R))™. Nous considérons I’équation différentielle ordina-
ire
(1) o = A()z + pf(8) + 9(t, @)

ot f € (Gar(R))", € C, A€ M,(G2r(R)), g est définie sur R x C" & valeurs dans C" et
g € C*(R x R?", C") quand C est identifi¢ & R%. On pose g = (g1,...,gn) et on suppose
que g vérifie les conditions suivantes :

} < o0

Qgﬁ(tjz)

8Zj
pour j € {1,...,n}. On posera K = Y 7| K;.
(i) VYa=(m,a1,a2) e NxN*xN" 3C >0, 31 >0

< 3‘0491@
sup
1<k<n

Gz gz 07
Si (¢,2,() € R x C™ x C™, nous pouvons écrire

99k 4 )

LI P 1=
J

(i) K; = sup { sup
(t,z (t,z)ERXCn

1<k<n YERXCn

< C(1 +|12]))" pour tout (£,z2) € R x (C").

n 1
on(t,2) 900 = D1~ P (1, CH 02— Q) do
0

j=1
d’ou
I91(4:2) = 66O <500 (e Gl 3 [ sup 2% )]+ sup 21,0
1<m<n = Laecn 1|92 vecr || 0Z;
et
(1) lo(t,2) — 9(t, Oll < K1z — cll.

Soient (fe)e, (fe)e et (Ae)e des représentants respectifs de u, f et A. On suppose que
pour tout € € E, I"équation ' = A.x n’a pas de solution 2w-périodique non nulle et
on associe & A, un réel o > 0 comme « a été associé a A dans la partie classique. On
travaille sous I’hypothese suivante :

(Hy) supKa. <1 et (ag)e €Cun.
ek

On cherche (z:)e € (Xar m(R))™ tel que pour tout € € E on ait
(I11) zl = Acxe + pefe + g(t, ze).

D’apres les rappels, compte tenu de (4), on voit que (III) admet pour chaque & de
E une unique solution z. 27-périodique. Il est clair que z. € (£(R))™. D’autre part,
d’apres (3),
up [ (1) < 22— sup s (1) + (1, )]
teR T 1-Koe ter ’

Cette inégalité montre, d’apres (Hy), que l'on a l'estimation d’ordre 0 pour (z¢)e.
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D’apres 1'égalité (III) et la condition (ii) il existe C' > 0, I > 0 tels que
lzz @) < A= - Nl + el - 1@ + CQ + llz= (0]

nous obtenons ainsi ’estimation d’ordre 1 a partir de celle d’ordre 0. Par ailleurs,
Jg - dg _ Yy
al = ALz, + Acxl + pe fL+ a(t, Te) + ; :Esja—zj(t,xs) + xsj(?_?j(t’ xe)

et il existe, en vertu de (ii), deux constantes C; > 0 et I; > 0 telles que
99
E1Es

< Cy(L+ [zt
o < G+ Jlzl)™;

on en déduit donc
2] < NAL@ - [l @)+ A @O 22O 4+ pell FLE) + Co(1+ [l () )" + K ||lz=(2)]]

et on a 'estimation d’ordre 2 a partir des précédentes.

On montre ainsi par récurrence sur m que sup,cp ||:E§m) (t)|| est majoré par un po-
lynéme en sup,cp ||z-(t)|| & coefficients > 0 qui sont & croissance lente en 1/e, d’ou
(@2)e € (Xar,m(R))".

Maintenant, si « € N x N* x N" et si (z,y) € C* xC™ alors

n 1 -

Deg(t,) = Dg(t) = 3§~ ) 2 D04 (2 — o) do
j=10 J
G280 4ty o) do

j=10 J

D’apres (ii) il existe des constantes C' > 0 et [ > 0 telles que
ID%g(t,x) = Dg(t,y)| < llz = ylICL + 2] + [l= — yII)".
On en déduit que si (. — y:)e € (Nax(R))™ alors il existe (d:): € (Nar(R))™ tel que
al = Acxe + pefe + 9(t, ye) + de, C’est-a-dire que z. = cl(z)e est une solution de (II)
dans (G2 (R))™.
Nous allons montrer sous I’hypothese
2
(H,) Ir >0 ( | 14:(s)ll ds = O(~rloge) quand & — o)
0
que si y € (Gor (R))" vérifie y' = Ay + uf + g(t,y) et y(0) = z(0) alors y = z.
Soit (ye)e € (Xar,amr(R))™ un représentant de y. De U'égalité y' = Ay + pf + g(t, z) on
déduit qu'il existe (e:)s € (Nax(R))™ tel que

yé(s) = AE(S)QE(S) + Mafa(s) + g(s, yS(S)) + 68(8)7
ce qui donne 2/ (5) — y.(5) = Ax(s) (@=(s) — y=(5)) + 9(5,72(5)) — 95, 9e(s)) — x(5)
D’apres (4), en intégrant de 0 & ¢ avec ¢ € [0, 27], on obtient

2m t

2 (t) = )] < 2=(0) = y=(0)| +  llec(s)ll ds + | (| Ac(s)]| + K)[|z<(5) = ye(s)]| ds.
0 0
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L’application du lemme de Gronwall donne

27 t
e (t) = (Ol < (l-(0) = (O] + | llec(s) 1 ds ) exp [ § (1A= (s)]| + K) ds]
0 0

Compte tenu de 'égalité y(0) = z(0) et de 'hypothese (Hs), cette derniere inégalité
nous donne I'estimation d’ordre 0 sur sup,cp || () =y (t)||. Un simple raisonnement par
récurrence montre alors que (z: — ye)e € (Nax(R))", cest-d-dire y = z. m

8.3. Exemple d’E.D.P. dans G(R x T™)

8.3.1. Introduction. Nous considérons I’équation aux dérivées partielles
D P(t, Dy)u(t,x) — Q(t, Dy)u(t, z) = f(u)(t,z)
ou (t,z) € Rx T, P(t,Dy) = Yi"  ay(t)DF avec ay, € ER) et an, = 1, m € N*, et
Q(t,D;) = Zw\glbﬁ(t)Dg avec bg € E(R), I € N; u est un élément de E(R x T™).
Dans (I), f est une fonction définie sur E(R x 7™) par la relation
flu)(t,@) = Y folt,p(t))a?
;DGZ"

dans un sens qui sera précisé par la suite. Quant aux fonctions f,, elles sont définies sur
R x C et appartiennent & £(R x R?) quand C est identifié¢ a R?.

En calculant les coefficients de Fourier par rapport a la variable x et en posant
Q(t,ip) = Qp(t) I'équation s’écrit alors

(11) P(t, Dy)uy(t) = Qp(t)u,(t) + fp(t,up(t)) pour tout p € Z"
ou encore sous forme matricielle
iy 0 1 0 .. 0 tp 0
Up 0 0 1 0 Uy 0
= 5 N
agmY 0o 0 0 .. 1 agm? 0
aém) Qp —a1 —a2 ... —Qm-1 aém—l) fp(t,4p)

En posant X, = (U, @, .., a5" "), Fy(t, Xp) = (0,0,..., fo(t,7p)) et en désignant
par A, la matrice m x n du précédent systeme, I’équation (II) s’écrit
(I11) X, = A, X, + F,(t,X,) pour tout p € Z".

8.3.2. Conditions sur la fonction f. Nous commencgons par deux conditions, d’autres

seront fixées ultérieurement dans le cadre de 1’étude avec des données périodiques. Dans
ce qui suit la notation “A CC B” signifie que A est un compact de B.

(i) VkeN, VK'CcCR, VD cCcC, V(p,z)€eZ" x D,

n * akf S
3C, >0, (Cp)p € S'(Z"), 3s €N <tsup, WP (t,2)| < Cpl2| )
eK
(i)  V(k,a) € N x (N*\{0}), VK CCR xC, Vp € Z",

! ! ! n
3C, >0, (C}), € S'(Z ) ( sup =y (t, 2)

‘ ak-ﬁ-la\fp
(t,2)eK

< C;).
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PROPOSITION 8.2. Si f wvérifie les propriétés (i) et (ii) alors

Vu e ER xT™), Vk €N, VK' CCR, Vp e Z™,
3R, € RT[X1,..., Xk41] a coefficients a croissance lente en p, R(0) =0

<Hdt’f pM))]| = Rp<||ap|%,...na;@n;g,)).

Preuve. Soient u,k, K’ et p comme dans I’énoncé. On a [|up|% < ||ull% «7n-

oo

K’

Désignons par D le disque fermé de centre 0 et de rayon ||u||% 7-». Comme f vérifie
(i), & k, K" et D on peut associer une suite (Cp), € S'(Z"), avec C), > 0, et s € N* tels
que l'inégalité de la condition (i) soit vérifiée.

On en déduit que

a6, 3,(0)] < Gyl

D’autre part, dans lexpression de (d*/dt*)(f,(-,up(-))) les termes autres que
(0% f,/OtF) (-, 1, ()) sont des combinaisons linéaires des (977121 f, /0170291072 (-, u,(+))
avec (a1, ag) # 0, affectés de coefficients polynomiaux et non constants par rapport aux

. S\ o
variables up’ (+) ou 1 <4, j < k.

A chaque couple (j, @) et au compact K’ x D on peut associer (C;, ;) € S'(Z") avec
C,; > 0 tel que

Hitlal fv

- JP < /
tSeuK/ Ot1 0z 0Z? (b up(t)| < G

Les deux dernieres inégalités vérifiées par les dérivées partielles de f, permettent de
conclure. m

8.3.3. Etude dans le cas de données périodiques. Nous allons étudier le probleme (I)
sous les hypotheses suivantes : ag, bg € E2-(R) pour 0 <k <m—1et 0<|8] <I;les f,
sont 27-périodiques en ¢ et ’équation homogene X’ = A, X n’a de solution 27-périodique
que la solution nulle, et cela pour tout p € Z™.

On sait d’apres les rappels qu’il existe alors pour chaque p € Z"™ une constante
ap > 0 ne dépendant que de A, telle que pour toute fonction g continue et 2m-périodique,
léquation X' = A,X + ¢ admet une unique solution X 2m-périodique vérifiant
supes [ X (0)] < oy supe g0

Dans cette partie les f, vérifient les conditions supplémentaires suivantes :

(iii) M, = sup { fp( z)’ + 'afp (t, 2) } < o0,
(t,z)ERxC 0z 0z
(iv) sup ap My, <1 et (| fp(+ 0)[loo)pezn € S(Z™).

pEL™

On en déduit que I'équation (III) admet une unique solution X, qui est 2z7-périodique et
telle que

sup [| X, (8)]] < sup || Fy(t, 0)]].
teR

2ay
1—a,My ter
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Compte tenu de la définition de X, et de F},, on peut écrire succéssivement

2c
sup || X, (8)| < ——2—sup < 0|0,
up | X,()] < 1oy sup 1, )]

2c
7(k) < P
7o < T

sup | fp(-,0)|loc  pour tout (k,p) € {1,...,m —1} x Z".
pMp teR

En revenant a 1’équation (II), que ’on peut écrire sous la forme
TG () = —amr (A" (E) = = ar (8T, (E) + Qp()ip (1) + folt, Up(1))
pour tout p € Z", on voit que

2ap(||am—1||oo + .. +ai]le + ”QPHOO)
1—a,M,

25 oo < +1{]|£p(-0)lo  pour tout p € Z".
Comme @), est un polynéme en p, alors (||Q§)k)||oo)p est & croissance lente pour tout
k € N; on en déduit d’apres (iv) que (|\@1(7k)|\oo)p € S(Z™) pour tout k € {0,...,m} et en
utilisant (ii) et (iii) on montre par récurrence que ceci est vrai pour tout k € N.

On en déduit que (I) admet une unique solution v dans £(Rx7™) qui est 2r-périodique
en t.

8.3.4. Etude du probléme dans G(R x T™). Nous étudions 1’équation

1) > axDfu— " bsDiu = f(u)

k=1 BI<i
ot ag,bg € GR xT™) pour 1 <k <m—1,|6] <, am = cl(1). et f est définie comme
dans Pintroduction et vérifie les conditions (i)—(iv). On cherche une solution u de ce
probleme dans G(R x 7") sous les hypothéses suivantes :

(H1) Les ay, et les bg ont des représentants (axe)e et (bge)e indépendant de = qui sont
2m-périodiques en t.
H,) Pour chaque (e,p) € E x Z™ 1’équation X’ = A.,X n’a pas de solution 27-
q p q P p
périodique non nulle, ot on a posé Q. (t) = Z\mgz(ip)ﬁbﬁe (t) et

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
Qsp —Q1e —02 ... —Am-—1e

A chaque matrice A, on associe un réel a., > 0 comme pour A, dans la partie
précédente et on suppose que f vérifie la condition
(iv') sup  agpMp <1 et I(¥e)s € Xn(T"), Vp € Z" (aepl|fo(+, 0)lloc = Yhep)-
(e,p)EEXZ"
Ezistence d’une solution de (I'). Montrons que f(u) est bien défini pour u€ G(Rx7T™).
La Proposition 8.2 montre que si (u.). € Xy;" (resp. (uc). € NV alors (f(u.)). €
Xy (vesp. (f(uc))e € N™), cest-a-dire en quelque sorte X,;" et A" sont stables



Fonctions généralisées périodiques et applications 65

par f. Par ailleurs, si (u.). € X" et (w.). € NB", en éerivant
1

ol e 1) + 0 (1)) = Fylts (1)) = B (1) 2 (1, (1) + 0 0)) o

0
1

+ 1,0 |
0

fp

o (t,Ue p(t) + oW (1)) do

et compte tenu de la Proposition 8.2 on voit que (f(us + we) — f(ue))e € NV, ce qui
montre que f(u) = cl(ue)e est indépendant du représentant (ue)e.
En prenant les représentants dans (I') on cherche (u.). dans X" tel que

ar) > are(t)Dfuc(t,x) = > bpe(t) Dijuc(t, x) = f(ue)(t, ).
k=1 1BI<i
De facon analogue a ce qui a été fait dans le cas classique et avec des notations similaires
nous obtenons
(I11") X!, = Ay Xop + Fy(t, X)) pour tout p € Z™.
Pour tout k£ € N nous avons
. k k
QWM = (=i (1) et QW < [ D 15l sup 167)
1BI<t 1B1<t I8l<t
ce qui donne l'inégalité
k n
1QW oo < [ D7 1G] (1 + 11611 pour tout (p,k) € 2 x N.
|BI<t

D’apres I’étude classique nous pouvons écrire

2
Ve {l,...,m—1} (i ]lee < ——Z—|f(,0)]los
€ o= 1) (e < T2 1A 0V ).
20‘5p||amfls”oo+---+HalsHoo+||QspHoo

1300 < {

+1}|fp<-,o>||m

pour tout p € Z".

1—a.,M,

On en donc déduit, en tenant compte de (iv’), que
Vk e {0,...,m}, Vs €N, Ir >0, In>0
(1% [l < &7 (14 [[plI*)~* pour tout (e, p) € 10,7 x Z").

En utilisant la Proposition 8.2 et I'inégalité vérifiée par ||Q§];)||m, on montre que la
propriété précédente est vraie pour tout k € N, c’est-d-dire que (uc)e € XI%/}". Soit
(we)e € N on a

1
ot e (0) + (1)) = o1, p(0) + 06 () | T2 8,1 (1) + 0(1) o
0

+wep(F) | % (t, e p (1) + 0 (1)) do
0
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La condition (ii) montre alors que f(us +w:) = f(ue) + ce avec (cc). € N1, c'est-a-dire
que u = cl(u,). est donc solution de (I'). Par ailleurs, il est clair que cette solution est
indépendante des représentants (ake)e, (bge)e-

FEtude de l'unicité de la solution. Soit v une solution de (I'); il existe alors (d;). € N
tel que

[P(Dt) - Q(Dm)](va —Ue) = f(va) - f(ua) +de;

en posant Yz , = (Vg p, . . - ,ﬁngl)) et Doy = (0,...,d.,) on peut donc écrire

(Yep = Xep) = Acp(Yep — Xep) + Fp (5, Yo () = Fp(, Xe p () + De

et en utilisant U'inégalité || F,(-, Yz (1)) — Fp(-, Xep())|] < Mp||Ye,p — Xcpll on a, pour
£>0,
t
1Y (8) = Xep (O] < Vep(0) = Xe ()] + 1o p(€) e

0
t

+ (1A O + M) [ V2 (€) = Xe (€| e
0
En posant K’ = [—a, a] avec a > 0 et utilisant I'inégalité de Gronwall on obtient
tseulg 1Yep = Xepll < [2alldepl|% + Ye,p(0) — Xep(0) ][] exp [ S (1Aep (I + Mp) dé}

—a

1 N .

Nous avons || Az ,(€)|| = sup{1,> ;27 |are(§)]|+|Q=p(§)]}. Comme |Q-p(E)| est & crois-
sance polynomiale en p, on ne peut, a partir de 'inégalité précédente, déduire que u = v.
Supposons que bg = 0 si § # 0; A. , est alors indépendant de p, posons donc A, , = A
et faisons les hypotheses supplémentaires suivantes :

a

(H3) Ya >0, Ir >0 ( S |A:(§)]] d¢ = O(—rlne) quand € — O).
(Hy) 3C >0 (M, < Cln(1 + ||pl|?)).
(Hs) Df(u—v)|g—0y =0 pour 0 <k <m—1.

Les hypotheses (Hj3) et (Hy) impliquent que la suite double de terme général
exp[Slia(HAE (&)|| + M,) d€] est modérée par rapport & € et & croissance lente par rap-
port & p, l'hypothése (Hs) entraine que cl(Y; ,(0) — X, ,(0)). = 0, d’out la majoration
d’ordre 0 pour Y , — X, ;. Les autres majorations s’obtiennent par récurrence sur 1'ordre
de dérivation. Finalement, sous les hypothéses (Hg) et (Hy), si deux solutions u et v de
(I') vérifient (Hs) alors on a u = v.

8.4. Probléeme de Goursat a données généralisées périodiques

8.4.1. Position du probléme. On rappelle que I = [—m,7]. Soit f une fonction de
classe C™ sur R3 des variables x,y, z, vérifiant les conditions suivantes :

(Ho)  f est 2m-périodique en x et y, impaire par rapport a chacune de ces deux variables.

ar

(Hl) k= 92 < 00.

= sup
oo (z,y,2)EI2XR

0
O (2,0,




Fonctions généralisées périodiques et applications 67

(Hy) Vo= (a1, az,a3) €N3 I >0, Im >0, V(z,y,2) € I* xR,

olal f
Q S dyeadzes Y ?)

< e(l+ |z|)m.>

On prend deux fonctions ¢ et ¥ dans Gor (R) admettant chacune un représentant pair et
telles que ¢(0) = ¢(0). N
On se propose de résoudre dans Ga,(R?) le probléme suivant dit de Goursat :
0%u
(I) 6(an = f(a ) U), u|{y:O} = ¢a u|{$:O} = 1/}

(voir [39]).

8.4.2. Etude du probléme dans le cadre classique

PROPOSITION 8.3. Si ¢, ¥ sont de classe C* sur R, 2w-périodiques et paires alors
(I) admet une solution unique dans CSC(R?) qui est paire par rapport & chacune des
variables.

Preuve. Ezistence d'une solution. Posons ug(x,y) = ¢(z)+1(y) —¢(0). On voit que
ugp est une fonction de classe C*° qui est 27-périodique et paire par rapport a chacune
des variables. Définissons une suite (uy,),>0 de fonctions sur R2 pour n > 1 par

zy
un(@,y) = uo(w,y) + | | £(&m,un1(&,m)) d€ dn.
00
Soit @ > 0, K = [—a,a] x [—a,a], soit (z,y) € K et Ry, le pavé de sommets
(0,0), (z,0), (z,v),(0,y). Soit (§,n) € Ryy. On a
1 of

FEmt) = fEnt) = (¢ =) | ZH(En.t' +o(t — 1)) do,
d’ot, d’apres (Hy), ’
|£(&myu0(&m)| < (8, 0)] + Klluol -

En posant v, = u, — un_1 et ¢(K) = || f(-,-,0)| oo + k|luol|Z on obtient donc

w1 (2, y)| < e(K)|zyl.
k| Sg S(y) |v1(&,n)| d€ dn| on en déduit que
|zyl?

jva(a, )| < ke(K) A

En raisonnant par récurrence on obtient, pour n > 1,
kn71|xy|n knflaQn
(n1)? (n1)?

ce qui montre que la série >, ., v, converge uniformément sur K et par suite sur tout

Comme |va(z,y)| <

|on (2, )] < e(K) lval|%5 < e(K)

compact de R?; il en est donc de méme pour la suite (u,),>0. On en déduit que si
u = lim,, .o U, alors

zyY
u(z,y) = uo(z,y) + | | F(&n,u&,n) de dn,
00

ce qui entraine que u est une solution de (I) dans C*°(R?).
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Nous allons montrer par récurrence sur n que u,, est 2w-périodique et paire par rapport
a chacune des variables.

La propriété est vraie pour wug; supposons qu’elle le soit pour w,—; avec n > 1.
D’apres (Hy) la fonction (£,7) — f(&,m,un—1(£,7)) est impaire par rapport a & et 7.
On en déduit que (z,y) — 83 Sg f& n,un—1(&,n)) dE dn est paire par rapport & chaque
variable, par conséquent il en est de méme pour u,. On a

27 Y

Un (T + 27T, y) — up(z,y) = S Sf(€,n7un—1(§a77)) dg dn
z 0
Y 4271

= | renuaicn)dedn.

0 =z

Compte tenu de (Hy), pour tout n, & — f(&,n,un—1(£,m)) est 2mr-périodique et impaire,

d’ou
r+27 T
VfEmuna(&m)de = | f(€mun1(&m)dE =0,  un(e+2m,y) = un(z,y).

On montrerait de méme que u,(z,y + 27) = u,(z,y), d’ou la 27-périodicité de u,,
On en déduit que u est une solution de (I) dans C52(R?) qui est paire par rapport a
chaque variable.

Unicité de la solution. On garde les notations précédentes; soit v une solution de (I),
posons w = v — u. De I’égalité

v(z,y) = uo(z,y) + \\ F(&n,v(&n))dE dn

O e B
O e &

on obtient [w(z, y)| < k| §; §o [w(&,n)|d¢ dnl, d'on, pour (z,y) € K,

fw(a,y)| < ka| | sup fu(€,m)]de.

0 ne€l—a,al
En posant g(z) = sup,c(_,,q [w(2,7)| pour = € [—a, a] on obtient g(z) < kal Sgg(§)| d¢;

on en déduit par application du lemme de Gronwall que g = 0, d’ott w = 0 sur K. Ceci
étant vrai pour tout a > 0, on a donc w = 0 et I'unicité de la solution u de (I). m

8.4.3. Etude du probléme dans Gy (R?)

PROPOSITION 8.4. Avec les conditions de la premiére partie le probléme (I) admet une
solution unique dans Gar(R?).

Preuve. Ezistence de la solution. Choisissons des représentants (¢. ). et (1) de ¢ et
1 respectivement tels que ¢.(0) = ¥-(0) pour tout € € ]0,1[. D’apres 1’étude précédente,
pour tout € € ]0,1[ il existe u. unique dans C52(R?) telle que pour tout (z,y) € R,

0%u,

dxdy (‘Tay) = f($=y7u€($uy))7 UE(CL',O) = ¢€(.’L'), US(Ovy) = wa‘(y)
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Nous allons montrer que (uc): € .)?gﬂ—)M(R2). Posons, pour n > 1,

Uge = P + P — ¢s(0)7

Y

tne = uoe + | | F(&m,un1(&,m)) dé dn,

00
Une = Une — Un—1e,

ce = [1f (-, 0)|loo + Flluoe]loo-

69

D’apres les calculs de la deuxiéme partie on a [[vnelloo < cck™ 172" /(n!)?, compte tenu
de légalité upe = upe + Vic + ...+ Upe. Sion pose s =Y o, k" 17?"/(n!)? on obtient

alors

[telloo < fluoe oo + ces,

ce qui est la majoration d’ordre 0 car (¢.) et (1). étant dans fgﬂﬁM(R) on a (||uoelloo)e

et (ce)e qui sont modérées.

En écrivant ue(z,y) = uoe(z,y) + 85 Sg f(&m,uc(&,m)) dE dn on obtient les autres ma-

jorations par récurrence.

Montrons maintenant que u = cl(uz). dans G (R2) est solution de (I). Soit (d.). €

Nar(R2). On a

0?(ue +d.) 82

Comme

1a ~
(Sa_£(7 S Ue + Uds)dg> S X2W,M(R)

0 €
a cause de (Hy) et du fait que (ue + deo)e € Xox s (R2), on a alors

(82(% +d.)

- A 2
axay _f(7 7u5+d6)) ENQTF(R )7

€

ce qui est le résultat annoncé.

1
of
—d. (S) E(’ ue + ode) do.

Unicité de la solution. Soit v une solution de (I) et (v¢)e un représentant de v; posons
we = ve — ue. 1l existe alors (q.): € Nax(R?), (ro)e, (s2)e € Nag(R) tels que pour tout

(z,y) € R? on ait

0%v,
axay (Iay) = f(ﬂc,y,vg(x,y)) + qs(x,y),
)

= () +r=(x),  0v=(0,y) = Pe(y) + 5 (y)-

ve (2,0
On en déduit que
’Ua(,f, y) = an( 73/) + 7“5(,@) + Sa(y) - 7‘5(0)

X
Y

+ \Vrem,vaem)) de dn + |\ ge (&, m) dé dn;
00

Ot B
O ey @
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on a alors

we(z,y) = ﬁ[f(&mvs(&,n)) = F(&m,ue(§ )] dE dn + Re(x,y)
avee (R.)e € Nox(R2), ijquidonne
(%) ws@ay)——gs{wsggg(éﬂﬁus4—ouk)d0]dédn4—Rs@ay)

On garde les notations précédentes et on pose g () = sup,c[_x ] |we(z,n)|-
Nous avons |we(z,y)| < k| Sg Sg |we(€,m)| d€ dn| + || Re oo, ce qui donne I'inégalité
x

9:(@) < k| [ 9:(€) dg| + || el .
0

En appliquant le lemme de Gronwall il vient que g.(7) < || Re||oo exp(72k), d’olt
[welloo < [|Relloc exp(n?k),

ce qui est 'estimation d’ordre 0.

En partant de 1’égalité (x), un simple raisonnement par récurrence permet d’obtenir
les estimations d’ordre > 1 & partir de celle d’ordre 0 et de la condition (Hsg), ce qui
donne I'unicité de la solution u dans Gy (R2). m

8.4.4. Etude de certains cas linéaires. On suppose dans toute cette partie que f est
de la forme f(x,y,z) = fi(x)f2(y)z ou fi et fo sont de classe C*° sur R, impaires et
2m-périodiques. Le systéme (I) s’écrit donc

82
(11) .

0zxdy
Forme explicite de la solution. En cherchant une solution de ;%gy =(f1 ® f2)u de la

forme h o (61 ® 63) ol h,8; et O3 sont des fonctions de classe C°° sur R, on trouve les
conditions

=(f1® f2)u, U=y =0  Ua=0} =V

0, = f1, 05=fr et th"(t)+n'(t)— h(t) =0.
Si on prend 60;(x) = Sg f1(&) dg, 0a(y) = Sg f2(n)dn et h(0) = 1 alors h est solution du
probleme différentiel
th"(t) + h'(t) — h(t) =0, h(0) =1,

qui admet une unique solution développable en série entiere et donnée par

oo tn
h(t) = —.
7;3 (n!)?
On vérifie alors dans le cas ou les données sont C* que la solution de (II) est
u(w, y) = G(0)h(01 (2)02(y)) + | &' (©)h[62(y) (61 () — 6:1(€))] dé
0
y

+ [ 101 () (02 (y) — Oa())] .
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En passant aux représentants et en faisant des intégrations par parties on obtient

ue(z,y) = ¢ (x )+1/Js( ) = ¢<(0)h(01(x)02(y))

+0a(y 02(y)(01(x) — 01(£))] d€

OM

+ 61 (x

g’ﬂd

01(x)(02(y) — 02(n))] dn.

Cas ol ¢ =3 ePr et 1/) = Zpezepy. Dans ce cas nous prenons ¢.(z) =
e (e®) et 1 (y) = p-(e®). Dans la deuxieme expression obtenue pour u.(z,y) nous
étudions la premiere intégrale, ’étude étant analogue pour la deuxieme. Nous posons
v(z,y,€) = 02(y)(01(x) —61(€)) pour (z,y) € I2. Comme f; est impaire, 2m-périodique et
de classe C* alors il existe (ay), & décroissance rapide telle que f1(§) = >.° | an sinné.

D’autre part,
_ sin([1/e] +1)€ sin n&

SR (e /2)

d’olt ¢ (€) sinné| < 2n. Comme (ay,), est & décroissance rapide, la série Y~ | 2nla,| est
donc convergente; en posant ¢ = sup, , ¢)es | [v(7, y,§)]| on obtient alors

|¢€(§)an Sin§| : |hl[1/(x’ Y, é‘)” S 29n|a’n|7
ce qui montre que la série Y2 | ¢-(§)a, sinE h'[v(z,y,€)] est également convergente et
ce uniformément par rapport a £. On en déduit que

<2n

)

x

Vo) (W (a,y, €)] dé = Zang@ &) sinng h'[v(x, y, )] de.

0 n=1

D’un autre coté, I'inégalité |SO ¢ (&) sinn& W' [v(x,y,&)] d¢| < 20n|x| montre que la der-
niere série converge uniformément par rapport a €, d’o

hm&qsa(f)fl(&) vz, y.€)) € = Zan(hmS%(&)sinnfh’[v(ac,y,&)] ).

n=1

Comme

2 sin
d’apres le théoreme de Riemann-Lebesgue on a lim._, S e (&) 1N [v(x,y,&)]dE = 0.

Par ailleurs, comme

oe(©sinn e 01 = n (| ] + 3 )& e vt 0)

62(v) § qsa(g)fl O (w5, ) de| < [20 nlanl|[262(y)]
n=1
alors en appliquant le théoreme de la convergence dominée on voit que
lim qua () f1 (N [v(x,y,)]dE =0 dans Dy, (R?).

Soit 1, (resp. 1,) la distribution associée a la fonction constante égale a 1 sur R de la
variable z (resp. de la variable y). On pose T' = 0, ®1,+1,®J,. Alors, T est un élément
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de Dy, (R?) et on a (Tp2.c) (2, y) = 9= (") +¢e(e) ol oo (€, e) = 37, (g ' PFHY),
d’ol, compte tenu de 1’égalité ¢.(0) = ¢ (1),

lim[ue +c(1)ho (01 ®0;)] =T dans D, (R?).

Autrement dit, dans G} (R2) on a I'association
UR I ® 1y +1; ® 6y — cl(pe(1))e[h o (01 ® 62)].

On voit donc que u n’est pas associée a une distribution méme si le probleme est
linéaire et les données distributionnelles; ce phénomene est di a la présence des restric-
tions.

Remarque. Siles données ¢ et ¢ sont des distributions vérifiant ¢(0) = ¥ (0) =0
alors on montre sur un exemple non périodique que la solution w est associée a une

distribution (cf. [23]).
EXEMPLE 8.5. On prend f = 0. Le probleme de Goursat (II) devient alors

. 0%u
(1) axay =0, U|{y:0} = 6mu u|{m:0} = 6y'

1l est clair que la solution de ce probleme est la fonction u € Gon(R2) définie par u =
cl(ue)e avec

Ue = e @ 1y + 15 @ e — 905(1)-
Ici nous avons I'égalité u = §, ®1,+1, @5y —cl(p:(1))e. u est la somme d’une distribution
et d'une constante généralisée pure, elle ne peut donc pas étre associée a une distribution.

8.4.5. Etude de certains cas non linéaires. On se place dans le cas ou f(x,y,z) =
fi(@) f2(y)z+g(x,y, 2) avec f1, fo comme dans le cas linéaire et g vérifiant les hypotheses
(Hp)—(Hz). On ajoute les conditions supplémentaires suivantes :

(

HS) V(w,y) € Iz (|z1|li>noo (;v,y,z) = O)
(Hy) mes{(x,y) € I? : h(61(z)02(y)) =0} = 0.

Remarque. Comme h(t) = Jp (2\/—1%) pour ¢t < 0 ol Jy est la fonction de Bessel
d’ordre 0 alors h=1({0}) est non vide; de plus, h~*({0}) étant dénombrable, (H4) peut
s’écrire

YA € |00, —1[ (h(A) = 0 = mes{(z,y) € R?: 6, (x)0s(y) = A} = 0).
On étudie donc le probleme (I) sous la forme
0%u
0xdy

Désignons par v. et u. les solutions respectives des systémes (II) et (III) quand ¢ et
1) sont remplacées respectivement par ¢. et 1.; puis, posons we = u. — v.. Nous avons

(I1I) =(fi® f2)ut+g(,u), uly=oy =0, ul{z=oy =

alors
82w,
0zxdy
dotv we (z,y) = §o §o f1(€) fa(m)w=(&, m) d€ dn + §; § 9(€,m, ue(&,m)) dé dn.

= (f1 @ f2)we +g(-, -, ue), ws|{y:0} =0, ws|{m:0} =0,
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En posant g.(z) = sup,c; we(z,m) pour x € I nous avons

9: (@) < 7| fallool f2llo | § 9-(€) | + 72llglloc
0

et en appliquant le lemme de Gronwall il s’en suit

(%) lwelloo < 7*[lglloo exp(? | f1llsoll f2l 0 )-
D’apres I'étude du cas linéaire il existe (pc)e € Xor ar(R?) telle que pour tout (z,y) € I?
on ait limg g pe(x,y) =0 et
Ve + </7€(1)[h © (91 & 92)] = ¢€ b2 ly + 190 & 1/)5 + Le-
Posons F = {(z,y) € I? : xy # 0, h(01(2)02(y)) # 0}; de I'hypothese (Hy) on déduit que

le complémentaire de F dans I2? est de mesure nulle.
D’autre part, si (z,y) € F on a |¢:(x)] < m et [e(y)| < m, d’ont

1 1
v=a,1) + 9= (DA ()00 < [ + s + e )

Comme lim._,g¢(1) = o0, limeoue(zr,y) = 0 et h(01(x)f2(y)) # 0 on a alors
lim, .o |UE(I, y)| = 00.

Cette derniere égalité montre que lim. g |v:| = 0o p.p. dans I?. On en déduit alors en
vertu de (%) que lim._q |uc| = oo p.p. dans I?, d’ot1, d’apres (Hz), lim. o g(, -, uc) =0
p.p. dans I2. Comme g est bornée le théoreme de la convergence dominée entraine que
lim. oA = 0 ol \; = SSIQ lg(&,m,ue(€,m))| d€ dn. D’autre part, il est clair qu’on peut
remplacer 72||g|loc par A dans (sx*), d’oul lim._ow. = 0 dans Ca.(R?), donc dans
D), _(R?).

Par conséquent, u et v sont associées, on a donc aussi dans ce type de cas non linéaire
la décomposition faible analogue au cas linéaire précédent :

wr 6, @1y + 1, ® 6, — cl(p(1)):[h o (61 ® 6)].

EXEMPLE 8.6. Si on prend f(z,y,z) = sinz -siny - z + g(«,y, 2), le probléme (II)
devient

.. 0*u . .
(ii) 909y =sinz-siny-u+g(,,u), ulfy—oy =, Ulgz=oy = V.

Nous avons #1(x) = 1 — cosx et O2(y) = 1 — cosy, donc 61 (z)f2(y) > 0 pour tout
(r,y) € I? si bien que '’hypothese (Hy) est trivialement vérifiée car h n’a pas de zéros
dans R™.

La solution est donc une fonction u associée & la fonction v = cl(ve). telle que

ve(x,y) = @ (1)h[(1 — cosz)(1 — cosy)] + Sqﬁ’s({)h[(l —cosy)(cos& — cosx)] d

0
Y

+ Swg(n)h[(l — cosz)(cosn — cosy)]dn
0
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ou encore en faisant les intégrations par parties

ve(,y) = de(2) + ¢e(y) — =(1A[(1 = cosz)(1 — cosy)]

(1 — cosy) \ ¢=(&) sin ER'[(1 — cosy)(cos & — cos )] d

(1 —cosx)

t/ﬂ@ OMH

1/)5 )sinnh/[(1 — cosx)(cosn — cosy)] dn.

Quand on prend ¢ = 4, et Y = 5y on a alors
UG 1y, + 1, @0y — cl(pe(1))h[(1 — cosz)(1 — cosy)].

Ainsi nous obtenons une décomposition faible de la solution u qui est indépendante de la
fonction g.
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