ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO .
Seria III: MATEMATYKA STOSOWANA XVI (1980) s ptim

MAGDALENA RUTKOWSKA (Wroclaw)

O minimaksowej prognozie dystrybuanty empirycznej*
(Praca przyjeta do druku 10.9.1977)

Niech X = (X;,X5, ..., X)) i Y= (¥,7Y,,...,Y,) beda niezaleznymi pré-
bami prostymi z nieznanej dystrybuanty F. Zalézmy, ze tylko wartosci X sa nam
znane. Zajmiemy si¢ problemem minimaksowej prognozy dystrybuanty empirycz-
nej w drugiej probie na podstawie wartoéci z pierwszej préby. Niech ﬁ'(t) bedzie
dystrybuanta empiryczna w drugiej prébie

n

= LN
M RIS
gdzie
l, gdy Yi < t:
@ 0=y var

Oznaczmy przez ¢ () predyktor ﬁ(t). Jako funkcje straty zwiazana z ¢ (¢) przyjmijmy
wyrazenie postaci

[e0]
3 L(F,¢) = S [E() = (O [FOY-* [| -FO)Y-dW (),

oo .
gdzie W jest niezerowa, skorficzong miarg na ciele # zbioréw borelowskich na pro-
stej R. Ryzyko zwigzane z predyktorem ¢ przyjmie wéwczas postaé

[

@ REG) = ELFE $)} = § EALFO-$@F FOY- [1 ~FOP-1}aw(),

— o0

gdzie Ep(-) oznacza warto$¢ oczekiwang ze wzgledu na dystrybuantg F. Przez
Ly, L,, Ly, L, oznaczmy cztery szczegblne postacie funkcji straty L otrzymane
przez podstawienie ¥ = 0 lub 1 oraz § = 0 lub 1 w (3):

o]

LA ¢) = | {FO-d0PIFON-FORaW(E) (v = 6 = 0),

* Praca wykonana w ramach problemu 010.15 ,,Badania ze statystyki i teorii gier”.

8* [115]
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Li(F,¢) = | {(F®O)-¢@P/F()}amw(2) ¥=0,06=1,

-

(5) .
Ly(#.9) = § {IF)~¢(O1/[1 ~FO1}dW(r) ¥=1,0=0),

L(F,¢) = | {Foy-s@Paw () =25=1).

Bedziemy szukali minimaksowego predyktora ¢(z) dystrybuanty empirycznej f(t)
dla funkgcji straty L, L,, L;. Problem ten dla funkcji straty L, rozwiazat S. Trybuta
[4]. Udowodnimy nastgpujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. Niech @ oznacza klase predyktorow
© 0={6): $(t) = at+ D box(®),
. i=1

4>0,b,>0,i=1,..,m, at ibis 1}.

Dla funkcp straty L; (z = 1,2,3), okreslonej wzorami (5), ryzyko R,(F,¢) =

= Ep{L; (F d)}, ¢ €D, jestniezaleine od F wtedy i tylko wtedy, gdy stalea, by, b,, ...
. by, speiniajq warunek W, gdzie

m

) Wiia=0, b=l

i=1

o ween (Suf-S-d

i=1

R 1
9 Wiia=1- ) b, |1- b)) — 2=,
) Z ( Z ) Z,b -

D ow6d. Poniewaz
Ep[0x,(1)] = Epldy, (D] = F(2),
Ep{[0x,()—F()]*} = Ex{[6r () —F(O)I’} = F() [1 -F(1)],

wigc ryzyko R(F, ¢), dla ¢ € @ przyjmie postaé

e o] n m 2
_Sm E{[% Z by (1) —a- Zb 6x,<z)] [P 11 —-F(t)]""l}dW(t) -

00

S {%F(t) (1 —F(0)]+F(e) [1 = F(1)] Zb?+a2+(1 - Z bi) F2(t)—

-0 i=1 i=1

R(F, $)
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-—2a(1 - Z bi) F(t)} [FOY (1 -F@)P~1dw ().

m

i=1

117

Wyznaczmy R(F, ¢) dla funkgji strat okreslonych wzorami (5). Otrzymamy wtedy:

(10)  Ry(F,$) = Er[L,(F; $)] =

m

+ [a2+ (1 - Z b,) Fz(t)—za(l -

i=1

(11)  Ry(F,¢) = Ef[L,(F, ¢)] =

4 [(1 - i bi)z— ibf —%] F(t)+a2F'1(t)} aw().

|

i=1

i=

[{ERDN

i=1

1 R, <1»>=EF[L3(1?¢)]=of{[f7 i ~(1- ib,)]r(m

i=1

oS Sl Sl

Jezeli state a, by, ...

jest state, niezalezne od F, co koriczy dowdd twierdzenia.

Przyjmijmy teraz, ze

(13) by =b,=...=b, =0>.

Warunki W; okreslone wzorami (7), (8), (9) przybiora teraz nastepujaca postaé
(7 W,: a=0, mb=1,

8" W,: a=0, (1-mb?-mb?>=1/n,

9" Wi a=1-mb, (1-mb)?>—mb®=1/n.

> bm spelmajq warunek W;, to ryzyko Ri(F,¢), i=1,2,3,

Z powyzszych réwnafi otrzymamy nastgpujace stale, ktére réwnoczeénie spelniaja

warunki zawarte w wyraZeniu (6)

(14)

(19)
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1 1 1

"V ot !
g p— , gdy m>1,
n;;] s gdy m=1;
16 R
(18) 1 1 1
=V %= 5
b= p— , gdy m>1,
n—1
P gdy m=1.

Oznaczmy przez $(¢), $3(¢), ¢3(¢) predyktory liniowe postaci a+b ). dx (t),
i=1
gdzie stale a, b s3 okreslone odpowiednio wzorami (14), (15), (16). Dla tak okreslo-
nych predyktoréw funkcje ryzyka przybieraja nastgpujace wartosci

) R = (24 ‘) S awe);

2
]/ LN WY
SdW(t), dla m>1,
(18) Ry(F, ¢3) = -
1{. 1V ¢
Z‘(l‘!"‘;{) S dW(t), dla m=1;
2
L+%_J,_1 ®
mon S aw(), dla m> 1,
(19 Ry(F,¢3 = -
1. 1V ¢
Z(1+_’;) S aw(t), dla m=1.
-

Niech 6 bedzie zbiorem wszystkich dystrybuant na R. Ze wzglgdu na podane
nizej twierdzenia 2 i 3 potrzebny nam bedzie ciag rozktadéw prawdopodobienstwa
na 0, ktére w stosowanych w pracy metodach nosza nazwe rozkladow a priori nie-
znanej dystrybuanty. Przyjmiemy mianowicie, Ze rozklad 7, jest skupiony na zbiorze

Op={F,;;0<p<1}, gdy k=1,2,..
gdzie
0, t< -k,
(20 Fe (0) = {p, -k<t<k,
1, t>k,
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przy czym p ma rozklad beta o gestosci

@) )= g AP 0<p<1 a0, 850,

Dla tak okreslonego rozkladu a priori 7, oczekiwane ryzyko przyjmie postaé
22 () € ELIR(EF, )] = E, {EL(F, $)T} =

= § E {ELFO)~0@)] [FOY~* [ —F@O)I'-1} dW(s).

— 00

Zajmiemy si¢ teraz obliczeniem minimum funkcjonatu r(z;, ¢). Oczekiwane ryzyko
r(x, ¢) osiagnie minimum, jezeli dla kazdego ¢ wybierzemy ¢(¢) tak, ze

E, {Ec[E(6) — ()2 [F(6) - [L —=F(1)P~1}

osiggnie minimum, Poniewaz

Ep[F(t) —¢(D = Ee[F(t) —F())*+ Eg[¢(t) - F()I,

zajmiemy si¢ poszukiwaniem minimum wyrazenia
(23 Tk, §) = Er {Eg[dp (1) —F(OP [F()}~* [1 = F()P~'}.
Aby. wyznaczy¢ min g,(7, ¢) wykorzystamy twierdzenie udowodnione przez F. G.
Phadia [3], ktéry rozpatrywal problem minimaksowej estymacji dystrybuanty F(z).

TwierDZENIE 2 (Phadia). Niech X,, X, ..., X,, bedzie prébq losowq z nieznanej
dystrybuanty F i niech v, bedzie rozkladem a priori okreslonym na zbiorze dystrybuant
0 i zdefiniowanym powyiej wzorami (20), (21). Zaléimy rowniez, ze a+y > 1,
B+6 > 1. Wowczas

I, (@) Bla+y, B+6)

(¢+p+y+06+m—2)B(a, ) ’
gdzie 1 4(t) oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A.

Dla rozkiadu 7, okreslonego powyzej mozna latwo wyznaczyé warto$é wyra-
Zenia

24 mingt(rk’ 9) =

o]

B (B~ FP (FOY= 1 -FPy = ZEERBED (1 amo.
Otrzymamy zatem
: _ Blaty, B+9) 1 11 ¢
29) minr(re, ) = —5c g [a+ﬂ+y+5+m—2+7] _Sw Lk W)

W dalszej czgsci pracy wykorzystamy twierdzenie analogiczne do twierdzenia 2,
§2.11, [1].

TWIERDZENIE 3. Niech ¢, (t) bedzie ciqgiem bayesowskich predyktoréw F(t) dla
rozkladéw a priori T i niech r(zy, ¢i) bedzie odpowiadajacym ciggiem ryzyk baye-
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sowskich. Jezeli r(ty, ¢i) = C (const), gdy k — o i ¢° jest dowolnym predyktorem,
takim ze R(F,¢°) < C dla kazdego F e, to ¢° jest predyktorem minimaksowym.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4. Niech X = (X, X5, ..., Xp) i Y= (¥, Ys, ..., Y,) bedq nie-
zaleznymi prébami losowymi z nieznanej dystrybuanty F na R i niech f(t) bedzie
dystrybuantq empiryczng w drugiej probie. Wowczas dla funkcji strat Ly, L,, Ly
okreslonych wzorami (5), predyktory minimaksowe dystrybuanty empirycznej dane
sq odpowiednio wzorami

1 1 1
l‘l/;;*;;';,z -
Z‘SX,(I): gdy m> 1’
i=1

$3(1) = m—1
n—1
2 6X(t)’ gdy m = 1
1 1 1 1 1 1
Y atrm 1Y ) 20
d)g(t) — - P i=1 s gdy m>1,

n+1+4(n—1)0x()
2n ’
D ow éd. -Niech 7, bedzie rozktadem a priori okreslonym na zbiorze dystry-
buant 0 i zdefiniowanym powyzej wzorami (20), (21). Oznaczmy przez r;(zx, $)
ryzyko bayesowskie dla funkeji straty L;, i = 1,2, 3.
Aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy wykazaé, ze

(26) lim mln ri(fk,d)) = Ri(F, ¢,0), i = 1, 2, 3,
k- ¢

gdy m=1.

gdzie R,(F, ¢P) okreslone sa wzorami (17), (18), (19). Dla funkgji straty L, podstaw-
my dla rozkladu z;

27N a=pf=1.

Otrzymamy woéwczas z (25)

1

min'&('l'ka ¢) = (m

+_r1?) _°§ li—t(®)aw (t) =

_ (_1_+l) { teruaw,

-0

lim minr, (7, ¢) = (;1;-5- ’11) S dw (t) "D R,(F, 9).

ko ¢
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W przypadku funkcji straty L,

. 1, | 11¢
@8)  minry(ri, ) = Bﬁ;‘(: 37 [H P +—n-] { 1ecatramo =

-~ 00

0

| 1ern@am.

_ pla+B+m+n—1)
T n(a+p) (e+B+m—1)

Zaloézmy teraz, ze n > 1 i podstawmy
m+y/ mnx

(29 a=1, g= n—1

, gdzie x=m+n-1.

Wspdlczynnik wystepujacy przed catka we wzorze (28) przyjmuje wowczas postaé-

Bla+p+m+n=1) _ (m+ymnx)(nx+ymnx) _

(30) n(a+p) (a+B+m=1 = n(mn+y/mnx) (x+ymnx)
@:ﬂ]’
= (M - [ n(m_l) s dla m > 1,4
mn+l/mnx (n;;zl), N
Zatem

[%] SdW(t), dla m>1,

e}

lim minr, (7, ¢) = -®

ks ¢ 2
n+l S
( - ) _de(z), da m=1.

Poréwnujac otrzymane wyniki z wyrazeniem okreslonym wzorem (18) widzimy, Ze-
dla n > 1, dla funkgji straty L, warunek (26) jest spetniony. Rozwazmy teraz przy-
padek n = 1. Predyktor ¢3(z) nie zalezy wéwczas od X. Rozklad a priori 7, zde-
finiujemy nastepujaco. Z prawdopodobieristwem 1 wybieramy dystrybuante

0, gdy < -k,
1/k, gdy —-k<t<k,
1, gdy t=k.

¢Gn F(t) =

W tym przypadku predyktor bayesowski Q_S'(t) = F(t), a bayesowskie ryzyko wyrazi.
si¢ wzorem

e = { BO-FOF FOrar© = (1-1) | 1eamaro

—0 -

o0

| klirgrz(gk,a) = S dW(t) = Ry(F, $9)-

— 00
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Natomiast dla funkcji straty L,

a(a+p+m+n—1)
n(a+p) (a+p+m—1)

| 1enu@am).

min rs(te, ¢) =

Dla n > 1 podstawienie

32) =1, o= Tin‘f’l””x

, x=m+n-1

daje

o0

S lk()dw(t) =

, _ _(m+y/mnx) (nx +y/mnx)
M 8) = et ymn) G V)

I[ '%Zi—l")n—] S L @®aw(t), gdy m > 1,
) l A L
l[ n ] S liep () dW (@), gdy m = 1.

- 00
Zatem w przypadku funkcji straty L;, dla » > 1 spelniona jesf réwnosé (26).
Niech n = 1. Predyktor ¢3(¢), podobnie jak ¢3(¢), nie zalezy od X. Zdefiniujemy
teraz rozklad a priori 7; nastgpujaco. Z prawdopodobiefistwem jeden wybieramy
dystrybuante ‘

0, gdy t < -k,
F(t) =y 1-1Jk, gdy -k<t<k,
1, gdy t > k.

Wowezas, bayesowski predyktor ¢(¢) = F(¢) i bayesowskie ryzyko przyjmie postaé

{Ex[F(t)—F()2[[1 ~F()]}dW(t) =

|
e 8

min r3(Tk, ¢) =
¢

— 00

(1-7) | teamamo,

-0

lim minr;(;, ¢) ‘l—?’R_,,(F, $3).
koo ¢

WykazaliSmy wigc, ze réwniez dla n = 1 zachodzi réwnoéé (26), co koriczy dowéd.

Jezeli miara W(t) skupiona jest w punkcie #,, rozwazane zagadnienie sprowadza
si¢ do problemu minimaksowej prognozy zmiennej losowej ¥/n na podstawie obser-
wacji zmiennej losowej X/m, gdzie X i ¥ maja rozklady dwumianowe z parametrami
odpowiednio (m, p), (n, p), gdzie p = F(t,). Problem ten zostal rozwigzany przez
Hodgesa i Lehmanna w pracy [2]. W przypadku funkcji straty L, predyktor ¢2(¢)
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nie zalezy od n i jest identyczny z minimaksowym estymatorem dystrybuanty F(t)
dla funkcji straty

L(F,¢) = | {[6()~FOP/F(t) | -FO1}aw ().

Gdy n —» o©
#3() - V“ Z 2.0,

Vit 3 ox(0)
m+ym

i predyktory te pokrywaja si¢ w granicy z minimaksowymi estymatorami dystry-
buanty F(¢) dla funkcji strat odpowiednio

$3() ~

0

Ly(F,¢) = § {I6()—FOP/IF®)}dW (),

LyF,¢) = § {[6()—F@OP/[L-FO1}dw ().

Estymatory te znalazl E. S. Phadia [3].
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