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Obciazenie pewnych testow dla problemu dwéch préb
(Praca przyjeta do druku 16.11.1978)

1. Wstep. Niech X, ..., X, i Yy, ..., Y, beda dwoma niezaleznymi prébami
prostymi z populacji o rozkladach dominowanych przez miar¢ Lebesgue’a i dystry-.
buantach odpowiednio Fi G. W praktyce statystycznej czgsto spotykamy si¢ z prob-
lemem testowania hipotezy: :

H, = {(F,G): F = G}
przeciwko alternatywom
‘H, = {(F,G): F+# G}, _
H, = {(F,G): P(X; >Y) <3ivP,>X)<idlai=1,..,n,j=1,..,m},
{(F,G): (F>GvVG > F)AF # G}, ’

Hj

gdzie zwrot F > G oznhacza, Zze dla dowolnego x € #, F(x) > G(x). Oczywiscie
H,; «c H, < H,.

Liczne testy proponowane przeciwko tym alternatywom sa na og6l prostym
uogdlnieniem odpowiednich testow ,,jednostronnych’. W odréznieniu jednak od
tych ostatnich teoria ich jest bardzo slabo zaawansowana. Poza jednym wyjatkiem
nie wiadomo nawet, czy sa nieobcigZone [3]. A oto najczgéciej spotykane testy.

Pierwszg grupe stanowig tzw. festy sumy rang z obszarami krytycznymi postaci:

' ih(tj)~ Z h(ri)l > ¢,
j=1 i=1

gdzie r; i ¢; s3 odpowiednio rangami elementéw pierwszej i drugiej proby (zaklada
si¢ na ogdt n = m), c jest stala a h — pewna funkcja. W zaleznosci od doboru A
otrzymujemy rozne testy.

1. Test Wilcoxona otrzymujemy przyjmujac h(r;)) = r; i h(tj) = ;.

2. Test Fishera-Yatesa otrzymujemy dla A(r;) = E(V®) i h(t;) = E(V®),
gdzie V) < ... < V®+m jest uporzadkowana préba ze standaryzowanego rozkladu
normalnego.
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. 4 W .v h 1) = ~1 _ﬁ__ 1 ) =
3. Test van der Waerdena otrzymujemy przy h(r;) =y ( i ) i h(t)

n+m-+1
rozkladu normalnego.

t; . . . .
= gy} (-——’——-), gdzie »~! jest odwrdceniem dystrybuanty standaryzowanego

Wymienmy jeszcze:
4. Test Craméra-von Missesa z obszarem krytycznym

n m
Z(’i— )2 > c.
=1 j=1

S. Test Koimogorowa-Smirnowa odrzucajacy H,, gdy

SuplSex,..«n(2) = S¢,..ym@)| > ¢,
b4

gdzie Si,..xp(2) 1 Sy,...5m(2) sa dystrybuantami empirycznymi odpowiednio pierw-
- szej i drugiej proby.
6. Test Haga z obszarem krytycznym
|[A4+B—-A"-B'| > c,
gdzie 4 i B’ oznaczaja liczbe obserwacji z pierwszej proby odpowiednio: wigkszych
od max Y; i mniejszych od minY;. Natomiast 4’, B— liczb¢ obserwacji z drugiej
J J
proby odpowiednio: wigkszych od maxX; i mniejszych od minX;.
i i

7. Test serii Walda—Wolfowitza odrzucajacy H,, gdy liczba serii X-6w i Y-kow
zaobserwowanych w lacznej uporzadkowanej probie jest zbyt mata.

8. Test Lehmanna, ktory skomentujemy nieco obszerniej, byt on bowiem z gory
budowany jako nieobciazony.
Niech proba X; X, ma dystrybuante F, a Y, Y, — G. Wtedy:

P(4) = P{max(X,X;) < min(Y,Y,)vmax(¥;Y,) < min(X,X;)} = 3+24,

gdzie 4 = { (F—G)2di(F+G).

Mozna pokazaé, ze 4 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy F = G. Niech teraz X;,Xj,
Y;, Yi G =1, ..., n) beda dwoma prébami prostymi. Polézmy V; = 1 jeli zaszlo
zdarzenie A i ¥; = 0 w przeciwnym przypadku. Statystyka Y. ¥; ma rozklad dwu-
mianowy o parametrach (P(4), n). Problem sprowadza si¢ wigc do testowania

Hy: P(4) =1
przeciwko alternatywie
Hi: P(4) > 1.

Nieobcigzono$éé testu jest oczywista (opis za [3], str. 324). Obszerne omowienie po-
wyzszych testow mozna znalezé w monografii [2].
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Celem pracy jest zbadanie obcigzenia wymienionych testéw. W artykule scha-
rakteryzujemy rodzing wszystkich testow w szczegélnym przypadku dwoch prob
dwuelementowych, co w konsekwencji pozwoli wykaza¢ obciazenie testéw 1, 2, 3,
4, 6, pozostawiajac jednak bez odpowiedzi pytanie o nieobcigZzonosci testéw 5 i 7.

2. Rozklad s-rang w probie czteroelementowej. Zauwazmy przede wszystkim, ze
wszystkie omowione testy s3 testami rangowymi. Fakt ten mozna tlumaczyé na rézne
sposoby. Po pierwsze, jak juz bylo powiedziane, powstaly one na ogét przez uogél-
nienie swoich ,,jednostronnych’ wersji. Jednak jesli w przypadku ,,jednostronnym”
wybor testow rangowych narzucala zasada niezmienniczosci [3], to w naszym przy-
padku nie ma ona zadnego uzasadnienia. Po drugie, ogdlne alternatywy, o ktérych
tu mowa, interesuja zazwyczaj praktyka w sytuacjach, w ktérych nie dysponuje on
dostatecznie ,,porzadnymi” narzedziami pomiarowymi i z koniecznosci musi opie-
ra¢ si¢ na uporzadkowaniach wynikéw obserwacji. W dalszym ciagu rozpatrywaé
bedziemy tylko testy rangowe. Zauwazmy takze, ze wszystkie omowione testy sa
niezmiennicze ze wzgledu na zmiang numeracji prob. ZaloZenie takie wydaje si¢
do$¢ rozsadne i przyjmiemy je w tej pracy. Mdowiac doktadniej, rozpatrywaé bedziemy
strukturg statystyczna [1] postaci:

O] (B> R*, B*QRB*, F2QF?),

gdzie # oznacza prosta rzeczywista, # — o-cialo zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a, & — rodzing wszystkich dystrybuant rozkladéw dominowanych przez
miarg Lebesgue’a nad (£, %£), natomiast

FIRF? =: {F(x)F(x,)G(y))G(»,): F,Ge F}.

Elementy #2® %2 bgdziemy takze, bez obawy o meporozumxeme, identyfikowaé
Z parami postaci (F, G) € F x #.

Postulat ograniczenia si¢ do testow rangowych pozwala zamiast (%2 x %42, #2Q®
® #?) rozwazaé przestrzefi (#%x #2, %), gdzie By jest o-cialem generowanym
przez wektor rang. (Scisle méwiac %y nie jest o-cialem podzbioréw %% x %2 lecz
o-cialem podzbioréw przestrzeni powstalej z %2 x #2 przez usunigcie punktéw ma-
jacych przynajmniej dwie wspolrzgdne réwne. ZaloZenie o absolutnej ciaglosci
dystrybuant z rodziny & pozwala jednak zaniedbaé ten klopot i stosowaé dotych-
czasowe proste oznaczenia.) SpostrzeZenie, ze wektor rang uporzadkowanych, po-
wiedzmy, pierwszej proby, jest statystyka dostateczng dla rodziny rozktadéw indu-
kowanych na %y przez F2@ %2 pozwala ograniczyé si¢ do przestrzeni (%2x
X R*, By), gdzie By jest generowane przez wektor rang uporzadkowanych pierw-
szej proby.

Postulat symetrii ze wzglgdu na numer préby prowadzi ostatecznie do okresle-
nia struktury: ~

) (22 x R?, By, H),
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gdzie PBsy jest generowane przez trzy atomy postaci:
Ay = {(r X2y p2): X< X<Y<YVY<Y<X<JX},
) Ay = {(xpx2py2): X <Y<Y <XVY<X<X<VY},
As = {( X032 X< Y<X<YVY<X<Y<X}

zwane dalej symetryzowanymi rangami (krotko s-rangami).

Wyjsciowa przestrzen hipotez prostych #?x %2 indukuje na #sz nowg prze-
strzen hipotez prostych H < 3, gdzie 5 jest zbiorem wszystkich rozkladéw roz-
pietych na trzech atomach. Wygodnie nam bedzie utozsami¢ &# z sympleksem
rozpietym na wersorach osi wspolrzednych przestrzeni tréjwymiarowej. Hipotezy
proste [P(4,), P(4,), P(45)] € H bedziemy oznaczaé przez p = (py, P2, Ps)- Obra-
zem H, w 3¢ bedzie punkt (3, %, 3. W dalszym ciagu bedziemy badaé obrazy
hipotez zlozonych H,, H,, H;, dla ktérych pozostawimy dotychczasowe ozna-
czenia, oraz obraz F2® F2 oznaczony przez H. W tym celu musimy wprowadzi¢
(wzorujac si¢ na konstrukcji testu Lehmanna) pewne parametry struktury (1).

Niech wiec {L*(#, #, F)}rcs oznacza rodzing przestrzeni funkcji catkowalnych
z kwadratem nad przestrzenia (%, 4, F). Dla kazdego F € & przestrzen L*(2, 4, F)
wyposazona jest w iloczyn skalarny

(flg)e = {fedF
i norme:
1/2
£l = {§72aE) ™.
W przestrzeni:
C)) 4 N (Fe F){L*(R, B, F)}res
mamy wiec rodzing {|| - || }res norm lokalnych (zaleznych od F) [4]. Oprécz metryk
generowanych przez normy okre§limy pomocnicze pseudometryki
or(f &) = (f—9)aF
spetniajace oczywiste warunki:
() er(f,/) =0,
(i) or(f, &) = —exr(g. /),
(lll) QF(fs g) < QF(.fa h)+QF(h3 g)~

Bedziemy traktowaé & jako podzbidr przestrzeni (4). Wprowadzmy teraz para-
metry struktury (1) wzorami:

A3(F, G) = ||F-GlI} = { (F-G)dF,

A3(F, 6) = 0:(F-6) = (§ (F-G)aF)”.

Jesli nie bedzie to powodowaé nieporozumien bedziemy pisa¢ krotko 43, 43. Od-
notujmy wlasnosci parametrow.

®
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WrasNOSC 1. Dla dowolnych F, G € & i dowolnej A € #
A%(F, G) = ”F"G”fnu—z)aa
Ai(F, G) = 0frra-ne(F, G).
Dowéd. Dla dowolnego k& = 1, 2, ... mamy:
S(F—G)"d(F—G) - S(F—G)"(F——G)’dx - (F—;fllki : = 0;
stad:
§ (F~Gyar = { (F-6yd6 = {(F-61d(aF+ (1-2)G).
WELASNOSC 2. Dla dowolnych F,G e &
A3(F,G) =0 = F(x) = G(x) dla kazdego xe R.
Dowéd wynika z komentarza do testu 8 i wlasnosci 1.

WLASNOSC 3. 42 > A%, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
F = Gpw.F.

Dowéd. W nieréwnosci |(flg)lr < lIfllr- llglle przyjmujemy f=1, g =
= (F—G) i stad otrzymujemy:
4,(F, G) < || (F~G)dF | < IF=Glly = 43(F, G).
ZaloZenie:

A(F, G) = |{ (F-G)dF| = IF=Gllz = 44(F, G)

implikuje, ze (F—G) jest liniowo zalezne od 1, a wigo F = G p.w. F. Implikacja:
przeciwna jest oczywista.
Mozemy juz sformutowaé

TWIERDZENIE 1. Rozkiad prawdopodobieristwa p = (py,p,, ps) € H na s-ran-
gach Ay, A,, A; jest funkcjq liniowq parametréw A3(F, G), A3(F, G) i wyraza sie
wzorami:

©) Py =3+243,  p, = 342(43-243), p; = i-4(43-43).
Ponadto dla dowolnych F, G € &F zachodzq zwiqzki:
P3<%, DP2:P3 < Py, p3=—;—=>p1=p2=%.

Dowéd. Przy pomocy elementarnych, choé uciazliwych rachunkéw otrzy-
mujemy

PX, <Y, <X,<Y,)= ? Sm T dF(x,)dG(y,) dF(x)dG(p,) =

= 1({Fac)’ - {F2a6+4 | F2dG2.
P(Y, < X, < Y, < X,) uzyskujemy przez symetrie i wyliczamy
p3 = 4P(X1 < Y]_ <X2 < Y2)+4P(Y1 <X1 < Y2 < Xz);
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postaé p, wynika z komentarza do testu 8 i wiasnosci 1 parametréw. Druga czgse
twierdzenia wynika natychmiast z wlasnosci 3 parametrow.

Przyjrzyjmy si¢ interpretacji geometrycznej tego, co dotychczas zostalo powie-
dziane. W tym celu wyposazymy sympleks &’ w lokalny ukfad wspétrzednych
(42, 42). Dowolna hipotezg prosta P mozemy teraz traktowaé jako parg (43, 43).
Rysunek 1 ilustruje jak odczytywaé wspoirzedne punktéw w nowym ukladzie wspol-
rzednych. Pokazane s3 na nim takze réwnania niektdrych prostych, ktore latwo
uzyskaé ze wzoréw (6).

00,nH 0,1,0)
Rys. 1

WNIOSEK 1. Obraz H rodziny F2QF? jest zawarty w zbiorze:
{(424%): 0 < 43 < 43 v 4} = 0}.
Obrazami hipotez Hy, H,, H, sq podzbiory H, takie Ze:

H, = {(414%): 43 = 0},

H, = {(4314%): 43 # 0},

H, = {(434%): 4} # 0}. .
D ow 6d. Dowodu wymaga tylko ostatnia réwnosc.
(F,G) ¢ Hy <> PX > Y) > AaP(X < V) >4 «(GdF> 1A (FiG> L =

< ((G-FdF> 0A[(F-G)aF> 0 = 43 = 0.
Komentarz. Dla obrazu H, mozZna podaé tylko nastgpujace ograniczenie:
(F,G)eHy;UHy = F2GVG>F =
2 2 .
= {{(F-c)aF) > ({(F-GyaF) = 43 > (437
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Dla dalszych rozwazan wazny bedzie jedynie fakt, ze istnieje (F, G) € H; taka, ze
(F, G) e {(434%): 0 < 47 < 343},

PRZYKLAD.
1 dlad<gx<1,
S (x) = : w : dku:
przeciwnym przypadku;
dlad<x<12Ilub 1< x<3/2,
w przeciwnym przypadku.

gx) = {(l)

Oczywidcie F > G, natomiast 1/64 = 43 < 343 = 1/48.

3. Obciaienie testéw s-rangowych. Dalsze wnioski dotyczyé beda testéw s-
rangowych okreslonych na strukturze (2). Przyjmuja one postaé

y, JjeSli xed,,
. p(x) =172 JeSli xed,,

ys JjeSli  xeds, x=(x1%9:)2)-
Dla testéw z rodziny (7) bgdziemy stosowaé oznaczenie y = (y;, ¥2,y3). Ich
moc oznaczymy przez f,, a poziom istotnosci przez «. Okreslimy teraz mniejszy
zbi6r testéw warunkiem:

v, jeSli  xed,,

r) ‘{ jesli x4, & *=1/5

®

1 jeSli xed,,
y(x) =172 JjeSli xed,, dla a>1/3;
ys jeSli  xeAd;,
i przez @, oznaczymy rodzing testéw na poziomie « spetniajaca warunek (8).
WnIosEK 2. Dla dowolnego « rodzina @, jest minimalng klasq istotnie zupelng
dla testowania H, przeciwko H,, H,, H;.

Dowéd. Niech a < 1/3. Rozwazmy test y = (y,,0,0) € D, i dowolny test
»* na poziomie o, Z twierdzenia 1 mamy:

B = ViDL +ViP2+Vips < yipy = B,

dla dowolnej hipotezy p.

Niech « > 1/3. Dla dowolnego p* na poziomie « budujemy test y = (1, y,, y3) €
€ P, przyjmujac:
* Y3 )’3

E A AR 7

Wobec twierdzenia 1 8,. < B, wiec @D, jest klasa zupelng. Jest ona réwnieZ mini-
malng klasa istotnie zupelnga. Wystarczy rozwazyé przypadek « > 1/3. Teza wynika
z liniowosci funkcji mocy i z faktu, Ze moc wszystkich testéw z rodziny @, na hipo-
tezach spetniajacych warunek p, = p; nie zalezy od y, i 5.

Asymetria obszaru H wzgledem zbioru hipotez, dla ktorych p, = p; nasuwa

y2=y3—(1-
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przypuszczenie, Ze pewne testy sa obciazone na obszarze {(4342): 0 < 42 < 243}
Moéwi o tym ‘

WnI0SEK 3. Dla dowolnego o test y € Dy, jest nieobciqzony przeciwko H, (a dla
0 < o < 1 $cisle nieobcigzony przeciwko H,) wtedy i tylko wtedy, gdy y5 < a. Jest
on réwniez Scisle nieobciqiony przeciwko H, wtedy i tylko wtedy, gdy y; < o.

D o w 6 d. Wystarczy rozwazy¢ testy nieobcigzone przeciwko H,. Przyjmijmy,
ze 1/3 < a < 1, w przeciwnym przypadku y, = y; = 0 lub 1 i kazdy test jest nie-
obciazony. Z twierdzenia 1 i z faktu, ze 3¢ = 14+y,4y; mamy:

v B,—o = (1+y,—2y3)A43-2(y, —y3) 43
dla dowolnego y € D,. Teraz
(<) Zalozenie y; < a zapiszemy w postaci (1+y,—2y;) > 0. Teza wynika
z faktow, ze A2 > A2, poza Hy i 1+y,—2y; > 2(y2—ya).
(=) Przypusémy, 2e y; > oa. Dla dowodu wystarczy przyja¢ 4% = 0. Pozostale
fakty sa oczywiste jesli pamigtamy o wniosku 1 i o tym, ze 42 > 4% poza H,.
Mozemy juz scharakteryzowac testy omowione we wstepie.

Tablica 1
N i \‘ 2 3 4 5 6 | 7
A, 4 | 265 | 219 18 1 4 2
A, - 0 0 0 10 1/2 0 3
As | 2 l 146 | 1.17 12 12 2 | 4

Tablica 1 podaje wartosci statystyk na s-rangach. Testy 1, 2, 3, 4, 6 przyjmuja

postac

(7,,0,0) dla «a<1/3,

y=1(1,0,y;) dla 1/3<a<2/3,

(1,7,,1) dla 23«
i s obciazone dla « > 1/2. Latwo sprawdzamy, ze testy 5, 7 sa nieobcigZone przy
proébie czteroelementowej, a wigc ich nieobcigzonoéé pozostaje zagadnieniem otwar-
tym.
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