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Obciążenie pewnych testów dla problemu dwóch prób 
(Praca przyjęta do druku 16.11.1978) 

1. Wstęp. Niech X1 , • •• , Xn i Y1 , ••• , Y m będą dwoma piezależnymi próbami 
prostymi z populacji o rozkładach dominowanych przez miarę Lebesgue'a i dystry-. 
buantach odpowiednio Fi G. W praktyce statystycznej często spotykamy się z prob-
lemem testowania hipotezy: 

H 0 = {(F, G): F = G} 

przeciwko alternatywom 

H 1 = {(F, G): F #: G}, 

H 2 = { ( F, G): P( X, > Y1) < i v P( Y1 > X,) < ~ dla i = 1, „. , n, j = 1 , ... , m}, 

H 3 = {(F, G): (F ~ GvG ~ F) AF#: G}, 

gdzie zwrot F ~ G oznacza, że dla dowolnego x E f!,ł, F(x) ~ G(x). Oczywiście 
H 3 c H 2 c: H 1 • 

Liczne testy proponowane przeciwko tym alternatywom są na ogół prostym 
uogólnieniem odpowiednich testów „jednostronnych". W odróżnieniu jednak od 
tych ostatnich teoria ich jest bardzo słabo zaawansowana. Poza jednym wyjątkiem 
nie wiadomo nawet, czy są nieobciążone [3]. A oto najczęściej spotykane testy. 

Pierwszą grupę st~nowią tzw. testy sumy rang z obszarami krytycznymi postaci: 

m n / L h(t1)- L h(r,) I> c, 
j=l i= 1 

gdzie r 1 i ti są odpowiednio rangami elementów pierwszej i drugiej próby (zakłada 
się na ogół n= m), c jest stałą a h - pewną funkcją. W zależności od doboru h 
otrzymujemy różne testy. 

1. Test Wilcoxona otrzymujemy przyjmując h(ri) = ri i h(ti) = ti. 
2. Test Fishera-Yatesa otrzymujemy dla h(ri) = E(V<'1>) i h(ti) = E(V<tJ>), 

gdzie V< 1> < ... < vcn+m> jest uporządkowaną próbą ze standaryzowanego rozkładu 
normalnego. 

[107] 
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3. Test van der Waerdena otrzymujemy przy h(ri) = "P- 1 (-!!_____
1 

) i h(ti) = 
n+m+ 

= "P- 1 ( ti 1 ··) , gdzie 1P- 1 jest odwróceniem dystrybuanty standaryzowanego 
n+m+ 

rozkładu normalnego. 
Wymieńmy jeszcze: 
4. Test Cramera-von Missesa z obszarem krytycznym 

5. Test Kołmogorowa-Smirnowa odrzucający H0 , gdy 

sup1Scx1 .•. xn>(z)-S<y1„.ym>(z)I > c, 
z 

gdzie Scx1„·Xn)(z) i s(fr„ym)(z) są dystrybuantami empirycznymi odpowiednio pierw-
• szej i drugiej próby. 

6. Test Haga z obszarem krytycznym 

IA+B-A'-B'I > c, 
gdzie A i B' oznaczają liczbę obserwacji z pierwszej próby odpowiednio: większych 
od max Yi i mniejszych od minYi. Natomiast A', B- liczbę obserwacji z drugiej 

j j 

próby odpowiednio: większych od max Xi i mniejszych od min Xi. 
i i 

7. Test serii Wa/da-Wolfowitza odrzucający H0 , gdy liczba serii X-ów i Y-ków 
zaobserwowanych w łącznej uporządkowanej próbie jest zbyt mała. 

8. Test Lehmanna, który skomentujemy nieco obszerniej, był on bowiem z góry 
budowany jako nieobciążony. 

Niech próba X 1 X2 ma dystrybuantę F, a Y1 Y2 - G. Wtedy: 

P(A) = P{max(X1 X2 ) < min(Y1 Y2)vmax(Y1 Y2 ) < min(X1 X2)} = ł+2A, 

gdzie L1 = ~ (F-G)2dj(F+G). 
Można pokazać, że L1 = O wtedy i tylko wtedy, gdy F = G. Niech teraz X„X;, 

Yh Yi (i= 1, „., n) będą dwoma próbami prostymi. Połóżmy Vi = 1 jeśli zaszło 
zdarzenie A i Vi = O w przeciwnym przypadku. Statystyka :L Vi ma rozkład dwu-
mianowy o parametrach ( P(A), n). Problem sprowadza się więc do testowania 

H~: P(A) =i 
przeciwko alternatywie 

H~: P(A) > j. 
Nieobciążoność testu jest oczywista (opis za [3], str. 324). Obszerne .omówienie po-
wyższych testów można znaleźć w monografii [2]. 
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Celem pracy jest zbadanie obciążenia wymienionych testów. W artykule scha-
rakteryzujemy rodzinę wszystkich testów w szczególnym przypadku dwóch prób 
dwuelementowych, co w konsekwencji pozwoli wykazać obciążenie testów l, 2, 3, 
4, 6, pozostawiając jednak bez odpowiedzi pytanie o nieobciążoności testów 5 i 7. 

2. Rozkład s-rang w próbie czteroelementowej. Zauważmy przede wszystkim, że 
wszystkie omówione testy są testami rangowymi. Fakt ten można tłumaczyć na różne 
sposoby. Po pierwsze, jak już było powiedziane, powstały one na ogół przez uogól-
nienie swoich „jednostronnych'' wersji. Jednak jeśli w przypadku „jednostronnym" 
wybór testów rangowych narzucała zasada niezmienniczości [3], to w naszym przy-
padku nie ma ona żadnego uzasadnienia. Po drugie, ogólne alternatywy, o których 
tu mowa, interesują zazwyczaj praktyka w sytuacjach, w których nie dysponuje on 
dostatecznie „porządnymi" narzędziami pomiarowymi i z konieczności musi opie-
rać się na uporządkowaniach wyników obserwacji. W dalszym ciągu rozpatrywać 
będziemy tylko testy rangowe. Zauważmy także, że wszystkie omówione testy są 
niezmiennicze ze względu na zmianę numeracji prób. Założenie takie wydaje się 

dość rozsądne i przyjmiemy je w tej pracy. Mówiąc dokładniej, rozpatrywać będziemy 
strukturę statystyczną [I] postaci: 

(l) 

gdzie Bł oznacza prostą rzeczywistą, f!J - cr-ciało zbiorów mierzalnych w sensie 
Lebesgue'a, !F - rodzinę wszystkich dystrybuant rozkładów dominowanych przez 
miarę Lebesgue'a nad (Bl, PJ), natomiast 

Elementy !F2 ® F 2 będziemy także, bez obawy o nieporozumienie, identyfikować 
z parami postaci (F, G) E !F x :F. 

Postulat ograniczenia się do testów rangowych pozwala zamiast ( Bł2 x eł2 , f!J 2 ® 
®f!42 ) rozważać przestrzeń (Bł2 x Bł2 , PJ~), gdzie PJ~ jest cr-ciałem generowanym 
przez wektor rang. (Ściśle mówiąc f!J~ nie jest cr-ciałem podzbiorów fJł2 x &ł2 lecz 
a-ciałem podzbiorów przestrzeni powstałej z fJł2 x 922 przez usunięcie punktów ma-
jących przynajmniej dwie współrzędne równe. Założenie o absolutnej ciągłości 
dystrybuant z rodziny F pozwala jednak zaniedbać ten kłopot i stosować dotych-
czasowe proste oznaczenia.) Spostrzeżenie, że wektor rang uporządkowanych, po-
wiedzmy, pierwszej próby, jest statystyką dostateczną dla rodziny rozkładów indu-
kowanych na !!ł~ przez !F2 ®!F2 pozwala ograniczyć się do przestrzeni (fJł2 x 
x &l2

, !!łR), gdzie f!JR jest generowane przez wektor rang uporządkowanych pierw-
szej próby. 

Postulat symetrii ze względu na numer próby prowadzi ostatecznie do określe­
nia struktury: 

(2) 
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gdzie flsR jest generowane przez trzy atomy postaci: 

A1 = {(x1.X2YtY2): X< X< Y < YvY < Y <X< X}, 

(3) A 2 = {(x1x2Y1Y2): X< Y < Y < XvY <X< X< Y}, 

A3 = {(x1X2Y1Y2): X< Y <X< Yv Y <X< Y <X} 

zwane dalej symetryzowanymi rangami (krótko s-rangami). 
Wyjściowa przestrzeń hipotez prostych !!F2 x !!F2 indukuje na flsR nową prze-

strzeń hipotez prostych H c :tt', gdzie~ jest zbiorem wszystkich rozkładów roz-
piętych na trzech atomach. Wygodnie nam będzie utożsamić .1't7 z sympleksem 
rozpiętym na wersorach osi współrzędnych przestrzeni trójwymiarowej. Hipotezy 
proste [P(A 1), P(A 2 ), P(A 3 )] e H będziemy oznaczać przez p = (pi,p2 ,p3 ). Obra-
zem H 0 w J1t' będzie punkt (ł, ł, i). W dalszym ciągu będziemy badać obrazy 
hipotez złożonych H 1 , H 2 , H 3 , dla których pozostawimy dotychczasowe ozna-
czenia, oraz obraz !F2 ®!F2 oznaczony przez H. W tym celu musimy wprowadzić 
(wzorując się na konstrukcji testu Lehmanna) pewne parametry struktury (1). 

Niech więc {L2(~, Pl, F) }FeF oznacza rodzinę przestrzeni funkcji całkowalnych 
z kwadratem nad przestrzenią (g,f, go, F). Dla każdego FE !!F przestrzeń L2(~, Pl, F) 
wyposażona jest w iloczyn skalamy 

i normę: 

W przestrzeni: 

(4) 

(fjg)F = ~fgdF 

(r 2 )112 llfllF = Jf dF . 

n (FE !!F) {L2(~, go, F)}peF 

mamy więc rodzinę {li· llF }Fe.F norm lokalnych (zależnych od F) [4]. Oprócz metryk 
generowanych przez normy określimy pomocnicze pseudometryki 

r!F(f, g) = ~ (/-g)dF 

spełniające oczywiste warunki: 

.(i) f!F(/,j) = 0, 

(ii) f!F(f, g) = -eF(g,j), 

(iii) f!F(f, g) ~ (!p(/, h)+(!F(h, g). 

Będziemy traktować fF jako podzbiór przestrzeni (4). Wprowadźmy teraz para-
metry struktury (1) wzorami: 

(5) 
Ll~(F, G) = llF-Glli = ~ (F-G) 2dF, 

Llf(F, G) = f!F(F-G) =u (F-G)dF)2. 

Jeśli nie będzie to powodować nieporozumień będziemy pisać krótko LIL Lli. Od-
notujmy własności parametrów. 
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WŁASNOŚĆ I. Dla dowolnych F, G E F i dowolnej A. E PJl 

L1HF, G) = llF-GllfF+C1-J.>G' 
L1f(F, G) = ef F+<1-i.>G(F, G). 

Do wód. Dla dowolnego k = I, 2, ... mamy: 

\ (F-G)kd(F-G) = l (F-G)k(F-G)'dx = (F-G)k+l 1
00 

=O; J J k+ I -oo 
stąd: 

~ (F-G)kdF = ~ (F-G)kdG = ~ (F-G)kd(A.F+(I -A.)G). 

WŁASNOŚĆ 2. Dla dowolnych F, G E § 

L1HF, G) = O => F(x) = G(x) dla każdego x e PJl. 
D o w ó d wynika z komentarza do testu 8 i własności I. 

111 

WLASNOŚĆ 3. L1~ ~ L1i, przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 
F= Gp.w. F. 

Do wód. W nierówności l(flg)IF ~ llfllF · llgllG przyjmujemy f = I, g = 
= (F- G) i stąd otrzymujemy: 

L11(F, G) ~ I~ (F-G)dFI ~ llF-GllF = L12(F, G). 
Założenie: 

L11 (F, G) = I~ (F-G)dFI = llF-GllF = L12(F, G) 

implikuje, że (F-G) jest liniowo zależne od I, a więo F = G p.w. F. Implikacja. 
przeciwna jest oczywista. 

Możemy już sformułować 

TWIERDZENIE I. Rozkład prawdopodobieństwa p = (p1 , p2, p3 ) E H na s-ran-
gach A 1 , A2, A 3 jest funkcją liniową parametrów L1i(F, G), L1HF, G) i wyraża się · 
wzorami: 
(6) P1 = j+2Ll~, P2 = ł+2(L1~-2Lłi), p 3 = ł-4(Ll~-L1i). 

Ponadto dla dowolnych F, GE F zachodzą związki: 

P ~ 1 p p ~ p p - 1 => p - p - 1 3~3, 2, 3~ 1, 3-3 1- 2-3· 

D o w ó d. Przy pomocy elementarnych, choć uciążliwych rachunków otrzy-
mujemy 

OO Y2 X2 Y1 

P(X1 < Y1 < X2 < Y2) = ~ ~ ~ ~ dF(x1)dG(y1)dF(x2)dG(y2) = 
-oo 

= i(~FdG)2-~F2dG+ł~F2dG2 _ 
P(Y1 < X 1 < Y2 < X2 ) uzyskujemy przez symetrię i wyliczamy 

p3 = 4P(X1 < Y1 < X2 < Y2 )+4P(Y1 <Xi < Y2 < X2); 
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postać p 1 wynika z komentarza do testu 8 i własności I parametrów. Druga część 
twierdzenia wynika natychmiast z własności 3 parametrów; 

Przyjrzyjmy się interpretacji geometrycznej tego, co dotychczas zostało powie-
dziane. W tym celu wyposażymy sympleks ;'I' w lokalny układ współrzędnych 
(Ltf, LID. Dowolną hipotezę prostą P możemy teraz traktować jako parę (LIL L'.1~). 
Rysunek 1 ilustruje jak odczytywać współrzędne punktów w nowym układzie współ­
rzędnych. Pokazane są na nim także równania niektórych prostych, które łatwo 
uzyskać ze wzorów (6). 

(0,0,l) (0,1,0) 

Rys. 1 

WNIOSEK I. Obraz H rodziny !F2 ®!F2 jest zawarty w zbiorze: 

{(.dfL'.1~): O~ L1f < L'.1~ V L'.1~ = O}. 

Obrazami hipotez H0 , H1 , H2 są podzbiory H, takie że: 

Ho = {(L1!L1D: L1i = O}, 

Hi = { ( L1 I L1 ~) : L1 ~ f.:. o} ' 

H2 = {(L1f L1~): .df f.:. O}. _ 

D o w ó d. Dowodu wymaga tylko ostatnia równość. 

(F, G) <t H 2 ~ P(X > Y) ~ ł I\ P(X < Y) ~ i ~ ~ GdF ~ j I\ ~ FdG ~ ł ~ 

~ ~ (G-F)dF ~O I\~ (F-G)dF ~O ~Lir= O. 

Komentarz. Dla obrazu H3 można podać tylko następujące ograniczenie: 

(F, G) eH3 uH0 => F~ GvG ~ F => 
=>n (F-G)dF)2 ~ (~ (F-G) 2dF)2 => Lir ~ (L1D2

• 
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Dla dalszych rozważań ważny będzie jedynie fakt, że istnieje (F, G) E H 3 taka, że 
(F, G) E {(L1iL1~): o < L1i < łL1D. 

PR.zYKLAD. 

f(x) = { ~ 

g(x) = {~ 

dla 0 ~X~ 1, 
w przeciwnym przypadku; 

dla O~ x ~ 1/2 lub 1 ~ x ~ 3/2, 
w przeciwnym przypadku. 

Oczywiście F ~ G, natomiast 1/64 = L1i < -łL1~ = 1/48. 

3. Obciążenie testów s-rangowych. Dalsze wnioski dotyczyć będą testów s-
rangowych określonych na strukturze (2). Przyjmują one postać 

(7) „ y(x) = „: jeśli x e A2, { 

y jeśli x E A1 , 

y 3 jeśli xeA3, x=(X1X2Y1f2). 

Dla testów z rodziny (7) będziemy stosować oznaczenie y = (y1 , y2 , y3}. Ich 
moc oznaczymy przez {J„, a poziom istotności przez cX. Określimy teraz mniejszy 
zbiór testów warunkiem: 

r· jeśli XEA1, 
r:J. = 1/3; y(x) = O 

jeśli X .<t Ai' 
dla 

(8) 

y(x) = { ~2 
jeśli XE A1' 
jeśli X EA2, dla et ~ 1 /3; 

/'3 jeśli X EA3, 

i przez <l>a oznaczymy rodzinę testów na poziomie cX spełniającą warunek (8). 
WNIOSEK 2. Dla dowolnego oc rodzina <l>a jest minimalną klasą istotnie zupełną 

dla testowania H 0 przeciwko H 1 , H 2 , H 3 • 

Do wód. Niech oc ~ 1/3. Rozważmy test y = (y1 , O, O) e <l>a i dowolny test 
y* na poziomie oc, Z twierdzenia l mamy: 

fJ„. = YiP1 +riP2 + yjp3 ~ Y1P1 = Pr 
dla dowolnej hipotezy p. 

Niech oc > 1/3. Dla dowolnego y* na poziomie ex budujemy testy = (1, y2 , y3) e 
E <Pa przyjmując: 

ri yj 
Y2=ri-(l-yi) * * y3=y*3-(l-yi) * * · Y2 +y3 ' Y2+Y3 

Wobec twierdzenia 1 {J„. ~ {J„, więc <Pa jest klasą zupełną. Jest ona również mini-
malną klasą istotnie zupełną. Wystarczy rozważyć przypadek oc > 1/3. Teza wynika 
z liniowości funkcji mocy i z faktu, że moc wszystkich testów z rodziny <Pa. na hipo-
tezach spełniających warunekp2 = p 3 nie zależy od y2 i y 3 • 

Asymetria obszaru H względem zbioru hipotez, dla których p 2 = p 3 nasuwa 



114 P. Hel lmann 

przypuszczenie, że pewne testy są obciążone na obszarze {(Lli.dD: O~ Lli < łLID. 
Mówi o tym 

WNIOSEK 3. Dla dowolnego ix test y E <Pa jest nieobciążony przeciwko H 1 (a dla 
O < ix < I ściśle nieobciążony przeciwko H 2 ) wtedy i tylko wtedy, gdy y3 ~ ex. Jest 
on również ściśle nieobciążony przeciwko H 1 wtedy i tylko wtedy, gdy y3 < ex. 

D o w ó d. Wystarczy rozważyć testy nieobciążone przeciwko H 1 • Przyjmijmy, 
że I /3 < ex < I, w przeciwnym przypadku y2 = y 3 = O lub I i każdy test jest nie-
obciążony. Z twierdzenia I i z faktu, że 3cx = I + y 2 + y3 mamy: 

/3y-ct. = (I +y2-2y3)Ll~-2(y2-y3).di 
dla dowolnego y E <Pa. Teraz 

(<=)Założenie y3 ~ex zapiszemy w postaci (l+y2 -2y3) ~O. Teza wynika 
z faktów, że LI~ > LII, poza Ho i I +r2-2y3 ~ 2(r2-y3 ). 

( =>) Przypuśćmy, że y 3 > ex. Dla dowodu wystarczy przyjąć LI i = O. Pozostałe 
fakty są oczywiste jeśli pamiętamy o wniosku I i o tym, że LI~ > .di poza H 0 • 

Możemy już scharakteryzować testy omówione we wstępie. 

Tablica 1 

~I 2 3 4 5 6 7 a 

Ai 4 2.65 2.19 18 4 2 
- --- - - ---- ---- ---

A2 o o o 10 1/2 o 3 
----- ---·-- ·-·-· 

A3 2 1.46 1.17 12 1/2 2 4 

Tablica I podaje wartości statystyk na s-rangach. Testy I, 2, 3, 4, 6 przyjmują 
postać 

{ 

(yu O, O) dla 
y = (I, O, y 3 ) dla 

(I , y 2 , I) dla 

C( ~ 1/3, 
1 /3 ~ a~ 2/3, 
2/3 ~a 

i są obciążone dla ex > I /2. Łatwo sprawdzamy, że testy 5, 7 są nieobciążone przy 
próbie czteroelementowej, a więc ich nieobciążoność pozostaje zagadnieniem otwar-
tym. 
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