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Streszczenie. W programowaniu liniowym znana jest powszechnie metoda SUB (jest to skrot
nazwy angielskiej: The Simple Upper Bound Method). Jest ona modyfikacja sympleksowej metody
znajdujaca minimum liniowej funkcji celu w pewnym zbiorze dopuszczalnym, przy czym na zmienne
x nalozone sa dodatkowe warunki postaci f < x < .

W niniejszej pracy zaprezentowana jest metoda, ktéra rozwiazuje zadanie minimalizacji kwa-
dratowej, wypuklej funkcji celu w zbiorze dopuszczalnym okre$lonym przez warunki postaci B <
< x < ao. Jest ona modyfikacjg algorytmu Lemkego [3] dla zadaf programowania kwadratowego.
Wobec specyficznej postaci warunkow definiujacych zbidor dopuszczalny metoda ta jest, w pewnym
sensie, odpowiednikiem metody SUB dla programowania liniowego. Dlatego przedstawiony algo-

rytm bedziemy nazywali algorytmem SUBQ (The Simple Upper Bound Algorithm for Quadratic
Programming).

W § 2 pracy podany jest opis metody oparty glownie na jej interpretacji geometrycznej.
W § 3 przedstawiony jest algorytm. § 4 zawiera dowod zbieznoSci metody.

1. Wstep. W praktyce czgsto natrafiamy na zadania programowania kwadrato-
wego o nastgpujacej postaci:

(.D) min {f(x) = d"x+ixTDx: f < x < o},
gdzie x € E", d, §, « € E", D jest macierza symetryczna,- nieujemnie okreslona.

Nie zmniejszajac ogdlnosci zakladamy, ze g < a().

Warunki f# € x < «, okreslajace zbiér dopuszczalny, mozna oczywiscie spro-
wadzi¢ do postaci standardowej i zadanie (1.1) rozwiazywa¢ jedna ze znanych metod
programowania kwadratowego, jak np. Beale’a, Lemkego, Wolfe’a itp. Postgpo-
wanie takie nie uwzglednia jednak specyficznego typu ograniczen.

W niniejszej pracy przedstawiony jest algorytm, ktory wykorzystuje szczegolng
postaé¢ warunkow okreslajacych zbior dopuszezalny dla zadania (1.1). Nazywaé go
bedziemy, z przyczyn podanych w streszczeniu, algorytmem SUBQ.

Punkt x* jest punktem optymalnym dla zadania (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja wspdlczynniki Lagrange’a

2k
2k 2[17; , M>0eE", 2<0ekE",
&,
(*) Dia wektorow a,be E" okreslone sa relacie: a< b=ai< by, i=1,..,n,a<b=
Ea<b,i=1,..n
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spetniajace warunki Kuhna-Tuckera:

P22k =0; <A< o
(42 {azT(.xk—ﬂ) = 0; BT(xk—a) = O;
gdzie 2% £ Vf(x)lxoxr = d+Dx"

Idea metody SUBQ polega na wyznaczeniu skoriczonego ciagu {(x%, z¥, A¥)}
takiego, aby przy spetnionym zawsze warunku f < x* < «, pozostale warunki
Kuhna-Tuckera byly ,,coraz mniej naruszane”.

Algorytm SUBQ adaptuje w tym celu pomyst Lemkego [3], na ktérym oparta
jest metoda rozwiazujaca zadanie programowsfnia kwadratowego postaci

(1.3) min {f(x) = d"x+3xTDx: x > 0},

gdzie x, d € E", D jest macierza symetryczna, nieujemnie okreslong.

Zalozenie o istnieniu skoficzonego optimum funkcji celu, tak istotne dla zbiez-
nodci .algorytmu Lemkego, jest tutaj automatycznie spetnione, poniewaz zbiér do-
puszczalny & £ {x € E*: B < x < «} jest zwarty a funkcja celu jest ciagla.

W opracowaniu tym bedziemy odwolywaé si¢ do pracy [2], w ktdrej przedsta-
wiony jest opis oraz interpretacja analityczna i geometryczna metody Lemkego.

2. Opis metody. Rozwazmy zbidér {x€ E": afx < b;,i=1,...,m}. Jesli x*
jest jego elementem, to warunek af x < b; nazywamy istotnym w punkcie x* wtedy
i tylko wtedy, gdy afx* = b;. Uklad warunkéw afx < b;, ..., ajx < b;, nazy-

wamy ukladem liniowo niezaleznym wtedy i tylko wtedy gdy {aj, ..., a;} jest
liniowo niezaleznym zbiorem wektoréw. Punkt dopuszczalny x* € {x € Eg: af x <
< b;, i =1, ..., m} jest ekstremalny wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada mu uktad
przynajmniej n warunkow istotnych, wsrod ktdérych jest dokladnie » warunkow
liniowo niezaleznych. Wektory @; odpowiadajace tym warunkom tworza wigc bazg
przestrzeni E". Zatem, z kazdym punktem ekstremalnym x zwigzana jest macierz
bazowa (bedziemy ja tez nazywaé ,,baza’) P = (py, ..., pn), ktérej kolumny p; =
~=a;, (i =1, ..., n) odpowiadaja ukladowi n liniowo niezaleznych warunkéw istot-
nych w punkcie x.

W programowaniu kwadratowym punkt optymalny nie musi byé ekstremalny.
Aby jednak i tu operowaé pojeciem bazy zwigzanej z punktem dopuszczalnym x,
wprowadza sie odpowiednig liczb¢ pomocniczych warunkéw, ktére w punkcie x
sa istotne. Wraz z pozostalymi warunkami istotnymi w x tworza one uktad przynaj-
mniej n warunkoéw istotnych w tym punkcie, przy czym dokladnie n z nich jest
liniowo niezaleznych.

Opiszemy teraz k-tg iteracj¢ metody SUBQ.

Przyjmijmy za punkt startowy algorytmu punkt x° = f. Baza startowa jest
P° = [. Niech punktowi x* odpowiada baza P* o kolumnach p!(i=1,...,n)
oraz baza odwrotna (odwrotnosé bazy P¥):

Pk -1 _ %’;T
( ) - :kT ’

Ty
gdzie #}T jest i-tym wierszem (P¥)~1.
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Dla punktu x* okreslmy podzbiory Rf = Ry(x*) oraz Rk = R,(x¥) zbioru {1, ...
..., n} takie, ze '

RE L die{l,...,n}: @jie {l,...,n})pF = e;, Aefix* = ;]
R§ Llie{l,...,n}: @jie {l,....,n}pk = ej nefx* = %}
Whprost z okreslenia tych zbioréw widaé, ze
RENRE =4

Niech R¥ = R(x*) £ RuU R%. Bedziemy nazywaé¢ kolumne p} kolumng ograniczong
dolng (gornq) w punkc1e x* wtedy i tylko wtedy, gdy i € R (i € RY).

Kolumna p¥* bedzie nazywana kolumng ograniczonq w punkcie x* wtedy i tylko
wtedy, gdy bedzie kolumna ograniczong dolng lub gérna w punkcie x*. Pozostale
kolumny bazy P* nazywane beda kolumnami wolnymi w punkcie x*.

Podobnie jak w algorytmie Lemkego [2], kazdej iteracji odpowiada zmiana
bazy P*. Usuwamy.z ni¢j kolumng¢ p¥ a w zamian wprowadzamy kolumn¢ pf*!.
Indeks r wyznaczamy liczac sktadowe w¥ wektora w*, ktére sa pochodnymi kierun-
kowymi funkcji celu w punkcie x* w kierunkach z¥:

wh L f(x% af) = [V |xmxr - 7f = 2T
Stad w* = (P*¥)~1zk

Jesli istnieje r takie, ze w¥ # 0, to funkcja celu maleje, gdy z punktu dopusz-
czalnego x* przesuwamy si¢ do nowego punktu dopuszczalnego x**! wzdluz
prostej x*—0z*, przy czym 6 < 0, gdy wk < 0, lub 0 > 0, gdy w¥ > 0. Kazdemu
punktowi prostej x*—6a* odpowiada pewna warto$¢ wk = wk(6) = nFTZ*(0),
gdzie z*(0) = d+ D(x*-6nF).

Nowe x**! = x*—6*n* jest punktem, w ktérym w* jako funkcja 0 staje si¢ zerem
(tj. osiagane zostaje minimum bezwarunkowe funkcji celu na prostej x*—0z}) lub
w ktérym osiggany jest brzeg obszaru dopuszczalnego (tj. osiagane zostaje minimum
warunkowe funkcji celu na prostej x* —6z%).

W algorytmie SUBQ warunkami pomocniczymi sg zatem warunki postaci
wr < 0 lub w* > 0, ktére uniemozliwiaja dotarcie wzdtuz prostej x* —0z* do punktu,
w ktérym funkCJa celu zaczyna rosnaé.

Jesli oznaczyniy ¢* &£ Drk, to wk = wk() = a¥Td+g*T (x*—0On¥). Stad warunek
pomocniczy w¥ < 0 (wk > 0) jest istotny w punkcie x**! wtedy i tylko wtedy, gdy

.1 T+ = —nde.
Ponadto w nowym punkcie x**! zachodzi:
(2.2) PETxkH1 = pkT(xk_Qkpk) — —OkpkTak = pFTxk—6k,

Jesli 6% 7!: 0 to warunek odpowiadajacy kolumnie p¥ nie jest istotny w punkcie
xk+1

W punkcie x**1 zmieniamy baze P*. Usuwamy z niej kolumng p% (wobec (2.2))
a w zamian wprowadzamy p¥+1, Kolumna p¥+! jest kolumna wolng g%, gdy w punk-
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cie x*+1 istotny jest warunek pomocniczy (tj. zachodzi zalezno$¢ (2.1)), lub kolum-
na ograniczona (dolna lub gérna) ¢;, gdy w punkcie x¥*1 istotny jest ktérys z warun-
kéw. wyjsciowych taki, ze efx**! = B, lub ef x**! = «, oraz e, ¢ P*.

Wprowadzenie do bazy kolumny wolnej g* odpowiada przypadkowi, gdy mi-
nimum bezwarunkowe funkcji celu na prostej x*—0x¥ jest przyjmowane wewnatrz
zbioru dopuszczalnego . Natomiast wprowadzenie do bazy kolumny ograniczonej
e, odpowiada przypadkowi, gdy minimum bezwarunkowe funkcji celu na prostej
x*—0On* jest przyjmowane na brzegu lub poza zbiorem %.

Wyznaczmy teraz warto$¢ 0f parametru 0, dla ktérej funkcja celu przyjmuje
minimum bezwarunkowe na prostej x*—0n¥, oraz wartos¢ 6* parametru 0, dla ktérej
funkcja celu osiaga minimum warunkowe na prostej x*—6a% w zbiorze dopusz-
czalnym Z.

Podobnie jak w punkcie 3 pracy [2], wprowadZmy

O) & S =0 = J0) = 307 7
Mamy
p(0) = f(x*) oraz ¢'(6) = —wi+0g"Tn;.
k

0% jest zatem rozwigzaniem réwnania @'(6) =0, czyli 6f = 7,::-;17 #0, gdy
q* # 0 (z zatozenia w} # 0). Przypadek g* = 0 rozpatrzymy pézniej.

Niech t# oznacza najwigkszy (w sensie supremum) mnoznik rzeczywisty, dla kté-
rego B < x*—1k0ka* < «. Latwo zauwazy(, ze

min {t§%, t&*}, gdy 3j 0knat; > 0A3) Okak; <O,

2.3) o 't’gﬁ, gdy 3j 0kl > 0A3) 0kt >0,
) 0 tha gdy 3j0kn¥; <0A3jOkal; <0,
+00, gdy 0Oknk =0,

gdzie

k k k k
24 o _ X =B X =B }
@9 A T

& ok k_ ok
2.5 = 2Lt = min {—’A 1 Ok }

° 0§ 7k i 0§mk; o

i Ze wéwczas
ot — {03, jesli -tk > 1,
0 jesli o< kg L.
Z powyzszych formul wynikaja nastgpujace wlasnoscei:
(i) funkcja ¢ przyjmuje minimum warunkowe na zbiorze
{6: B< x*~0a% < @} w punkcie 6 = 0%;

(i) jesli t& > 1, to 6% = 6%, czyli minimum bezwarunkowe ¢ lezy wewnatrz
zbioru dopuszczalnego;
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(iii) jeshi 2§ = 1, to 6% = 6f i minimum bezwarunkowe ¢ lezy na brzegu zbioru
dopuszczalnego;

(iv) jesli 0 < t¥ < 1, to 6% = r§0§ i minimum bezwarunkowe ¢ lezy poza zbio-
rem dopuszczalnym a warunkowe na jego brzegu: jesli 7§ = t&%, to punkt xk*!
lezy na I-tym ograniczeniu dolnym, jesli 1§ = &%, to punkt x*+* lezy na /-tym ogra-
niczeniu gérnym;

(v) jesli t& = 0, to 6* = 0 i kierunek ¥ wyprowadza poza zbiér dopuszczalny
(kierunek nie jest dopuszczalny); x¥+1 = x*.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy ¢* = 0. Wowczas @(8) = f(x*)—0wk. Kazde
niezerowe 0 takie, Ze signf = signwk, zmniejsza wartos¢ funkgji celu. Zatem, jesli
posuwamy si¢ z punktu x* wzdluz prostej x*—0xzf, to dla pewnego 0 takiego, ze
signf = signwk, osiqgniemy brzeg obszaru dopuszczalnego. Jesli ¢§ wyznaczone jest
jak dla przypadku gdy g* # 0, to 6¢ = r§6§, gdzie 6§ = signwf. (0§ nie wyznacza
teraz punktu, w ktérym funkcja celu przyjmuje minimum bezwarunkowe na prostej

—6nF)

DErINICIA. Niech zapis i ¢ R* oznacza, ze i€ {l,...,n}—R" Okres’lmy zbiory
indeksow % &£ (i¢ R*: wk # 0}, % L {ieR: wk< 0}, ¥ & {ieR:wi>
>0} oraz A* & HtuAHF O A . Wowezas A finA 'ty =D, bo z zaloZenia
B <

Z analitycznego punktu widzenia wybdr indeksu r jest determinowany przez
3 przypadki: i

() At +# B

(D) Xf = BrAl + O;

(D) XF = OA Ak # D.

Stanowig one podstaweg do okreslenia ponizszych strategii wyboru indeksu r:

A (a) jesli ¥ # O, to r jest indeksem skltadowej wk takiej, ze [wk| = ma)£|w"|,

feX'y
(b) jesli AF = @ oraz Ak # O, to r odpowiada skladowej w' takiej, ze

|wk| = max |w|;
te%ﬁ

(©) jes’li A¥ =0, Ak =0 oraz A}y # O, to r odpowiada skladowej
wk takiej, ze |wk| = maxlw"l
iedtu
B (a) Tak samo jak A (a);
(b) jesli ¥ = @ oraz A% # O, to r odpowiada skladowej wF takiej, ze

|w| = max |wf[;
xe.x’fn

© jesli ¥ =@, Ak = D oraz H'K # @, to r odpowiada skladowej wk
takiej, ze [w¥ = maxlw .

i Efu
C (a) Tak samo jak A (a);
(b) jesli #°F = &, to r odpowiada skladowej wk takiej, ze [wk| =  max |w}|.

ie.l";kluful
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D Indeks r odpowiada skladowej w¥ takiej, ze [w¥| = m;)é [wk|.
ie

Strategie A, B, C mozna interpretowaé w nastepujacy sposob.

Z bazy P* usuwamy w pierwszej kolejnosei kolumng wolng p%, ktérej odpowiada
kierunek n¥ najszybszego spadku funkcji celu taki, ze r € #f. Dopiero jesli takie
kolumny wolne nie istnieja, tzn. #'f = &, to usuwamy z bazy kolumne ograniczong
Pk, ktérej odpowiada kierunek n¥ najszybszego spadku funkcji celu taki, ze r € AU
vk, W zaleznosci od strategii bedzie to najpierw kolumna ograniczona dolna
w punkcie x* (strategia A) lub gérna w punkcie x* (strategia B) lub po prostu ogra-
niczona w punkcie x* (strategia C).

Strategia D polega na wyborze kolumny p¥, ktérej odpowiada kierunek =}
najszybszego spadku funkcji celu taki, ze r € A%, Aby jednak i w tym przypadku
metoda byla zbiezna, musimy natozy¢ dodatkowy warunek:

Gdy wybrane r nie nalezy do zbioru Jf, 0% = 0 oraz jesli Af # O,
2.6) wowczas r nalezy zastapi¢ r takim, Ze
|wk| = max [wk].
ieA :‘

Celowo$¢ wprowadzenia powyzszego warunku uzasadniaja rozwazania przepro-
wadzone w punkcie 4 (dowdd lematu 2).

Uwaga. Wybdr indeksu r moze byé dokonany réwniez wedlug strategii
Al, Bl, Cl1, DI rézniacych sie od A, B, C, D tylko tym, Ze zamiast wybiera¢ kolumneg
p¥ taka, ze odpowiada jej kierunek m* najszybszego spadku funkcji celu, wybiera
si¢ p¥ taka, Zze odpowiada jej kierunek =%, wzdhuz ktérego warto$¢ funkcji celu maleje
najwiecej.

TWIERDZENIE 1. Jesli w punkcie dopuszczalnym x* nie zachodzi Zaden z przypadkow
I, IL, 11, to x* jest punktem optymalnym dla zadania (1.1).

Dowdéd. Fakt, ze nie zachodzi Zaden z przypadkéw I, II, IIl oznacza, ze
wi=0dlai¢ R wl>0 dlaieR) oraz wf <0 dlaieR;.

Pokazemy, ze¢ dla wektora wspolczynnikéw Lagrange’a 4 okreélonego naste-
pujaco:

wk,  je§li (i e RYpt = ¢,
@.7) ip = J ( &5 P J

0 w przeciwnym przypadku;

wk, jesli (i eRHpF = ¢,
(2.8) Aj = { Jesht (3 € Ra) ’

0 w przeciwnym przypadku

spetnione sa warunki optymalnosci Kuhna-Tuckera dla zadania (1.1). Rzeczywiscie,
z definicji wektora 4 oraz z dopuszczalnosci x* wynika, ze 4, > 0, A, < 0 oraz
B < x* < a. Z zaleznosci

n
W
¢ = Pk = %w{‘p{-‘ = Zk wiej,+ Zw{‘ej, = Ag+ s

iER’S ieRa
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otrzymujemy zF—Ag— A4, = 0. Ponadto A{(x*—p) =0 oraz AJ(x*—a) =0 z de-
finicji zbioréw R%, RE i z definicji wektoréw Ag, 4.

Wobec powyzszych rozwazan, x* jest rozwigzaniem optymalnym zadania (1.1). m

3. Algorytm SUBQ. Obliczenia rozpoczynamy z punktu x° = §, z baza startowa
PO = (P 1 =1 2°=d+Df, w°=2°, R® =R} = {1,...,n).

k-ta iteracja algorytmu

Krok 1. Obliczyé wk = (P¥~1z*,

Krok 2. Jedli #% = @&, to x* jest punktem optymalnym. Optymalna wartoscia
funkgji celu jest f(x*) = 1x*T(d+z*). W przeciwnym razie przejé¢ do kroku 3.

Krok 3. Wyznaczyé indeks r sposrod fext wedlug jednej ze strategii za-
prezentowanych w punkcie 2. Indeksowi r odpowiada kolumna pk, ktéra z bazy
usuwamy. Obliczyé g* = Dnt.

Krok 4. Obliczy¢ wielkosci:

. {signW’:, gdy ¢* =0,
@0 * T A wH(gAY), gdy ¢* # 0;

k oraz t§ (wedlug wzoru (2.3)).

6knk

Jesli g* # O oraz t¥ > 1, to 6% = 6f. Przejé¢ do kroku 5. Jesli ¢* # O oraz 0 < tf < 1
lub g* = 0, to 6% = ¢£6%. Przejs¢ do kroku 6.

Krok 5. Dokonaé zmiany bazy wprowadzajac do niej zamiast kolumny p¥
kolumne wolng pf*! = g*. Przej$¢ do kroku 7.

Krok 6. Dokonaé zmiany bazy wprowadzajac do niej zamiast kolumny
p¥ kolumne ograniczong p*+! = e, taka, ze ef x**! = B, (gdy t& = %) lub ef x**+! =
= o (gdy 15 = £5%).

Krok 7. Przeprowadzié aktualizacje x*, z*, (P¥)~! oraz zbioréw R¥, R%, R%
zgodnie z ponizszymi wzorami:

3.2) XL = xk_QGkgk. R+l — gk __gkgk.
1 : (i) Tt .
(3.3) n’:+1 - an’ 75:”.1 = nf—fmﬁﬂf dla ¢ # r,
R¥, gdy (pk, pt*! — obie ograniczone) lub
(p*, pk*1 — obie wolne),
k+1 __ +1) —
G4 R = RO =) pe_ {r}, gdypf — ograniczona, p**! — wolna,
RO {r}, gdy p¥— wolna, p**! — ograniczona
oraz
R, gdy (pk, p¥*! — obie ograniczone dolne)
lub (p¥ — ograniczona gérna lub wolna,
p+l — ograniczona gérna lub wolna),
(3.5)  RE* = Rg(x**Y) = J RE—{r}, gdy p¥ — ograniczona dolna, pf*! — ogra-
niczona gérna lub wolna,
REU{r}, gdy pt— ograniczona gérna lub wolna,
p*! — ograniczona dolna,




46 G. Hille

RE, gdy (pk, pk** — obie ograniczone gérne)
Iub (p¥ — ograniczona dolna lub wolna,
ptt — ograniczona dolna lub wolna),

(3.6) R:*! = R,(x**") = J RE—{r}, gdy pf— ograniczona gérna, p}*! —
ograniczona dolna lub wolna,

Rku{r}, gdy p¥— ograniczona dolna lub wolna,

p¥*tt — ograniczona gérna.

Przej$¢ do kroku 1.

4. Dowéd zbieznoSci. W niniejszym punkcie przedstawiony jest dowdd zbiezno-
$ci dla strategii A, Al, B, B1, C, C1i D, DI przy uwzglednieniu warunku (2.6).

Dla kazdego punktu dopuszczalnego x* zbior indekséw R* = R(x*) wyznacza
pewien podzbidr %« zbioru dopuszczalnego % taki, ze

Fpr = Tpahy L {xeX: V e“x—ﬁ,,/\ V efx = a;}.

ieRf ieRE

Jesli R* = O, to Z'rx = &. Oczywiscie, x* € Zg(xky-

TWIERDZENIE 2. Jesli w punkcie x* nie zachodzi przypadek 1, zachodzi natomiast
przypadek 11 lub 111, to x* rozwiqzuje zadanie:
4.1) min {f(x) = dTx+3x"Dx: x € Xrry}, gdzie x € E"

D ow6d. Punkt x jest optymalny dla zadania (4.1) wtedy i tylko wtedy gdy

A ..
istnieje wektor wspolczynnikéw Lagrange’a A = [ ZB]’ Ag, Ay € E" spelniajacy po-
nizsze warunki Kuhna-Tuckera:

Z—lg—Ay =0; < x< o
v xJi ﬂfi’ v xh = %3
xeRﬁ xeRa
x—=p) =0, A(x—x)=0
i taki, ze Ag;, > 0 dla i ¢ RS oraz A,;, < 0 dla i ¢ RE.
Pokaiemy, ze warunki te s spelnione w punkcie x*, jezeli A; okreslimy zgodnie
z (2.7), Ay za$ zgodnie z (2.8).
Z zalozenia: w¥ = 0 dla i ¢ R* = R(x*) wynika, Ze

= Pkyt —pr, pr, Zwe“+ Zw,e,,

ieR* reRﬂ . ieR§
= Z lﬁj,ej,"‘ Z ﬂ'“i:eft’
iR} ieR&
czyli z*— 23— 2, = 0. Ponadto, < x* < x oraz e, x* = f;, dla ie RS, e] x* = a;, dla

i € Rk, poniewaz x* € pexy)-
Z definicji wektoréw Az, 4, oraz z definicji ZblOl‘OW R%, R wynika, ze 255, =0
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dla i ¢ RE, Ay, = 0 dla i ¢ R} oraz AJ(x*~ ) = 0, AT(x*—a) = 0. Z tego wynika,
ze punkt x* jest rozwiazaniem optymalnym zadania (4.1). =

Zauwazmy, ze jeSli w punkcie x* mamy R* = @ oraz nie zachodzi przypadek I,
to x* (na mocy twierdzenia 2) minimalizuje funkcj¢ celu na zbiorze Z'gx = &, czyli
jest punktem optymalnym dla zadania (1.1). Algorytm SUBQ ma taka wlasno$é, ze
warto$¢ funkcji celu nie rosnie, gdy przechodzi si¢ do kolejnej iteracji. Wobec tego,
ze kazdej iteracji odpowiada pewien zbidér R* (a wigc % g(xk)), mozna przejsé tylko
do ,,niegorszego” Z'rx (W sensie malenia kryterium).

Liczba podzbioréw & g« jest skoriczona.

Gdybys$my potrafili udowodni¢, ze ma miejsce nastepujacy ciag zdarzen:

{przypadek II lub III — malenie wartosci funkcji celu — przypadek II lub III},

to ciag ten bylby skoficzony. Kazdemu kolejnemu przypadkowi II Iub III odpowia-
dalby bowiem woéwczas ,,lepszy”’ zbior Z ge.

Udowodnijmy nastgpujgce dwa twierdzenia:

TWIERDZENIE 3. Gdy zachodzi przypadek 1, wéwczas przypadek 11 lub 111 zajdzie
po skoriczonej liczbie iteracji lub zostanie osiqgnigte optimum.

WNIOSEK. Jesli R* = O i zachodzi przypadek 1, to po skoiczonej liczbie 1) iteracji
otrzymamy zbidr R**" # @& lub optimum.

TwWIERDZENIE 4. Gdy zachodzi przypadek 11 lub 111, wowczas wartosé funkcji
celu maleje lub w nastepnej iteracji zajdzie przypadek 1 lub osiqgane jest optimum.

Dowéd twierdzenia 3. Jedli zachodzi przypadek I, czyli wk + 0 dla
pewnego i ¢ R¥, to istnieja dwie mozliwosci:

Ta) 6% = 6f,

Ib) 6% = %6k,
gdzie t¢ wyznaczone jest zgodnie ze wzorem (2.3).

Przypadek Ib obejmuje sytuacje, w ktdrej z bazy usuwana jest kolumna wolna
Pt ana jej miejsce wprowadzana jest kolumna ograniczona p¥+! = ¢, taka, ze ef x**! =
= B (czyli dolna) lub efx*+! = a; (czyli gérna).

Niech s oznacza liczbg wolnych kolumn w bazie. Gdy zachodzi przypadek Ib,
wowczas s maleje o 1. Przypadek Ib moze wiec zaj$é kolejno co najwyzej s razy.
Zauwazmy, ze gdy s = 0, tzn. wszystkie kolumny bazy sa ograniczone, wowczas.
w nastepnej iteracji musi zaj$¢ przypadek II lub III badz optimum zostalo osiagnigte.

Przypadek Ia obejmuje sytuacjg, w ktorej z bazy usuwana jest kolumna wolna
P a na jej miejsce wprowadzana jest kolumna wolna pf+! = g*. W przypadku
tym s nie zmienia sig. Okazuje si¢ jednak, Ze przypadek Ia moze zajs¢ kolejno row-
niez co najwyzej s razy. Wynika to z ponizszego lematu.

LemAT 1. JeZeli zachodzi przypadek Ta i w bazie wymieniamy r-tq kolumne pf,
to r-ta skladowa wk*' wektora w**' ma wartosé zero. Ponadto, jesli w nastepnych
iteracjach zachodzq po sobie kolejno przypadki la, to r-ta skladowa aktualnego wek~
tora w pozostaje zerem.
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Dowé6d. Ze wzordw (3.2) i (3.3) mozna wyprowadzi¢ nastgpujace zaleznosci:

(4'2) Wi‘+1 = (ﬂi_ﬂ"'l)Tzk‘l-l =
wi(6%) dla i#r, 6F =06k,
k+1YT, k
wh(0%) — %%Wf(ek) dla i#r, 6= tk6k,
B dla i=r, 6% =0§,
1 )
m“’f(e") dla i=r, 0 = t{,‘O(’;,

gdzie wi(0) = wt—0g"Tx}.
Gdy zachodzi przypadek Ia, czyli 0¥ = 0§, wéwczas z powyzszych wzoréw wy-
nika, ze wktl = 0.
Jeéli w bazie P* wymieniamy r-ta kolumng p¥ na p*! = g* & Dnk (jak ma to
miejsce w przypadku Ia), to korzystajac ze wzoréw (3.3) otrzymujemy, ze dla i # r:
Drt (@t
(GFOTaE — (pF)TE
Pokazemy ponadto, ze jesli przez kolejnych # iteracji nadal wprowadzamy do
bazy tylko kolumny wolne, to zawsze zachodzi (wf*/)TDnf*/ = 0 dla i # r oraz
wkti =0 dla j =1, ..., 7. Rzeczywiicie, pokazaliSmy, ze dla j = 1 twierdzenie
jest prawdziwe. Zatézmy, ze dla j—1.(j < %) zachodzi (#}*/=!)"Dmf*/=1 =0 dla
i # r oraz wkti-1 =0,
Jesli w punkcie x*+7 usuniemy z bazy P*+/~1 kolumng p}*/~! a w zamian wpro-
wadzamy kolumny pft/ = g*+i-t £ Dnf+i-1 to [+#r (bo wf*/=1 =0) oraz
(qk+j-1)Tn'lf+j—1 = (7:{‘+j"1)TDn',‘+j"1 = 0.

(n +1)Tan+1 (”1: +HT =0.

Z tego wynika
wr:u = w‘1f+j—1_0k+j—l(qk+i—1)Tnl_¢+f-'1 =0,
+J)Tpke+i=1
(pt*)) k+im1 — g+i=1

FF )Tk k+j T 70

qkHd = kti=1 of

oraz
(@ TDk+ = | (b i-1)T ()T 1T prgk+i-t
YV (7] Drk+d = \(akti- )T — o (7T~ ti=1 =
it i (P ) Tmf =1 §
(pl+I) Tk +i=1

= (mbti=1)TDmk+i-1_ Wf(ﬂf+j—l)TDnﬁ+j-1 _

=0. =

Z lematu 1 wynika, ze przypadek Ia moze zaj$é kolejno co najwyzej s razy. Jesli
nastepnie zachodzi przypadek Ib, to s maleje o 1. Dlatego przypadek I moze zajsé
kolejno skoniczong liczbg razy. Twierdzenie 3 zostalo tym samym udowodnione.

Dowéd twierdzenia 4. Jedli zachodzi przypadek II lub III, czyli

(VW;”O/\awi<0) lub (V Wi—0A3W>0)

1¢R lERﬂ 1¢R ieRa
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to istnieja cztery mozliwodci:

IIa) lub IMa): 6% =

IIb) lub IIIb): 6% = 7X%,
gdzie t¥ jest wyznaczone zgodnie ze wzorem (2.3).

Przypadek Ila (IIla) obejmuje sytuacje, w ktorej z bazy usuwana jest kolumna
ograniczona dolna (gérna) pf a na jej miejsce wprowadzana jest kolumna wolna
pEtt = g% # 0. Warto$¢ funkcji celu w nowym punkcie x**! mozna przedstawié
jako:

SOFY) = f(x*) =3 (kD) (66)*
k
przy czym 0% = E,‘ET';‘; # 0; 7¥TDn* > 0 (na mocy wlasnosci (W3), § 5, rozdz. 1,
r
[1], bo ¢* # 0). Zatem w tym przypadku warto$¢ funkcji celu zawsze maleje, czyli
SGFHY) < f(x9).

Przypadek IIb (IIIb) obejmuje sytuacje, w ktdrej z bazy usuwana jest kolumna

ograniczona dolna (gérna) p¥, na jej miejsce za§ wprowadzana jest kolumna ogra-

niczona dolna lub gérna pft! = ¢,
Warto$é funkcji celu w nowym punkcie x**! mozna przedstawié Jako

(k1 = {f(x")—l(nl‘TDnl‘)t’é(GS)z(Z—té), gdy g*#0,
f(xk) Owr 3 gd}’ k= 0’

przy czym tak samo jak w przypadku Ila (IIla), jesli ¢* # 0, to

ok
W
0§ = ——q";k #0, =#n*TDafF >0,

oraz jedli ¢* = 0, to
0% = signwk # 0.

Przypadek IIb (IIIb) zachodzi, gdy ¢* # 0 oraz 0 < ¢t < 1 lub gdy ¢* = 0.
Dlatego warto$¢ funkcji celu maleje wtedy i tylko wtedy, gdy t& > 0.
Aby zakonczyé dowdd twierdzenia 4, wystarczy udowodnié¢ poniZzszy lemat.

LEMAT 2. Jesli zachodzi przypadek TIb lub ITIb i wartosé funkcji celu nie maleje,
czyli 0F = tX0% = 0, to w nastepnej iteracji musi zajsé przypadek 1, jezeli nie zostalo
osiqggniete optimum.

Dowéd. Wykorzystajmy zaleznosci (4.2) uwzgledniajac fakt, ze 6% = 50§ =
= 0 oraz pft!l = ¢:

Tk
ef nf )
wh— L0k dla i #vr,
i T & 7r
K+l €1 7t
wi+ = 1
wk dla i=r
efnf "

Zachodzi R*+! = R*,
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Pokazemy, Ze istnieje i ¢ R**! = R* takie, ze wi*! # 0. W tym celu przed-
stawmy kolumng¢ pf*! = ¢ jako kombinacje liniowa kolumn bazy P*. Wowczas
e, ¢ P oraz

4.3 e = Z &k
i=1

Kolumna e; nie moze by¢ przedstawiona jako kombinacja liniowa tylko kolumn
jednostkowych. Musi zatem istnie¢ i ¢ R¥ takie, ze &; # 0. MnozZac stronami réwnosé
(43) przez a%T dla j =1, ..., n otrzymujemy, ze & = efnt dlaj =1, ..., n. Z tego
oraz poniewaz dla strategii A, Al, B, B1, C, Cl przypadek II (III) moze zaj$¢ tylko
wtedy, kiedy w¥ = 0 dla i ¢ R¥, mamy

ef mk
v (i #rAwWEtl = —-—T——‘;wl‘) oraz 3 wktlx 0.
i¢R* e, i¢RF =R

W nastepnej iteracji musi wigc zajé¢ przypadek 1. Dla strategii D i DI, dzieki
uwzglednieniu dodatkowego warunku (2.6), w nastgpnej iteracji musi réwniez zaj$c
przypadek 1. m

Lemat 2 konczy dowdd twierdzenia 4.

Z dowodow twierdzen 3 i 4 wynika, ze jedyna mozliwoscig, aby warto$¢ funkcji
celu nie malala, jest ciag zdarzen:

{przypadek IIb lub IIIb, 6* = 0 — przypadek Ib, 6**! = 0 — ... — przypadek Ib,

6%+ = 0 — przypadek IIb lub IIIb, O¥+/+1 = 0— .. }.

Taki ciag jest skoriczony, poniewaz:

1. Przypadek Ib moze zajs¢ kolejno co najwyzej s razy (gdzie s jest liczba kolumn
wolnych w bazie), przy czym za kazdym razem s maleje o 1;

2. gdy zachodzi przypadek IIb lub ITIb, wéwczas R¥*+! = R¥, czyli s nie zmienia
sig; '

3. jesli otrzymamy s = 0, czyli R* = {1, ..., n}, to w nastepne;j iteracji przypadek I
nie jest mozliwy; musi zaj$¢ przypadek II lub IITi 6% # 0, jezeli optimum nie zostalo
osiagnigte,

Powyzsze rozwazania konicza dowdd zbieznosci algorytmu SUBQ.

S. Zakonczenie. Na zakonczenie warto wspomnie¢ o korzysciach plynacych ze
stosowania algorytmu SUBQ w celu rozwiazania zadan postaci (1.1).

Gdyby$Smy na przyklad rozwigzywali zadanie (1.1) algorytmem Lemkego [3],
musieliby$my sprowadzi¢ warunki f < x < « do postaci 4A7x < d,, gdzie 4 =
= [I,-1], do[ _;] Aby mozna bylo zadanie (1.1) rozwiazaé tym algorytmem, macierz

D musi by¢ dodatnio okreslona. Algorytm SUBQ wymaga jedynie, aby macierz
D byla nieujemnie okreslona.

Testy programu opartego na algorytmie SUBQ, przeprowadzone na emc IBM
360/50, potwierdzaja celowo$é stosowania tej metody w przypadku zadania po-
staci (1.1).

W celu zilustrowania powyzszego stwierdzenia przedstawmy wyniki otrzymane



Metoda SUBQ w programowaniu kwadratowym 51

dla zadania praktycznego rozwigzanego dwiema metodami, tj. programami opartymi
na algorytmie Lemkego oraz na SUBQ.
Wymiar zadania wynosi 24; dodatnio okreslona macierz D = DT jest postaci:

4{ 0 /// /////

77 0

204 ?//

7% 0

N

W przypadku stosowania metody Lemkego wynik zostal otrzymany po czasie
operacyjnym wynoszacym 1 min 18,62 s. Stosujac algorytm SUBQ wynik otrzyma-
liSmy w czasie operacyjnym o prawie 30 s krotszym (dla rozmaitych strategii wyboru
indeksu r czasy byly rozne, odchylenia jednak niewielkie).

Z poréwnania czaséw oraz liczby iteracji dla przeprowadzonych testéw wynika,
ze na przebieg algorytmu ma wplyw nie tylko stosowanie odpowiedniej strategii
A, B, C lub D, lecz takze wlasciwy wybor punktu startowego.

Najlepiej widoczne jest to na trywialnym przykladzie liniowej funkcji celu, tzn.
gdy D = 0. Rozwiazaniem optymalnym jest wowczas kt6rys$ z wierzchotkéw zbioru
dopuszczalnego ¥ = {x: f < x < a}. Startujac z tego wierzcholka, tj. z punktu

= y takiego, Ze

B {ﬂn gdy d,>0,
ne= @, gdy d;<0,
wykonuje si¢ zawsze tylko jedna iteracje. Startujac z punktu x° = 8 w najgorszym
razie bedzie ich n.

W przypadku kwadratowej funkcji celu wybor punktu startowego nie jest tak
prosty. Najkorzystniej jest, oczywiscie, za punkt startowy przyja¢ taki punkt, ktéry
rokuje jak najszybsze uzyskanie wynikéw. W tym celu nalezaloby zbadaé przebieg
funkcji celu lub przynajmniej obliczy¢é z;(f), zi(x) dla i=1,...,n, gdzie

TOE A
jx

Przyjmljmy za punkt startowy punkt x° = p taki, ze
%, gdy ieR(B)NN(a),
B ey i¢RB R,
T8 edy 1€ RE\AW oraz 2B < la(@),
o, gdy ie RB\R(o) oraz |z,(f)] > |z:(0)],




52 G. Hille

gdzie

NP = {i: 2B <0} R = i 2() <0}
(Takie rozszerzenie na przypadek kwadratowej funkcji celu jest poprawne, bo gdy
D = 0, wéwczas otrzymujemy opisany powyzej sposob wyboru punktu startowego
dla przypadku liniowej funkcji celu.)

Przeprowadzone dla opisanego wczesniej zadania testy uwzgledniajace strategie
A, B, C, D oraz rézne sposoby wyboru punktu startowego potwierdzaja stusznosé
wyboru punktu y za punkt startowy. W przypadku, gdy za punkt startowy przyjmo-
walismy x° = £, wynik byt otrzymywany po 25 iteracjach. Gdy punktem startowym
byt punkt x° = p, wynik byl otrzymywany po 20 iteracjach. Réwniez wyniki otrzy-
mane dla innego zadania praktycznego (o 9 zmiennych i dodatnio okreslonej ma-
cierzy D) potwierdzaja stuszno$¢ wyboru punktu y za punkt startowy. Rozwigzanie
optymalne zostalo wowczas otrzymane po 6 iteracjach bez wzgledu na zastosowana
strategie A, B, C lub D. W przypadku, gdy za punkt startowy przyjmowalismy £,

" rozwiazanie optymalne bylo otrzymane po 11 iteracjach bez wzgledu na zastosowana
strategi¢ A, B, C, D. Gdy punktem startowym byt punkt x° = «, woéwczas wprawdzie
dla strategii A, C, D otrzymaliSmy wynik po 8 iteracjach, ale strategia B dawala
wynik po 16 iteracjach.

Uwaga. Metode SUBQ mozna tatwo rozszerzy¢ na przypadek, gdy tylko
pewne ograniczenia sg postaci f8; < x; < «;, pozostale zas sa typu x; > 8; lub x;< «;.
Wystarczy wowczas zatozyé, Zze funkcja celu przyjmuje w zbiorze dopuszczalnym
minimum skoniczone. Punktem startowym jest punkt x° taki, Ze

o; dla ograniczen typu x; < «;,
x? =1p; dla ograniczen typu x; > B,
v,  dla ograniczen typu f;, < Xx; < ;.
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