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Metoda Galerkina przemiennych kierunkow
dla quasiliniowych réwnan parabolicznych*
(Praca przyjeta do druku 23.11.1977)

1. Wstep. W pracy rozwazane jest zagadnienie poczatkowo-brzegowe, z jedno-
rodnymi warunkami brzegowymi Dirichleta dla quasiliniowego réwnania para-
bolicznego, rozpatrywanego w walcu O = 2 [0, T, gdzie 2 jest obszarem ogra-
niczonym na plaszczyznie. Dla tego zagadnienia w klasie metod wariacyjno-rézni-
cowych poszukujemy metody bezwarunkowo stabilnej oraz takiej, ktorej koszt reali-
zacji na maszynie cyfrowej za pomoca znanych algorytméw numerycznie stabilnych
bylby proporcjonalny do liczby punktéw, w ktérych poszukujemy rozwiazania
przyblizonego.

Metodq wariacyjno-réznicowq nazywamy tutaj metod¢ powstala z polaczenia
metod siatek i Galerkina, w szczegblnos$ci metody elementu skoficzonego, przy czym
metoda siatek jest stosowana wzgledem zmiennej czasowej, a metoda Galerkina —
wzgledem zmiennych przestrzennych. Metoda, ktdra spelnia powyZsze wymagania,
jest metoda Galerkina przemiennych kierunkéw (ADG), majaca wiele wspdlnego
z metoda ADI, w szczeg6lnosci ze schematami réznicowymi z rozszczepiajacym si¢
operatorem ([1], [10]). Praca, ktdra zapoczatkowata ten kierunek badan, jest praca [2]
Douglasa i Dupont’a z 1971 r. W pracy tej metoda ADG jest sformulowana i zba-
dana dla réwnan parabolicznych i hiperbolicznych, réwniez nieliniowych, ale z nie-
liniowoSciami ograniczonymi (stabymi), rozpatrywanych w kostce. W pracy [3]
metoda ta jest uogdlniona na obszar £2 o ksztalcie litery L. W niniejszej pracy metode
ADG uogélniamy na obszary dowolne i na pewne réwnania z nieliniowo$ciami
nieograniczonymi (silnymi). Uogélnienia te sa przedstawione na przykladzie zagad-
nienia (2.1), (2.2) z rozwigzaniami uogdlnionymi (zob. (3.1)-(3.3)). Podane s3
oszacowanie ogdlne bledu metody (tw. 1) oraz szybko$¢ zbieznosci metody przy
konkretnym wyborze funkcji bazowych postaci iloczynu funkcji daszkowych jednej
Zmiennej (tw. 2).

* Artykul ten jest sprawozdaniem z pracy wykonanej w ramach tematu 4(1)1 problemu miedzy-
resortowego I.1. Co :

[5]
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Przedstawiony algorytm realizacji metody w przypadku gdy £ jest prostokatem
Tub ma ksztatt litery L jest prostszy od algorytméw przedstawionych dla tych obsza-
réw w pracach {2], [3].

2. Zagadnienie rézniczkowe. Rozwazamy zagadnienie poczatkowo-brzegowe dla
quasiliniowego réwnania parabolicznego postaci (*)

2
(21) %l:_ - Z%ai(x, ta u, D1u9 Dz“)+ao(x, t’ u, Dlu, D2u) = f(x, t))
i=1 '
X = (x1’ x2)e'Q’ te (09 T]v
2.2) u(x,0) = ug(x), xR, u(x,t)=0, xed, te[0,T],

gdzie £2 jest obszarem ograniczonym w R?, a 912 jego brzegiem przedziatami gladkim.
Dalej bedziemy korzysta¢ z nastgpujacych oznaczen:

ai(x, t’ u, Dlu’ Dzu) = ai(xa t) u, Vu) = ai(x, t,P'), i= 03 la 29

gdzie p' = (po, P15 P2) = (o> ), P = (p1, p;). Zakladamy, ze wspélczynniki a;,
i=0,1,2, spelniaja nastgpujacy warunek:

Jstale y,o, y; > O takie, ze V(x, eQr=R2x[0,T], peR® VEER? £#0

2 2 2
2.3 Yo Z & < %‘f'—éif,- < Y1 Z &.
i=1 i,j=0 4] i=1

Warunek (2.3) jest mocniejszy od warunku jednostajnej eliptycznosci operatora

rézniczkowego: sumowanie w formie dwuliniowej wystgpuje od zera. ZatoZenie to

jest potrzebne po to, by forma dwuliniowa odpowiadajaca temu operatorowi byla

H}-eliptyczna (zob. lemat 1). Dodajmy, ze dla niektérych zagadniefi wystarczy

zakladaé tylko jednostajna eliptycznos¢ (zob. uwage 2 ze str. 11). Oprocz (2.3) bedzie-

my jeszcze zakladaé, Ze funkcje a;(x, t, p), i = 0, 1, 2, sa ciagle i maja pochodne
ciaglte w Qr X R? oraz Ze

3a,- 30;
3x,‘ 3p,

dla i,j=0,1,2 V(x,t)€Qri ¥p' € R®. Réwnanie (2.1), ktérego wspotczynniki
spelniaja warunki (2.3) i (2.4), bedziemy nazywaé réwnaniem z nieliniowosciq ogra-
niczonq [4]. Zagadnienia z nicliniowo$ciami nieograniczonymi bgdziemy rozpatry-
waé w ustepie 8.

(24) lai (x’ Z 0’ O)' < M,

= b = ’

3. Posta¢ wariacyjna zagadnienia rézniczkowego. Dla fe L*(0, T; L)), uo €
€ L*(Q) znalezé funkcje u: [0, T]1— H{(L) taka, Ze

@3.1) we L0, T HAD), M ¢ 120, T; (@),

(%) Tutaj da, /dx, oznacza pochodna zlozona funkcji @; wzgledem zmiennej x;.
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3.2) %(u (1), ©)+a(t, u, Vu; 9) = (f(1),v) Vove H5(Q), te(0,T],

(3.3) u(0) = uo,
gdzie ( , ) jest iloczynem skalarnym w L2(£2),

2
(3.49) a(t,u,Vu; v) = S{Z a;(x, t,u, ViyDw+ap (x, t, u, Vu)v} dQ.

Q2 i=1

Zagadnienie (3.1)-(3.3) przy zaloZeniach (2.3), (2.4) ma jednoznaczne rozwigzanie
(zob. [5], [6]).

4. Zagadnienie przyblizone. Naszym celem jest skonstruowanie metody Galerkina
przemiennych kierunkéw dla zagadnienia (3.1)~(3.3). W zwiazku z tym wprowa-
dzimy kilka oznaczefi. Niech w, bedzie siatka na [0, T'] postaci

w,={t:t=nt,n=0,..,N, Nt = T}.
Niech V,, bgdzie m-wymiarowsa podprzestrzenia H} o wlasnosci:
D, D,uel?2) dlaVueV,.

Zadanie przyblizone w metodzie Galerkina przemiennych kierunkéw formulujemy
W nastgpujacy sposob:
znalez¢ taka funkcje U: o, » V,,, ¢
@1 (Uno)y+0r (VU Vo)+6%272(D, D, U?, D, D,v)+a"(U", VU"; v) = (f", v),
VYoeV,, n=0,..,N-1,

4.2) (U% ) = (ug,v) VveV,,
gdzie 0 jest parametrem dodatnim, ktéry wybierzemy pdzniej, za$s
Ur=U(nr), UP=@"*'=-U"r, o U"VU";0)=a(nt, U"VU";v).

5. Oszacowanie bledu. Nizej podamy ogdlne oszacowanie bledu metody (4.1) (4.2),
na podstawie ktérego ustalamy szybkosé¢ zbieznos$ci konkretnej metody, np. metody
elementu skonczonego, w zalezno$ci od parametrow okreslajacych t¢ metodg.
Do wykazania takiego oszacowania wykorzystujemy podejscie stosowane w pracach
[7}, [2] i innych.

Rozpatrujemy najpierw zadanie pomocnicze:

znalez¢ dla kazdego ¢ € [0, T] taka funkcje WeV,, Ze

(68)) a(t, W,VW;v) = a(t,u,Vu;v) Vve V,(Q),
gdzie a(t, u,Vu; v) traktujemy jako zadana form¢ na rozwigzaniu u zagadnienia
(3.DH-(3.3).

Przechodzimy do sformulowania twierdzenia o szacowaniu blgdu metody
(4.1), (4.2).
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TWIERDZENIE 1. Niech bedq speinione zalozenia (2.3), (2.4) oraz niech fe
€ C(0, T; L*(2)), du/dt € C(0, T; L*(2))
du

5.2) i € L*(0, T; H(Q)).
Wtedy dla 6 > 0, > 0 ma miejsce nastepujace oszacowanie:
N-1 du n 2\ 1/2
(5.3) max|[U"—u"|| < M{max[[u"—W"||+ (TZ (_df) —-wr ) +
» # n=0

+TIV U= WO+ 211D, D (U~ W)+ 7],

gdzie 0, = c3/2¢, c; — stala z nieréwnosci (5.5), ¢ > 0, || - || jest normq w L?, a u",
U™, W" sq rozwigzaniami odpowiednio zadah (3.1)-(3.3), 4.1), 4.2) i (5.1), M =
= M(u) > 0.

Dowdd twierdzenia 1 poprzedzimy trzema lematami.

LEeMAT 1. Jesli spelniony jest warunek (2.3), to ma miejsce nastepujqca nierdwnosé:
(5.9 a(t, u, Vu; u—v)—a(t, v, Vo, u—v) = ¢o||V(@u—o)|%

u,ve HE, tel0, T,

gdzie co — const > 0.

Dowodd. Niech g;, i = 0, 1, 2, oznaczaja nastgpujace wielkosci:

go = su+(1—syw, ¢qi=sDu+(1—-s)Dw, i=12,
gdzie u,v e HY(Q), s € [0,4 1]. Rozpatrzymy wyrazenie
I, = a;(x, t,u, Dyu, D,u)—a;(x, t, v, D;v, D,v).
Za pomoca prostych przeksztalcen sprawdzamy, Ze maja miejsce nastgpujace row-
nosci (i = 0, 1, 2):
1 1

6a;(x, t’ dos> 91> q2)

ds+
99, y

d
Ii= S—a—ai(x, t, qO’ ql, qZ)dS= (u_v)g
0 o (')

aai (x’ t: do> 915 ‘h)
99,

+(Dyu— Do) ds+

Ot

1
 Dum | SO 8020120,
0

99,

Wykorzystujac te réwnosci, mamy

G4) a(t,u,Vu;u—v)—a(t,v, Vo; u—v) =

2 1
= ‘; ,,S {((S —‘;%ds)Dj(u—v)D; (u—v)+ (5 —‘%%ds) (u—v) D; (u—v)+
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‘ r/
Qo
+§
(5
Stad na podstawie warunku (2.3) otrzymujemy (5.4).
Uwaga. Przy zalozeniu tylko jednostajnej eliptycznosci operatora, po lewej

stronie (5.4) pojawi si¢ jeszcze wyraz —c,|lu—v||%, ¢; > 0, przy zalozeniu (2.4),
co widaé z postaci (5.4). Zakladajac dodatkowo, Ze

c;diam(Q)? < co—9d, 6> 0,

widzimy, ze w tym przypadku réwniez ma miejsce nieréwno$¢ (5.4).

1
oa

(u—'v)Di(u-—v)+( °fds) (u—v)z}d.Q
) § 990

LEMAT 2. Jesli spelniony jest warunek (2.4), to ma miejsce nastepujqce oszacowanie:
(5.5) la(t,u, Vu; u—w)—a(t, v, Vo;u—w)| < c3||V(@@—w)|| ||V (@—-2)|],
Vw, u,v € Hy(), te [0, T,
gdzie ¢; — const > 0.
Dowd6d. Nieréwnosé (5.5) wynika z (5.4'). Rzeczywiscie, réwnosé (5.4)
w tym przypadku ma postac

a(t,u,Vu,u—w)—a(t,v, Vo, u—w) =

- Z g{(g 0ay ds)D,(u v) D; (u—w)+ (§ 2;; dS) (~0)Di(u—w)+

ij=1

1

({22 a) a0 e [ 22 0 0o

Stosujac teraz nieréwnosci Schwarza, Cauchy’ego i Friedrichsa otrzymujemy (5.5).

LEMAT 3. Niech bedq spelnione zaloZenia twierdzenia 1. Wtedy dla Z" = U"— W™,
gdzie U™, W" sq rozwiqzaniami odpowzedmo zadari (4.1), (4.2) i (5.1), ma miejsce
nastepujqce oszdcowanie:

(5.6) max {||Z"]*+7|IVZ"||*+2*||D, D, Z"||*} <

< M‘IIZ°IIZ+ T|IVZ°)|*+ 2%||D, D, Z°|* +

o)

gdzie u jest rozwiqzaniem (3.1)-(3.3), M = M(u) > 0.
Dowo6d. Odejmujgc od obydwu stron réwnania (4.1) trzy pierwsze wyrazy
lewej strony (4.1), w ktorych zamiast U wystepuje W7, otrzymujemy

(57) (Z:', ‘I))'l-GT(VZ‘", V‘Zj)+62 TZ(DI DZ‘.Zlna D1D20)+an(U"a VU",'D) =
= (f", v)— (W7, v)— 0t (VW}, Vo)—0%12(D, D, W¢, D, D,v).

+2?[|VW7I12+ 7%||Dy D, W:"llz}l ,
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Réwnanie (3.2) bierzemy na n-warstwie i odejmujemy stronami od (5.7). Wtedy,
po uwzglednieniu ciagltosci wzgledem ¢ funkcji du/dt, fi a, otrzymujemy

(5.8) (Zr,v)+0t(VZ}, Vv)+0%1*(D, D, Z}, D, D,v)+ A"(U", v, v) =

((“1;:) we, ) 6t (VW?, Vo)—0212(D, D, WP, D, D,v), Vv eV,

gdzie
AU u*, v) = a(U", VU"; v)—a" (", Vu''; v).

Przyjmujac v = Z"*! oszacujemy najpierw wyraz A". Wykorzystujac oczywista
tozsamo$é Z"*! = Z"+ 1 Z}, réwnanie (5.1) oraz oszacowania z lematéw 1 i 2, mamy

(5.9)  A"(U", u", Z"*1) = AU", W", Z") + 7 A"(U", W", Z7) >
> (co— &) [IVZ7|> = (c3/4e,)7?| | V2|12

Przyjmujac w réwnaniu (5.8) v = 2Z"*!, sumujac je wzgledem # od 0 do k-1,
wykorzystujac oszacowanie (5.9) i nastgpujaca tozsamosé:

2(vf, ") = (0", ")+ T (v7, )
oraz e-nieréwnosé

ab < —;—a2+§l€—b2, e>0, a,be R,

do przeksztalcenia niektorych wyrazéw (5.8), otrzymujemy

(5.10)  (1-e2) HZ"H’H( —i;—) [IVZ4|[24 (1 - e4) 101 D, 242+

k-1

+2’”Z: {(co—el— %) V272 ||z"1|2+——(0— ———)nvz"w}
£

+&4||D; DZZ"HZ)} +1Z°112+ 76| |VZ°||* + 6% 7*||D, D, Z°||2.

k-1

<2 le

n=0

2 2.2 1
s +92z2(~~||1)11)2 W2+
& &4

Wybierajac odpowiednie ¢;, i = 1, ..., 4 oraz 6 > 8, = c3/2¢, i stosujac nieré6wnos¢
Gronwalla, z nieréwnosci (5.10) otrzymujemy (5.6), co nalezato wykaza¢.
Dowoéd twierdzenia 1. Poniewaz du/dt € L*(0, T, H*(R2)), wigc

N-1
=) (1D, D, WH+IIVWEID < M

n=(
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Wykorzystujac ten fakt, nierdwno$é (5.6) mozemy przepisa¢ w postaci

+HZ°H+

G.11)  max||Z%] < M{(

+T||VZ°I[+1:2||D1DZZ°||+r}.

Stosujac teraz nieréwno$¢ trdjkata otrzymujemy
(5.12) max||U"—u"|| < max||U"— W"|| + max||W"—u"|| <
n n

N-1 d n !
U
<ul 2| -

+lIVZ°|+ 7%||D, D22°||+r}.

2\1/2
) +max|[u"— W"||+ |1 Z°[| +
n

Z nieréwnosci (5.12), po uwzglednieniu nieréwnosci
Z°] < [u®—= W]

wynikajacej z warunku poczatkowego (4.2), otrzymujemy oszacowanie (5.3), co
nalezalo wykazaé.

Uwaga 1. Zalozenic w twierdzeniu 1 o ciagloéci funkcji f mozna ostabi¢.
Gdy fe L*(0, T; L*(R2)), wtedy za f" przyjmujemy usrednienie catkowe na od-
cinku np. [t,, t,01]- W tym przypadku oszacowanie (5.3) bedzie jeszcze zawierac
btad aproksymacji funkcji f wzgledem 1.

Uwaga 2. W twierdzeniu 1 warunek (2.3) mozna zastgpi¢ warunkiem jedno-
stajnej eliptycznoéci, np. w przypadkach gdy a, w réwnaniu (2.1) jest postaci
divf(x, t, u) (zob. [16]) lub 8%a, /0x;8p;, i = 1, 2, sa ograniczone lub ¢, diam (2)* <
< ¢o—90, 6 > 0 (zob. uwage ze str. 9 i [17]).

6. Wybér funkcji bazowych w metodzie ADG. Przechodzimy do wyboru funkcji
bazowych, przy ktérych wyznaczenie U™ w kazdym kroku czasowym sprowadza si¢
do rozwiazania dwoch ukladdw rownaf algebraicznych o macierzy trojprzekatniowej.
Tymi funkcjami beda iloczyny funkcji daszkowych jednej zmienne;j.

Aby okresli¢ te funkcje, konstruujemy siatke £, na obszarze {2 w nastgpujacy
sposéb. Niech R? bedzie siatka prostokatng na R? postaci

= {x: x = (x;, x3) = (ihy, jhy), hy, b, > 0, i, j — calkowite}.
Za Q) przyjmujemy zbiér postaci
= {x: xe R}, Iix, ItltxeQ, i,j= 1,2, i # j},

gdzie Ifx = xthie;, e, = (1,0), e, = (0, 1). Niech £, oznacza obszar sklada-
Jacy si¢ z prostokatéw ,,siatki” o bokach A, i h,, taki, ze 2, < 2,4 = Q.

Zbiér punktéw siatkowych lezacych na brzegu obszaru £, oznaczymy sym-
bolem I7,.
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Z kazdym punktem x = (ih,jh,) € 2, wiazemy funkcje postac:
@ij (x4, x2) = @i(x)@i(x2),
gdzie @;(xy), @;(x,) sa funkcjami daszkowymi, tzn.

@i(x;) = ‘P(“;i‘i"‘i)s @i(x2) = ?’(‘%"j),

p(s)= {1—]s] dla |s|]< 110 dla |s] > 1}.
Za przestrzen V,,, ktora dalej bedziemy oznaczaé¢ przez V),, przyjmujemy
Vi = lin{@i;}cin, . jnyean-
Funkcje przestrzeni V), sa okreslone w 20,4 i Vi(20,4) < Ho(20,»). Aby otrzymac
zawieranie si¢ V4 (2g,») w H5(9), funkcje przestrzeni V), okres$lone w 2, prze-
dluzamy zerem na 2/0Qq 4.

Podamy teraz oszacowanie bledu metody (4.1), (4.2) dla tak okreslonej prze-
strzeni V.

TWIERDZENIE 2. Niech bedq spelnione zaloZenia twierdzenia 1 oraz

d*u
(6.1) 57 €170, T; L*()),

gdzie u jest rozwiqzaniem (3.1)-(3.3). Wtedy dla 0 > 0, > 0 mamy
1° jesli I', < 082, to

6.2) max||U"—u"|| < M(z+h?);

2° jesli I'y & 082, to
6.3) max || U"—u"|| < M(z+h),

gdzie U" jest rozwiqzaniem (4.1), (4.2), h = max{h,, h,}, M # M(h, U") > 0.

Dowd6d. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy I, < d22. Na podstawie
twierdzenia 1 oszacowanie blgdu rozwazanej metody sprowadza si¢ do oszacowania
wyrazéw prawej strony (5.3). Rozwazmy najpierw zadanie pomocnicze (5.1).
Z lematéw 1 i 2 wynika, Zze zadanie (5.1) ma jednoznaczne rozwigzania oraz

6.4) "= W |p < M inf||u"—o||pr, M>0,n=0,.. N-1

veEVy

Biorac za v funkcje " € V), gdzie i#i" jest interpolacja funkcji v, z nieréwnosci (6.4)
na podstawie twierdzenia o bledzie takiej interpolacji (zob. np. [11]) otrzymujemy

(6.5) [lu"— W™ g < Mh|lu"||p2.
W pracy [17] podane jest oszacowanie (nieréwnosé (3.4))

[[u"— W"™| 2y € Mb|[u"— W"|g1(q),
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z ktérego i z (6.5) otrzymujemy

(6.6) 4" = WMlLaay < M4 |a2co -
Przechodzimy do oszacowania wyrazu
N-1 1/2
) d n 2
(6.7) 1=(zZ (—d%)—W;- ) :
n=0
Bezpos$rednio sprawdzimy, Ze
du\" .
(6.8) 7 = up+46%  gdzie ||0"[L: = O(7).

Z lematu (3.1) i nieréwnosci (3.9) zawartych w pracy [17] wynika, ze V¢ € [0, T

du }
dt @)’

Z tego oszacowania, z (6.8) i nierdwnosci tréjkata otrzymujemy
(6.9) I< M(z+h?).

< Mhz{”””ﬂ’(m"‘
LY@

Podstawiajac (6.5), (6.6) 1 (6.9) do prawej strony (5.3) otrzymujemy oszacowanie (6.2).

Pozostaje rozpatrzyé przypadek, gdy I', ¢ Q. Funkcje przestrzeni V), przedtu-
zamy zerem na 2/9q ;. Rozwiazanie U” réwnania (4.1) przy tak okreslonej prze-
strzeni V;, jest elementem HE (). Dalej, dla réznicy U"—u" okreslonej juz w £2 po-
zostaje prawdziwe oszacowanie (5.3) z twierdzenia 1. Teraz wybierzemy funkcj¢ v
wystepujaca w prawej stronie nieréwnosci (6.4). Niech v = 4" bedzie interpolacja
funkcji " réwnej " dla x = 2, (przy ustalonym n), a dla pozostalych x réwnej
zeru. Uwzgledniajac powyZsze, otrzymujemy

(6.10) " —u"|lmay < 10"l oo, o+ 110" —ir "latog, -

Do oszacowania pierwszego wyrazu lewej strony (6.10) wykorzystujemy nieréwnosé
z [14] postaci

(6.11) ”u”L’(D‘,) < o2 Hullgr oy,

gdzie £, jest ,,paskiem” przybrzegowym obszaru £2 szerokosci 6. Stad i z wyzej
wspomnianego twierdzenia o aproksymacji otrzymujemy

(6.12) 1" =il |may < MRP{[0] |20y + R[4 |52 -

Podobnie dowodzimy, ze

(6.13) [l — "2 < M {Bl|u"llg2+B? |1 a2 }
oraz
(6.14) 1< M(z+h).

Podstawiajac (6.12)-(6.14) do nieréwnosci (5.3) otrzymujemy (6.3), co koficzy
dowdd twierdzenia 2. '
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7. Algorytm. Przechodzimy do okreslenia ukladu réwnan algebraicznych odpo-
wiadajacego zadaniu (4.1) (4.2) przy wyzej wybranych funkcjach bazowych. Na-
stepnie podamy algorytm rozwiazywania tego ukladu.

I tak, rozwiazania U" e V), dla ustalonego n poszukujemy w postaci

a.n U= > &gy, EheR,
(i, j)en
gdzie (i,j) € £, tutaj i dalej oznacza, ze (ik,,jh,) € 2, i sumowanie w (7.1) prze-
biega wszystkie punkty 2,. Podstawiajac (7.1) do réwnania (4.1) otrzymujemy
(7.2) 2 (@15, P +0T (Viz, Vo) +0272(Dy Dy 93y, Dy D)} = Frg,
. De2n
(P, q) € L4,
gdzie
Fp, = o™, (qu)_a”(U"’ vur, ¢qu)-
Przeksztalcimy iloczyny skalarne wystgpujace po lewej stronie (7.2) z wykorzy-
staniem postaci funkcji bazowych. Ot6z
11

Z (®ij> Prg) = Z (Pos+r.p+s> Prd =
1

@, J)efdn r=—1s=-

1 1
Z Z (Po+rs Po)x, (Pars> Po)x, =

r=-1s5s=-1

1 1
Z (‘Pp+ra ?’p)x, Z (¢q+sa (Pq)x,a

r=-1 s=—1

gdzie
(p+Dhy
(¢p9 (pp)x,‘ = S (pjz?(xl)dxl = %hx,
(p—1)hy
(p+1)hy

(‘Pp+1,?’p)x, = S Pp+19pdX;y = elhl’
phy

phy
(Po-1> Podx, = S Pp-19pdxy = ghy;
(p—1hs
podobnie okreslamy (-, - ),.
WprowadZmy pomocnicze operatory réznicowe postaci

1
N = Z (Ppsrs Pp)sI1 = %h1(1}+419+1;1)’

r=-—1

(7.3)

1
/\22) Z (Pqgsss Px, 12 = %h2(121’+41(2)+12_1)3

§e=o1



Metoda Galerkina przemiennych kierunkow 15

gdzie 119;j = 0;4,,5, 150 = i j4s- Wykorzystujac je, pierwszy wyraz lewej strony
(7.2) zapisujemy w postaci
(7.4) > @i #od) = APNAP Er.
(i,J)€Qn

Podobne postgpowanie drugi wyraz lewej strony (7.2) doprowadza do postaci

(7.3) D 050 (Vi Vgpg) = 0T (AL AP+ AP AD) a1
(i.H)EQn)

gdzie

1
- 1
AL = Y (Digyrr i i = = 4= 2+I7),

re=-—1

1
~ 1
N = 2 : (D2@Pq+5> D2@g)x, I3 = — h—2(1§—213+15'1)-

=—1
Ostatni wyraz lewej strony (7.2) daje si¢ przedstawi¢ w postaci
(7.6) Z 027*(Dy D2 @ij, D1 D2 @pg) Epa.e = 92"2/\;1)/\;2)534,!-
(i, J)en
Podstawiajac (7.4)—(7.6) do réwnania (7.2), otrzymujemy schemat roéznicowy, ktory
daje si¢ zapisa¢ w postaci
(1.7) NP+t AL NPHOTAP e = Floe (0 €D,
(7.8) £a=0, (p,gel}.

Przechodzimy teraz do okre$lenia algorytmu rozwiazywania schematu (7.7), (7.8).
Algorytm ten bedzie istotnie zaleZzat od ksztaltu obszaru 2. Rozpatrzymy kilka
przypadkéw.

Przypadek 1. Obszar Q jest prostokqtem postaci
2= (0,1,)x(0,1,).
Na Q konstruujemy siatke 2, tak, aby I'y < 92 (92 — brzeg obszaru ). Niech
Q)= {x= (h,jh), i=1,.. . Ny, j=1, .., Ny, B(Np+ 1) =1,, p= 1,2}

W tym przypadku rozwigzywanie (7.7), (7.8) dla ustalonych n i obliczonych pra-
wych stron Fp, sprowadza si¢ do trzech etapow.

I etap: rozwiazanie N, ukladéw (¢ = 1, ..., N,)
(/\(p"+6r/~\§,’))'v;q =Fe p=1.,Ny,
Uy = NPHITAP) 0= 05 p=0;p=Ni+1.
I etap: rozwiazanie N, ukladéw (p = 1,...,N,)
NP+t APV =V, g=1,.., Ny,
£4.:=0, g=0,g=N,+1.
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III etap: wyznaczenie &5 ze wzoru .
;;1 = E;q"'TE;q,ta P = ]., "'9Nl’ q= l, ...,Nz.

Kazdemu z ukladéw w etapach I i II odpowiada uklad réwnan algebraicznych
z macierza trojprzekatniowa. Do rozwigzywania tych ukladéw wykorzystujemy
algorytm faktoryzacji (,,progonki”) numerycznie stabilny (zob. np. [8], str. 618),
ktérego realizacja na maszynie cyfrowej kosztuje liczbg¢ dzialan arytmetycznych
proporcjonalng do liczby niewiadonych. Przy takiej realizacji koszt rozwiazania
schematu rdznicowego (7.7), (7.8) wynosi O(NXN; XN,) dzialan, jezeli koszt
obliczania prawych stron jest tego samego rz¢du. Tak wigc algorytm ten jest opty-
malny w sensie minimalizacji liczby dzialafi arytmetycznych potrzebnych do realiza-
¢ji metody na maszynie cyfrowe;j.
Przypadek II. Obszar 2 ma ksztalt litery L (zob. rys. 1)

X2 A

D x|
Rys. 1

Siatke £2, konstruujemy tak, aby I, = 0Q2. W tym przypadku algorytm z przy-
padku I nie daje si¢ bezposrednio zastosowaé, a to z tego wzgledu, ze w punkcie O nie
mozemy obliczy¢ vp,, czyli wartosci brzegowej potrzebnej do realizacji etapu I, bo
nie znamy &}, . w punkcie E. Dlatego modyfikujemy powyzszy algorytm, stosujac
podejscie Djakonova [9] wykorzystywane w schematach réznicowych z rozszcze-
piajacym si¢ operatorem. Modyfikacja ta jest nastepujaca. Realizujemy etap I dla
wszystkich ¢ (po warstwach poziomych) z wyjatkiem g odpowiadajacego punktom
siatkowym na warstwie 70. Nastgpnie przechodzimy do realizacji etapu II, ale
tylko dla tego p, ktére odpowiada warstwie pionowej DO. To pozwala nam wyzna-
czy¢ &34, wéroéd innych w punkcie E. Teraz wracamy do realizacji etapu I na opusz-
czonej warstwie TO, a nastgpnie do etapu II, obliczajac £3,% na pozostatych war-
stwach pionowych. Etap III jest taki sam jak w przypadku prostokata.

Koszt realizacji metody w tym przypadku réwniez jest proporcjonalny do liczby
niewiadomych réwnej liczbie punktow siatki £2,. Powyzszy algorytm przenosi si¢
tylko na pewne obszary skladajace si¢ z prostokatéw o bokach réwnolegtych do osi
wspodtrzednych (przyklady na rys.2 i 3).
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Na rys. 5 przedstawiony jest obszar, dla ktérego powyzszy algotyrm nie daje sig
zrealizowa¢. Réwniez na ogét nie mozemy go wykorzystaé w obszarze dowolnym 2,
aproksymujac ten obszar obszarem skladajacym si¢ z prostokatéw.

Nizej przedstawimy algorytm rozwigzywania (7.8), (7.9), ktéry mozemy sto-
sowaé w dowolnych obszarach. Oparty jest on na tzw. algorytmie z macierza ,,po-

Rys. 2 Rys. 3

AN

IAN

Rys. 4 Rys. §

jemnosciowa” (a capacitance matrix, [18]) rozwigzywania ukladéw réwnan alge-
braicznych. Najpierw przedstawimy ten algorytm dla dowolnego uktadu

(7.9) Ax =y

gdzie A jest macierza nieosobliwg wymiaru M XM, a x i y sa wektorami M-wymia-
rowymi. Niech K bedzie zbiorem o postaci

K:={1,2,..,N},
a S jego podzbiorem, S < K, zawierajacym p elementéw. Niech B oznacza macierz
nieosobliwa réwniez wymiaru M X M, rézniaca si¢ od macierzy A tylko p wier-
szami, dokladniej: j-ty wiersz A4 = j-ty wiersz B, Vje (K\S5).
Niech X bedzie rozwigzaniem ukladu

Bx = y.
Rozwigzania x ukladu (7.9) poszukujemy w postaci
(1.10) x=5%+ ) g,
i€eS

gdzie fB; € R, g; sa wektorami.
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Bezposrednio sprawdzamy, ze g; sa rozwiazaniami ukladow
Bg; = e, i€,

gdzie e; jest wersorem majacym skladowa i réwna 1, pozostale za$ réwne zeru,
a wektor B = {B:}ics jest rozwigzaniem ukladu

Cﬂ =7
gdzie C = {(4g);}, i,j€S, y = {(3);—(4X);}, j€ S. Macierz C wymiaru pXxp,
nazywana macierza ,,pojemnosciowa”, jest nieosobliwa, co wynika z nieosobliwosci

macierzy A i B. Majac wyznaczone wektory g; i f rozwigzanie x obliczamy albo
z (7.10), albo rozwiazujac ukiad

Bx = y+ Z Bie:;
i€S

to ostatnie jest wygodniejsze ze wzgledu na pamie¢ maszyny.

Schemat postgpowania jest wigc nastgpujacy:

1. Rozwigza¢ uklady Bg; = e;, i €S,

2. ObllCZYé C= {(Ag.), }, i,je S,

3. Rozwigza¢ Bx = y,

4. Rozwiaza¢ C8 = v,

5. Rozwiaza¢ Bx = y+ Zﬂiei.

ieS

Przechodzimy teraz do wykorzystania powyZzszego algorytmu do rozwigzania
schematu réznicowego (7.7), (7.8). Najpierw rozpatrzymy przypadek, gdy £2 jest
obszarem takim jak na rys. 1.

Schemat réznicowy (7.7), (7.8) napiszemy w postaci operatorowej (macierzowej).
W zwiazku z tym wprowadzamy przestrzen L?({2;,) — przestrzenr Hilberta funkcji
siatkowych okreS§lonych na £,:

(W V)i = Z hyhyu(x)v (x).
XeRh

W przestrzeni LZ(£2,) schemat (7.7), (7.8) zapisujemy w nastgpujacej postaci ope-
ratorowej:
(7.11) A& =F", n=0,..,N—1I,
(7.12) &0 =y,
gdzie (49) (x) = (Ao)(x), x € @y, zaé A: LE(2,) » L}(2,) ma postaé

(d2) () = {(AP+0TAP) (NP +01 AP)o (),
x = (phy, ghy) € 245 v(x) = 0, x €I},
Q= QUL EE) = 80 = &g FYE) = F'(), xe,.
Funkcje siatkowa p wyznaczamy z warunku poczatkowego (4.2); za v moZemy

przyjaé (p)(x) = uo(x), jesli tylko uo jest funkcja ciagla, co oznacza, ze U° jest
interpolacja funkcji u, oparta na funkcjach bazowych g¢;;.
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Zauwazmy, Ze operator A nie jest rozszczepialny. Za operator B przyjmujemy
(7.13) B = BB, = (B, +0618,) (B,+0B,),
gdzie B . .

(B) (x) = (\"0) (%),  (Bio) (x) = (A\$P0) (%), xey;

podobnie okre$lamy B, i B,.

Operatory B, B;, jak i wyzej okre§lony operator 4, sa samosprzezone i dodatnio
okreslone w L#(£2;).

Ustalimy teraz rdéznice migdzy operatorami 4 i B. Rozpisujac te operatory
i opuszczajac indeksy p i g przy operatorach oznaczonych symbolem /\, mamy

(AV) (x) = (/\‘1)/\(2)+07(/\(1’/\(2’+A(I’A(Z’)+0272A(I)A(2))” (x),

(Bo) (x) = ((B, B,+07 (B, B, + B, B,) +0*7*B, B,)v) ().
Postacie tych operatoréw r6znig si¢ w punktach G i E (rys. 1); z definicji powyzszych
operatoréw wynika, ze w punktach G i E (rys. 6 i 7) iloczyny operatoréw wyste-

pujacych w A sa okreSlone na 7-punktowym otoczeniu, a w operatorze B-—na
6-punktowym.

// P
| /
/ G /G
e Ve
RS—— Ve
Ve
e
e
— 4 — N
A NZQIN
\ \\ \\
\C) N P C
tIT \1} 5 N \|-/ #\\\
\ AN
E z E
Rys. 6 Rys. 7

X — punkty otoczenia punktu G, a (O — punktu E.

Schemat rozwigzywania (7.11) (dla ustalonego n) oparty na algorytmie z ma-~
cierza ,,pojemnosciowa” jest nastgpujacy:
1. Rozwigzaé uklady

Bgg = eg, Bgg = eg,
gdzie
(ge)(x) = {1 dla x=G i 0dla x # G},
(ge)(x) = {l dla x= E i 0 dla x # E}.
2. Obliczy¢ elementy macierzy C = {¢;j }i,j=1.2:
o ¢11 = (486)(G),  ¢12 = (Age)(E),
21 = (Ag2)(G),  c22 = (Age)(E).
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3. Rozwigzaé¢ uktad B

BE&} = F".
4. Rozwigza¢ uklad

=y,

gdzie B = (Br, B2), ¥ = 1, 72)s ¥1 = (F") (G)— (4ED(G), 2 = (F") (E)— (4EY) (E).
5. Rozwiaza¢ uklad

BE;’ = F”+ﬁle(;+ﬂ26’£.

Rozwigzywanie ukladow z operatorem (macierza) B sprowadza si¢ do rozwig-
zywania dwoch ukladéw z operatorami B, i B,, ktérym odpowiadaja macierze
trojprzekatniowe. Koszt realizacji jest wigc rzedu M, gdzie M oznacza liczbg punktéw
siatki £2,. Zauwazmy, Ze w przedstawionym schemacie nie ma potrzeby rozwigzywac
catkowicie uktadéw z macierza B w etapach 11 3; rozwiazania gg, gg i & s potrzebne
jedynie do obliczenia macierzy C i wektora y, wystarczy wigc je obliczy¢ w punktach
otoczenia 7-punktowego punktéw G i E (zob. rys. 6). Na przyklad, aby obliczy¢
g¢ W wymienionych punktach, wystarczy rozwiaza¢ uklad B,v = e tylko na war-
stwie poziomej, na ktorej lezy punkt G, a nastgpnie rozwiaza¢ uklad B,ec = v
na warstwach pionowych zawierajacych punkty E, G i P (zob. rys. 6); na warstwie
pionowej zawierajacej punkt Z mamy eg = 0, gdyz v = 0 na tej warstwie.

Zauwazmy jeszcze, ze w przedstawionym algorytmie etapy 1 i 2 nie zaleza od n
(od warstwy czasowej), wigc realizujemy je tylko jeden raz, a obliczona macierz C
nalezy zapamigtac.

Przypadek TII. Obszar 2 jest dowolny. W tym przypadku Q2 aproksymu-
jemy obszarem £21, 5, skladajacym si¢ z prostokacikéw o bokach #, i h,. Na obszarze
20, konstruujemy siatke £2,, ktéra pokrywa si¢ z siatka okreslong w ustepie 6
(zob. rys. 4). Tak wigc zadanie przyblizone daje si¢ sprowadzi¢ do schematu rézni-
cowego postaci (7.7), (7.8). Nastgpnie schemat ten sprowadzamy do postaci opera-
torowej (7.11), (7.12) z operatorem A. Za operator B przyjmujemy tak jak i wyzej,
operator postaci

B = BB, = (B, +07R,) (B, +01B,).”}

Operatory A i Bréznia si¢ w punktach sasiednich punktéw ,,naroznych” — takich
jak punkt 0 na rys. 1 i podobnych do niego. Dalej postepujemy wedtug wyzej przed-
stawionego schematu. W ogdélnym przypadku macierz C bedzie wymiaru 2p X2p,
gdzie p jest liczba punktéw ,,naroznych”. Uklady z macierza C rozwiazujemy metoda
Gaussa. Poniewaz C nie zalezy od n, wiec przedstawiamy ja w postaci LU, gdzie
L, U s3 macierzami tréjkatnymi, odpowiednio dolna i gérna. Koszt tego przedsta-
wienia jest rzedu p® dzialaf arytmetycznych. -

Obliczmy koszt wyznaczenia rozwigzania przyblizonego ", n = 1, ..., N. W przy-
padku gdy liczba punktéw ,,naroznych” p nie zalezy od krokow siatki, koszt ten
jest rzedu MN, gdzie M jest liczba punktow siatki £2,. W pozostatych przypadkach
jest on rzedu MN+p®. W najgorszym przypadku p jest rzedu )’ M — liczby punktéw
brzegowych siatki I',. Przyjmujac, Ze N jest proporcjonalne do /M, tzn. liczba punk-



Metoda Galerkina przemiennych kierunkow 21

téw siatkowych po ¢ jest tego samego rzedu co liczba punktéw po 4, lub po 4,,
mamy, Ze koszt realizacji metody jest rzedu MN, a wigc przedstawiony algorytm
jest optymalny w sensie minimalizacji liczby dzialaf arytmetycznych.

Uwaga. W przedstawionym algorytmie rozwigzywania (7.8), (7.9) jako ope-
rator B mozna wybraé operator, ktory rézni si¢ od operatora 4 tylko w p-punktach,
gdzie p jest liczba punktéw ,,naroznych”, np. w przypadku obszaru z rys. 1 tylko
w punkcie G.

8. Zagadnienia z nieliniowoSciami nieograniczonymi. Klasa zagadnien (2.1), (2.2)
spelniajacych zalozenia (2.3), (2.4), tzn. z nieliniowo$ciami ograniczonymi, jest
do§¢ waska; wiele zagadnien nieliniowych waznych w praktyce nie spelnia tych
zalozen i dla tych zagadniefl nie mozemy zagwarantowa¢ zbieznosci metody ADG
rozwazanej w poprzednich ust¢pach. Istnieje jednak mozliwos¢ rozszerzenia metody
ADG na pewna klas¢ zagadnieni z nieliniowosciami nieograniczonymi, wykorzy-
stujac podejécie z pracy [4], ktére nizej przedstawimy.

Rozwazamy zagadnienie (2.1), (2.2). Zakladamy, Ze w miejsce warunku (2.3)
spelniony jest nast¢pujacy warunek:

3 funkcje po(7), y1(7), 0 < v < + oo dodatnie i ciagle wraz z pierwsza po-
chodna, takie, ze V(x,1) € Qr = 2X[0,T), Vp' € R* VE€ R?, £ # 0

2 2 2
da O

®.1) rolloh > &< ) S b < 1 (p) ) 8
i=1 i,j=0 7 i=1

Zamiast zalozenia (2.4) przyjmujemy nast¢pujace: niech funkcie a;(x, p),i = 0, 1, 2,
beda ciagle wraz z pierwszymi pochodnymi w Qr X R® oraz

day 2a |
%y at |

dla i,j=0,1,2, k= 1,2, V(x,2)€Qr, 0 < M —const. Jak widzimy, w (8.2)
nie zaklada si¢ ograniczonosci dai/dp;, co mialo miejsce w (2.4).

Roéwnanie (2.1) z warunkami (8.1), (8.2) przyjeto nazywaé rownaniem z nie-
liniowo$ciami nieograniczonymi.

Dalej bedziemy zakladaé, ze rozwiazania (2.1), (2.2) spelniaja nastg¢pujacy
warunek

(8.3) (lul* +|Vu?)'* < M.

Klasa zagadnieni, spelniajacych ten warunek, jest okre$lona w [6]. Okazuje sig,
ze jeSli rozwiazania zagadnienia (2.1), (2.2) z nieliniowo§ciami nieograniczonymi
spelniajq warunek (8.3), to dla zagadnienia (2.1) (2.2) mozna skonstruowaé zagadnie-
nie pomocnicze z nieliniowoéciami ograniczonymi, réwnowazne (2.1), (2.2), tzn.
rozwigzanie nowego zagadnienia pokrywa sie z rozwigzaniem (2.1), (2.2). Majaﬁ:
skonstruowane zagadnienie pomocnicze rozwiazujemy je metoda ADG opisané
w poprzednich ustgpach i rozwigzanie przyblizone zagadnienia pomocniczego
przyjmujemy za rozwigzanie przyblizone zagadnienia wyjsciowego. RozwaZania

(82) Iai (x, t9 O: 0)] < M, < M

~ H
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z poprzednich ustepéw gwarantuja zbiezno$¢ tego rozwiazania do zadania wyjscio-
wego oraz daja oszacowanie blgdu.
Przechodzimy do konstrukcji zagadnienia pomocniczego dla (2.1), (2.2).
Niech &(s) oznacza funkcj¢ okres$lonag na [0, o) postaci

{1, s< 1,
=10 s>2

a na odcinku [1, 2] tak okreSlona, aby funkcja &(s) na [0, c0) byla nierosnaca, nie-
ujemna, ciagla wraz z drugimi pochodnymi. Wprowadzimy jeszcze jedna funkcje

0(s) = cyi(s)/vo(s),
gdzie y;(s) sa funkcjami z warunku (8.1), a ¢ jest pewna stala dodatnia.
Majgc te funkcje okreslamy a;(x, ¢, p') na podstawie a;(x, ¢, p’) w nastepujacy
sposob: '

;2 , 12
a;(x, t,p')g( ﬁ/f )+9(|p'|2)pi(1—6( L ))
&,- X, t, ) = '
( 7) dla |p'| < 2M,
6 (4M?)p; dla |p'} = 2M,

gdziei = 0, 1, 2, a M jest stala z warunku (8.3). OkreS§lamy zagadnienie pomocnicze:
znalez¢ taka u(x, t), zeby

2
(8.4 % = Z —‘g;j&,-(x, t,u, Dyu, Dyu)+ag(x, t, u, Dyu, Dou)+f(x, 1),
i=1 ' :
xef, te (0, T]
8.5 u(x,0 = up(x), u(x,t)=0 xed, te(,T]

Dowodzi sig, ze wspolczynniki ;(x, ¢, p’) rownania (8.4) przy zalozeniach (8.1)-(8.3)
spelniaja warunki (2.3), (2.4) (zob. [4]).

Zagadnienie (8.4), (8.5) formulujemy w postaci wariacyjnej (3.1)-(3.3), gdzie
w miejscu a;(x, ¢, p’) wystepuja a;(x, t, p'). Mozna wykazaé, Zze rozwiazanie tak
sformulowanego zagadnienia wariacyjnego pokrywa si¢ z rozwiazaniem zagadnienia
(3.1)-(3.3). Tak sformulowane zagadnienie wariacyjne pomocnicze jest wyjsciowe
dla konstrukcji metody ADG.

9. Uogélnienia. 1. Powyzsze rozwazania daja si¢ przenie$é na zagadnienia dla
réwnan hiperbolicznych rzedu IT, uktadéw réwnan parabolicznych i hiperbolicznych
rzgdu I i I oraz dla ukladéw paraboliczno-hiperbolicznych (zob. [12], [13]).

2. Rozwazana metoda przenosi si¢ na przypadek n > 2, przy czym jest ona
optymalna tylko dla obszaréw skladajacych si¢ z n-wymiarowych prostokatéw.

3. Analogiczne wyniki mozna uzyskaé takze dla pewnych schematow trdj-
warstwowych i schematéw dwuwarstwowych innej postaci niz (4.1) (4.2). W szcze-
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golnosci, dla pewnych zagadnieh mozna konstruowaé¢ metodg ADG podwyzZszonej
aproksymacji wzgledem ¢, np. schemat Crank-Nicolsona.

4. Za funkcje bazowe w ADG mozna wybiera¢ iloczyny funkcji jednej zmiennej,
z ktorych kazda jest wielomianem stopnia wyZzszego niz 1, np. iloczyny wielomiandw
stopnia 2 jednej zmiennej, co daje nam szybsza zbiezno$¢ metody.

5. PowyZsze rozwazania daja si¢ przenie$¢ na zagadnienia z warunkami po-
czatkowo-brzegowymi, w ktdrych warunki brzegowe moga byé Il i III rodzaju
lub ich kombinacjami z warunkiem Dirichleta.
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