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Aproksymacja stochastyczna
II. Metody optymalizacji z ograniczeniami
(Praca przyjeta do druku 28.2.1976)

W tej czeéci przedstawione zostana iteracyjne metody statycznej optymalizacji
stochastycznej stosowane w przypadku, gdy na zbidr argumentéw funkcji opty-
malizowanej natozone sa pewne ograniczenia.

Zgodnie z przyjeta w czesci I(1) terminologia, wymienione zadanie optymalizacji
polega na wyznaczeniu punktu 6 € C, C = R", w ktorym funkcja rzeczywista f
(f: RY - R") osigga warto$¢ minimalna na C. Zaktada¢ bedziemy przy tym, ze zbidr
C ma postaé
1)) C={xeR": ¢(x)<0,i=1,2,...,s},

gdzie ¢' sa funkcjami o wartosciach rzeczywistych, g': R¥ - R, i =1, ...,s.

Oczywidcie, rowniez w czg$ci 11 obowiazywaé beda zalozenia o nieznajomosci
postaci f i istnieniu zaklceri losowych naktadajacych sie na pomiary wartosci tej
funkcji. Ponadto, o f zaklada¢ bedziemy co najmniej, ze gradient f, oraz hesjan
[+ istnieja i sa ciggle na RY (por. cze$¢ 1 — zatozenie (Z1); uwaga: wzmiankowane
dalej wzory i zatozenia z czeSci I oznaczane beda swoimi oryginalnymi numerami,
poprzedzonymi rzymska cyfra I —np. (L.Z1)). O losowych zakiéceniach nakta-
dajacych si¢ na wartoéci f przyjmowaé bedziemy, ze maja zerowe wartoéci oczeki-
wane i wariancje jednostajnie ograniczone na R¥ (jak w (I.Z2) i (1.Z3)).

W zasadzie, podobnie jak w teorii programowania nieliniowego, a takze jak
w rozwazanym w czeSci I zadaniu optymalizacji stochastycznej bez ograniczen,
nie bedziemy poszukiwaé punktu, w ktérym f osiaga minimum globalne (na C),
Za rozwigzanie za$§ uznamy punkt 0 € C, speiniajacy tylko komieczny warunek
optymalno$ci. Wiadomo, ze takim warunkiem koniecznym (nie najogdlniejszym
zreszty) jest warunek Kuhna-Tuckera, dajacy si¢ zapisa¢ nastepujaco ([29], rozdziat
1.2 i [36], rozdziat 2.4): ‘

@ AO+ D 1igi0) =0,

ieJ(6)

(') Str. 21-36 tego tomu.

[37]
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gdzie J(0) oznacza zbiér indekséw i odpowiadajacych ograniczeniom aktywnym
w punkcie 6 (tzn. takim, ze ¢'(6) = 0), 1; sa natomiast wspSiczynnikami nieujem-
nymi.

Uwaga 1. W przypadku gdy C nie ma wn@trza warunek (2) staje si¢ trywial-
ny — speiony jest dla kazdego x € C.

Uwaga 2. Jezeli funkcje fig',i=1,2,...,5, s3 wypukle, to (2) jest réwniez
wystarczajacym warunkiem optymalnosci. ‘

Metody optymalizacji przedstawione w rozdziatach II.1-3, sg zbiezne z p. 1;
dokladnie, kazdy punkt skupienia x ciagu przyblizen {X,}, generowanego przez
dang metodg, spelmia (2) z p. 1. Podstawg dowoddw tej wiasnosci stanowi, jak
poprzednio, nieréwnos¢ (L.4). 5

W rozdziatach II.1 i I1.2 przyjmiemy, Ze wartosci ¢* oraz ¢%, i = 1, ..., s, moga
by¢ obliczone dokladnie dla kazdego x. W rozdziale I1.3 rozwazymy natomiast
przypadek, gdy zaréwno wartosci f; jak i wartosci funkcji ograniczen ¢ (niekoniecz-
nie wszystkich) obserwowane sa z bledami losowymi.

IL.1. Metody funkcji kary. Stochastyczny wariant metody (zewnetrznej) funkcji
kary (por. [29], [36]) opracowany zostat przez Kushnera i Sanvicentego [25]. Autorzy
ci za funkcje kary przyjeli:

N . 1 .
) P = 5 Y Imax{0, N = - Y [P,
- "= " T
gdzie J, jest ciggiem liczb dodatnich 6,,; < d,, lim §, = 0, J*(x) oznacza zbiér

tych i, dla ktérych ¢'(x) = 0, x € R".

Oznaczmy h'(x) = f(x)+p"(x). Idea metody Kushnera-Sanvicentego (KS 1),
zaczerpnigta z jej deterministycznego pierwowzoru, polega na zastosowaniu do
funkcji A" ktorej$ z iteracyjnych metod optymalizacji stochastycznej bez ograniczen,
obcinanej (przerywanej) zgodnie z zadana regula zatrzymania. Powiedzmy, ze reguta
zatrzymania spowodowata zastopowanie procesu minimalizacji funkcji #* w punkcie
X7}, punkt ten uznajemy wowczas za punkt startowy nastgpnego cyklu, w ktérym
cala procedura zostaje powtérzona z funkcja A"*' zamiast A" (X} = X,., = X7*1,
przy czym — ogolnie — X, oznacza punkt startowy cyklu n-tego). W ten sposob
zadanie z ograniczeniami zastapione zostaje ciggiem zadan bez ograniczen, ze zmie-
niajacy si¢ funkcjg minimalizowana A". Intuicyjnie, zbiezno$¢ metody do rozwiazania
wynika z tego, ze dla kazdego x ¢ C: p"(x) > 0, p"**(x) > p"(x) i lim p"(x) = o,

dla kazdego za$ x € C: p"(x) = 0; stosowna przy tym organizacja procesu szukania
punktu 6 € C zapewnia
) limp"(X,) =0 zp.l1.

Zauwazmy tu, ze spelnienie zwigzku (4), orzekajacego dazemie ciagu przyblizen
X, do zbioru punktéw dopuszczalnych C, jest oczywiste i nie wymaga zadnych
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dodatkowych zatozefi wtedy tylko, gdy w kazdym cyklu optymalizacyjnym (tj. dla
kazdej A") wyznacza si¢ z p. 1 punkt, w ktérym dana funkcja A" przyjmuje wartosé
najmniejsza, czyli gdy X,,, = arg min A"(x), z p. 1. W przypadku stochastycznych

xeRN
metod funkcji kary ta ostatnia sytuacja nie moze mie¢ miejsca, ze wzgledu na ko-
nieczno$é obcinania stosowanej w kazdym cyklu procedury minimalizacji bez
ograniczen.

Kushner i Sanvicente zaproponowali uzycie w kazdym cyklu optymalizacyjnym
procedury KG (por. (I.16) i komentarz do tego schematu). W rezultacie, kolejny
n-ty cykl metody KS1 sam dzieli sie na podcykle, indeksowane literg m, w ktérych
stosuje si¢ jednowymiarowa — takze obcinang — procedure Kiefera-Wolfowitza:
®) Xph = Xpm—Vaaim[DI(XP™, ™, Vi) + 617,
gdzie

grm = @epmyiarm,
DI, €, Va) = Qep™) LA™+ V) — fXTm = V)l (V) (X,

pozostale oznaczenia odpowiadaja przyjetym w (I.16) z tym, Zze odnosza si¢ do
m-tego cyklu procedury KG, realizowanej w ramach n-tego cyklu metody KS1.

Zgodnie z tym co powiedziano wyzej, punkt, w ktérym zastopowany zostal
n-ty cykl metody KS1, stanowi zarazem punkt startowy cyklu nastepnego (Xp'=
= X,,; = X?*11)(?). Odpowiednia regula zatrzymania n-tego cyklu podana zostanie
nieco dalej.

W zalozeniach metody KS1 uwzgledni¢ nalezy oczywiScie warunki zbieznosci
procedury KG. W’szczegélnos'ci przyjmuje sig, ze f jest ograniczona z dotu, funk‘c-j'e
£, q' sa dwukrotnie rézniczkowalne oraz ze hesjany fizighy,i=1,2, ..., 5, g'(x) =
= [¢'(x)]?, por. (3)(®), sa ograniczone na R, “d

Sposréd zatozen zwiazanych juz bezposrednio ze specyfika zadania z ogranic?el
niami, najwazniejsze to zadanie ograniczonosci zbioru C, wypuklosci f i §cislej
wypuklosci ¢, i = 1, ..., s. Dwa ostatnie z wymienionych wymagan nie wystqp'ﬁ?a
wprawdzie explicite w [25], stanowia jednak ,,naturalny” warunek wystarczajé?y
dla spelnienia zawartego w tamtej pracy nastgpujacego zalozenia formalnego (pc;.
[25] i tam rys. 3):

(Z1) Dla kazdego zwartego zbioru S istnieje stala K taka, ze jezeli dla pewnych
" xeSikA=0,ieJ*(x), spelniony jest warunek

L@+ YT higilx) =0,
ieJ+(x)
to A; < Ky dla wszystkich i € J* (x).

(*) Xt oznacza, Ze n-ty cykl zatrzymany zostal w A-tym punkcie podcyklu /tego. (Zwraca
si¢ uwage, Ze reguta zatrzymywania podcykli nie ma nic wspdlnego z regula zatrzymania cyklu).

(®) W rzeczywistoéci w [25] zatozono tylko ograniczono§¢ hesjanow gi,. Przy takim jednak
zalozeniu nie mozna by odwotaé si¢ do wlasnosci zbieznosci procedury optymalizacji bez ograniczen
i, przeto, wykazaé zbieznosci aktualnie rozwazanej metody KSI.
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Podamy tu jeszcze jedno zalozenie, zwigzane z szybkoécia malenia ciggu 6,:

22) D205k =07 < .
Przyjecie (Z1) pozwala wykazad, ze jesliby dla danego » dziatania procedury KG

nie zatrzymaé (tzn. m = 1,2, ..., m - ), to — dla pewnego K < oo, niezaleznego

od n, m, i — warunek

© p"(X?™) < K6,

spelniony byltby nieskonczenie wiele razy z p. 1.

Za regulg zatrzymania n-tego cyklu metody KS1 mozna tedy uznaé pierwszy
moment, dla ktérego zachodzi (6). Reguta taka jest dobrze okre§lona, poniewaz
liczba krokow iteracyjnych wykonywanych w n-tym cyklu jest z p. 1. skonczona.

Uwaga. Azeby n-ty cykl nie zostal zatrzymany w przypadku gdy wszystkie kolejne przy-
blizenia X~ punktu minimalizujacego 4" leza w zbiorze C, nalezy zalozy¢ dodatkowo, Ze przed
momentem zatrzymania wystapito przyblizenie nie nalezace do C. Pewnego komentarza wymaga
tu jeszcze fakt, ze stala K nie jest z gory znana. Stala ta moze by¢ wyznaczona ,,adaptacyjnie”,
tzn. z cyklu na cykl moze by¢é zmieniana, na podstawie przebiegu procesu iteracyjnego w cyklach
wezesniejszych (przy jednoczesnym zaloZeniu, ze k:aidy cykl jest zatrzymywany, jezeli ciag przyblizerh
pozostaje ,,zbyt dtugo” poza zbiorem C).

Zalozenie (Z1), w polaczeniu'z (Z2) i przy podanej regule zatrzymania, zapewnia
metodzie KS1 wiasno$é (4). (Z1) ingeruje takze w ostatnia cze$¢ dowodu zbieznosci,
pozwalajaca stwierdzi¢ dazenie ciggu {X,} do zbioru punktéw speniajacychs (2).
Nie wydaje si¢ przy tym, aby mozliwe bylo istotne ostabienie zatozenia (Z1). W kon-
sekwencji, nie nalezy oczekiwaé wykazania zbieznosci stochastycznych metod funkcji
kary bez zadania wypuklosci £i ¢'. Warto zarazem przypomnieé, iz deterministyczne
metody funkcji kary, w ktérych nie zaklada si¢ osiggania minimum /" w kazdym
cyklu, réwniez wymagajg poczynienia zatozen typu (Z1); por. [29], str. 141-144.

Fabian w pracy [5] (p. tez [35], thum. ros., str. 255) podal metodg nie zaktadajaca
ograniczono$ci hesjanéw gi., i =1, ...,s. Fabian zalozyl tylko ograniczono$¢
hesjanéw qi.. W jego metodzie dopuszcza sie (przy kazdym ustalonym ) nieograni-
czong zmienno$é hesjanu funkcji kary p”,

@) P = ra Y §(Mag (),
przy czym g(x) = [max{0, x}]e~'/*, M, # oo, r, \{ 0, r,M, # .
Metoda Fabiana dziata wedtug schematu (1.2):
Xn+1 = Xn'—anYn,

przy czym Y, jest sumg gradientu pi(X,) i skonczenie réznicowego estymatora
gradientu f,(X,)(*). Dla kazdego n. wykonuje si¢ zaledwie jeden krok iteracyjny,

-

(*) Estymator f; ma posta¢ taka jak w metodzie KW — (I.1").
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o dlugosci a,||Y,|l; z kroku na krok zatem ulega zmianie funkcja minimalizowana
l;”(x) = f(x)+p"(x). Zatozenia metody Fabiana — poza dotyczacym ograniczonosci
tylko hesjanéw g., — sa podobne do przyjetych przez Kushnera i Sanvicentego
(pewnej komplikacji ulegaja wszakze warunki typu (I.Z5), wiazace wspélczynniki
rey My, a,ic,).

W metodzie tej nie zostala przewidziana mozliwo$¢ prowadzenia ucinane;j,
iteracyjnej minimalizacji kazdej #". Trudno§¢ polega na tym, ze dowodu zbieznosci
nie mozna tym razem oprze¢ na znanych wlasno$ciach meted optymalizacji bez
ograniczen (dla danego » hesjan A" jest nieograniczony!).

Fabian wykazal zbiezno$¢ swojej metody i nadto podat oszacowanie asyrhpto-
tycznej predkosci dazenia f(X,) do warto$ci minimalnej na C. Dla g, = n~5/6
co =n"1% M, =n"%ir,=n""% logn, rzad predkosci zbieznosci f(X,) wynosi
O(n=Y6+4), gdzie A jest dowolng liczbg dodatnia.

Przedstawione metody funkcji kary wymagaty zatozenia wypuklosci — odpo-
wiednio $cistej lub nie — funkeji fi¢',i = 1, ..., s (czyniac w ten sposéb (2) koniecz-
nym i wystarczajacym warunkiem optymalno$ci, por. uwaga 2). W metodzie KS1
trzeba bylo zazadaé nadto ograniczonoéci gt.. Z drugiej strony, w metodzie Fabiana
zatozenie takie nie zostalo wprawdzie poczynione, nalezy jednak oczekiwaé, iz
jest to metoda wolniejsza od KS1.

Istotna zaleta obydwu metod jest natomiast ich prostota. Wydaje si¢ przy tym,
Ze — przynajmniej w pierwszym etapie szukania punktu optymalnego — mozna
zastosowaé metode KS1, bez wzgledu na to, czy hesjany gi, sa ograniczone na RV
czy nie. Nieograniczonos$¢ g&, nie powinna mie¢ wplywu na dziatanie metody z dala
od zbioru punktéw dopuszczalnych; moze jednak wywolaé wyrazne (niezbieine)
oscylacje ciggu przyblizen w otoczeniu tego zbioru i w takim przypadku metode
KS1 nalezy zastapi¢ inna, np. metoda Fabiana lub jedng z metod kierunkéw do-
puszczalnych (por. [12], gdzie podano sposéb mierzenia ,,oscylacyjnosci” ciggu
przyblizen).

I1.2. Metody kierunkéw dopuszczalnych. Interesujace stochastyczne odpowiedr.iki
metod kierunkéw dopuszezalnych (por. [29], [36]) opracowane zostaly przez Kush-
nera [21], [24]. W metodach tych o zbiorze C zaktada sie, iz jest zwarty i jest domknig-
ciem swego wnetrza. Okreslajace go funkcje ¢ sa rézniczkowalne w sposéb ciagty,
0 f za$§ zaklada sig, ze ma cigglte pochodne czastkowe drugiego rzedu. Zalozenie
ograniczono$ci f;, na RY nie jest potrzebne, gdyz w metodach kierunkéw dopuszczal-
nych wszystkie kolejne przyblizenia punktu optymalnego leza w zbiorze C, jak
przyjeliémy, zwartym.

Niestety, Kushnerowi nie udalo sie udowodnié¢ zbieznosci jego metod bez zalo-
zenia wypuklosci f. Trzeba jednak podkreslié, ze wymaganie to nie wynika ze specy-
fiki rozwazanych metod i wiaze si¢ raczej z trudnosciami technicznymi napotkanymi
brzy szacowaniu nieréwno$ci typu (1.4). Wydaje si¢ przeto, ze metody kierunkéw
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dopuszczalnych zachowuja wlasno§é zbieznosci do zbioru punktéw optymalnych
(spetiajacych (2)) réwniez w przypadku f niewypuktych.

Nizej przedstawiona zostanie idea stochastycznego wariantu metody Zouten-
dijka, a wlasciwie modyfikacji tej ostatniej, dokonanej przez Polaka ([29], str. 164;
oryginalna metoda Zoutendijka, pod nazwg metody strefy bezpieczeristwa, opisana
jest w [36], rozdzial 13.4). W [24] rozwazany jest takze stochastyczny odpowiednik
metody Topkisa i Veinotta ([29], str. 160).

Oznaczmy ¢°(x) = f(x) i okre$lmy zbiér indekséw ograniczen ,,e-aktywnych”

Jolx) = {0}u {i: 4'(x) > —e}.
Dla kazdego wektora w e RY, w = [w ... w™]T |w®| < 1,i=1,...,N, zdefiniu-
jemy

(8) max <q:;(x)a W> = 7(3: X, W),
ieJg(x)

gdzie { -, -) oznacza iloczyn skalarny. Oznaczmy dalej
) . min y(g, x, w) = (¢, X).

Nie jest trudno pokaza¢, ze ¥(0, x) < 0 i warunek (0, 6) = 0 jest rownowazny
koniecznemu warunkowi optymalnosci (2), [29].

Przez kierunek dopuszczalny rozumie sig¢ dowolny wektor w rozwiazujacy problem
minimaksowy (8)-(9). Wektor w wyznacza w pewnym otoczeniu x € C kierunek
jednoczesnego malenia f i ¢, i€ J,(x). Mdwiac niedciSle, dzigki uwzglednieniu
wszystkich ograniczen e-aktywnych, w jest kierunkiem malenia f, przebiegajacym
wewnatrz C.

Najogdlniej, metoda Kushnera polega na wyznaczeniu, dla danego przyblizenia
X,, stochastycznego kierunku dopuszczalnego w, i okresleniu na tym kierunku —
droga ucinanej minimalizacji iteracyjnej — przyblizenia nastepnego, X, ,. Zaktada
si¢ przy tym, ze X,, X,,, € C. Wektor w,, nazywany dalej krétko kierunkiem do-
puszczalnym, jest tak wybierany, aby spelniony byt nastgpujacy warunek :

(Z3) Niech 6, i 8, bedq funkcjami rzeczywistymi okreslonymi na (0, oo), niemalejq-
cymi i dodatnimi. Niech n, bedzie funkcjq rzeczywistq.na (0, o), nierosnqcq i dodatniq.
Niech dalej P, oznacza prawdopodobieristwo warunkowe wzgledem X,. Wéwczas,
dla kazdego ¢ > 0,

Pxn{y(‘g? Xn’ W,.) < _61(8)} > 52(8) -

z p. 1 na zbiorze tych w, dla ktérych n > nl(—y(a,X,,)) iyle, X,) < —e.
Zalozenie (Z3) wiaze w, z definicja kierunku dopuszczalnego dla problemu
deterministycznego (8)-(9). Warunek ten orzeka, ze dla dostatecznie duzego n
nieréwnos$¢ y(e, X,) < —e implikuje y(e, X,,w,) <0 z prawdopodobienstwem
dodatnim, przy czym i to prawdopodobiefistwo, i warto$é |y(e, X,, w,)| rosng
wraz ze wzrostem &. Nie jest to zaloZenie ostre; mozna pokazal, Zze spelnione jest
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np. przy w, wybieranym losowo, zgodnie z rozktadem réwnomiernym na powierzchni
kostki {w e R™: [w®| < 1I,i=1,..,N}

W [24] zaproponowano okre$lanie w, w oparciu o rozwiazanie stochastycznego
wariantu problemu minimaksowego (8)-(9). Dla prostoty zatozono, ze obserwacji
podlegaja nieotcigzone oceny wartoéci gradientu f,, nie za$ tylko oceny wartosci
funkcji f. Niech dany bedzie punkt X,,. Przyjmijmy, iz dane sa takze: rosnacy ciag
liczb naturalnych M} oraz llczba g, > 0. Ciag obserwacji wartosci f,(X,) ma postaé
fx(X,.)+o‘” Li=1,2,..,Ex, &mi = 0; zalézmy ponadto, ze zaklScenia losowe
é""‘ i=1,2,..., sa ortogonalne (warunkowo, wzgledem X,). Niech wreszcie
estymator wartosci fi(X,), oparty na M} obserwacjach ma postaé fr(X,)+v™",
gdzie p™" = (MH~! Z émi. Przy podanych zalozeniach algorytm wyznaczania

i=1
w, mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Krok 1. Poléz k =1, ¢, = &,.

Krok 2. Oblicz (na podstawie M} obserwacji) f,(X,)+v™* i rozwiaz ponizszy
stochastyczny wariant problemu (8)-(9):

(10) Yilew, Xu) = |I<I}»i|1i 1 max {{fe(Xo) + 9™ w), max ){(qi(Xn), Wy},

ieJ9, (Xn
gdzie J2(x) = J,,(x)— {0}.

Uwaga. Zamiast (10) rozwiazuje si¢ zwykle réwnowazne mu zadanie progra-
mowania liniowego, por. [21], [24] i [29], str. 161.

Krok 3. Jezeli yi(e, X,) < —&, przyjmij za w, dowolny wektos w rozwigzu-
jacy (10) i zatrzymaj dziatanie algorytmu. W przypadku przeciwnym poldz e, =
= g/2, zwieksz k o 1 1 wré¢ do kroku 2.

Poniewaz ciag {M}} jest rosnacy (lim M% = oo) i zaklécenia ™ sg ortogonalne,
liin y"*¥ =0 z p. 1 i algorytm wyznaczania w, musi si¢ zatrzymaé po skoficzonej

liczbie krokéw, jesli tylko y(0, X,) < 0, tj. jesli X, nie spetnia koniecznego warunku
optymalnosci.

Jedliby zrezygnowac z zatozenia dostgpnosci nieobctazonych ocen fi(X,), odpowiedni estymator
tej wartosci trzeba by oprze¢ na obserwacjach (Mp-krotnych) skoriczonych réznic wartoéci f. Przy-
padek taki rozwazony zostal w [20], str. 2-11, 2-12. Zaproponowany tam estymator gradientu
Jx(X,), oparty na M obserwacjach réznic skoficzonych, moze zostaé zapisany w nastepujacy sposob:

1 f(Xn"l'dnel)—f(Xn"dne‘) \ M;\'
Yuk = : +MY Y é’}
2w | | f(X+ dye®) = (X, —dye®) =
gdzie e/, j = 1, ..., N, jest wersorem j-tej osi wspotrzednych w RN, d, — ustalony wspolczynnik,

d, > 0, hmd = 0 Przy podanym estymatorze gradlentu wektor w, — okreslany jak wyiej —

Zapewnia spe}meme (Z3). Tym razem jednak moze si¢ zdarzyc iz dla danego d, i przy k — oo nie

istnieje ujemne rozwiazanie problemu (10), mimo ze (0, X,) < 0. Mianowicie, wobec stosowania

roznic skoficzonych, estymator Y™* nie jest juz nieobciazony i moze sig okazaé, ze lim yx(ee, X,) =
k— o0
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> 0. W praktyce zatem, dzialanie algorytmu wyznaczania w, nalezy przerywa¢, gdy k osiaga wartos¢
,,zbyt duza”; przyja¢ wowczas nalezy X,,, = X, i sprobowaé rozwigza¢ (10) przy mniejszym
obcigzeniu estymatora Yk, Spelnienie przy tym warunku (Z3) wynika stad, Zze podana tam nie-
réwnos¢ musi zachodzié tylko dla ,,dostatecznie duzych n” (przy n zas dazacym do + 0o, znika
obcigzenie Y™:k),

Majac X, i w, mozna przystapi¢ do minimalizacji f wzdtuz odcinka [X,,
X,+ 2wy, gdzie 47 = min{A: X,+ iw, ¢ C, > 0}, ucinanej zgodnie z zadang
reguly.

Dla dostatecznie duzych n i y(e, X,, w,) < —9,(¢) — por. (Z3) — procedura
iteracyjna winna speinia¢ warunek analogiczny do (I.4). Stosowne procedury omé-
wione zostaty w [24], przy zaloZeniu, Ze obserwuje si¢ nieobcigzone oceny wartosci
gradientu f;; przypadek dysponowania jedynie ocenami wartosci funkcji f rozwazony
jest w [21]. Na przykiad, wykorzysta¢ mozna jednowymiarowa procedure¢ typu KG —
patrz (1.16) — tak jednak zmodyfikowana, by wszystkie obserwacje wartosci f° (lub
odpowiednio f;) dokonywane byly na odcinku [X,, X,,+ A} w,] i punkt X,,, ,, wyzna-
czony w ostatnim kroku iteracyjnym, takze nalezat do tego odcinka.

Kushnerowi nie udato si¢ wykazaé zbiezno$ci jego metod kierunkéw dopuszczal-
* nych bez zatozenia, ze liczba iteracji wykonywanych wzdtuz danego w, roé$nie wraz
ze wzrostem n (tzn. lim %, = oo z p. 1, gdzie ¥, oznacza liczbg iteracji w n-tym

cyklu metody). Nie jest to najprawdopodobniej zatozenie konieczne, w kazdym za$
razie nie ma zadnego uzasadnienia praktycznego. Przeciwnie, wiadomo, ze wykony-
wanie duzej liczby krokdw iteracyjnych nie jest racjonalne w sytuacji, gdy X, lezy
blisko brzegu C, w, natomiast — skutkiem istnienia zakldécen — okreslony zostal
tak, ze ¢ fx(X.,,), way > 0 (por. [24], uwaga na str. 353 oraz przyklady)(®).

Reasumujac, metody kierunkéw dopuszczalnych nie wymagaja zakfadania
wypuktosci ¢, i = 1, ..., s. Najprawdopodobniej metody te pozostaja zbiezne i dla
niewypuktych f. Stosuja si¢ przeto do szerszej klasy zadan optymalizacji niz metody
funkcji kary. Opisana tutaj stochastyczna wersja metody Polaka jest natomiast
o tyle bardziej skomplikowana od metod z poprzedniego rozdziatu, ze dla kazdego
n potrzebuje (zazwyczaj wielokrotnego) rozwiazania problemu (10).

Dla przedstawionej wersji metody Polaka nie zostaly dotad opracowane zadowa-
lajace sposoby doboru ciggéw {M7} i {£,}. Pewne sugestie dotyczace tych za-
gadnien — oparte na do$wiadczeniu numerycznym — znalezé mozna w [24].

2.3. Metoda funkcji Lagrange’a. Stochastyczny odpowiednik metody furkcji
Lagrange’a ([36], rozdziat 10.2), zaproponowany przez Kushnera i Sanvicentego
[26], [27], stosuje si¢ do przypadku, gdy zaréwno wartosci funkcji f, jak i wartosci

(®) W uwadze na str. 353 pracy [24] stwierdzono mylhie, 7ze dyskutowane zalozenie uzyte
zostato w [20], w czesci dowodu twierdzenia 3, dotyczacej przypadku {fi(X,), we> > 0. W rzeczy-
wistosci zatozenie to uzyte zostalo w przypadku funkcji f nierosngcej na [X,, X,+ A+ w,] (por. [20],
cze$é trzecia dowodu twierdzenia 3) i nigdzie indziej w dowodzie twierdzenia 3 nie bylo wykorzy-
stywane,
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funkcji ograniczen ¢ (niekoniecznie wszystkich) obserwowane sa z bledami losowymi.
O ocenach ¢'(x) — podobnie jak f(x) — zaklada si¢, ze sa niecobciazone, przy czym
wariancja btedu losowego jest ograniczona na RY, jednostajnie wzgledem n (por.
(I.Z4) i komentarz do tego zatozenia).

Idea metody funkcji Lagrange’a — jako zwiazana z zasada dualnosci (p. [36],
rozdziat 2.6) — jest szczegdlnie przydatna w rozwazanym przypadku. Metoda
kierunkéw dopuszczalnych nie moze by¢ zastosowana wobec niedokladnej znajo-
mosci ograniczen, zastosowanie za§ metod funkcji kary w takiej sytuacji bylo
wprawdzie badane, ale bez zachecajacych rezultatéw ([5], [34]; znane warianty
metody funkcji kary wymagaja wowczas, aby wariancje bledéw losowych dazyly
do zera, gdy n — o0).

Funkcja Lagrange’a ma postaé

(11 L(x, ) = f)+ Y 1%(x),

gdziex e RY, A = [AD A9, 2D > 0,i=1, ...,

Przy zalozeniach, ze funkcje fi ¢' sa wypukle i majg ciggle pochodne pierwszego
rzedu oraz Ze istnieje punkt x € C, dla ktdrego ¢'(x) < 0, i = 1, ..., 5, warunkiem
koniecznym i wystarczajacym optymalno$ci punktu 6 jest istnienie punktu siodtowego
funkcji Lagrange’a, tzn. istnienie punktu (0, i) o wlasnosci:

(12) LG, H < L6, H < Lix, D),
dla wszystkich x e RV, 2, A0 >0, i=1,...,50€C, iV >0, i=1,...,s ([36],
rozdziat 2.6). i

Problem minimalizacji z ograniczeniami sprowadza si¢ tedy do jednoczesnej
minimalizacji L(-, -) wzgledem x i maksymalizacji tej funkcji wzgledem 4, A > 0.
Przy tym

(13) um@=AM+Zwmm;

1=1

(14) Li(x, 2) = q(x),

gdzie g(x) = [¢'(x) ... ¢°()]".

W metodzie Kushnera i Sanvicentego (KS2) — ze wzglgdu na stochastyczny
charakter zadania — czyni si¢ wigcej zalozen niz to jest potrzebne dla stwierdzenia
réwnowaznosci istnienia punktu siodtowego (0, 71) i optymalnosci 0. Przyjmuje sig
mianowicie dodatkowo, ze fi ¢', i = 1,...,s, maja ciagle pochodne czgstkowe
drugiego rze¢du oraz punkt (6, Al) lezy w kostce (w RY X R®) o znanych brzegach
x|l < 4, 0< AP < 4, 4 < 00(5). Ten ostatni warunek pozwala dla ciagu przy-

(°) W istocie Kushner i Sanvicente zatozyli jeszcze, ze funkcja f jest $cisle wypukta. ZaloZenie
takie nie wydaje si¢ konieczne, upraszcza za to dowod zbieznoéci; wowcezas bowiem punkt @ spetnia-
Jacy (12) jest jedyny.
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blizen punktu optymalnego uzyska¢ oszacowanie typu (I.4) i, w konsekwencji,
dowie$é zbieznoSci metody; nie wydaje si¢ zarazem, aby mozna go bylo zastapié
innym, rozszerzajacym zakres zastosowan metody KS2.

Punkt (0, i) okresla sig iteracyjnie, stosujac réwnolegle dwie procedury optymali-
zacji bez ograniczen — jedna do minimalizacji L wzgledem x i druga do maksymali-
zacji L wzgledem A. Przy danym (osiagnigtym) przyblizeniu (X,,, 4,) pierwsza proce-
dura wyznacza punkt j’,, +1, druga za$ i,,ﬂ Dokladniej, X,,, wyznaczany jest
przez procedure Kiefera-Wolfowitza (I.1) ze skonczenie réznicowym estymatorem
gradientu L.(X,, A,) zamiast wystepujacego tam estymatora wartosci f.(X,); w pro-
cedurze tej wykorzystuje si¢ zatem skonczenie réznicowe estymatory gradientow
f(Xn) igi(X,), i =1, ...,s, por. (13). Wyznaczenie i,,ﬂ jest prostsze, dysponujemy
bowiem nieobcigzonym estymatorem L,;(X,, 4,), por. (14). W rezultacie, mozemy
zastosowaé wielowymiarowa procedure Robbinsa-Monro (1.3), ze zmienionym
znakiem przed a, (tym razem rozwazane jest zadanie maksymalizacji, a nie — jak
w tamtym przypadku — minimalizacji funkcji): \

(15) st = et GalLaX, M)+ &0l = At Galg(X)+ 4]
Otrzymany punkt (.»\7,,+ +» Anr1) € RY x R® jest z kolei rzutowany na kostke, w ktdrej
lezy (8, i) i dopiero 6w rzyt uznawany jest za (n+ 1)-sze przyblizenie rozwigzania:
X0y, jezeli X2 < 4,
X®, = A, jezeli X,fir’1 > A,
—A, jezeli X, < —A4,
0, jezeli 0< AW, < A4,
MW =14,  ezeli = IR, > A,
0, jezeli I <

Metoda KS2 — przy zatozeniach podanych wyzej, a ponadto warunkach (I.Z5)
ia, = a,, por. (I.1) i (15) — daje X, — 0, z p. 1. W pracach Kushnera i Sanvicen-
tego nie byl rozwazany problem optymalizacji dtugosci kroku przy przejsciu od
(X,, 4,) do (X’,H, 1 i,,ﬂ). OczywiScie, ze wzgledu na minimaksowy charakter procesu
szukania punktu siodtowego, nie jest tu mozliwe skorzystanie wprost z zasad dobdru
dtugosci kroku iteracyjnego, opisanych w rozdziale 1.3.

II.4. Uwagi koncowe. Autorowi tego opracowania nie sa znane zadne prace
poswiecone badaniu skuteczno$ci metod optymalizacji z ograniczeniami (jesli nie
liczy¢ wynikéw numerycznych przedstawionych w [24]). Najwieksze znaczenie miato-
by, przynajmniej eksperymentalne, poréwnanie lokalnych(’) wilasnosci réznych
metod optymalizacji (ze wzgledu na podobieristwo probleméw, niniejsze uwagi

(") Tzn. nieasymptotycznych, obowiazujacych dla n ustalonych.



Aproksymacja stochastyczna I 47

odnoszg sie czgéciowo takze do metod bez ograniczen; por. komentarze w roz-
dziale 1.4). Poroéwnanie wlasnosci nieasymptotycznych jest szczegdlnie istotne
w sytuacji, gdy liczba mozliwych krokdw iteracyjnych jest skoficzona, a zatem
gd.y sumaryczna liczba obserwacji wartosci funkcji minimalizowanej jest ograniczona.
Nalezy przy tym pamigtaé, ze wowczas skuteczniejsze moga si¢ okaza¢ metody,
w ktérych kolejny krok w procesie szukania minimum okreslany jest na drodze
wnioskowania statystycznego. Do metod takich naleza przede wszystkim metody
oparte na lokalnej analizie funkcji regresji; ich omdwieniu po§wigcona jest ksiazka
Zielinskiego [41] oraz w [15] — rozdziat 7.4, 1, 2, 6. Na wnioskowaniu statystycznym
opierajg si¢ takze tzw. metody ewolucyjne ([15], rozdziat 7.3.7) oraz metoda istotnej
aproksymacji, opracowana przez Kacprzynskiego ([13]}-[15] — rozdziat 7.3.2, 3).

Przedmiotem rozwazan niniejszego opracowania bylo zadanie iteracyjnego
wyznaczenia punktu, w ktérym funkcja regresji f: C - R', C = R", osiaga minimum
lokalne. Czytelnikowi zainteresowanemu okreSleniem globalnego minimum funkcji
regresji poleci¢ wypada przede wszystkim pracg Zielinskiego [40]. Praca ta ma charak-
ter podstawowy, przedstawione w niej bowiem twierdzenia o zbieznosci oraz metody
szukania formulowane sg przy mozliwie najstabszych zalozeniach. W szczegdl-
nosci, o funkcji minimalizowanej zaklada sig tylko, ze jest istotnie ograniczong funkcja
mierzalna, okre$long na dowolnej przestrzeni z miara {X, 8B, u}, uX) < co.
Udowodnione przez Zielifiskiego twierdzenia ogdélne maja postaé twierdzen o zbiez-
nosci wedtug rozktadu i zbieznosci z p. 1.

Ostatnio réwniez, obiecujaca metod¢ wyznaczania minimum globalnego cigglej
funkcji regresji, okreslonej na podzbiorze przestrzeni RY, zaproponowat Bieluszko [2].
Dzieki przyjeciu dodatkowych jeszcze warunkow o regularnosei funkgji 1 jej dziedziny
metoda ta jest zbiezna wedlug prawdopodobienistwa.
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