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Numeryczne rozwiazywanie zadan brzegowych teorii naprezen
cieplnych plyt izotropowych

(Praca przyjeta do druku 22.02.1974)

1. Wstep. Zagadnienie numerycznego rozwigzywania probleméw brzegowych
termosprezystoSci, w dostatecznie ogoélnym ujeciu, zostalo sformulowane w pracy
[3]: podano tam blokowe réwnania macierzowe, okreslajace przyblizone przemiesz-
czenia w wezlach siatki. Problemami zbieZzno$ci i oszacowan rozwigzan przyblizo-
nych nie zajmowano sig.

W pracy [5] podano wariacyjno-réznicowa metode rozwigzywania zadania brze-
gowego pierwszego rodzaju dla réwnania biharmonicznego. Otrzymane ta metoda
przyblizone rozwiazanie, w kazdym z prostokatnych obszaréw danego obszaru,
jest wiclomianem 6-tego stopnia i okresla rozwiazanie z doktadnoscia ||4|r, =
= O(|A}*).

Nizej podano wariacyjno-réznicowa metodg¢ rozwigzywania mozliwie ogdlnie
sformutowanych zadan brzegowych dla réwnania biharmonicznego. Zastosowana
metoda polega na wykorzystaniu mnoznikéw Lagrange’a. Stosujac t¢ metode otrzy-
muje si¢ przyblizone rozwiazanie zadania brzegowego w postaci funkcji obszarami
kwadratowej, okreslajacej rozwiazanie z doktadnoscia ||4|lwe = O(Al).

2. Wiriacyjne sformulowanie zadania. Nalezy znalezé taka funkcje wo(x,»),
(x, y) € D, dla ktdrej warto$¢ funkcjonatu

2 P’w O*w *w
.1 J(w)=SDS{(AW) —2(1~v)[axz a2 _(6x6y

)2] +2f(x, y) w} dxdy +

+2 S [p(x, »w+m(x, y)%?;—] dL,

L

przy danych funkcjach p(x, y), f(x, »), m(x,y) oraz danym obszarze D o brzegu
L, jest najmniejsza. Przez dw/0dn oznaczono pochodna w kierunku normalnym do
brzegu obszaru D.

* 1930-1975.
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3. Metoda rozwiazywania zadaniz 2. Metoda wyznaczenia argumentu wy(x, y)
minimalizujacego funkcjonat (2.1), ktéra zastosowano w pracy, polega na przyjeciu
za dziedzine funkcjonatu takiego zbioru funkcji, w ktérym funkcjonat staje si¢ funkcja
wielu zmiennych. Takie ograniczenie dziedziny funkcjonalu prowadzi do mini-
malizacji funkcji wielu zmiennych, a to za§ — do rozwiazywania ukladu réwnaf
algebraicznych. Zgodnie z okresleniem metody, za dziedzing funkcjonatu przyjeto
nastepujacy zbior funkcji:

3.1) N<2>—{f( ) (’I,. ‘3f Nm}

gdzie
(3.2) N§V = {f(x,»): feC, f— liniowa w trojkatnych obszarach}.

W rozwazaniach korzysta¢ bedziemy réwnieZz z funkcji zbioru

3.3) N = {f(x, y): f— stala w tréjkatnych obszarach}.
4. Wariacyjne sformulowanie zadania 2 odpowiadajace parze (%Zi, g_w) Ponie-

waz zbidr (3.2) nie nalezy do dziedziny funkcjonatu (2.1), wigc za niewiadoma zada-
nia 2 przyjgto pare

@1 7= (i) = ("W aw)

ox’ dy )
W zwiazku z tym nalezy wykazaé, Zze prawdziwe jest nastgpujace

TWIERDZENIE 4.1. Zadanie 2, sformulowane za pomocq funkcjonalu (2.1), jest
rownowazne zadaniu polegajgcemu na minimalizacji funkcjonafu

4.2) HZ, D) = WZ)+V(Z, H+12),
gdzie
= 1 0z, 0z 621 0z, 0z, 0z,
@43 WwW@)= 75}5{(7@7’“@1) —2(1— )( 5 ——ayi—a—x—)}dxdy,
= 6 1 a 2
(4.4) V(Z, A = SS A, y)( oz _ 62;)dxdy,

@5 12) = \\wix, paxay+ (-ZaL = (p(x, pz axdy+ {@*-ZdL.
D L D

L

Funkcje v, ¢, 0%, wystepujace w (4.5), dla prostokatnego obszaru D = (0, a) X
x (0, b), okreslajq nastepujace wzory:

a a b
(e, = [t e, 0,(x,0) = {pe, 0dr+ { p(a, y)dy,

a

Ql(aa y) = _’n(a’y)’ 91(0’ )") = m(oa y)$ Ql(xs b) = SP(t,b)dt,
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b b a

05 (x, 0) = m(x, 0), ez(a,y)=8p(a,t)dt, e;(o,y)=Sp(o,t)at+5p<x,b)dx,
0

b

030, = S(p(o 0+ § fx, 1)) dt + Sp(x B)dx,
0
0205, ) = —m(x,B); ¢ #8 nlkoda (x,3) = (0,),

b a

oo = (o,SdtSf(x, £)dx).

Dowé6d. (a) Dla kazdego w e W2,
ow ow

ki 1)
ox’ oy €W
. . o . = 1 . . azl 622 - . .
i odwrotnie: dla kazdej pary Z e Wi, takiej ze o = istnieje element
w € W§? spetniajacy warunki
ow ow
Tx v gy A

Mozna jeszcze dodaé, ze wyznaczenie funkcji w polega na calkowaniu rézniczki
zupelne;j. Istnienie catki po dowolnym odcinku zawartym w D zapewnia twierdzenie
8.2. Przyjecie w(0, 0) = 0 dla jednoznacznego okreSlenia w nie jest w sprzeczno§ci
z warunkami brzegowymi zadania 2, a to dlatego, ze zadane wartosci funkcji w(x, y)
na brzegu L przyjeto za réwne zeru., Jezeli za§ funkcja w(x, y) jest nieokreslona
w zadnym punkcie brzegu L, to (zgodnie z (7.15)) mozemy przyja¢ w(0, 0) = 0.

(b) Prawda jest réwniez, ze dla kazdego we WP i Z = —51, —@i)
ox’ Oy
6 1@) = {{fwasay + (o5, ywsme, ) G
D L

Wynika to z prawdziwos$ci nast¢gpujacych réwnosci:
b a

@n  \Jrwardy = (2,0, nar{ay 10, pyax+ 2.0, yyar § e, )y,
D x t 0 D t

(4.8) S [pw+m%]dL - 5[210,0)5 p(x, 0)dx+m(z, 0)2,(t, 0)]dt

Ly

(4.9) LS [pw+m—g-"13] dL =

b

(s, 0 | a9t + §[22(‘1, ? §p(a,y)dy—m(a, 02,0, 1)
0 ¢

0
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(4.10) [pw+m#] dL =

a

i
-

z,(0, y)dy§ (x, b)dx + S[—m(t, b)z,(t, b)+z,(¢, b) §p(x, b)dx]dt

0

b b
@11) S[pw+m——]dL [22(0 t)Sp(O »dy+m, £)z,, t)]
La

gdzie L;; i = 1 (1) 4, sa bokami prostokata D.
(c) Jednym z warunkéw koniecznych (5.34) istnienia minimum funkcjonatu

0z, azz
(4.2) jest warunek —— =
nieczny istnienia minimum funkcjonalu (4.2), to funkcjonat (4.4) znika.

Whioskiem z (a), (b), (c) jest twierdzenie 4.1.

Oznacza to, Ze jezeli jest spelniony warunek ko-

5. Wilasno$ci funkcjonalow (4.3), (4.4), (4.5) oraz warunki Konieczne istnienia
minimum funkcjonalu (4.2). Niech

— — _ 1 azu 0221 aZl2 a222
(ER) W(Z"Zz)_stS[z( ax T ay )( ax T ay |

—2(1— )(azu 0z, 0z1, 0z _ 0211 0z, 0zy; 02y )]dxdy.

oy ox 0oy dy ox gy ox
Przyjmujqc w (5.1) Zl = Z; = Z’ Otrzymamy
;.2 W(Z, Z) = 2W(Z).

Funkcjonat (5.1) jest tzw. funkcjonatem dwuliniowym. Jest on uogélnieniem funkcjo-
natu kwadratowego (4.3) i jako funkcjonat liniowy wzgledem obydwu argumentéw
ma nastepujaca wlasnosé:

(5.3) W(aZ,+bZ,,Z) = aW(Z,, Z)+bW(Z,, Z).
Whioskiem z (5.3) jest tozsamoéé

(54 W(Z,+2Z,) = W(Z)+W(Z,)+ W (Z,, Zy).
Funkcjonat (5.1) ma réwniez wlasno§é przemiennodci argumentéw, to jest
(5.5 W(Z,,Z,) = W(Z,, Z)).

Poniewaz (4.4) jest tez funkcjonatem kwadratowym, wigc uogdlnieniem tego funkcjo-
nahu jest dwuliniowy funkcjonat, postaci:

= = 0z 0z 0z 0z
5.6) V(Zy, M:Z,, Ay) = SS 12 %%22 9211 9Zn _
(56) V(Zy, b3 Z3, 42) D[ 1( 3 8x)+2'2( TR )]dxdy

Funkcjonat (5.6) ma réwniez wlasnoéci (5.2)—(5.5).
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Z wiasnoéci (5.3) wynikaja nastgpujace tozsamosci:

X)) W(Z,)— W(Z,) = $W(Zo+Zy, Z,~Zy),

(5.8 V(zz » A2)— V(Zl > M) = %V(22+Z1 y Aa+ Ay 22 "'Zl s Aa—2y),
(5.9) I(Z)-IZ,) = (Z,-Z)).

Przyrostom funkcjonatéw (4.3), (4.4), (4.5), mozna nadaé réwniez postaé
(5.10) W(Z)—W(Zy) = W(Zy, Z,— Zy)+ W(Z,~Z)),

(511) V(Zy, 4)=V(Zy1, A) = V(Zy, A3 Zo—Z4, A= A)+V(Z2—Zy, Aa— Ay,
(5.12) KZ,)—UZ,) = Z,—Z,)+0.

Pierwsze skladniki prawych stron tozsamoéci (5.10), (5.11), (5.12)

(5.13) oW (Z) = W(Z, ¥,

(5.19) W(Z, &) =W(Z, A &, 4%,

(5.15) MZ) = 1(),

gdzie €= Z,—Z, A\ = A,—A, sa wariacjami pierwszego rzedu funkcjonaléw
(4.3), (4.4), (4.5). Drugie skladniki réwnosci (5.10), (5.11), (5.12) sa wariacjami
drugiego rzgdu funkcjonaléw (4.3), (4.4), (4.5).

Z prawdziwoéci tozsamosci (5.10), (5.11), (5.12) wynika nastepujace

TWIERDZENIE 5.1. Warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcjonalu (4.2)
Jest prawdziwosS¢ nastepujqcej tozsamosci.
(5.16) Y YV (8IZ, D =WZ,H+V(Z, LE AD+IF) = 0),

Zep A%l

gdzie

(5.17) B={Z: Ze W, Zja, = a(x, ), i = 1,2},
a;(x, y) jest danq funkcjq okreslonq na AL;< L.

Uwaga 5.1. Funkcja a;(x, y) okre§la wartoéci funkcji z; na brzegu AL;. Jest
to warunek brzegowy zadania 2.

Jezeli AL; =0, i=1, 2, to B= WV, Jezeli ay(x,y) =0, to £ = Z,—Z € B.

. . oz 0z
J = . =L =2
ezeli 6J = 0, to z (5.14) wynika, ze o %
Oznacza to, ze Z € B, , gdzie
_ —’. — azl GZ2
N . = 651 652 .
J =
ezeli Z, € B,, to e i istad
(5.19) 0 = V(Zy~Z,, A~ 1) = 0.

Po wstawieniu (5.10), (5.11), (5.12), (5.16), (5.19) do przyrostu funkcjonatu (4.2),
otrzymamy

(5.20) JZ,, 2)—I(Z, B = W(Z,—-Z).
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Poniewaz funkcjonat (5.3) jest (jak wykazano w § 6) dodatnio okreSlony, wigc
prawdziwa jest nieréwno$¢
(.21 YV VYV (J(Z 2)-J(Z, )= 0).
ZyeBy 2zel,
Nieréwno$¢ (5.21) jest definicja minimum funkcjonalu (4.2) w punkcie (Z A,
spelniajagcym warunek (5.16), w zbiorze B, .
Poniewaz (zgodnie z (5.16))

Z 1. F _ - 651 _ a&z
.22) WZ, 1 E A1) = Vi(h D) = SDSA(W > )d @,
wiec, wstawiajac (5.22) do (5.16), otrzymamy
(5.23) Y (WZ,H+7.(2, H+IB) = 0),
§eBg
gdzie
(5.24) By = {£: E+ZeB}.

Jezeli ai(x,y) =0, i=1,2, to (zgodnie z uwaga 5.1) do tozsamoéci (5.23)
za £ mozna wstawié Z. Otrzymamy wtedy réwnanie, ktére speinia rozwiazanie za-
dania 2, tj.

(5.25) 2W(Z)+1(Z) = 0.
Poniewaz V,(4; 2) = 0, wiec

(5.26) J(Z, ) = WZ)+I(2).

Po wstawieniu (5.25) do (5.26) otrzymamy

(5.27) J(Z, ) = —W(Z2).

W ten sposéb wykazaliSmy prawdziwo$§¢ lematu:
LEMAT 5.1. Minimum funkcjonalu (4.2) w B, réwne minimum funkcjonalu (2.1)
wynosi — W(Z), gdzie Z speinia warunek (5.23).
Z (5.23) wynika réwniez, ze prawdziwe jest nastgpujace
TWIERDZENIE 5.2. Zadanie 2 moze mie¢ tylko jedno rozwiqzanie.
Dowd6d. Przypu$émy, Ze istnieja dwa rozwiazania Z # 22; spelniaja one
tozsamo$¢ (5.23), tzn.
(5.28) WZ, §+V:( H+IE =0, i=1,2.
Odejmujac réwnofci (5.28) stronami, otrzymamy
(529) W(Z,~Zy, &+Vi(ha=h, ) = 0.
Jezeli w (5.29) za £ wstawimy Z, —Z, , to otrzymamy réwnanie
(5.30) I 2W(Z,—Z,) =0.
Poniewaz funkcjonal (4.3) (zgodnie z § 6) jest dodatnio okre§lony, wigc Zl = 72.
Whioskiem z powyZszych rozwazaf jest
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TWIERDZENIE 5.3. JeZeli istnieje z speiniajqgce warunek (5.23), to wspdlrzedne
wektora Z sq pochodnymi funkcji wo(x,y), bedqcej rozwiqzaniem zadania 2 dla
prostokqtnego obszaru D. ;

Tozsamo$¢ (5.23) mozna zastapi¢ réwnowaznym ukladem rownan. W zwiazku
z tym nalezy udowodni¢ nastgpujace

TWIERDZENIE 5.4. Jezeli (Z A) spelnia warunek (5.23), to (Z A) spelnia naste-
pujqce réwnania rézniczkowe:

6221 6222 0A

(5.31) a2 +v axay + A=Y,
Pz, 0z, 0k (.)€ D;
s 2 _
(5.32) Yandy +2 5 " ox = 0,
0z, 0z, -
(5'33) E;"‘W: (X,y)— ED3
17) o0z

(5.34) S GEarEi=en (60 € LNL)NEL);
(5.35) A-NF-2=ef (09 eCALINLOL);
(5.36) O | 05 (x, ) € U\ AL)N(L; ULs);

. ax ay 92: H 2 1 3/
(5.37) =022 1220, (60) €D\ AL)OE ALY
(5.38) z, =0; (€297 €edL,; z,=0, (xs yedL,
lub (w zapisie operatorowym) réwnanie
(5.39) A(Z, %) = (3,0).

Poniewaz Z € WS, A € L,, wiec drugie pochodne Z i pierwsze A nalezy rozumieé
w sensie dystrybucyjnym [7].

Dowd6d. Zalézmy na razie, ze Z € W i A e W§V; jezeli prawa strong toz-
samoS$ci (5.23) przeksztalcimy poslugujac sie¢ wzorem na pochodna iloczynu, to
otrzymamy nastgpujaca postaé wariacji:

_ Pz, | 2z, 04 )
(5.40) 0T = - SDS[(‘éxT+ axoy tay vt

%z, %z, 9z, 622)
+( ovay t o ).52 ( % AA|dxdy+

61 62 1 *
MG Gafarlon G rmalafo-

) ) 0
- [('p-a—le— + —6272 —92)62+ ((l—-v)Tsz—+l—91) 51]‘1"
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lub
6221 0? 0%z,
G40 l<( o axdy 5 ) &)+
0%z, a9 22 aa dz, 622
+<(”axa"y ) &)+ SSM( ~ax | Y
5, 0
+ S[( ot 01)51‘*‘((1“”)*@"2 Q:)Sz]d,""‘
L
S[( ﬁ+izi 02)52 ((1-1,) 97 4o ol)él]dx,
L
. 0%Z;
gdzie wystepujace w réwnosci (5.41) sa dystrybucjami okreslonymi

6x,~ Oxy’ 6xk
za pomoca tozsamosci

R 25,
(542) V (SS 0z; 06 dx,dx, = + Sﬁé‘jdxp—- _‘02_,, §j>), p#*m,

§jeBy ' axk Xm s ﬁxk 6xkax,,,

&eBy

G4) ¥ (SS g&, dvydx; = + Sasjdx,-<%, 5,}), p#m,
D

i, j, k, m, p = 1, 2; znak + odpowiada p = 2.
Definicja réwnoéci dwu dystrybucji, zgodnie z {7}, jest nastgpujaca -

(544) (.f = q) QQEVQ (<f: Q) =g, @>)r

gdzie Q jest zbiorem funkcji prébnych.

Z definicji (5.44), réwnoéci (5.41) oraz z warunku 6J = 0 wynika uklad (5.39),
przy czym réwnania (5.31), (5.32) nalezy traktowaé jako réwnania rézniczkowe
dystrybucji. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 5.4 jest tez prawdziwe. Wynika
to z tozsamoéci (5.40), (5.41).

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

0z 0z oz
—571 ”“a*}jz‘=711’ a- "’)"-2""1—‘721:
(5.45)
0z, 0z,

0z
(1 ‘V) ! = T12s vW-’- a = T2,

to uklad réwnan (5.39) przyjmie nastegpujaca postac:

aTll 8721

4 B E R 1
(5.46) Ee 5 =V
01, 0T22
(5.47) p 3 =0,
(5.48) on _0m _

dy Ox
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(5.49) Z e, Tk Cos (7, xi) = g,
i,k=1
(550) Z; = 0, (x’y)eALl; Z = 0’ (xs)’)EALz,

gdzie x; = x, x, = y.

6. Dodatnia okreslono$é funkcjonatu (4.3). Warunki brzegowe zadania 2 sa takie,
ze mozna przyjaé¢ w(Po) = 0, Z,(P,) = Z,(P,) = 0, gdzie P,, P;, P, € L. To za§
oznacza, iz prawdziwy jest nastgpujacy

LEMAT 6.1. Jezeli w,, w, spelniajq warunki brzegowe zadania 2, to
6.1) w,—w, # ax+by+c,
gdzie a®?+b%*+c¢* # 0.

D ow6d. Zatézmy, Ze jest przeciwnie, tzn.

(6.2) w1 (Po)—w,(Po) = 0 = axo+byo+c,
dwi—wa) | _ o _

(6.3) —T p =0= a,
o(w; —w,)

6.4 ——= | =0=5b.

(6.4) P

Z (6.2), (6.3), (6.4) wynika, e a, b, ¢, sa réwne zeru. Oznacza to, Ze lemat 6.1 jest
prawdziwy. Poniewaz funkcje spelniajace warunki brzegowe zadania 2 nie moga
sie rézni¢ wielomianem pierwszego stopnia, wiec pozwala to, zgodnie z [6], na przy-
jecie nastgpujacej normy:

2

= azi 2
6.5) 141, 3, = 11Z1 1, = SZ(?E) dx, dx.
i,j=
Prawdziwa jest rownieZ nastgpujaca nieréwnos$¢:
a2
(6.6) vV Vv ((a+b)2—2(1—v)(ab—c2)>.1__‘L(a2+b2+2c2)).
vel0,1]a,b,ceR 2
Whioskiem z (6.6) oraz (4.3) jest nieré6wno$c¢
1= (O 3z, \
6.7 W(Z)> —— SSZ(—Z dx,dx,,
D i,j=1
lub
(6.8) wZ) > MIZI2 .
2

W ten sposéb wykazaliémy, ze prawdziwe jest
TWIERDZENIE 6.1. Funkcjonal (4.3) jest dodatnio okreslony w zbiorze funkcji
Spetniajgcych warunki brzegowe zadania 2.
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7. Dwa rodzaje zadania 2. W zadaniu 2 mozna wyréznié dwa przypadki:

(a) liczba O nie jest wartoscia wlasna operatora zadania 2,

(b) liczba 0 jest wartoscia wiasna operatora zadania 2.

Operatorem zadania 2 bgdziemy nazywaé operator 4 réwnania (5.39).

Z przypadkiem (b) mamy do czynienia wtedy, gdy funkcja w(x, y) zadana jest
co najwyZej na zbiorze punktéw nalezacych do odcinka prostego. Zerowej wartosci
wiasnej odpowiadaja nastgpujace funkcje wlasne: 1, x, y.

Mozliwe sg réwniez wszystkie kombinacje funkcji wlasnych:

(1) Jezeli zadana jest pochodna normalna funkcji w(x, ) na zbiorze réznym od
odcinka prostego, to funkcja wlasna jest tylko 1;

(2) Jezeli zadana jest funkcja w(x, y) na odcinku prostym, np. x = 0 (y = 0),
to funkcja wlasng jest funkcja w(x, y) = x (w = y);

(3) Jezeli zadana jest warto§¢ w(P,), to funkcjami wlasnymi sa funkcje w = x,
W=y,

Ow(Py)

(4) Jezeli zadana jest pochodna - ay to funkcjami wlasnymi sa funkcje

w=1 w=x;
ow(P,)
ox

(5) Jezeli zadana jest pochodna , to funkcjami wiasnymi sa funkcje

w=1w=y;

(6) Jezeli zadana jest funkcja w na zbiorze réznym od odcinka prostego, to
wtedy wartodci wlasnej 0 odpowiada tylko funkcja tozsamo$ciowo réwna zeru.

Przypadek (b) bgdziemy nazywa¢ zadaniem drugiego rodzaju, przypadek (a) —
zadaniem pierwszego rodzaju.

W przypadku zadania drugiego rodzaju zadanie 2 moze mie¢ wiele lub brak
rozwigzan. Nalezy wigc podaé¢ warunki istnienia rozwiazan oraz warunki jedno-
znacznosci zadania 2.

Warunkiem rozwiazalno$ci réwnania
.1 A,w=F,

w przypadku zerowej wartoéci wlasnej operatora A,, jest ortogonalno$é danej
funkcji F (w naszym przypadku — f; p, m) do funkcji wlasnych operatora 4,, odpo-
wiadajacych zerowej warto$ci wlasnej.

W przypadku zadania 2 warunki rozwigzalno$ci beda miaty postaé:

1.2) SDS f0x, y)dxdy + {p(x, p)dL = 0
(ortogonalno$¢ danych do funkcji w = 1), ’

(1.3) SDS xf(x, y)dxdy + Sxp(x,y)dL— LSm(x, »dy =0
(ortogonalno$¢ danych do funkgcji uj: = X),

(7.4) SDS Yf(x, y)dxdy+ LS yp(x, y)dL+ LSm(x, ydx =0

(ortogonalnoé¢ danych do funkcji w = y),
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Jezeli f(x, y), p(x, y) bylyby gestosciami sit oraz m(x, y) — gestoScia momentu,
to warunki rozwiazalnosci (7.2)-(7.3) sa tylko réwnaniami réwnowagi statycznej
plyty. W przypadku zadania 2, funkcje

(7'5) f(x9y) = ‘I(X,J/')‘—VAT,
.6 p(x, ) = 86, D +y oL,
.7 m(x,y) = M(x, y)+yT,

gdzie q(x, »), g(x, ), M(x, y), spetniaja réwnania (7.2)-(7.3) jako réwnania réwno-
wagi statycznej plyty. Drugie sktadniki w (7.5)-(7.7) sq sktadnikami termicznymi, tzn.

_T2_T1
(7.8) T= 22271,

gdzie H jest grubofcia plyty, Ty, T, — temperaturami obydwu plaszczyzn plyty.
Aby sprawdzi¢ czy funkcje f, p, m, spelniaja warunki rozwiazalnodci (7.2)-(7.3),

nalezy udowodnié, ze —AT, —— or , T spelniaja warunki (7.2)-(7.3).

> on
Z twierdzenia Greena wynikaja nastgpujace réwnoSci:
(7.9 S —gldL S S ATdxdy,
L D
oT
(7.10) x—a——dL S SxA dedy+ S Tdy,
L n D L
oT
(7.1 Sy—a-—dL SyAdedy— Sde.
L n D L
Wstawiajac (7.9)-(7.11) do (7.2)-(7.3) stwierdzamy, ze —A47T, %h]l’ T spelniaja

warunki (7.2)-(7.3). Oznacza to, ze funkcje f, p, m, czynig zado§¢ warunkom roz-
wiazalnosci (7.2)-(7.3).

Jezeli spelnione sa warunki (7.2)-(7.3), to zadanie 2 moze mie¢ wiele rozwigzan
rézniacych si¢ pomiedzy soba o liniowa kombinacje funkcji wlasnych. Jedno-
znaczno§é rozwigzania zadania drugiego rodzaju mozna uzyskaé przyjmujac do-
datkowe warunki, tzw. warunki jednoznaczno$ci: np. ortogonalno§é rozwiazania
do funkcji wlasnych, to jest

(7.12) {{waxay =0,
D
(7.13) {§xwaxdy = 0,

(7.19) Sywdxdy =0,

UQ.I} S
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lub przyjecie nastgpujacych wartosci:

(7.15) w(Py) = 0,
ow(Py) _

(7.16) =0,
6w(P2)

(7.17) 5 =0

Punkty Py, P;, P, moga byé identyczne, poza tym warunkdéw jednoznacznosci
ma by¢ tyle i takie, jakie funkcje wlasne w danym zadaniu odpowiadaja zerowej
warto$ci wlasnej.

Przy czym réwno$ciom (7.15)-(7.17) odpowiadajg kolejno funkcje wlasne 1, x, y

8. Istnienie rozwigzania zadania 2. Niech zbiér D, bedzie zbiorem punktéw
prostokatnego obszaru D o wymiarach a, b. Elementy D, sa wierzchotkami prosto-
katnych obszaréw o bokach & = (k,, h,) = (a/N,, b/N,), gdzie N,, N, sa liczbami
naturalnymi.

Zbiér punktéw P € D, P ¢ L, oznacza¢ bedziemy symbolem D, za$ 5,,\ D, =
= L, — brzeg zbioru D,.

Dla ustalonych Ny, N, funkcjonaty (4.3), (4.4) dla 1 e N{(), Z € N! $D(h) beda
funkcjami kwadratowymi, natomiast (4.5) — funkcja liniowa wielu zmiennych.
Argumentami tych funkc_u sg wartoéci 4 w poszczego]nych tréjkatnych obszarach
obszaru D i wartosci Z w punktach zbioru D,

Jezeli nastepnie oznaczymy

8.1) JzeNgl)(h) = G(Z*, 7,
2e N @)
gdzie
. i=1()N,
. 7} ’
o . i=omn, L | o,
8.2 Z* = Zi' s . s =
®2 @b o, i = 0N, — 1,

b = @ua-1,

to warunek konieczny istnienia minimum funkcjonatu (4.2) w N{P(h), N(h) ma
postac

8.3) grad G(Z*, 3) = 0.

Warunek (6.8) zapewnia rozwigzalno$é i jednoznaczno$¢ uktadu (8.3) w przypadku
zadania pierwszego rodzaju, natomiast w przypadku zadania drugiego rodzaju
uklad (8.3) ma jedno rozwiazanie, jezeli spetnione sa jeszcze dodatkowo warunki
(7.2)-(7.3) oraz (7.12)~(7.14) lub (7.15)-(7.17).

Nalezy réwniez zauwazy¢, Ze rézniczka zupelna funkcji G jest réwnoczeénie
wariacjq funkcjonatu (4.2) w zbiorach N{V(h), N{O().
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W zwiagzku z tym Z(h) okre§lone za pomoca réwnania (8.3) spelnia réwnanie
(5.25), tzn.

(8.4 h‘:’o (2w (Zmy)+1(Z#) = 0).
Poniewaz bedziemy korzystaé z twierdzenia o zanurzaniu, wi¢c podajemy je zgodnie

z [6].
TWIERDZENIE 8.1. Jezeli pe WP oraz n < pl, to peC i

8.5 lielle < Mllellw® ,

gdzie M — stala (niezalezna od ¢), n — wymiar dziedziny funkcji o

TWIERDZENIE 8.2. Jezeli p € WP oraz n > pl, to ¢ € Ly, na kazdej s-wymiaro-
wej hiperplaszczyZznie zawartej w dziedzinie funkcji o, gdzie s > n—Ip i q* < q =
= Sl/(n—Ip), poza tym
(.6) lellz,, < Mllellw.

Z twierdzen 8.1, 8.2 wynikaja nastgpujace wnioski:

WnI0sEK 8.1.

®7) v (1 fffwdcdy] < (}—sllfnfersllwll:V;»)).

D owé6d. Ztwierdzenia 8.1 wynika, ze W < Cdlan = 2. Poniewaz C < L,,
wigc prawdziwa jest nieréwnosé

8.8 ab|lwllc = [Wllc, .
Prawdziwa jest réwniez nierownos$¢ iloczynu skalarnego
(8.9 [ wdxdy| < Ul W,
D
oraz
(8.10) vV ¥V (labl ! -—a +eb2)
a,beR e>0
Wstawiajac (8.8) i (8.10) do (8.9) otrzymamy (8.7).
WNIOSEK 8.2.
(8.11) (| fozidL| < ( llll2 +enznwm), P= 1,2),
>0 ' J
gdzie || - ||1, oznacza norme funkcji, ktdrej dziedzing jest brzeg L.

Dowdd. Poniewaz L jest brzegiem prostokata D, wiec prawdziwe jest twier-
dzenie 8.2, tzn. nier6wnos$¢ (8.6). Prawdziwa jest réwniez nieréwnoé¢ iloczynu
skalarnego

(8.12) i feziaL|< llellz, Nz,
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Wstawiajac (8.6) i (8.10) do (8.12) otrzymamy (8.11). Z réwnania (8.4) oraz (5.25)
i nieréwnos$ci (8.7), (8.11) wynika nastgpujace
TWIERDZENIE 8.3.

(8.13) A8 (IZA)lwgd < M*(IfIZ,+1181I2))

MZlwed < ME(IF11Z,+18112),
gdzie Z € WV i spelnia warunek (5.16), Z(k) € NSO(h) i spelnia warunek (8.3).
Dowdd. Z nieréwnosci (8.7), (8.11) wynikaja nastepujace oszacowania

8.14) (Z)) < ( ALANZ, + 1812 +2¢ 1 Z 13w “’)

Z @) < M, (—41— U2, + 111D + 21 Z@llwgo )

Nastepnie, wstawiajac (6.8) oraz (8.14) do (5.25) i (8.4), otrzymamy (8.13).

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze skoro istnieje rozwiazanie Z zadania 2, to
rozwiazanie to nalezy do W,

Poniewaz uklad (8.3) jest ukladem oznaczonym, wiec istnieje mozliwoéé kon-
struowania ciagu {Z,} minimalizujacego funkcjonat (4.2) w B,.

W zwigzku z tym nalezy udowodnié¢ nastepujace

TwierDZENIE 8.4. Cigg

(8.15) Z,} = {2 (—Zh—)}

dla kazdego h > 0, jest ciqgiem zbieznym w przestrzeni WL,
Dowdd. Zgodnie z przyjetym podziatem A/2", prawda jest, Ze

h h
(8.16) N‘“( 5| < ) Ng”(w).
Z (8.16) wynika, iz
(8.17) VY (I Zs 2) 2 I Zasrs s )-

Oznacza to, Ze ciag

(8.18) .} = {J(Z,, W)}

jest ciggiem malejacym. Z twierdzenia 8.3 wynika, iz catka kwadratu kazdej po-
chodnej ciagu {Z,} jest ograniczona. Poniewaz (zgodnie z réwnaniem (5.27))

(8.19) VY (= - W(Z,)),

wiec ciag {J,} jest quglem ograniczonym, a tym samym zbieznym. Jezeli za Z, +22
do (5.4) wstawimy Z;— Zn, to otrzymamy

(8.20) W(Zi—Z) = W(Z)+ W (Z) = W (Z, Zon)-
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Nastepnie, jezeli k < m, to Z; e N§¥ (h/2™). Wtedy, po wstawieniu do (5.23) Z,za
Z oraz Z, za &, otrzymamy réwnanie

(8.21) W(Zm» Z)+1(Z,) = 0.

Jezeli za§ Z, wstawimy do (5.25) za Z, to

(8.22) 2W(ZY+UZy) = 0.

Po wstawieniu (8.21) i (8.22) do (8.20), otrzymamy

(8.23) W(Zi—Zm) = W(Zw)—W(Z)).

Poniewaz ciag {/,} jest ciagiem malejacym, wigc (zgodnie z (8.19)) ciag w(Z,) jest
ciagiem rosnacym, zbieZznym, tzn.

(8.24) lim W(Z,) = W,.

n—»0

Jezeli wstawimy (6.8) i (8.24) do (8.23), to otrzymamy
(8.25) V V 3[(k,m > N) = (1Zi—Znllw® < 2e/M) = &,)].
h>0e>0N
Poniewaz przestrzen W jest zupelna, wige z (8.25) wynika, Ze {Z,} jest ciagiem
zbieznym w W, - '
Ciaglo$¢ funkcjonatu (4.2) w punkcie (Z, ) wynika z lematu:
LeMAT 8.1.

(8.26) W(Zy, Z) < MIZ|lww | Zallweo.

Dowd6d. Z okreslenia iloczynu skalarnego w L, mamy

0z, 0z, 0z, 0z, ..
(8.27) SS 922 dxpdi, | <221l W22, i =1, 2.
s 6xi 6x,- 12 s 6xi |Ls ax_,- L,
Z definicji norm w L, i WS wynika nieréwnosé
0z, .
(8.28) o ||z, S o’ k=12

Poniewaz W(Z,, Zz) jest suma calek wystepujacych po lewej stronie nieréwnosci
(8.27), wigc, korzystajac z (8.27) i (8.28), otrzymamy (8.26).
Z lematu 8.1 wynika nastgpujace
TWIERDZENIE 8.4.
(8.29) limJ, = J(Z, %).
n—-o0

Dowd6d. Po wstawieniu (5.27), (8.19) do (5.7) oraz skorzystaniu z (8.26)
otrzymamy

(8.30) Va=J(Z, D] < MI|Z,—Zllwd || Zy+ Zllw> — 0,
n—>00

czyli (8.29).
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9. Rzad zbieinosci ciagu {Z,}. W § 8 wykazano zbiezno$é ciagu {Z,} do Ze
e W. Nie wiadomo tylko, jak ,,szybko” wyrazy ciagu {Z,} zblizaja si¢ do granicy
Miarg tej szybkoSci Jest rzad zbieznosci ciagu. Pomewaz ze zbieznosci ciagu {Z }
wynika, Ze granica Ze W, wiec informacja Ze WP nie moze determinowaé
rzedu zbieznoéci ciagu {Z,,}. Nalezy zalozy¢ co§ wigcej o rozwiazaniu, by mozna
bylo okresla¢ rzad zbieznosci. Przypusémy wiec, ze Z € C2. Jezeli Z € C?, to ile
wynosi rzad zbiezno$ci ciagu {Z,}?
Aby znalez¢ odpowiedz na postawione pytanie, nalezy bada¢ réznice {Z Z '}
Z,Z, jako funkcje minimalizujace funkcjonat (4.2), spelniaja nastgpujace tozsa-
mosci

o WZ, B+ H+1 = 0),
€ 5 .

©.1) V. (W(Z, §+Vi(n; H+IE) = 0).
Feni2mm
Poniewaz N;? < By, wiec odejmujac tozsamosei (9.1) dla ?EN;—? otrzymamy

9.2) V  (WZ-Z, H+Vi(i=2; 5 = 0).

?eN‘Q

2§
A { 4
Jezeli przez Z, oznaczymy funkcje nalezgca do N4V (h/2") i taka, Ze Z, = Z w punk-
tach zbioru D,, nast¢pnie przez AZ funkcje okre$lona réwnoscia
.3 Z=2Z+4Z,
to, wprowadzajac powyzsze oznaczenia do (9.2), otrzymamy
4 Vo (W(Zn—Zo, &+ WIZ, BV, (= 13 B) = 0).
eNa¢
Poniewaz Z -Z, eN“’, wiec za £ w (9.4) moZna podstawi¢ Z,—Z,. Postepujac
w ten sposob otrzymamy réwnanie

©.5) 2W(Z,—Z)+ W(AZ, Zy—Z)+ V(A= An; Z,) = 0.
Aksjomatem normy jest nierownosé
9.6) NZ—-Zllwe < IIAZHWU)HIZ ~Zllwg .

Aby podaé oszacowanie IIZ —-Z,,ll nalezy (zgodnie z (9.6)) oszacowac ||4TZ”W§‘)
i ||7"—E"IIW£1). Poniewaz 4Z = 0 w punktach D, aw poszczegolnych tréojka-
tach obszaru D jest funkcja wektorowa klasy C2, wigc dla kazdego tréjkata, np.
o wierzcholkach (0,0), (4, 0), (0, 4,), istnieja punkty (C;, 0), (0, C,) (C, € (0, h,),
C, € (0, hy)), w ktérych

WL, G2 _,

.7 5
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. 04z edAZ ., ..
Z (9.7) oraz z tego, ze " .,..é;_e C' wynika réwnosé
©3) I4Zllwg> = O(h).

Po wstawieniu A4Z, Z,-—-Z, za 21, Zz do (8.26) otrzymamy
©.9) \W(AZ, Z,~ Z,)| < MIIAZIlwo |1 Z,— Zllwe>.

Jezeli nastepnie skorzystamy z nieréwnosci (8.10), to z (9.9) otrzymamy

-

SN 1 — AL,
©.10) Y |WWZ,Z,~2) < M(—‘E—”AZH%D+8||Z,,—Z,,||Wg1)).

e>0

Ze zbieznosci {Z,} wynika zbieznos¢ {A,}, z réwnan (5.31), (5.32) wynika, ze
Ae C, a wige

©.11) Ady = A=y = O.

n—»c0
Poniewaz Z, jest aproksymacja liniowa funkcji Z, wiec prawdziwa jest réwno$é

62111 a%27: I

9.12) 3y ax ‘= Oo(lal).
Z (9.11) i (9.12) wynika réwno$é
©.13) V12,3 Z,)| = O(lhl).

Wstawiajac (9.10), (6.8) oraz (9.13) do (9.5) otrzymamy
.14 IIZ.—Z.Hng) = O(|h|*/?).

Jezeli nastepnie (9.14) i (9.8) wstawimy do (9.4), to otrzymamy nastepujaca infor-
macj¢ o zbieznosci {44,}

9.15) |42, = O(ih|*2).
Wstawiajac (9.15) oraz (9.12) do (9.13) otrzymamy
(9.16) Vi(d4; Z:)) = O(hI).
Z (9.16) wynika, ze réwnos¢ (9.14) jest postaci

(.17) NZy—Zallwey = O(A>4).

Postepujac tak dalej otrzymamy indukcyjny dowod lematu:
LEMAT 9.1.

0.18) Z e ) = (147] = O4MD) A (1Zs— Zllwe»> = OCAD).

Wstawiajac nastepnie (9.8) oraz (9.18) do (9.6) otrzymamy nastgpujace
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TWIERDZENIE 9.1.
(9.19) (Z e C? = (1Z~Zllww = O(IhD)

10. Ciaglo$¢ rozwiazania zadania 2 wzgledem funkcji danych. Aby rozwiazaé
uklad réwnan (8.3), nalezy najpierw wyznaczyC wyrazy wolne tego uktadu; sg one
okreslone nastepujacymi wzorami:

(10.1) § c—xppaxay;  §o-ypwaxdy;  [ypdray;

Agy diy diy

S (x—xi))ondL; S (y—yi)exdL; S adL; k=1,2,
ALy ALy ALy
gdzie 4;;, 4, ; sa tréjkatami danego podziatu obszaru D, i, j s3 to wskazniki punktow
zbioru Dj i A_,-j+A,~_ 1.j-1 jest prostokatem o wierzchotkach (x;_y, ¥j_1)» (Xi, ¥,
AL;, AL;; sa to odcinki brzegu L, ktorych kofice naleza do L,.

Z wzoréw (10.1) wynika, ze wyrazy wolne uktadu (8.3) — ogdlnie rzecz biorac —
moga by¢ wyznaczone w sposéb przyblizony obrana metoda wyznaczania calek.
W zwiazku z tym powstaje pytanie: jaki wplyw moze mie¢ przyblizone wyznacze-
nie wyrazenn danych ukladu (8.3) na réznice Z-7,7

Na to pytanie daje odpowiedz

TwierDZENIE 10.1.

(102) ||2'2—Z||W;n M(IAf112,+11481I2),
gdzie Af = fo—f1, 40 = 8, —01, Z; — rozwiqzanie zadania 2 odpowiadajqce funkcjo-
nalowz I; (Z) postaci (4.5), okreslonemu za pomocq fi(x,y) i o(x,y), i =1,2.

Dowéd. Rozwigzania Z,, 22 odpowiadajace funkcjonatlom /[, /, zgodnie
z (5.23) spelniaja nastgpujgce tozsamosci

(10.3) Y (W(Zy, E+Vi(A; ©+L(E) = 0),
SeBg

(10.4) | N (W(Zy, O4Vi(h; ) +1,(8) = 0).
&eB7

Odejmujac (10.3) od (10.4) otrzymamy
(10.5) N (W(Zo=Z,,E)+V, (44 )+ AIE) = 0).

EeBY
Po wstawieniu Z,—Z; za £ w (10.5) powstanie
(10.6) IW(Z,—Z)+ANZ,—Z,) = 0.

Nier6wnos¢ (8.13) odpowiadajaca réwnaniu (10.6) jest dowodzonym twierdzeniem.
Whioskiem z twierdzenia 10.1 jest nastgpujaca réwnosc:

(10.7) (1Z,~Zallwe = O(HD) = (1Z20—Zillwew = O(AD).
Dowéd. i
1 Zoa—Zillw < |Zow=Zallwew +11Z, = Z,lwen = O(IAY).
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Z twierdzenia 10.1 wynika nastepujaca uwaga dla rozwiazujacego uklad (8.3):
calki (10.1) wystepujace w ukladzie (8.3) wystarczy oblicza¢ z dokladnoscia takiego
rzedu jakiego rzedu przyblizeniem jest rozwigzanie {Z,} okreslone uktadem (8.3).
Z powyzszych rozwazan wynikaja nastgpujace wnioski:
(a) Zadanie 2 jest zadaniem z teorii aproksymacji, w tym sensie, Ze tworzac
w podany sposob ciag {Z,}'mozemy okre§li¢ jego rzad zbieznosci, jezeli znamy
oszacowanie ||AZHW;1) , a to wlaénie nalezy do teorii aproksymacji.

(b) Jezeli rozwigzanie zadania 2 ma wysoka gladko$¢, to chcac otrzymaé
mozliwie wysoki rzad zbiezno$ci ciagu {Z,,}, wystarczy zmieni¢ zbiory NV, N
na zbiory funkcji wielomianowych odpowiedniego stopnia w poszczegdlnych tréj-
katach podziatu obszaru D.

11. Dodatek
1. Posta¢ wyrazna uktadu (8.3):
Tt Tt T 5t ey = Yt vy,
(11.1) (xi, ) € Dy;
Ty st Tiaxt 1;2; +732, =0,
Z1y—Z22x = 0,
(i, ) e D,.
Ziy=2 = 0,
Przypus¢my, ze brzeg y = 0 jest brzegiem swobodnym plyty. Wtedy réwnania

odpowiadajace punktom tego brzegu sa nast¢pujace:

1
Thy +h— (t31+721) = Yot ¥iitesi,o
(11.2) 2 i=1()N,—1,j=0
+ Vo ey
tlz;+E(722+722) = 02i,0

1 1
W tHh+ T T21 = YNi—1,0 T YN1H 01N —1,0— 01N, i =Np,j=0.

Niech brzeg x = a bedzie brzegiem podparcia plyty (tzn. Z, = 0), wtedy drugi
warunek ma postaé

1
(11'3) h—l (TTI + Tl_l)-'- t;]y = wN1—191+wayj+Qle,j_Qrnyj+l .
Na brzegach y = b, x = 0 plyta niech bgdzie utwierdzona, a to oznacza, Ze
(11.4) (z1,2,) =(0,0).

Gdy warunki brzegowe zadania zostana zmienione, woéwczas zmieniony zostanie
tez uktad rownaf odpowiadajacych punktom brzegu L.
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2. Oznaczenia.

wij = —h-lzil:[g‘sjtpdxd _Tzll—(SS (x—x;))pdxdy— SS (x—xi_,,j)wdxdy)—

Ay di-1,4

1
—h—(SS O—-yi)pdxdy— SS (y—yi,,-_l)wdxdy)],
2 Ay At,y-1
2
wr=717[SSwdxdy+h—(SS Ge—rppaxdy— | G-x1ppdear)+
17%2 th ZU Aig1,j
1
(1Ls) +h—(SS O—yi)wdxdy— SS (y—yi,j+1)wdxdy)];
2 Ay 1,441
—% 2 _’*d l -’*d -'*d
ok = " 7 L——E— (x—xi0)0*dL— (x—xi_1,0)0%dL}|,
172 L5 1 ki AL 10 -
% 2 % 1 e %
o, = 77 o dL_%T (x—Xiy1,v,)0*dL— (x—xiy,)e*dL)],
2 M, TS Lo,
X 2 o* ! Q o*dL o*dL
€8 =57 e dL—h— (y—=yopo*dL— »=Yo.j-1)0 .
172 L 4tos 2 AlLoy ALoyj-1

- 2 _ 1 - -
dtu= | § @t § ommagra- | o-meval)
h1h2 v h2 _* J—
ALN,y ALN ALN{,j+1
Jezeli w powyzszych wzorach nie istnieje element o danych wskaZnikach, to nalezy
przyjaé, ze jest on réwny zeru. Zgodnie z [1]
T = Zix 22y, T = Zi3H025, T = (1-9)zat 4,
(116) T21 = (1 "”)Zz}'*‘}-_, T3y = VZix+2Zay, T22 = V21531253,

i = (I—V)Zly—z, 772 = (1 —1’)21;"3--
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