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Kwadratowo dopuszczalne estymatory w modelach losowych
(Praca przyjeta do druku 20.12.1974)

1. Wstep. W niniejszej pracy rozwazamy nastgpujjcy model:

k
€)) y= leibi,

gdzie X; sg znanymi n-wierszowymi macierzami, a b;, z wyjatkiem b,, wektorami
losowymi. Dodatkowo zakladamy, ze X; = (1, ..., 1)’ =1 oraz X, = I jest ma-
cierza jednostkowa. Dla i = 2, ...,k wektory losowe b; maja wielowymiarowe
rozklady normalne N(0, 6?V,), gdzie V; sa znanymi macierzami, natomiast ¢? > 0
dlai=2,...,k—1 oraz ¢2 > 0. Ponadto zakladamy, ze V; = I oraz ze wektory
b; sa niezalezne, tzn. E(b;b;)) = 0 dla i # j. Dla wygody rzeczywisty parametr b,
zastepujemy przez ¢;. Modele o wyZzej opisanej strukturze nosza nazwe modeli
losowych, a parametry o3, ..., 67 nazywaja si¢ komponentami wariancyjnymi.

Dla estymacji komponentéw wariancyjnych powszechnie stosowana jest I me-
toda Hendersona [3), zwana inaczej metodq analizy wariancji. Otrzymane estymatory
sa nieobcigzone i sa formami kwadratowymi wektora y. Przy zalozeniu, ze macierze
V; sa macierzami jednostkowymi, Graybill i Hultquist [1] podali warunki dostatecz-
ne na to, aby estymatory otrzymane za pomoca tej metody mialy minimalng wa-
riancjg w klasie wszystkich estymatoréw nieobciaZzonych.

W pracy [4] podana jest inna metoda, ktora prowadzi do otrzymania estymato-
réw nieobcigzonych dla komponentéw wariancyjnych czy tez dowolnych liniowych
funkcji parametréw o3, ..., oZ. Bstymatorami dla o¢?, i = 1, ..., k, sa funkcje
6% = @i(y), ktére minimalizuja norme macierzy yy’ —E(yy’), gdzie norma w prze-
strzeni &/ macierzy symetrycznych nxn jest indukowana przez iloczyn skalarny
(A, B) okreslony jako §lad iloczynu macierzy A i B. Estymatorem funkcji postaci

k
h = Z c;o? jest
i=1

zwany estymatorem otrzymanym metodq najmniejszych kwadratéw lub krétko esty-
matorem NK. W przypadku, gdy przestrzen o/, generowana przez macierze A; =
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=11, A, = X,V X}, ..., A, = X, V. X} ma wymiar k, to estymatory NK sa esty-
matorami nieobciazonymi dla dowolnej liniowej funkcji parametréw o2, ..., oi.
Je$li ponadto o/, jest podprzestrzenia kwadratowa przestrzeni &/, to znaczy, jesli
A e o, implikuje A? € &, to estymatory NK maja minimalna wariancj¢ w klasie
kwadratowych i nieobcigzonych estymatorow.

W niniejszej pracy rozwazamy takie modele losowe, dla ktérych o, nie jest
podprzestrzenia kwadratowa przestrzeni /. Przyktadem takiego modelu jest model
losowy dla jednokierunkowej klasyfikacji z niejednakowa liczba obserwacji w pod-
klasach. Dla tego modelu Harville [2] podatl ogdlng posta¢ kazdego kwadratowo
dopuszczalnego estymatora. W niniejszej pracy rozszerzony zostanie wynik Har-
ville’a na dowolne modele losowe. Ponadto udowodnimy, Ze estymatory NK sa
kwadratowo dopuszczalne.

2. Estymatory kwadratowe dopuszczalne. W niniejszej pracy bedziemy zaktadali,
ze podprzestrzef &7, przestrzeni &/ nie jest podprzestrzenia kwadratowa. W tym
przypadku estymatory otrzymane metoda najmniejszych kwadratéw nie maja mini-
malnej wariancji w klasie estymatoréw kwadratowych i nieobciazonych (patrz [4],
twierdzenie 2). Za kryterium optymalnodci estymatora przyjmiemy pochodzaca od
Harville’a nastgpujaca definicje estymatora kwadratowo dopuszczalnego. Niech £
oznacza podzbior RF zdefiniowany w nastgpujacy sposob:

Q={o:0=(0%..,00,0t20,i=1,..,k—1, o} > 0}.

DEefINICIA. Funkcje y'Dy, gdzie D € &/, nazywamy kwadratowo dopuszczalnym
estymatorem wartosci oczekiwanej E(y'Dy), jesli nie istnieje macierz G € & taka, Ze

2 Ey'Gy = Ey'Dy dla kazdego o e £,
oraz
?3) Var(y'Gy) < Var(y'Dy) dla kazdego o€

z silng nieréwnoscig dla co najmniej jednego o € 22,

Niech o/, = & bedzie najmniejsza podprzestrzeniag kwadratowa zawierajaca
o, . Podprzestrzeni taka zawsze istnieje, poniewaz </ jest niewlaéciwa podprzestrze-
nig kwadratowa i iloczyn mnogo$ciowy podprzestrzeni kwadratowych jest pod-
przestrzenia kwadratowa.

Ponizsze twierdzenie podaje warunek konieczny na to, by estymator byt kwa-
dratowo dopuszczalny.

TWIERDZENIE 1. Jesli estymator Y'Dy jest kwadratowo dopuszczalny, to D € o, .

Dowdd. Zatézmy, ze of, jest wladciwa podprzestrzenia kwadratowa prze-
strzeni «/. Wystarczy pokazaé, Ze jeSli D ¢ of,, to istnieje macierz G spetniajaca
warunki (2) i (3). Niech D = G+G,, gdzie G € «/,, a G, | G, tzn. {G, G,> = 0.
Poniewaz &/, = o,, przeto G, € L, czyli jest elementem przestrzeni ortogonal-
nej do o7, . Stad, na mocy lematu 2 z pracy [4], otrzymujemy, 2e E(y'Gy) = E(y'Dy).
Aby wykaza¢ (3), wykazemy najpierw, ze Cov(y'Gy, y'G,y) = 0 dla kazdego o € Q.
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Z uwagi na to, ze wektor y ma rozklad normalny z macierza kowariancji Wo =
k

= Y ¢} A;, prawdziwy jest wzor
i=2

Cov(y'Gy, YG,y) = 2{WeGWo+d2(A,GWo+WoGA,), G,).

Poniewaz Wo, G i A, sa elementami podprzestrzeni kwadratowej «7,, wigc na
mocy lematu 4 z pracy [4] otrzymujemy, ze WoGWo+03(A,GWo+WoGA,)
réwniez nalezy do &7,, co wraz z warunkiem G, € &4 implikuje, ze Cov(y'Gy, y'G,y)
= 0. Zatem

Var(y'Dy) = Var(y'Gy)+ Var(y'G,y).

Poniewaz G, # 0 i poniewaz rozklad wektora y jest nicosobliwy w kazdym punkcie
o € 2, wiec stad wynika, ze Var(y'Gy) < Var(y'Dy) dla kazdego o e Q.
W przypadku, gdy &/, = o, teza twierdzenia jest w sposob oczywisty spetniona.
Z powyzszego twierdzenia wynika natychmiast

WNIOSEK. Niech By, ..., B, bedzie bazq przestrzeni sf,. Wtedy kazdy kwadra-
towo dopuszczalny estymator mozna przedstawi¢ w postaci

‘ ibly’Biy,
i=1

gdzie b= (by, ..., b,) jest pewnym wektorem z R".

PrRzYKEAD. Pokazemy teraz, jak z twierdzenia powyZzszego mozna otrzymacé
rezultat Harville’a.
Rozwazmy model losowy dla jednokierunkowej klasyfikacji

(4) yij=/1+a,-+e;,~, i=1,...,a,j= 1,...,?’1,-.

Tutaj u jest parametrem stalym, natomiast «;, €;;, i =1, ...,a, j =1, ..., n; nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych. Ponadto zaktadamy, Ze
a; ~ N, 02), e;; ~ N, 62), przy czym 62 20, 62>0 oraza>21i n+ ... +
+n, > a.

Rozwaza¢ bgdziemy tylko ten przypadek, kiedy nie wszystkie n; sa jednakowe.
Oznaczmy przez 7, ..., Na« liczby, ktére powtarzaja si¢ co najmniej dwa razy
W ciagu ny, ..., gy & PIZEZ Ngryq, ..., N liczby, ktdre w tym ciagu wystepuja do-
ktadnie jeden raz. Niech S; = {j: n; = n;} dlai =1, ..., @ oraz niech {; oznacza
liczbe elementéw zbioru S;. Oczywiscie, {; > 1 dlai=1,...,a* oraz {; =1 dla
i=a*+1,..,4d.

Harville [2] udowodnil, ze przy powyiZszych zatozeniach kazdy kwadratowo
dopuszczalny estymator mozna przedstawi¢ w postaci

©) Zyu+zb ZM+ZZ ew Vi Vi

u=1 ieSy =1rzu
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gdzie

B
_ 1 O * 1 _
Yi. = P Yijs Vi = 7 Yi.s
b=t ' jes:
podczas gdy c, b, e, sa pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Przedstawimy teraz dowdd tego faktu, korzystajac z udowodnionych poprzed-
nio twierdzenia i wniosku. W tym celu wprowadzimy wektor y okre$lony w naste-
pujacy sposéb. Niech v; = iy, ..., yim), i =1,...,a, oraz niech z = (y;, ...
s Vi Zk=1,..,d,gdziei;e Sy dlaj=1, ..., {. Kolejnos¢ elementéw w ciagu

k
iy vves y,-g) moze by¢ dowolna. W koncu, niech
k

©6) Y = (21, -oes Zats Zara1s ooes Zar) s
Zauwazmy, ze wektor y zawiera wszystkie y;;, i=1,...,a,j=1,...,n, oraz ze
kazdy y;; wystepuje w wektorze y dokladnie jeden raz.

Niech N; = #;{; oraz niech J;; oznacza macierz jedynek o wymiarze N;xN;,
i,j=1,..,d, natomiast J; macierz jedynek o wymiarze #n;x#; dla i = 1, ..., a*.
Nastepnie niech D; = diag; (J;, ..., Ji),dlai =1, ..., a*, gdzie symbol diag,(B,, ...
..., B,) oznacza macierz .

0 B, ... 0
0 0 .. B,

Latwo zauwazyé, Ze przestrzed &/, dla modelu (4), przy kolejnosci y;; okreslo-
nej przez (6), jest generowana przez macierze

A, =11,
A, = diaga’(Dl9 vers Dax, Ja*+l,a‘+l9 cees Ja’a’)’
=7
3 .

Jezeli nie wszystkie #; sa jednakowe, to &7, nie jest podprzestrzenia kwadratowa
przestrzeni Z, gdyz A% ¢ /.

Znajdziemy teraz baze dla najmniejszej podprzestrzeni kwadratowej «/, zawie-
rajacej podprzestrzen ;. Rozbijmy w tym celu macierz 11’ na a'? podmacierzy

Jll ces Jlal
le .o Jzal
Ja’l Y Ju’a'

Niech C;;, dla i > j, bedzie macierza kwadratowa n x n otrzymang z macierzy
11" przez zastapienie wszystkich podmacierzy J;; macierzami zerowymi z wyjatkiem
J;; oraz J;;. Nastepnie, niech C; dla i = 1, ..., a* oznacza macierz otrzymang z A,
przez zastapienie wszystkich podmacierzy J;; oraz D;, z wyjatkiem D;, macierzami
zerowymi. Macierze Cy;, C; oraz I s liniowo niezalezne, gdyz Zadna z nich nie da
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si¢ przedstawié jako liniowa kombinacja pozostatych. Ponadto, korzystajac z wilas-
nosci podprzestrzeni kwadratowych, latwo mozna udowodni¢, Ze przestrzen gene-
rowana przez te macierze jest kwadratowa podprzestrzenia przestrzeni & i za-
wiera &/;. Aby udowodnié, Ze przestrzen ta pokrywa si¢ z przestrzenia &,, wy-
starczy sprawdzi¢, ze C;; oraz o; naleza do &/,. Wykazemy najpierw, ze C;; € &,
dlai=a*+1,..,d oraz ze C;e &, dlai =1, ..., a*. Poniewaz A, € &/,, przeto
dla i =1, ...,a macierze B; = n;A,—A3 naleza do s/,. Ponadto mozna tatwo
udowodnié, ze macierze B;, B; dla i,j = 1, ..., a’ komutuja, a stad i na mocy le-
matu 4 z pracy [4] dowolny skonczony iloczyn tych macierzy nalezy do «/,. Co
wiecej, i # j implikuje, ze n; # 1;, a W takim razie macierze
G =([IB)m Tlm-m)), i=1....a,
J#i J#i

s3 dobrze okre$lone i naleza do «/,.

Nietrudno zauwazyc, ze

C, dla i=1,...,a*%
G; = .
{Cii dla 1 = a* + 1 .

Udowodnimy teraz, ze C;e &, dlai=1,...,a* oraz ze Cjje s/, dlai>j,
j = 1’

Istotnie, poniewaz A, € &, oraz dla i =1, ..., a*

1
Ci=- 2—CiA1 Ci,
ni
przeto na mocy wyZej cytowanego lematu macierze te naleza do «/,. Podobnie
tatwo mozna sprawdzié, ze dla i > j, i,j=1,...,4,
1

CU 2NN (CuA C_]]+CJJA Cxi)9

wigc macierze te réwniez naleza do 7,.
Z wniosku otrzymujemy, Ze kazdy kwadratowo dopuszczalny estymator da sig¢
przedstawi¢ w postaci

™ ey'Ty+ Zbuy'cuy+ Z Y enyCay,

=1rzu

gdzie c, b,, e,, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.
Teraz z (7) otrzymujemy wynik Harville’a z uwagi na oczywiste rownosci

yly = Zy?j, yCy = Zf?.,
i,j ieSy
YCuy = Ni(¥9%  y'Coy = 2NN ¥y}
dla u > r.
Udowodnimy, ze estymatory NK sa kwadratowo dopuszczalne.

TWIERDZENIE 2. Kazdy estymator NK jest kwadratowo dopuszczalny.
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D o w 6 d. Niech y'Fy bedzie estymatorem NK dla swojej wartoéci oczekiwanej
E(y'Fy). Z lematu 2 z pracy [4] wynika, Ze kazdy inny nieobcigzony estymator
funkcji E(y'Fy) jest postaci y'(F+G)y, gdzie G e &¢. Stad dla ¢ = (0, ..., 0, 1)’
otrzymujemy Var(y' (F+G)y) = 2(F, F)+4(F, G)+2({G, G> = XF,F)+ %G, G)
= Var(y'Fy)+ Var(y'Gy) > Var(y'Fy), co oznacza, z¢ y'Fy jest estymatorem kwa-
dratowo dopuszczalnym.
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