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Algorytmizacja metody me-T

1. Wstep. W pracy opisujemy metode me-T, bedaca polaczeniem metody minimalnych
btedéw (me) z metoda Czebyszewa (T) dla rozwiazywania wielkich rzeczywistych uktaddéw
réwnar liniowych,

(1) AX+5=0, A @mxn), B @mxl)

o dowolnej macierzy 4. Do uktadu (1) stosujemy nieefektywnie transformacje Gaussa, otrzy-
mujac uktad

) Mc+g=0, M=4T4, g=ATh.

Szczegdlna, sfaktoryzowana posta¢ macierzy M pozwala zastosowac metode me (por. [4]).
Informacja o uktadzie (2) wykorzystywana w metodzie me-T jest dana poprzez procedure
obliczania wektora )7 = AT(AJ_; + l;) dla danego wektora X. Jedyna potrzebna informacje

o widmie macierzy M stanowi liczba b > | M|l, . Metoda me-T znajduje przyblizenie rozwia-
zania (2), jak réwniez podaje przyblizenie najmniejszej wartosci wiasnej macierzy M. Jesli
macierz M jest osobliwa oraz uktad (1) jest niesprzeczny, to przyjmujac za przyblizenie po-
czatkowe wektor zerowy metoda me-T przybliza rozwiazanie normalne (1). Wskaznik uwa-
runkowania uktadu (2) jest kwadratem wskaznika uwarunkowania uktadu (1). Transforma-
cia Gaussa powoduje wigc znaczne pogorszenie szybkosci zbieznosci proceséw iteracyjnych.
Dlatego stosowanie metody me-T powinno ograniczaé sie jedynie do zadan, ktérych nie
potrafimy sprowadzi¢ do uktadu liniowego o symetrycznej, dodatnio okreslonej macierzy

z zachowaniem rzedu uwarunkowania.

2. Metoda minimalnych btedow i metoda Czebyszewa. Zat6zmy chwilowo, Ze macierz

M jest nieosobliwa. Niech X* = — M~ ! g bedzie rozwiazaniem (2). Rozwiazania ¥* poszuku-
jemy, konstruujac ciag { X} spetniajacy relacje
€)) Xp =Xt =W ME -3*), W eP (0, D),

gdzie P, (0, 1) oznacza klasg u;ielomianéw stopnia < k przyjmujacych w zerze warto$¢ jeden.
Metoda minimalnych bteddéw (me) polega na takim wyborze wielomianéw W, aby zmi-
nimalizowaé | fk - x*Il,, tzn. aby byt spetniony warunek: ;

4) Iw ME, -, = inf  IPGHE, - ¥),.
PePk(O,l)

Przedstawmy poczatkowy wektor btgdu w postaci

(511
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O
(5)' Xy —X* = Z tc,
=1

~.

&> + > A4 ’0, l%]
gdziec, #0,ME = £\, j = 1,2,...m<n,0<\ <X, <. <N ,(E,,E~)=11 )
i=j

Rozwigzaniem problemu (4) (por. {3],[4]) sa wiclomiany W, ortogonalne w sensie 110-
czynu skalarnego,

m
8= > NS0,

Metoda me konstruuje ciag {x, | o wtasnosciach (por. [4)):

1%, -1, <2015, =% 1,,  k=1,2,...,
(6) .
xrk=x*, k=zm.

gizie 0, = VX, — VKWK, +VK)).

Niestety, algorytm me, bazujacy na formule tréjcztonowej dla wielomianéw ortogonal-
nych Wk jest numerycznie niestabilny. Nie pozwala to w praktyce otrzymac po m krokach
rozwiazania, a dla zadan Zle uwarunkowanych btad po m krokach jest cz¢sto na poziomie
btedu poczatkowego.

Dlatego tez stosowanie samej metody me nie jest zalecane (dotyczy to réwniez metod
cg, mr, por. [1]).

Aby zabezpieczy¢ si¢ przed numeryczna niestabilnoscia metody me proponujemy sto-
sowanie jej w potaczeniu z metoda Czebyszewa (T).

Metoda T jest definiowana nastgpujaco (por. [1],[2] i [3]). Oszacujmy btad k-tego przy-
blizenia w (3),

X, =X, < I W D15, - 31,

Ze wzgledu na symetrig macierzy M

df
W, nl, <tw,l = max tw M),
Amin<A<Mmax
(AL in> Mmax ©znaczaja odpowiednio najmniejsza i najwigksza warto$é wtasng M).
Wielomiany W, w metodzie T wybieramy tak, aby zminimalizowac norme Il W, I, tzn.
zachodzi réwnos¢

(7 I Wk = inf Pl
PePk(O,l)

Rozwiazanie warunku (7) wyraza si¢ poprzez wielomiany Czebyszewa (por. [1], str. 50),
a ciag btedow spetnia zaleznosc
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(8) Ix, =%l <20%0%, - X*1,,  k=1,2,..,

gdzieA 02 = (\ﬂ\max - \/)\min)/(\/kmax + \/)\min)' v
min = Mo Amax= A, 2(5)i(6) wynika o, =0,,co oznacza, ze dla
poczatkowych krokow iteracyjnych oszacowanie btedu w métodzie me i T s takie same.

Metoda Czebyszewa wymaga znajomosci A ; oraz A ewentualnie przedziatu [a, b] za-
wierajacego wartosci whasne M. .

Poniewaz na ogét A

max’

3. Algorytmy metod me i T. Wykorzystanie formut rekurencyjnych dla wielomianéw
ortogonalnych wystepujacych w metodach me i Czebyszewa, prowadzi do zwigzkéw reku-
rencyjnych na kolejno konstruowane wektory ’_"k (por. [1],{2], [4)):

Rpwr =% +4%,,

©) A%, =A% 1oy =~ Tl
7, = AT (4T%+ B),

gdzie wspotczynnikie, _;,q, sa réwne-odpowiednio:

W metodzie me

- >
e =0 q _ 7 . ¢, =g Ck+1
-1 7Y% k= ~€r_1> - =4q;
ck A k ¢
dla
> > -, -+ Y]
(10) ¢, =@ %, — ) =145, +bl}.

W metodzie T naprzedziale [a, b]
G =@+b)2; g, =@+b)2—(b=a)/(4( +a)),

_atb b-a
%" Ti6q,

e.1=0, e =(b-a)/(4(a+D)),

0 = — (b -a)’
k 8(b+a)-16e, _,’

k=1,2,... =

Uwagi. 19 Obliczanie wspéiczynnikéw ¢; W metodzie me, por. (10), jest mozliwe tyl-
ko dzigki szczegOlnej i sfaktoryzowanej postaci macierzy uktadu M = AT4. -
2° Wspdtczynniki metody me spetniajg zalezno$c:

GoF) ME -FLME, -3 o055

¢ ME -FF -3 G

Qe tex_1 =

dla wektora ¥ = M3 (X, - X*).
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Stad otrzymujemy

Fr 7)
(11) | A< _ck_ <X\,
Jesli > £, ME = EX, to '
G
(12) KK
€k
3% Jesli przedziat [a, b] w metodzie T zawiera spektrum macierzy M, a <A ;00 A4 <

< b, to oszacowanie biedu jest postaci

b-va¥  »
12 _en <o YEoVaY e
k 2 \/E*‘\/E 0 2

W metodzie me-T bgdziemy uzywali metody T takze na przedziale [a, b, gdy A, <a,

Anax S b, co pozwoli szybciej redukowac sktadowe btedu w kierunkach nalezacych do war-

tosci wtasnych wiekszych od a (por. [1]).

4. Metoda me-T. Metoda me-T jest potaczeniem metod me oraz T. W [1] opisana jest ana-
logiczna metoda mr-T, stanowiaca potaczenie metod mr i T. W metodzie mr s3 minimalizowa-
ne residua ?k, natomiast teraz, dzieki szczegdlnej postaci macierzy M, mozemy minimalizo-
wadé btedy ’?k — ¥*. Pierwszy etap metody me-T polega na zastosowaniu metody T na prze-
dziale [a, b], gdzie b =N _ = IMIl,,a = b/2 (czylina ogét A . << a).

Z (3) i (5) wynika

-

£ c; W, (\).

(13) X %=

s

—

I=
Wielomiany W, przybliZaja najlepiej zero w przedziale [a, b] w Klasie P, (0, 1), a ponadto

W, ()

m =0 dla X e (0,a).

VY lim
E>0 ke
Dla duzych k zalezno$é (13) mozemy przedstawi¢ w postaci

- -,

B =X = D) Ee, W 0)=E, ¢, W0\).
}\l.<a

Widzimy, Ze cigg bledow ;k - x* asymptotycznie ,,uktada si¢” w podprzestrzeni rozpigtej
na wektorach wtasnych, przynaleznych do wartosci wasnych mniejszych niza, a ,,w dal-
szej kolejnosci” w podprzestrzeni przynaleznej do najmniejszej wartosci wlasnej A, .
Stad i z (12) wynika:

14H (4%, + DI,

14 —
(1 14%, + 51,
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co oznacza, ze w trakcie realizacji metody T na przedziale [a, b] moZzemy znaleZ¢ przybli-
Zenie najmniejszej wartosci wtasnej A, w roztozZeniu spektralnym poczatkowego wektora
biedu (5).

Zalézmy, ze w pierwszym etapie wykonali$my & krokéw metoda T, gdzie k jest tak do-
brane, aby w przedziale [a, b] zredukowaé btad (eps)™ razy, eps — zadana mata liczba, tzn.

k spetnia warunek
\/3 - <&ps

Aby wykorzystaé szczeg6lne potozenie wektora bigdéw,fk - X*, zastosujemy teraz meto-
de me, traktujac i'k jako wektor poczatkowy iteracji. Metoda ta bedzie gtdwnie redukowac
te sktadowe, ktére odpowiadaja wartosciom wtasnym mniejszym od a, czyli te sktadowe,
ktére byty najmniej redukowane w metodzie T.

Pamigtajac o numerycznej niestabilnosci metody me, pracujemy ta metoda tylko tak
dtugo, jak dtugo prawdziwe sg oszacowania

oo

gdzie a, oznacza obliczone w pierwszym etapie metoda T przybliZenie A, (por. (14)).

Oszacowanie (15) dlaa, =\, teoretycznie jest spetnione zawsze i oznacza, e metoda
jest co najmniej tak szybko zbiezna jak metoda Czebyszewa na przedziale [a,, b]. Spraw-
dzanie warunku (15) w rachunku numerycznym oznaczatoby badanie wptywu btedu za-
okragleri na konstruowany ciag przyblizen. GdybySmy mogli faktycznie sprawdzaé ten wa-
runek, to zabezpieczyliby$Smy si¢ przed numeryczng niestabilnoscia metody me (przerywa-
" jac jej realizacje, gdy warunek nie bedzie spetniony). Poniewaz jednak nie mozemy znaé

X. ,x i= y Ly ey
(15) 12, - %1, ( 1,2

doktadnie normy bledu "3"i+k —x*1,, wigc zaleznos¢ (15) zastepujemy dajacym sig
efektywnie sprawdzac¢ warunkiem, '

(16) l4%,, + 51, < (‘/— \/—‘)\/—IIA

(Jak dtugo jest spetnione (15), tak dtugo jest réwniez spetnione (16), ale z (16) wynika

|I§k+i -3, <2 (g o \\?—_') a_l."xk —X*l, oile tylkoa, =X, ). Jedli zaleznos¢ (16)
nie jest spetniona, przechodzimy ponownie do metody T, tym razem juz na przedziale
la,, b]. Takie stosowanie na przemian metod T i me nazywamy metoda me-T (por.[1] dla
metody mr-T).
5. Uwagi o algorytmie me-T. Celem metody me-T jesf wyznaczenie, o ile to mozliwe,
przyblizenia fk o btedzie wzglednym nie przekraczajacym zadanej z gory liczby eps,
Ix, - x*1,

17 e Ceps.
an 12,0, + 102

Dodanie 107 do normy ;k jest istotne tylko wtedy gdy wyznaczane rozwigzanie ma matla
norme.
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Proces obliczeniowy przerywamy, gdy

19 prawdziwa jest nieréwnos¢ (17),

2° macierz uktadu M jest numerycznie osobliwa,

39 osiagneli$my graniczng maksymalng doktadnosé.
Omoéwmy pokrétce te przypadki.

19 Spetnianie (17) sprawdzamy przez

14T, +Bly o
1%, 0, + 107 147,

gdzie na miejsce 147" I, =+/IM™ I, podstawiamy 1//a; , a, najlepsze znane przyblizenie
najmniejszej wartosci wtasnej macierzy M.

2° Numeryczng osobliwo$¢ M sprawdzamy przy obliczaniu ilorazéw Rayleigha (11).
Mianowicie, warto$é A z (11),

NN %)
k G’
lezy w przedziale [A;, A, ] C [\

y =M 3, - %),

min® Amax]- MoZna pokazac, ze obliczona wartos¢ A

14T, + b3
A=fll 75" =7
14X, + 50,

(fl oznacza t-cyfrowa arytmetyke zmiennopozycyjna) speinia warunek
(18) A SA+2.270 sy /n MY,

gdzie s oznacza maksymalna liczbe niezerowych elementéw w kolumnach i w wierszach ma-
cierzy A, 1 <s<n.
Jesli

A<sv/n27IMl,,
to wskaZnik uwarunkowania uktadu (2) spetnia nieréwno$¢

1

3svn

co oznacza numeryczng osobliwo$¢ macierzy M.

3% Graniczna maksymalng doktadno$¢ osiagniemy wéwczas, gdy normy wektorow re-
sidualnych, AX, + b, lub AT(AJ?k + 1;), sa na poziomie btedu wytworzonego przy ich obli-
czaniu, a wigc

LM IM T, > -2,

14X, + b, <sv/n 141, 2%1x,1,,

-

14T(AZ, + B, <svn IMIL, 271X, )

k"2

(por. [1]).



Algorytmizacja metody me-T 57

7. Testowanie procedury me-T. Procedure me-T, realizujaca metode me-T, testowali$my
dla macierzy A postaci
2
(W, W)

- >
WWT,

A = Pdiag (\) P, P=1I-

dla losowo wybranego wektora widla réznych rozktadéw wartosci wasnych A, por. [1].

Efektywnos$¢ metody me-T poréwnywali$my z metods Czebyszewa na przedziale za-
wierajacym spektrum macierzy A7 4. We wszystkich przeprowadzonych testach metoda
me-T byta co najmniej tak efektywna jak metoda T, a czesto liczba krokow iteracyjnych
w me-T byta zhacznie mniejsza niz w metodzie T. Znaczne zmniejszenie liczby krokéw mia-
Yo miejsce zwtaszcza wtedy; gdy wartosci wtasne A; byty umieszczone ,,pgczkami” lub gdy
poczatkowy wektor wtasny lezal w podprzestrzeni o stosunkowo niskim wymiarze,
m<<n.

8. Procedura me-T.

procedure meT (n,A,s,x,al ,a2,eps,macheps);
value n,q2;
integer n,s;
real al,a2,eps,macheps;
array x; '
procedure A4 ;
comment Procedura me-T rozwiqzuje uktad rownar liniowych wysokiego stopnia o dowol-
nej macierzy A postaci:
-+
AX+b=0.
Procedura ta ponadto podaje przyblizenie najmniejszej wartosci wiasnej macierzy
ATA.
Parametry wejscia i wyjscia:
n — wartosc¢ catkowita, wymiar macierzy A.
A — procedura postaci A (x,r,nor,norl)gdzie x,r tablice jednowymiarowe
0 zakresie wskaZnikow od 1 do n, nor,norl — zmienne rzeczywiste.
Procedura A realizuje zaleznosci:
r=AT(AX+b),
norl ;=143 +b13
nor:= 713,
s — zmienna catkowita. Na wejsciu s rowna sie maksymalnej ilosci nieze-
rowych elementow w wierszach i kolumnach macierzy A (1<s<n).
Na wyjsciu na zmiennej s zapamietujemy -
s=0 redukcja btedu o eps:
=-2 macierz A numerycznie osobliwa
s=-23 osiggniecie granicznej maksymalnej doktadnosci.
x — tablica jednowymiarowa [1:n). Na wej$ciu na x podstawiamy przybli-
Zenie poczatkowe,x =X, na wyjsciu x zawiera przyblizenie rozwigza-
nia;*,x =;k. )
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al — zmienna rzeczywista, na wejsciu al dowolna, na wyjsciu przyblizenie
najmniejszej wartosci wlasnej macierzy A Ty,

a? — wartos¢ rzeczywista spetniajgca zaleznosc, a2=lAl,.

eps — zmienna rzeczywista. Na wej$ciu eps oznacza btqd wzgledny rozwiqza-

nia, 1%, — x* I <eps(Ix I + , - 2).
Na wyjsciu eps:= | Axk + Bl

macheps — zmienna rzeczywista rowna na wejsciu 21 (-t), gdzie t — ilo¢ cyfr man-
tysy warytmetyce fl.
Na wyjéciu macheps jest oszacowaniem btedu wzglednego
1%, = X* I/(Ix, 1+0.01);

* begin integer i,k;

real al1,c,cl,c2,c3,c4,e,epsl,nor,norl,qu,v,xn;

boolean H;

array r,dx(1:n};

a2:=a2xa2;

all:=al:=a2/2;

u:=sx sqrt(n)x macheps;

macheps:=uxa2;

v:=ux macheps;

epsl:=vfall;

eps:=epsx eps;

H:=true;

k:=0;

ITE:;
comment jesli H to metoda T na przedziale [al a2],
jesli ~H to metoda me;

if k=0 then

begin
for i:=1 step 1 until n do dx[i]:=0;
A(x,r,nor,norl);
k:=-1

end start meT;

e:=0;

c:=sqrt(a2/all);

c:=((c=D/(c+1)2;

c3:=4xnorlfall,

if H then

begin
cl:=(a2-al)/2;
c2:=clxcl/4;
c4:=(a2+al)/2;

end else

cl:=norfnorl;
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Tme:
if H then
begin
ki=k+1;
q:=if k=0 then c4 else if k=1 then g—2x c2/q else c4—c2/q
end else g:=cl—e,

xn:=,,—4;
for i:=1 step / until n do
begin

u:=dx(i]:=(exdx[i]-r[i])/q;
w=xlil=x[i}+u,
xn:=xntuxu
end nowe przyblizenie;
xn:=xn+2,,-2xsqrt(xn);
u:=norl;
A(x,r,nor,norl);
e:=if—,H then gxnor! [u else if k=0 then 2xc2/c4 else c2/(c4-¢);
cl:=norfnorl;
ifal1>cl then
begin
all:=cl; ,
if al 1 <macheps then
begin
§:==2;
goto END
end numeryczna 0sobliwosc;
if eps1 <vfall then epsl:=v/all
end najmniejsza wartos¢ wtasna;
U=VvX Xn;
if norl <uV nor<uxa2 then
begin
=-3;
goto END
end granicznej doktadnosci;
u:=epsxal Ixxn;
if nor! <uVnor<uxall then
begin
§:=0;
goto END
end redukcja btedu o eps;
c3:=c3xc¢;
u:=if eps>epsl then eps else epsl;
if HA e3<xnx(if u<a2/all then u else a2/all) then
begin
H:=false;
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k:i=-1;
goto ITE
end przejscie do metody me;
if—,HAcl>al Anorlfa2>c3 then
begin
H:.=true;
al:=all;
ki=—1;
goto /TE
end przejscie do metody T,
goto Tme;
END:;
comment wyniki metody meT;
al:=all;
eps:=sqrt(norl);
if s=0V s=—23 then macheps:=(eps+sqrt(vxxn))/sqrt(alxxn);
end procedury meT,
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