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Przyblizona lokalizacja uszkodzen w zadanym obszarze

Streszczenie. Niniejsza praca przedstawia procedure przyblizonego wyznaczania loka-
lizacji uszkodzenia w zadanym obszarze. Definiujemy problem spektralny, ktérego roz-
wigzaniami sg wartoéci wlasne. Wartosci te zaleza od potozenia i wielkosci uszkodzenia.
Gléwnym celem postawionym w pracy jest rozwiazanie zadania odwrotnego, ktére polega
na lokalizowaniu uszkodzenia obszaru na podstawie wektora wartosci wtasnych. Z uwagi na
brak jednoznacznosci rozwigzan definiujemy nowe zadanie w innym obszarze, dla ktérego
zagwarantowane jest istnienie przyblizonego rozwigzania zadania odwrotnego.

W celu wyznaczenia lokalizacji uszkodzenia definiujemy nowe odwzorowanie, ktérym
jest warunkowa wartos¢ oczekiwana potozenia uszkodzenia pod warunkiem, ze znamy
skonczony ciag wartoéci wlasnych. Odwzorowanie to jest aproksymowane przez tak zwany
ciagg aproksymujacy, ktérym jest rodzina sieci neuronowych Elmana. Sie¢ jest budowana
w spos6b dynamiczny. Jej wielkosé jest zalezna od liczby elementéw nalezacych do zbioru
uczacego. Stosowana metoda aproksymacji jest zbiezna.

Stowa kluczowe: Sieci neuronowe, Wartosci wlasne, Aproksymacja, Warunkowa wartosé
oczekiwana.

1. Wstep. W otaczajacym nas $wiecie istnieje potrzeba sprawdzania
wadliwosci réznego rodzaju obiektéw. Rozwazmy przyklad kota kolejowego.
Stanowi ono wazny element konstrukcyjny pojazdu szynowego. Co 200 km
jazdy pociagu pracownik techniczny kolei ma za zadanie stwierdzi¢, czy
w kotach kolejowych nie powstaly jakies uszkodzenia. Uszkodzeniami moga
by¢ odksztalcenia, wygiecia lub inne deformacje widoczne gotym okiem.
Oprécez nich w kotach kolejowych moga powstaé szczeliny czy pekniecia tak
male, ze nie sa widoczne goltym okiem. W naszych rozwazaniach zajmujemy
si¢ wladnie takimi deformacjami.

Sprawdzenie kota kolejowego w celu stwierdzenia czy istniejg w nim pek-
niecia (szczeliny) polega na tym, ze pracownik uderza mlotkiem w koto i na
podstawie dzwieku jaki otrzymuje jest w stanie okresli¢ czy kota maja jakie$
uszkodzenia czy tez nie. Jezeli takie uszkodzenie wystepuje jest bardzo mate,
jednak dalsze jego stosowanie grozi powiekszeniem defektu i w konsekwen-
¢ji uszkodzeniem calego kota. Rodzaj dzwieku, ktéry otrzymuje pracownik
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przez pukanie mlotkiem w koto, jest $cisle zalezny od rodzaju defektu, jego
wielko$ci i polozenia.

Problemy znajdowania deformacji czy uszkodzenia w materiatach, try-
bach zebatych, skrzydtach samolotu, itp. staly sie bardzo wazne w ostat-
nich czasach. Procesy produkcyjne staja sie coraz bardziej zmechanizowane.
Calo$¢ produkcji jest realizowana przez tasmy produkcyjne, sktadajace sie
z rézengo rodzaju urzadzen. Rola czlowieka ogranicza sie w bardzo wielu
przypadkach jedynie do nadzorowania poszczegdlnych etapéw produkcji oraz
do kontorli prawidtowego jej przebiegu. Kontrola ta polega miedzy innymi
na wykrywaniu uszkodzen w pracujacych urzadzeniach. Stad przyrzady do
wykrywania defektéw poszczegdlnych elementéw tych urzadzen sg coraz bar-
dziej potrzebne.

Podobnie jest w innych dzialach gospodarki. Jako przyktad mozna po-
da¢ przemyst lotniczy, w ktérym prawidlowe parametry konstrukcyjne maja
kluczowe znaczenie dla eksploatacji samolotéw. Jednym z obiektéw analiz
sa parametry skrzydet samolotéw. Koncerny produkujace samoloty klada
duzy nacisk na badania naukowe, ktére dostarczajg potrzebnych informacji
stosowanych do optymalizacji poszczegdlnych elementéw samolotu oraz do
sprawdzania nieprawidlowosci w juz stosowanym sprzecie.

W literaturze mozna znalezé opisy metod majacych na celu wykrywa-
nie deformacji. W pracach [10], [5] opisane sa metody szukania deforma-
¢ji w zadanych obszarach. Deformacjami tymi sg miedzy innymi kota. Po-
dobnie w niniejszej pracy szukamy lokalizacji deformacji zadanego obszaru.
W pracy [14] przedstawione jest realizowanie procedury aproksymacji od-
wzorowania, ktére jest zdefiniowane jako warunkowa warto$é oczekiwana,
za pomocy sieci jednokierunkowej wielowarstwowej. Odwzorowanie to moze
by¢ okreslone w rézny sposéb. Moze nim byé np. przewidywanie pogody
na podstawie okre$lonych parametréw takich jak temperatura, ci$nienie at-
mosferyczne, predkoéé wiatru itp. Stosowana przez White’a aproksymacja
z wykorzystaniem sieci neuronowej jednokierunkowej (ang. feed-forward) jest
aproksymacja przez tak zwana sie¢ estymatoréw. Podobne zastosowania sa
opisane w pracach [1], [2], [6], [13], [14], [15], [16], [17].

W niniejszej pracy metoda aproksymacji jest realizowana przez sie¢ es-
tymatorow. Aproksymowane odwzorowanie jest zdefiniowane z wykorzysta-
niem zadania spektralnego (2). Argumentami odwzorowania jest skonczony
ciag wartosci wlasnych wybrany z nieskonczonego ciagu rozwigzan zadania
spektralnego (2). Wartosciami odwzorowania jest warunkowa warto$é ocze-
kiwana potozenia deformacji, pod warunkiem ze znany jest skonczony ciag
warto$ci wlasnych. Material tutaj umieszczony bazuje na [18].

W niniejszej pracy dla wygody rozwazamy obszar = [0,1] x [0, 1].
Zamiast kota kolejowego obszar poszukiwan stanowi €. Szukamy narzedzi,
ktore pozwola stwierdzié, czy w ) jest uszkodzenie (szczelina). Badanie de-
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formacji — osobliwo$ci na powierzchniach od strony matematycznej przed-
stawione jest w monografii [9].

W celu stworzenia procedury zmierzajacej do wykrycia istnienia defor-
macji w obszarze ) definiujemy w tym obszarze problem spektralny, to
znaczy rozwazamy zadanie

)

Aug(xl,wg) = )\gug(xl,wg) w Q _
(1) {u%(wl,xg)—o na 02 k=12,

gdzie A jest operatorem liniowym A : H}(Q) — H~'(Q) takim, Ze ope-
rator —A jest operatorem eliptycznym, a operator odwrotny do A to jest
A7 L2(Q) — L%(9) jest operatorem zwartym. Wartosci AJ, A9, ... sa war-
tosciami wlasnymi odpowiadajacymi obszarowi (2.

Wartosci wlasne powyzszego zadania odnosza sie do obszaru bez defor-
macji. Jezeli rozwazaliby$my réwniez podobne zadanie jednak okreslone dla
obszaru z uszkodzeniem, wowczas otrzymaliby$my, ze wartosci wlasne sg
inne dla obszaru bez dziury i inne dla kazdego obszaru ze szczelina.

Odnoszac sie do przypadku kota pociggu, warto$ci wtasne rozwazanych
zadan spektralnych mozna utozsamiaé¢ z dzwigkiem otrzymanym po ude-
rzeniu mtotkiem. Jest to inny dzwiek w zaleznosci od rodzaju i potoze-
nia deformacji (szczeliny). Stosowane narzedzie, czyli rozwiazanie problemu
spektralnego, pozwala na znalezienie relacji miedzy warto$ciami wtasnymi
(dzwiekiem od uderzenia mlotka) a lokalizacja i wielkoscia szczeliny. Jest to
przedmiotem badan niniejszej pracy.

Poniewaz obiektem naszych badan jest szukanie polozenia uszkodzenia
w zadanym obszarze, w dalszej czesci pracy bedziemy si¢ zajmowaé proble-
mem ze szczeling. W obszarze 2 wprowadzamy uszkodzenie (znieksztalce-
nie). Oznaczamy ja przez D. Ponadto oznaczmy przez Qp obszar 2 z opi-
sana deformacja. Mamy wéwczas Qp = Q \ D. Dla obszaru Qp rozwazamy
nastepujacy problem spektralny

(2) {Auk(x1a$2):>\kuk(xla$2) w Qp

ui(z1,22) =0 na 90, FTL2Ze

Rozwiazaniami powyzszego problemu jest nieskonczony ciag par (Mg, uy)
dla £ = 1,2,..., gdzie A\; sa wartoSciami wlasnymi oraz wug sa funkcjami
wlasnymi. Wartoéci wtasne zaleza od polozenia i wielkosci uszkodzenia D.
Dla rozwazan prowadzonych w niniejszej pracy istotna jest relacja miedzy
warto$ciami wlasnymi a wielkoscia i lokalizacja uszkodzenia.

W rozwazanym przez nas przypadku zdefiniowane odwzorowanie po-
siada niedeterministyczng relacje miedzy argumentami a wartosciami wyj-
Sciowymi. Oznacza to, ze nie znamy warto$ci odwzorowania (wartosci opi-
sujace polozenie uszkodzenia), ktéra odpowiada ciagowi wartosci wlasnych.
Potrafimy jedynie okresli¢ warunkows wartos¢ oczekiwana potozenia dziury
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pod warunkiem, ze znamy ciag wartosci wtasnych. To powoduje, ze musimy
uzy¢ narzedzi probabilistycznych do przeprowadzenia procedury aproksy-
macji.

2. Definicja problemu. Niech dany bedzie obszar Q C R?, Q = [0, 1] x
[0,1].

Q

Rys. 1. Obszar Q.

Dla obszaru €2 definiujemy zadanie

{Aug(xl,xz)zkgug(xl,xz) w

ud (w1, 22) =0 na 0N k=12...,

(3)
gdzie A jest operatorem liniowym A : H}(Q) — H~(Q) takim, Ze opera-
tor —A jest operatorem eliptycznym, a operator odwrotny do A tj. A™! :
L?(Q) — L?(Q) jest operatorem zwartym.

Dla powyzszego zadania zachodzi twierdzenie.

TWIERDZENIE 1. Rozwaimy zadanie

Au = Au.
Poniewaz dla operatora A istnieje operator odwrotny mamy, Ze
u= A" \u.
Z liniowosci operatora A~' mamy, Ze
u=AA"1u,
a stgd dalej
Ay = %u

Dla powyzszego rownania istnieje przeliczalny zbidr wartosci wlasnych

1 1
=Y N £0, deN,
{)\1’)\2’ }a 7£ (S
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ktorego jedynym punktem skupienia jest punkt 0. Ponadto kazda z wartosci
wlasnych jest skonczonej krotnosci.

Rozwiazaniami problemu (3) jest nieskoficzony ciag par (A\), u)) dla k =
1,2,..., gdzie \? sa warto$ciami wlasnymi oraz u? sa funkcjami wlasnymi.
Dla wartosci wlasnych mamy, ze 0 < XY < A3 <A <....

W obszarze 2 wprowadzamy uszkodzenie (deformacje) D. Uszkodze-
niem jest dziura o nieregularnym ksztalcie. Moze to by¢ szczelina, otwor lub
inne znieksztalcenie odpowiadajace fizycznej deformacji obszaru powstaltej
na skutek uderzenia, nacisku czy innych sit fizycznych. W praktyce jako
obszar ) mozemy przyjac¢ metalowa blaszke w ksztalcie kwadratu, w ktorej
na skutek uderzenia powstala nieregularna dziura. Zaktada sie, ze powstata
deformacja jest mala (pole powierzchni deformacji jest bliskie 0) i znajduje
sie wewnatrz zadanego obszaru ).

1

Q2

Rys. 2. Obszar Qp.

Oznaczmy przez 2p obszar {2 z opisanym uszkodzeniem. Mamy wowczas
Qp = Q\ D. Dla obszaru Qp rozwazamy nastepujacy problem spektralny

(4) {Auk(x1a$2):>\kuk(xla$2) w Qp

ug(z1,22) =0 na O0Qp

Rozwiazaniami powyzszego problemu jest nieskonczony ciag par (Ag,ug)
dla k = 1,2,..., gdzie A\; sa wartoSciami wlasnymi oraz wug sa funkcjami
wlasnymi. Wartosci wlasne zaleza od polozenia i wielkosci znieksztalcenia.

Wartosci wlasne sa opisem pewnych wtasno$ci fizycznych obszaru. Moga
nimi by¢ np. temperatura czy dzwiek. Chcemy znalezé zalezno$¢ miedzy nie-
skonczonym ciagiem wartosci wlasnych a znieksztalceniem obszaru. Innymi
stowy majac dany ciag wartosci wlasnych chcemy lokalizowaé uszkodzenie
przez znalezienie dwuwymiarowego wektora bedacego wartoscia oczekiwang
polozenia znieksztatcenia. W omawianym zadaniu nie mamy jednoznaczno-
$ci rozwigzan. Oznacza to, ze nie mozna w sposéb jednoznaczny na podsta-
wie wartodci wlasnych wyznaczy¢ potozenia znieksztalcenia. Istnieja bowiem

k=1,2,....
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rézne deformacje obszaru, dla ktérych wartoéci wtasne sa identyczne.

Wprowadzamy aproksymacje obszaru {)p ciagiem obszaréw Qp ,, gdzie
n = 1,2,.... Ciag obszaréw (Qp , jest zdefiniowany w taki sposéb, ze dla
kazdego n = 1,2, ... deformacja D jest taka sama (nie ulega zmianie) oraz
dla kazdego n = 1,2,... Qp, C Qp i 0p , — 0Np gdy n — oo. Innymi
stowy cigg obszarow aproksymujacych Qp zdefiniowany jest w taki sposéb,
ze dla kazdego n = 1,2,... 0Qp, = G, U 0D, gdzie D jest taka sama
deformacja jak dla Qp oraz

(5) Gy,
jest zbiorem wartosci pewnej krzywej zamknietej g,,. Zbiory wartosci krzy-
wych zamknietych g,, n =1,2,... s zdefiniowane w taki sposob, ze G,, —

9 ([0,1] x [0,1]) przy n — oo. Ponadto g, jest klasy C?.

=

QD, 1 QD,2
N

Rys. 3. Ciag obszaréw Qp ,, n=1,2,....

Wprowadzona powyzej konstrukcja brzegu (1p , oznacza, ze dla kaz-
dych n,m =1,2,... takich, ze n <m, Qp , C Qp . Nalezy podkresli¢, ze
w kazdym obszarze €)p ,, znieksztalcenie D jest takie samo. Ma to kluczowe
znaczenie przy rozwazaniu problemu odwrotnego, czyli problemu, w ktérym
dla zadanego obszaru szukamy wartosci oczekiwanej potozenia deformacji.
Z uwagi na to, ze dla n = 1,2,... kazdy z obszaréw {2p, ma takie samo
znieksztalcenie D, rozwazanie zadania odwrotnego dla dowolnego n zwraca
ten sam rezultat. Innymi stowy, jezeli dla dowolnego (ale ustalonego) n na
podstawie wartosci wtasnych wyliczymy wartos¢ oczekiwang potozenia znie-
ksztalcenia D, to otrzymany rezultat bedzie jednocze$nie rozwiazaniem dla
pozostatych obszaréw (1p , oraz rozwiazaniem problemu spektralnego (4)
dla obszaru wyjsciowego Qp.

3. Zadanie odwrotne. Niech dany bedzie obszar Q C R?, = [0,1] x
[0,1] i rozwazane wczesniej zadanie wyjsciowe
{Au%(ml,xg) =N (z1,22) W Q

ul(z1,22) =0 na 0N kE=1,2,....
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Rozwiazaniem powyzszego problemu jest nieskoficzony ciag par (A}, u?) dla
k=1,2,..., gdzie A} sa wartoéciami wlasnymi oraz u) sa funkcjami wla-
snymi.

Niech dany bedzie ponadto obszar Qp = Q \ D i rozwazane wczesniej
zadanie

{Auk($1,$2) = Mug(zr,22) w o Qp b — 1.9
ug(z1,22) =0 na O0Qp T
Rozwiazaniami powyzszego problemu jest nieskonczony ciag par (Mg, uy)
dla £ = 1,2,..., gdzie A\; sa warto$ciami wlasnymi oraz wug sa funkcjami
wlasnymi. Wartosci rozwiazan zadania (4) zaleza od wielkosci i polozenia
znieksztalcenia D. WeZzmy pod uwage jedynie wartosci wlasne i ustalmy
zalezno$¢ miedzy Ax, k = 1,2,... a D. Poniewaz wartosci \p, k = 1,2,...
zaleza od wielkoéci i polozenia znieksztalcenia D mozemy okresli¢ funk-
cje, ktora kazdej deformacji przyporzadkowuje nieskonczony cigg wartosci
wlasnych: D — (A1, g, ...). Tak zdefiniowana funkcja nie jest réznowarto-
Sciowa. Istnieje kilka réznych deformacji, dla ktérych ciagg wartosci wtasnych
(A1, A2, ...) jest taki sam.

Jako gléwny cel stawiamy sobie rozwiazanie zadania odwrotnego, ktore
polega na lokalizowaniu znieksztalcenia obszaru 2p na podstawie wektora
wartoéci wlasnych (podobne zastosowanie patrz [8]). Z uwagi na brak jed-
noznacznosci rozwiazan zadania (4) musimy zdefiniowaé nowe zadanie w in-
nym obszarze, ktory zagwarantuje nam istnienie przyblizonego rozwiazania
zadania odwrotnego.

Niech dany bedzie obszar Qp. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
'y =[0,1] x {1}, Ty = {1} x [0,1], I'5 = [0, 1] x {0} oraz I'y = {0} x [0, 1].

Iy

...D

£,

Iy

Rys. 4. Obszar Qp.

Obszar €1p jest aproksymowany przez ciag obszaréw Qp ,, n=1,2,....
Niech I'y ,, I'an, I's s Ta oy n = 1,2, ... beda fragmentami 0€2p wspolnymi
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odpowiednio z I'1, I'y, I's, I'y. Oznacza to, ze I'y , = T'1 NGy, ..., Ty, =
I'yNG,, gdzie G,, jest zbiorem wartosci pewnej krzywej zamknietej g, (patrz
oznaczenie (5)).

Niech ponadto Fla,na Flb,n; FQa,'m F2b,n7 F?:a,n; F3b,n7 F4a,n7 F4b,n; n =
1,2,... oznaczaja te fragmenty 0€Qp, ktére zostaly zmodyfikowane odpo-
wienio w I'y, T'g, I's, I's. Oznacza to, ze I',, jest zbiorem wartodci krzy-
wej, ktéra powstaje ze zbioru wartosci funkcji h,, obcietej do przedziatu
[0, m], po obrocie o kat %”. Bardziej formalnie mozemy zapisac,

Ze F1a7n — h’I’L |[07

o |

1 ](1) po obrocie o kat ZF. Analogicznie I'yy,,, =
2n—1,/[4]2re

\1/ 0] Po obrocie o kat 7. W ten sam sposob mozna zdefiniowac
2n—1, /[a]2xe’
F2a,n; FQb,na F3a,na 1—‘Sb,na 1—‘40,,77» F4b,n> n = 1> 2a s

T‘«LZ FI,Q T b,2

Rys. 5. Obszar Q1p .

Konstrukcja Qp ,, n = 1,2, ... zaklada, ze znieksztalcenie kazdego z ob-
szaréw jest takie samo jak znieksztalcenie obszaru Qp ( to znaczy D).
Niech p bedzie ustalong liczba rzeczywista dodatnia, bliskg 0. Ustalmy liczbe
L € N. Liczba L jest dobrana niezaleznie od rodzaju znieksztalcenia. Jest
na tyle duza, ze kazde znieksztalcenie moze by¢ pokryte L kotami, kazde
o promieniu p. Ustalenie liczby L jest mozliwe ze wzgledu na ograniczonos¢
obszaru () i zalozenie, ze znieksztalcenie obszaru jest mate.

Niech dane bedzie pokrycie znieksztalcenia zdefiniowane jako skonczony
ciag kot By (4, p) = {y € (0,1)x(0,1) : ly—ui| < p}, gdziel =1,2,...,L. Za-
uwazmy, ze 8{UlL:1 By (41, p)} moze by¢ niegtadki. Oznaczmy przez P, 1,(D)
zmodyfikowany zbiér Ulel By (1, p) w taki sposob, ze 0P, (D) jest gtadki
oraz P, (D) jest pokryciem zbioru D zawierajacym Ulel Bi (g1, p) 1 do-
wolnie bliskim UlL:1 By (41, p). W przypadku, gdy deformacja D jest bardzo

(1) Zapis hy, |[0 1 oznacza obciecie funkeji hy do przedziatu [0,

1
=T Tijane 2"—1\ﬂ4]27re]
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mala mozemy przyjac, ze rozwazanym dla niej pokryciem bedzie jedna kula.
Wéwcezas P, (D) = B1(y1,p).

Oznaczmy przez (), obszar €1 z deformacjy, ktérag w tym przypadku
jest P, (D). Mamy wéwczas €2, = Q \ P, (D). Oznaczmy analogicznie
Qon=Qpn\ P, (D). Q,, jest zdefiniowane w taki sposéb, ze 02, ,, jest
gtadki. Ponadto €2,,, — Qp, przy n — oo i p — 0.

Rys. 6. Obszary Qp.n, n=1,2.

Dla ustalonych n i L definiujemy zadanie
Aty (1, 2) = Mg (T1,22) W Qpop,
(6) Upn(T1,22) =0 na 0, \Tian, k=12,...
Un (21, T2) = up(x1, T2) na I'yq .
gdzie ug, Ag sa rozwiazaniami (4). Zauwazmy, ze warunek brzegowy nie jest
funkcja ciagta. Rozwazmy kolejny problem

Aty (1, 22) = MU n(21,22) W Qpp,
(7) Upn(T1,22) =0 na 0, \Tian, k=1,2,...
U (21, 22) = o (21, 22) na I'igp.

gdzie )y, sa rozwiazaniami (4) za$ oy, sa funkcjami klasy C? dowolnie bliskimi
ug, gdzie uy sa rozwiazaniami (4). Ponadto ay, sa zdefiniowane w taki sposéb,
ze warunek brzegowy (7) jest funkcja ciagla.

Rozwiazaniami (7) sa funkcje g, k = 1,2,.... Wartosci A\, k= 1,2,...
sa rozwiazaniami (4). Zaréwno \i, jak ity n, k= 1,2,... zaleza od wielko-
Sci i potozenia znieksztalcenia D, ktére od poczatku naszych rozwazan nie
zmienilo sie.

Niech X iY beda wektorami zdefiniowanymi nastepujaco.

(]) X =M, A,
gdzie r € N okreéla ustalona liczbe wartosci wtasnych. X jest wektorem

r-elementowym, ktérego sktadowymi jest r wartoéci wlasnych bedacych roz-
wiazaniami (4). Wartosci te sa ustalone, to znaczy na poczatku definicji wek-
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tora X ustala si¢ indeksy (niekoniecznie kolejne) warto$ci wlasnych, ktore
beda go definiowaé. Y jest wektorem okreslajacym potozenie znieksztalcenia
D w obszarze €, ,. Y jest wyznaczany nastepujaco. Pokryciem znieksztalce-
nia D jest P, (D). P, (D) sktada sie z L két By(y;, p), kazde o promieniu
p iérodku ;. Kazdemu z k6l przypisujemy liczby p}, p?, 1 = 1,2,..., L takie,
ze dla kazdego l = 1,2,..., L, p{ > 0, p? > 0 oraz zlelpll =1, zlelplQ =1
Ponadto wartosci p} i p? sa dobrane tak, ze im wigksza ich czes$é pokrywa sie
ze znieksztalceniem tym wyzsze sa wartosci pj oraz p?. Pokrycie P, (D)
jest zdefiniowane w taki sposob, ze wszystkie zawarte w nim kota maja ten
sam promien. Mamy, ze znieksztalcenie D sklada sie z fragmentéw réznej
szerokos$ci. Zachodzi zatem zalezno$é¢ D C UlL:1 Bi(y1,p) C P, (D) oraz
U1L:1 Bi(g1,p) N Qp.n # 0. Tym samym beda takie kola z pokrycia znie-
ksztalcenia D, ktérych bardzo mata czesé pola pokrywa znieksztalcenie,
natomiast pozostata cze$¢ pokrywa fragment Qp ,, przylegly znieksztalce-
niu D. Dla takich k6t liczby p}, p? sa bliskie 0. Y jest wyliczane na podstawie
pokrycia w nastepujacy sposéb.

(9) Y =[yhy?,

. L E L %
gdzie Y = El:l(pll “yh), V2= Zl=1(pl2 Y2

3.1. Jednoznacznosé rozwigzan. Niech dany bedzie obszar Q C R?, Q) =
[0,1] x [0,1]. Przypomnijmy, ze I'1 = [0,1] x {1}, 'y = {1} x [0,1], T's =
[0,1] x {0} oraz I'y = {0} x [0, 1].

Rozwazmy wprowadzone wczesniej D oraz odpowiadajacy mu obszar
,. Stosujemy aproksymacje¢ 0§, i otrzymujemy ciag obszaréw €, ,, n =
1,2,....

ST

r N
4bn FEqu
r"l»“ F?,n
Faan\_ I Topn
FSb. n F3’n Faam

Rys. 7. Obszar Qp n, dla ustalonego n.

Dla ustalonych n i L definiujemy dwa nowe zadania. Pierwsze zadanie
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odpowiada (6) i jest zdefiniowane nastepujaco

— Aty (21, 22) = Ml n(21,22) W Qpp,
(10) < Ugp(x1,22) =0 na 00, n \Tign, k=12,...
U (21, T2) = ug(21, T2) na I'ygq .

gdzie ug, Ar sa rozwigzaniami (4); oraz drugie — odpowiadajace (7) zdefi-
niowane nastepujaco

_A'ak,n(xth) = )‘kﬁk,n(xth) w Qp,na
(11) < g p(x1,22) =0 na 0, \Tian, k=1,2,...
Uk, (21, 2) = g (1, 2) na I'ign,

gdzie A, tak jak poprzednio, sa rozwiazaniami (4), za$ «j sa funkcjami
klasy C? dowolnie bliskimi wuy, gdzie uy sa rozwiazaniami (4). Ponadto ay
sg zdefiniowane w taki sposdb, ze warunek brzegowy jest funkcja ciagla.
Zadanie (11) jest zadaniem pomocniczym.

Dla ustalonych k € {1,...,r} rozwazmy nastepujacy problem

— Aty (21, 22) = Mplpn(21,22) W Qpp,
(12) U (z1,22) =0 na 0, \Tign, k=1,...,1,
U n (21, 22) = Br(z1,22) na I'igp,

gdzie k oznacza indeks ustalonych wartoséci wlasnych, ktére zostaly wybrane
do zdefiniowania wektora X, za$ funkcje Sy sa funkcjami nieujemnymi, zde-
finiowanymi w taki sposéb, ze warunek brzegowy jest funkcja ciagla oraz
spelia | By |< 2 dlak=1,...,r

Rozwazmy ponadto taki sam problem, ktéry powstaje przez obrdt ob-

szaru €2, , o kat 5 wzgledem punktu (27 2)

— Al (21, 22) = Ml n(21,22) W Qpp,
(13) U (21, 22) =0 na 02,5, \Tagn, k=1,...,m
U (21, 22) = (21, 22) na I'sqn,

gdzie k oznacza indeks ustalonych wartosci wtasnych, ktore zostaly wybrane
do zdefiniowania wektora X, zas funkcje v sa funkcjami nieujemnymi, zde-
finiowanymi w taki sposéb, ze warunek brzegowy jest funkcja ciagly oraz
spelnia |y, [< L dlak =1,.

~ Mozemy Wprowadz1c notaq@

Fln —F4n> I‘271 —F1n> FSn —FQna I‘471 —FSn)

Flan — F4a ns FQan - I\1(1 ns FSan - I\2(1 ns F4an — F3a ns

Cibn = Tapns Tobn = Tibins Db = Doy Dabn = Dapne

Zalézmy, ze mamy dane A, ktére jest ustalona wartosécia wlasng, bedaca
rozwigzaniem (4) i stanowi skladowa wektora X. Dla ustalonego €2, , na
podstawie Twierdzenia 6.25 z [4] wiemy, ze istnieje dokladnie jedno roz-
wiazanie @ i @ odpowiednio problemu (12) i (13). Zadanie jest rozwazane
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Pian = Taan

o J

Rys. 8. Obszar Qp,n, dla ustalonego n po obrocie o kat § wzgledem punktu (%, %)

dla kazdego k osobno. Poniewaz n i k zostaly ustalone wcze$niej w celu
uproszczenia zapisu indeksy przy funkcjach sg pominiete.

Niech y = (y1,y2) bedzie dwuelementowym wektorem, ktory opisuje
polozenie znieksztalcenia D. Przyjmujemy, ze y = Y, gdzie Y dany jest
wzorem (9). Majac dane @ i & mozemy udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2. Niech 4 i 4 bedg odpowiednio rozwigzaniami (12)
i (18). Wéwczas mozemy w sposdb jednoznaczny wyznaczyé wektor y =
(y1,y2), ktory okresla polozenie znieksztalcenia D w obszarze Q, .

Dowdd. Rozwazmy calke

(14) 1= [ div(i(z) 2)dQ,n,
Qpin

gdzie x = [z1, z2].

Nie zmniejszajac ogblnosci rozwazan przesuwamy poczatek uktadu wspét-
rzednych Oz .z do punktuy = (y1, y2). Woéwcezas parametryzacja I'y ,,, I's
I's , I's,, ma nastepujaca postac
xg =1—yz nal'y,,

1 =1—y; na F2,n>

Ty = —Y2 na 'z,

1 = —Y1 ha F4,n-

Powyzszy zapis jest poprawny, gdyz dla

Fl,n cly = [O, 1] X {1} i F37'fl cls= [0, 1] X {O}

druga wspoélrzedna jest stata, zas dla

Iy, CTy={1} x[0,1] oraz dla Ty ,, C T'y = {0} x [0, 1]
pierwsza wspolrzedna jest stala.

Przyjmujemy, ze zapis @ oznacza funkcje u zmiennej x. Stosujac twier-
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dzenie o dywergencji dla wyrazenia (14) otrzymujemy, ze

I= f u(zx) (z-n)dS,
0.

gdzie n = (n1, ny) jest wektorem normalnym do brzegu 012, ,, i ma diugosé 1
za$ operator ' oznacza iloczyn skalarny wektoréw. Z wlasnosci geometrycz-
nych poszczegdlnych fragmentéw brzegu 051, ,, mamy, ze
r-m=xy=1—yynal,,

r-m=x1=1—y naly,,

T-m=xy=—y2nalyy,

r-m=x1=—ynaly,.

Woéwczas

H:(l—yz)fﬂds~l—(l—y2)< [ ads+ fads)

FLn Fla,n 1—‘lb,n

—i—( f w0 dS + f w1, U dS)

Fla,n 1—‘117,71

+(1—y1)fad5+(1—y1)( [ aads+ fads)

F2,n 1—‘Za;n, F2b,n

—i—( f wa,n,U dS + f W, U dS)

Poa,n T2p,n

tyo [adS+ye( [ads+ [ads)
Tsn Tsa,n Tsp,n

+ ( f w3 U ds + f w3 U dS)
P3a,n T3p,n

ty [ads+y( [ads+ [ads)
Tan T4a,n Typ,n

+ < f Wyt dS + f Wy pU dS) + f a(z) (z-n)dS,

F4a,n 1—‘417,71 aPp,L(D)

gdzie wy ,, Wa p, W3, 1wy, sa funkcjami ciggltymi takimi, ze

(1—y2) +win(r) =2 -1npoliu,Ulwn,

(1 - yl) + w2,n(x) = -Nn po FQa,n U FQb,n7

Y2 + w3 pn(r) =2 n polzen UL, i

Y1 +wan(x) =2 -1 poLygn Ul p.

Funkcje wy p, wapn, w3y 1w, sa definiowane dla kazdego n osobno,
gdyz ich konstrukcja zalezy od brzegu obszaru.
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Z wlasnosci funkcji @ na 09, ,, \ I'1,, mamy, ze
I = (1—y2)< [a ds) + ( [ wini ds).
Fla,n 1—‘layn,
Przeksztatcajac powyzsza rownosé mamy dalej

—pp( [aas)=1-( [aas)—( [wiads).

la,n Fla,n Fla,n

Stosujac analogiczne rozumowanie do zadania (13) otrzymujemy naste-
pujace réwnanie

(15) —g)Q( fﬁdS)z]I—( fﬁdS)—( fwl,nads>.
Prom Prom Pram

Poniewaz I'1, », = lag n, Wi,n = Wa,y, oraz §o = 1 —y; otrzymujemy dalej

—(1—y1)< fﬁdS)zH—( fﬁdS)—( fw4,nads)

F4a,n F4a,n F4a,n
(16) y1< [a dS) —1- ( [ wint dS).
4a,n 4a,n

Traktujemy (15) oraz (16) jako uklad dwéch réwnan z dwiema niewia-
domymi y; i y2. Wyznacznik W tego ukltadu przyjmuje postac.

W = f @ dS f i dS.
Tia,n Tia,n

Z wlasnosci funkcji @ i @ odpowiednio na I'yq p, i I'14,, mamy, ze W # 0,
a to daje nam teze twierdzenia. a

Powyzsze postepowanie pokazuje, jak na podstawie ustalonej wartosci
wlasnej wyznaczy¢ w sposéb jednoznaczny polozenie znieksztalcenia D
w ustalonym obszarze 2, ,,. W naszym przypadku nie bedzie to dokladne,
a jedynie przyblizone polozenie znieksztalcenia. Jest to zwiazane z wyzna-
czeniem funkeji 4 (analogicznie dla ). Procedura wyznaczenia polozenia
uszkodzenia jest przeprowadzana w dwoéch krokach. Pierwszy polega na wy-
znaczeniu na podstawie danej wartosci wlasnej, bedacej rozwiazaniem (4),
funkcji wlasnej @. Funkcja ta jest rozwiazaniem problemu (12). Jej istnienie
gwarantuje twierdzenie 6.25 z [4] cytowane wczesniej. Dokladne rozwiazanie
problemu (12) jest bardzo trudne, a w niektérych przypadkach niemozliwe.
Stad wartosci wejéciowe do powyzszego twierdzenia sa wartosciami przybli-
zonymi i na ich podstawie wyznaczane jest (réwniez przyblizone) polozenie
znieksztatcenia. Ponadto funkcja @ nie jest funkcja wlasna odpowiadajaca
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warto$ci wlasnej zadania (4) ani problemu (12). Jest tylko jej pewnym, praw-
dopodobnym przyblizeniem. Drugi krok, to wyznaczenie na podstawie funk-
¢ji u wektora okreslajacego polozenie znieksztalcenia D. Poniewaz funkcja
u jest podana z pewnym przyblizeniem, to otrzymana lokalizacja znieksztal-
cenia réwniez jest przyblizona.

Poniewaz warto$¢ wlasna stuzaca do definicji zadania (12) jest rozwia-
zaniem zadania (4) mozna zauwazy¢, ze otrzymany rezultat lokalizacji znie-
ksztalcenia w obszarze 1, ,, jest jednoczeénie rozwigzaniem lokalizacji znie-
ksztalcenia dla zadania (4) (czyli lokalizacji znieksztalcenia w obszarze Qp),
gdyz wartosci wlasne dla obu zadan sg takie same.

W zadaniu (4) jednej wartosci wlasnej moze odpowiadaé kilka funkcji
wlasnych, z ktorych kazda jest okreslona dla innej deformacji. Konstruk-
cja nowego zadania (12) oprécz zmiany operatora z A na —A przyjmuje
wartosci wlasne jako parametry. Nie jest to zadanie spektralne. Jego roz-
wigzaniem sg funkcje, ktére na fragmencie brzegu bliskie sg odpowiednim
funkcjom witasnym, bedacym rozwiazaniem zadania (4). W ten sposéb zlo-
kalizowane znieksztalcenie bedzie bliskie znieksztalceniu obszaru Qp z pew-
nym prawdopodobienstwem. Dla wyznaczenia wartosci oczekiwanej lokali-
zacji znieksztalcenia uwzgledniamy wyniki otrzymane dla kazdej wartosci
)‘i7 1= 1,2,...,7“.

4. Lokalizacja znieksztalcenia obszaru 2p. Opiszmy wczedniejsze
rozwazania w terminach teorii prawdopodobienstwa.

Niech = = (Q, F, P) bedzie zupelna przestrzenia probabilistyczna (2 =
[0,1] x [0,1], F — o cialo podzbioréw 2, P — miara prawdopodobienstwa).
Niech Dy, t =1,2,... bedzie ciagiem zdarzen losowych okreslonych w prze-
strzeni probabilistycznej =. Dla kazdego t = 1,2, ... zdarzenie losowe polega
na wygenerowaniu znieksztalcenia D, w obszarze [0, 1] x [0, 1]. Zakladamy, ze
wygenerawane znieksztalcenie spelnia warunki zatozone wczesniej, to znaczy
jest zawarte we wnetrzu obszaru [0, 1] x [0, 1] oraz jego wielko$¢ (rozumiana
tutaj jako pole powierzchni) jest bardzo mala — bliska zeru. Stosujac wcze-
$niejsze oznaczenia, obszar [0, 1] x [0, 1] z wygenerowanym znieksztalceniem
D, oznaczamy (p,.

Niech X;, Y; t = 1,2,... beda ciagami zmiennych losowych odpowia-
dajacych ciggowi zdarzen losowych Dy, t = 1,2,.... Ciagi te okreslone s
nastepujaco. Xz, t = 1,2, ... jest ciagiem zmiennych losowych, ktorego skta-
dowe okreslaja r ustalonych wartosci wlasnych, bedacych rozwiazaniami (4)
zdefiniowanego dla deformacji Dy, t = 1,2, .... Generujemy ciag zmiennych
losowych, co oznacza, ze kazdy element ciagu X;, t = 1,2, ... odpowiada in-
nemu problemowi postaci (4). Innymi stowy, dla kazdego t rozwazamy nowe
zadanie w nowym obszarze ()p, z innym znieksztalceniem D,. Kazde nowe
zadanie jest postaci (4), ale odpowiada innemu znieksztalceniu rozwaza-
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nego obszaru, to znaczy innemu obszarowi {2p,. Y;, t = 1,2,... jest ciagiem
dwuwymiarowych zmiennych losowych odpowiadajacych ciagowi zdarzen lo-
sowych Dy, t = 1,2,.... Dla kazdego t = 1,2,..., Y; jest wektorem dwu-
elementowym okreslajacym potozenie znieksztalcenia D, w obszarze Qp,.
Przypomnijmy, ze kazdy Y; jest wyliczany nastepujaco: znieksztalcenie Dy
jest pokryte L kotami BY(y;,p),l = 1,2,..., L, kazde o promieniu p i §rodku
1. Kazdemu z két przypisujemy liczby pll, pl2, [=1,2,..., L takie, ze dla kaz-
degol=1,2,...,L, p} >0, p? > 0 oraz Zlelpll =1, Elelp% = 1. Ponadto
wartosci p} i p? sa dobrane tak, ze im wieksza ich cze$¢ pokrywa sie ze znie-
ksztalceniem tym wyzsze sa wartosci pj oraz p?. Pokrycie jest zdefiniowane
w taki sposéb, ze wszystkie kota majg ten sam promien, natomiast znie-
ksztalcenie Dy sktada sie z fragmentéw réznej szerokodci. Zachodzi zaleznosé
D, c Ui, BL(ii, p) ponadto moze zachodzi¢ |J=_, B (51, p)NQp, # 0. Tym
samym mogg by¢ takie kota z pokrycia znieksztalcenia Dy, ktorych bardzo
mala czes¢ pola pokrywa znieksztalcenie natomiast pozostata czesé pokrywa
fragment Qp, przylegly znieksztalceniu D;. Dla takich kot liczby p;, p? sa
bliskie 0. Y, t = 1,2, ... sa wyliczane na podstawie pokrycia w nastepujacy
sposob (wzor (9)) Yy = (Y1, Y2), t = 1,2,..., gdzie Y;! = S°r (p} - 1)),

I 4
Y? = El:l(p% : y2l)’ = 1>2a ceee

Reasumujac, ciggi zmiennych losowych X;, Y;, t = 1,2,... generowane
sa w nastepujacy sposéb. W obszarze [0, 1] x [0, 1] wprowadzamy znieksztal-
cenie D,. Otrzymujemy w ten sposéb obszar (2p,. Definiujemy pokrycie
znieksztatcenia Dy, to znaczy dla ustalonych L i p okredlamy $rodki két 4,
l=1,2,..., L stanowiacych pokrycie D;. Dla kazdego z tych két okreslamy
liczby pi oraz p?, 1 =1,2,..., L. Na podstawie potozenia kol generujacych
pokrycie znieksztalcenia D, oraz przypisanych im liczb pll, pl2 wyliczamy
wektor Y;. Nastepnie rozwigzujemy zadanie (4). Sposréd wszystkich warto-
$ci wlasnych, bedacych jego rozwiazaniem wybieramy 7, ustalonych, ktére
definiuja wspolrzedne wektora X;.

Taki sposob obliczen spowodowany jest zaleznoscia pomiedzy warto-
Sclami X; a Yy, t = 1,2,.... Po pierwsze, na poczatku znane jest znie-
ksztalcenie. Po drugie, wartosci wektora X; w sposéb posredni zaleza od
wartosci wektora Y;. Dzieje sie tak dlatego, ze ciagi zmiennych losowych
X, 1Y, t =1,2,... odpowiadaja temu samemu ciagowi zdarzen losowych
Dy, t=1,2,...1kazdy z nich w inny sposéb opisuje ten sam ciag zdarzen
losowych. Wektor Y; stanowi swego rodzaju opis znieksztalcenia D; przez
to ze okresla jej lokalizacje, natomiast wartosci wspétrzednych wektora X,
opisuja wlasnoéci znieksztalcenia jako rozwigzania zaleznego od deformacji
problemu spektralnego (4). Naturalna jest taka kolejno$é obliczen, w ktérej
najpierw wyliczane sa wartoéci Y;, a nastepnie wartosci X;. X; jest jednym
z rozwiagzan zadania postaci (4), ale aby je rozwiaza¢ musimy najpierw znaé
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potozenie, ktérego opisem jest wektor Y; i wielkoé¢ deformac;ji.

7 praktycznego punktu widzenia interesuje nas przypadek odwrotny.
Chcemy na podstawie wartosci wektora X, (r ustalonych wartosci wlasnych)
lokalizowaé znieksztalcenie obszaru. Wartosci wlasne, z ktérych r ustalonych
to sktadowe wektora X; sa pewnymi wartosciami fizycznymi. Na podstawie
X; chcemy okresli¢ polozenie znieksztatcenia. Nie bedzie to precyzyjny opis
znieksztalcenia, a jedynie przyblizona, oczekiwana jego lokalizacja. Definicja
wektora Y; (9) jest sformulowana tak, ze okresla przyblizone miejsce poto-
zenia znieksztalcenia wskazujac nie caly jej obszar, a jedynie jeden punkt.
Rozwazany problem odwrotny mozna zdefinowaé jako szukanie wektora Y;
na podstawie Xj;.

Twierdzenie 2 pokazuje, ze na podstawie jednej, ustalonej wartosdci wta-
snej mozna jednoznacznie okresli¢ potozenie znieksztalcenia. Jest to mozliwe
dla z géry zadaniego obszaru €, ,,. Rozwazany tutaj problem odwrotny jest
rozumiany jako rozwigzywanie zadania majacego na celu okreélenie loka-
lizacji znieksztalcenia obszaru [0, 1] x [0,1] na podstawie z gory ustalonej
wartosci wlasnej. W tym przypadku wartosci wtasne nie sa wyliczane tylko
pochodza z obserwacji jakiegos zjawiska. Nie jest znana postaé¢ deformacji,
wiec szukany wektor Y; nie moze by¢ wyliczony na podstawie wzoru (9), ale
musi by¢ wyliczany w inny sposoéb.

Procedura wyliczania wektora Y; jest zlozona i polega na r— krotnym
wyliczeniu w oparciu o Twierdzenie 2 lokalizacji znieksztatcenia, za kazdym
razem uwzgledniajac inng z r ustalonych wartosci wtasnych. Poniewaz dla
jednej wartosci wlasnej moze istnie¢ kilka réznych funkcji wtasnych, wiec
parametrami wejsciowymi do stosowania Twierdzenia 2 moga by¢ roézne
funkcje. Stad dla wektora r warto$ci wlasnych wyliczone srodki dziur na
podstawie Twierdzenia 2 moga by¢ rézne. Znajac dodatkowe informacje,
pomagajace w okresleniu fragmentu obszaru, w ktérym moze znajdowaé
sie znieksztalcenie, definujemy rozktad prawdopodobienstwa. Rozktad ten
odnosi sie do otrzymanych r wynikow i jest definiowany w ten sposéb, ze
daje wieksze prawdopodobienstwo tym lokalizacjom znieksztalcenia, ktore
sa w obszarze wskazanym przez dodatkowe informacje. Jednoczesnie dla lo-
kalizacji znieksztalcen znajdujacych sie poza wskazanym obszarem, warto-
$ci prawdopodobienstwa sg bardzo malte. Na podstawie zdefiniowanego roz-
ktadu wyliczamy wartos¢ oczekiwang kazdej wspétrzednej okredlajacej po-
lozenie znieksztalcenia i otrzymujemy wektor, ktéry traktujemy jako praw-
dopodobne potozenie znieksztalcenia odpowiadajace wektorowi zadanych r
wartosci wlasnych.

4.1 Aproksymacja odwzorowania odwrotnego. W poprzedniej sekcji zde-
finiowano zadanie odwrotne, ktére dla argumentu X; zwroci szukang wartosé
wektora Y;. Odwzorowanie to nie jest funkcja. Jezeli X; jest argumentem
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odwzorowania odwrotnego, to wobec braku jednoznacznos$ci mozemy mo-
wi¢ o zbiorze wartosci odpowiadajacych argumentowi Xy, nie za$ o jednej,
konkretnej wartosci wektora Y;. Z tego powodu nie daje sie przyblizy¢ tak
zdefiniowanego odwzorowania odwrotnego. Zamiast niego rozwazamy inne
odwzorowanie, ktére jest funkcjg i ma na celu dla ustalonego X; wyznaczy¢
wartos¢ oczekiwana lokalizacji znieksztalcenia D).

Niech dane bedzie odwzorowanie 6, ktore jest warunkowa wartoscia
oczekiwang zdefiniowang nastepujaco

(17) 90(Xt) = E(Yt | Xt)a

gdzie t = 1,2,.... Jest to odwzorowanie, ktére zmiennej losowej X; przy-
porzadkowuje wektor warunkowych wartos$ci oczekiwanych zmiennej loso-
wej Vi E(Y, | Xy) = [E(Y) | X3), E(YV? | Xy)], gdzie Yy = [V, Y], zas
E(Y}! | X;) oraz E(Y? | X;) sa warunkowymi warto$ciami oczekiwanymi
kolejnych wspélrzednych wektora Y; przy zalozeniu, ze X; jest dane. Od-
wzorowanie 0y zwraca zatem warto$¢ oczekiwana polozenia znieksztalcenia
D, w obszarze 2p, dla danej wartosci wlasnej X;. Naszym celem jest aprok-
symacja odwzorowania 6.

Niech dany bedzie ciag

(18) z, = (" X",
gdzie t = 1,2,..., T — oznacza transpozycje wektoréw. Elementy ciggu Z;
zdefiniowane sg za pomoca wartosci ciagow X; i Yy, ¢t = 1,2,.... Xy jest

ustalong wartoscia wlasna problemu (4), za$ Y; to wektor okreslajacy po-
lozenie znieksztalcenia Dy. Jezeli dla wszystkich mozliwych wektorow X,
znamy elementy ciggu Z; to mamy pelng i doktadng informacje o odwzoro-
waniu 0y. W praktyce taka sytuacja nie zachodzi, to znaczy znamy jedynie
przyblizone wartosci odwzorowania 6y dla skonczonej liczby argumentéw.
Naszym celem jest aproksymacja, czyli przyblizenie nieznanego odwzorowa-
nia 0y na podstawie posiadanej czeSciowej, przyblizonej informacji. Oznacza
to, ze wyznaczamy nowe odwzorowanie, ktérego wartosci beda bliskie war-
tosciom odwzorowania 0y dla argumentéw X;.

Dla celéw praktycznych ograniczamy sie do skonczonej liczby zdarzen
losowych, ktére tworza ciag Z;. Niech N oznacza liczebnoéé zbioru ZV =
(Z1, Za, ..., Zn). Procedura aproksymujaca jest realizowana dla zbioréw
ZN | ktére tworza tak zwany zbiér uczacy. Odwzorowanie 0 jest odwzorowa-
niem zdefiniowanym dla zmiennych losowych. Tym samym jest elementem
probabilistycznej przestrzeni odwzorowan. Oznaczmy te przestrzen przez O.

Niech N bedzie z géry ustalona liczba. Dla kazdego (ustalonego) N pro-
wadzimy procedure aproksymacji odwzorowania 6y. Przez procedure aprok-
symacji rozumiemy tutaj mechanizm tworzenia nowego odwzorowania, ktére
jest zdefiniowane dla tych samych przestrzeni co odwzorowanie 6, oraz
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dla argumentéw X, pochodzacych ze zbioru ZV przyjmuje wartosci bliskie
E(Y: | Xi). Procedura ta jest powtarzana dla coraz wigkszych wartosci V.
To oznacza, ze otrzymujemy kolejne odwzorowania, ktérych wartosci sg co-
raz blizsze warto$ciom odwzorowania 6y dla coraz wiekszej liczby argumen-
tow. Przyjmujac jako indeks liczbe elementéw zbioru uczacego otrzymujemy
ciag, ktéry aproksymuje odwzorowanie 6. Przedstawiona konstrukcja umoz-
liwia otrzymanie zbieznosci aproksymacji nieznanego odwzorowania 6y przy
N — oco.

Niech éN, N = 1,2,... bedzie ciaggiem odwzorowan aproksymujacych
odwzorowanie 6, takim, ze dla kazdego N, 0 ~ nalezy do przestrzeni ©. 0 N,
N =1,2,... jest procesem stochastycznym (patrz [3] strona 286), gdyz kazde
z odwzorowan 0y jest odwzorowaniem z przestrzeni probabilistycznej.

Stworzony ciag aproksymujacy to estymator (patrz [3] strona 479). Mi-
nimalnym zalozeniem procedury aproksymujacej jest zgodnosé estymatora
(patrz [3] strona 479). Przez zgodnosé estymatora rozumiemy, ze btad aprok-
symacji odwzorowania 6y ciggiem éN, N =1,2,... dazy do zera przy wiel-
kosci zbioru uczacego dazacego do nieskonczonosci wzgledem miary praw-
dopodobienstwa. Innymi stowy

Jim P(|fn — 6| > €) =0,

gdzie ¢ jest dowolnie mala, z géry ustalona liczba, za$ P(a) oznacza praw-
dopodobienstwo, ze zdarzenie a zachodzi.

Btedy koncowe stosowanej procedury dla kazdego ustalonego N sa nie-
uniknione i powstaja na skutek przyblizonych warto$ci Xy, Y; oraz braku
petnej informacji o funkcji 6y. Z uwagi na wzrost wielkosci zbioru uczacego
bledy procedury aproksymacji malejg przy N — oo co umozliwia zbiezno$é
metody.

5. Sie¢ Elmana jako aproksymator. W celu przeprowadzenia proce-
dury aproksymacji odwzorowania 6 stosujemy sie¢ neuronowa typu Elmana.
Wybdr tego typu sieci nie jest przypadkowy. Dane uczace, ktérymi dysponu-
jemy, nie sg danymi doktadnymi, a jedynie stanowia ich pewne przyblizenie.
W sieci typu Elmana wystepuje sprzezenie zwrotne, ktore sprawia, ze za-
pamietywane sg nie tylko pojedyncze wzorce, ale rowniez uwzgledniane sg
relacje miedzy nimi. Dzieje sie tak dlatego, ze w kolejnych iteracjach czesé
wspolrzednych wektora wejSciowego stanowia wartodci wektora ze zbioru
uczacego oraz cze$¢ wspoélrzednych wektora wejéciowego, to wartodci wyj-
Sciowe neuronéw pierwszej warstwy z poprzedniej iteracji. Taki obieg in-
formacji w sieci pozwala na bardziej efektywne wykorzystanie elementow
zbioru uczacego jako calosci. Ponadto sie¢ typu Elmana uczona na pod-
stawie przyblizonych danych z wieksza skutecznoscia aproksymuje szukane
odwzorowanie (por. [7]).
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6. Idea aproksymacji — zgodno$¢ ,,sit” estymatoréw. Idea aprok-
symacji opisana w niniejszej pracy jest adaptacjg ideii aproksymacji zapro-
ponowanej w pracy [14]. W przypadku przedstawionym w niniejszej pracy
idea ta odnosi sie do sieci Elmana dziatajacej z R” do R2.

W celu omoéwienia procedury aproksymacji szukanego odwzorowania
i udowodnienia jej zgodnosci przedstawimy najpierw krotki opis catosci sto-
sowanej metody.

Do realizowania procedury aproksymacji stosujemy sie¢ neuronowa El-
mana, ktéra sktada sie z r wejsé, wzbogaconych o staly sygnal bias oraz
z q wejs¢ kontekstowych. Ponadto sie¢ sktada sie z dwéch warstw, pierw-
sza zawiera ¢ neuronéw, za$ druga — dwa. Dla pierwszej warstwy stosuje
sie funkcje aktywacji 1, zas dla warstwy drugiej stosuje sie liniowa funkcje
aktywacji. W praktyce oznacza to, ze wyjscie z sieci jest réwne wartosci su-
matoréw neuronéw warstwy wyjsciowej (drugiej). Wagi warstwy pierwszej
sg oznaczane przez i, ¢ = 0,...,q+r, j = 1,...,q, zas wagi warstwy
drugiej sa oznaczane przez 3;, ¢ = 0,1,...,q, j =1,2.

Niech 69 oznacza zbiér wszystkich wag sieci. Wéwcezas mozemy zdefinio-
waé odwzorowanie f9(-,89) : R" — R? takie, ze

fU(x,6%) = (y1,3),

gdzie x = [1, 21,23, ... ,$é+r], za$
q q+r
yi = Bio + 251j¢ (Z x}'}’ji) ;
j=1 i=0
oraz

q gt+r
ys = a0 + Zﬁ%w (Z 90}7;4’) :
j=1 i=0

Konstruujemy ciag aproksymatoréw dla 0y przez konstruowanie sieci El-
mana skladajacych sie z ¢ neuronéw w warstwie ukrytej, gdzie warto$¢ ¢
bedzie wzrasta¢ w odpowiedniej relacji do N. N okresla liczbe elementéw,
z ktérych sklada sie zbiér uczacy. Tworzenie ciggu aproksymatoréw polega
na tym, ze dla wybranego ciggu wag on tworzymy ciag sieci Oy = fo (., ) N),
ktory jest aproksymatorem nieznanej funkcji 6q.

Dla bardziej precyzyjnego zdefiniowania rozwigzania dla zadania pole-
gajacego na szukaniu ciggu On definiujemy

T(Y,q,A) =
q gq+r

q
=30€0:0()=fI1(00,> |Bil<Aji=12) > |yil<qgAr
=0

j=11i=0
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zbiér wszystkich funkcji, ktorymi sg sieci neuronowe o konstrukeji przedsta-
wionej powyzej. Ponadto konstruujemy ciag sit {© (1)} za pomoca ciagdéw
{qn} 1 {AN} zdefiniowany jako O (¥) = T(¢¥, qn, AN), gdzie N = 1,2, ...
Dla ciagéw {gn } i {An} estymator sit O jest zdefiniowany jako rozwigzanie
problemu najmniejszych kwadratéw

N

LS B | X - 02,

19 Wi N 2
N=12....

Rozwiazaniem problemu (19) jest estymator éN, dla ktérego §n oznacza
wszystkie wagi sieci. W pracy okre$limy warunki, jakie nalezy natozy¢ na
{Z:}, ¥, {qn} oraz {Apn}, aby zapewnié zgodno$é estymatora On z 6.
Przed okresleniem tych warunkéw nalezy podkreslié, ze chcieliby$my otrzy-
ma¢ globalne rozwiazanie zadania (19). Wiadomo, ze klasycznie stosowane
metody takie jak wsteczna propagacja btedu czy metoda iteracyjna New-
tona dostarczaja jedynie ekstrema lokalne dlatego w osiggnieciu naszego celu
sg nieskuteczne. Wymagane jest wiec zastosowanie w ich miejsce globalnych
metod optymalizacyjnych opisanych na przyktad w pracach [1] 1 [15]. W tych
pracach zawarta jest istota informacji na temat tego typu optymalizacji.

Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan zalézmy, ze globalne ekstremum
zadania (19) jest osiagniete. W pracy zostana podane warunki, jakie musza
zostaé spelnione, aby zalozenie o tym, ze globalne rozwiazanie jest osia-
gniete, byto spetnione.

Zalézmy, ze {Z;} jest procesem stochastycznym, ponadto zalézmy, ze 0y
jest funkcja catkowalng okreélong na podzbiorze ograniczonym przestrzeni
R". Przyjmijmy, ze ¢ jest funkcja aktywacji, ktora spelnia warunek Lip-
schitza ze stata L.

Omawiajac te metode nalezy zauwazy¢, ze stosowana w niej sie¢ zmienia
sie w czasie realizacji procedury. Zmiana ta polega na tym, ze wraz ze wzro-
stem liczebnos$ci zbioru uczacego N wzrasta liczba neuronéw w warstwie
ukrytej (i tym samym w warstwie kontekstowej). Procesowi temu przypi-
sana jest odpowiednia relacja w jakiej maja sie zmieni¢ ograniczenia na
wagi sieci w stosunku do rosnacego parametru N. Musza by¢ spelnione
nastepujace warunki: Ay — oo przy N — oo oraz Ay = 0(N1/4)7 cO 0zna-
cza, ze n~V/*Ay — oo przy N — oco. Ponadto odpowiedni wybér {gn}
jest zalezny od {An} oraz wlasnosci {Z;}. W przypadku, gdy {Z;} jest
procesem stochastycznym o niezaleznym, jednakowym rozkladzie wowczas
qn — o przy N — oo oraz qnA% loggnAn = o(N). Jezeli {Z;} jest mie-
szanym procesem stochastycznym woéwcezas qy — oo przy N — 0o oraz
qnA% log qnAn = o( N1/2).

Przyjeta zasada wzrostu wielko$ci warstwy ukrytej wraz ze wzrostem
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liczebnosci zbioru uczacego sprawia, ze metoda aproksymacji staje sie bar-
dziej skuteczna. Ponadto nalezy zauwazy¢, ze wprowadzone wzajemne rela-
cje miedzy parametrami sieci, a wzrostem wartosci N pokazuja, ze wartosé
Apn wzrasta w wolnym tepie w stosunku do N, za$§ wartos¢ gy wzrasta
w szybkim tepie w stosunku do N.

Uwzgledniajac definicje sieci neuronowej, jako funkcji na ktora natozone
sg pewne ograniczenia, moZemy zapisa¢ nastepujace zaleznosci Z;I:O | B |<
An, S | Bai |< An, Y00 300 g [< anAw, eayli S [0 |< An
dla kazdego j = 1,2,...,q

Pomimo Wprowadzenia pewnych warunkéw na tepo wzrostu parametréw
sieci — ograniczen na wagi, nie istnieja praktyczne metody tatwego doboru
wielkosci sieci w stosunku do danego N. Jedna ze stosowanych metod nazy-
wana jest metoda krzyzowanej poprawnosci walidacji (ang. cross-validated
complezity) i zostala oméwiona w pracy [12]. Metoda ta polega na tym, ze
zakladamy, ze {An} jest dane. Kladziemy O (v, q) = T'(¢, q, An). Dla da-
nego N, sie¢ sktadajaca sie z ¢ neuronéw warstwy ukrytej oraz ma wyliczany
sredniokwadratowy blad na zbiorze uczacym zgodnie z nastepujaca formuta

. 2
pedin o D (B X0~ 00%)

Niestety, ta miara jest zbyt optymistyczna. Wartosé¢ btedu maleje, gdy ¢
wzrasta. Dla obserwacji (Y1, X7)7T, wartosé 9 jest rozwiazaniem powyz-
szego problemu minimalizacji. To sprawia, ze Wartoéé btedu kwadratowego
t— tej obserwacji ([E(Y; | X;) — 0% (X,)]?) jest zbyt maly. Istotnie, wielkosé
sieci dobrana za pomocg g generuje blad sredniokwadratowy tak maly jak
to tylko mozliwe; btad kwadratowy moze by¢ réwny 0 przy wyborze g = N.

Metoda krzyzowej poprawnoéci unika tego typu trudnosci. Blad éred-
niokwadratowy jest estymowany przez blad kwadratowy kazdej obserwacji
z wyjatkiem t— tej obserwacji. Bardziej formalnie, metoda krzyzowej po-
prawnosci definiuje

) = i { Yy | Xp) — Q?V(t)(Xt)]Q

W pelni automatyczna metoda ustala liczbe neuronéw warstwy ukrytej
na wartos$¢ gy, ktéra jest najmniejszym rozwiazaniem zadania
C
mmin C(q),
gdzie Ny jest zbiorem N pierwszych liczb naturalnych, to znaczy Ny =
{1,2,...,N}. Warto$¢ ¢n bedziemy nazywaé zlozonoscia metody krzyzo-
wej poprawnosci. Wowczas estymatorem sit metody krzyzowej poprawnoéci
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bedziemy rozumieé¢ rozwigzanie 6 problemu

N

1 2
min — EY;, | X:) —0(X .
9€@N(¢,4N)N;[ (Yo Xe) = 6(X0)]

Podsumowujac, sie¢ Elmana moze byé uczona aproksymacji nieznanej
funkcji w rozumieniu procedury zgodnosci omoéwionej powyzej. W celu otrzy-
mania zgodnosci aproksymacji konieczne jest aby sie¢ zmieniata swoja struk-
ture podczas trwania procesu uczenia. Przez zmiane struktury nalezy rozu-
mie¢ wzrost liczby neuronéw w warstwie ukrytej wraz ze wzrostem wielkosci
zbioru uczacego. Ponato wymagane jest tez spelnienie warunkéw natozonych
na ograniczenia wag, ktérych wartos¢ wzrasta waraz ze wzrostem NV, jednak
w $cisle okreslonej relacji.

7. Sie¢ neuronowa typu Elmana jako aproksymator warunko-
wej warto$ci oczekiwanej. W celu aproksymowania odwzorowania 6
konstruujemy sie¢ neuronowa typu Elmana, w ktérej wprowadzamy pewna
modyfikacje. Modyfikacja ta dotyczy wejéé¢ kontekstowych do sieci. W 0g6l-
nym przypadku wejscia te przyjmuja wartosci wyjsciowe neuronéw warstwy
pierwszej otrzymane w poprzedniej iteracji ( dla pierwszej iteracji przyjmuja
warto$¢ zero). W przypadku rozwazanym w pracy wprowadzamy pewne
ograniczenie na te wartosci przyjmujac, ze kazde wejécie kontekstowe be-
dzie mialo warto$é¢ réwna odpowiadajacemu mu wyjsciu neuronu warstwy
pierwszej z poprzedniej iteracji podzielone przez liczbe neuronéw warstwy
ukrytej. Jest to konieczne ze wzgledu na stosowana metode aproksymacji.
W rozwazanym przypadku aproksymator — czyli sie¢ neuronowa, zwieksza
liczbe neuronéw w warstwie ukrytej w miare postepu procesu aproksymacji.
Z uwagi na to, ze liczba wej$¢ kontekstowych jest réwna liczbie neurnéw
w warstwie ukrytej, jednoczeénie zwigksza si¢ wymiar wektora wejSciowego
do sieci. Jest wiec konieczne ograniczenie wzrostu wartosci sumatora neu-
ronéw warstwy ukrytej. Brak takiego ograniczenia powoduje, ze wraz ze
wzrostem liczby wejs¢ kontekstowych maleje udzial wtasciwego wektora wej-
Sciowego w wartodci sumatora kazdego z neuronéw warstwy ukrytej. Wpro-
wadzone ograniczenie powoduje, ze suma wartosci wszystkich wejsé¢ kontek-
stowych nie przekracza jeden niezaleznie od ich liczby. Jest to spowodowane
tym, ze kazde wyjscie z neuronu warstwy pierwszej jest z zakresu (0, 1),
a podzielone przez liczbe neuronéw ¢ i zsumowane po g wejsciach daje nie
wiecej niz 1.

Uwzgledniajac powyzsze zalozenia stosowana w pracy sie¢ ma r wejsé,
ktorymi sa sktadowe wektora X; oraz wejscia dodatkowe: bias i neurony
kontektowe. Pierwsza warstwa sieci sktada sie z ¢ neuronéw, kazdy z funkcja
aktywacji 1. Warstwa ostatnia sktada sie z dwoch neuronéw, kazdy z liniowa



70 M. Lipnicka

funkcja aktywacji(?).

Kazde polaczenie w sieci (za wyjatkiem polaczen neuronéw pierwszej
warstwy z neuronami kontekstowymi) posiada wage. Niech v;;,7 =0,...,q+
r, j = 1,...,q beda wagami polaczen warstwy pierwszej zdefiniowanymi
w ten sposéb, ze 7yj; odpowiada polgczeniu z i— tego wejscia sieci do j—
tego neuronu pierwszej warstwy. Niech 3;;, « = 0,1,...,q, 7 = 1,2 beda
wagami polaczen warstwy drugiej okreslonymi w ten sposéb, ze (j; odpo-
wiada potaczeniu z i— tego neuronu pierwszej warstwy z j— tym neuronem
warstwy drugiej.

Niech [1,z1, 23, ... ,x}ﬁr] bedzie wektorem wejéciowym do sieci. Jest to
zapis wektora wejsciowego, ktéry zawiera bias 1 oraz wejscia kontekstowe
() = yi(t —1)/q ... w0, = yi(t —1)/q. Wartosci z1,...,2} sa

wspoltrzednymi wektora wejéciowego, ktorego wartosci stanowia elementy
wejéciowe do sieci. Niech [y?,y3] bedzie wektorem wyjéciowym z sieci. Niech
ponadto ¥ oznacza funkcje aktywacji neuronéw warstwy pierwszej. Wowczas
informacja wyjsciowa z sieci wyliczana jest nastepujaco

q q+r
yi =B+ Y Byt (Z 37}%‘1‘) ;
i=0

Jj=1
oraz

q q+r
= Ot S gt (zm> |
j=1 i=0

Niech §¢ oznacza zbior wszystkich wag sieci. Wowczas mozemy zdefinio-

waé odwzorowanie f9(-,89) : R" — R? takie, ze
fi(x,8%) = (y1,93),
gdzie x = [1,z],25,..., 2., ], zas yi, y5 zdefiniowane powyzej.

Liczba neuronéw warstwy ukrytej wynosi ¢ i w miare realizacji proce-
dury aproksymujacej odwzorowanie 6, bedzie wzrasta¢ do nieskonczonosci,
czyli bedzie stanowi¢ parametr modelu. Innymi stowy, w celu aproksyma-
¢ji odwzorowania 6, konstruujemy cigg aproksymatoréw, ktorymi sg sieci
neuronowe, w ktorych liczba neuronéw w warstwie ukrytej wzrasta do nie-
skonczonosci wraz ze wzrostem liczby elementéw w zbiorze uczacym (V).

Konstruujemy ciag aproksymujacy 6y biorac sieci, sktadajace sie z ¢ neu-
ronéw ukrytych i ¢ neuronéw kontekstowych, gdzie g rosnie wraz ze wzro-
stem N w odpowiedniej relacji. Dla ustalonego N generujemy wagi on takie,
ze Oy = fa~ (., ) ~) stanowi najlepsza ze wszystkich dla ustalonego N aprok-
symacje nieznanego odwzorowania 6y. Innymi stowy szukajac rozwiazania

(%) liniowa funkcja aktywacji stosowana w pracy to funkcja f(z) = x
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Oy dla ustalonego N definiujemy

T(Y,q,A) =
q q+r
—{9co:00)=fi(,) Z|ﬂﬂ\<AJ—12ZZMﬂI<qA
7j=11:=0

jako zbior wszystkich sieci neuronowych typu Elmana z jedna warstwa ukry-
ta oraz liczba neuronéw w warstwie ukrytej rowna ilosci neuronéw kontek-
stowych rowng ¢, z funkcja aktywacji dla neurnéw warstwy ukrytej v oraz
wagami spelniajacymi okreslone warunki ograniczajace definiowane przez A.
Konstruujemy tak zwany ciag sit, czyli {On (1))} przez zdefiniowanie ciagéw

Dla ustalonego N oraz zdefiniowanych ciagéw {qn} i {An} aproksyma-
cja sitami odwzorowania 0y jest zdefiniowana jako rozwiazanie nastepujacego
problemu najmniejszych kwadratéw

(20) i Z (Ve | X)) —0(Xy))*, N=1.2,...,
gdzie E(Y; | X;) jest warunkowa wartoscia oczekiwang definiujaca 6y dane
wzorem (17).

Przedstawimy teraz podstawowe zalozenia o procesach stochastycznych
oraz mierze prawdopodobienstwa, ktére sg stosowane do konstrukcji proce-
dury aproksymacji oraz dowodu jej zbieznosci.

Przyjmujemy, zgodnie z wcze$niejszymi oznaczeniami, ze (2, F, P) jest
zupelna przestrzenia probabilistyczna, w ktorej Q = [0,1] x [0,1], F — o
cialo podzbioréw 2 oraz P — miara prawdopodobienstwa.

ZALOZENIE 1. Niech Z;, t = 1,2, ... bedzie realizacjqg procesu stochastycz-
nego {Z; : Q — R™2 t =1,2,...} zdefiniowanego wzorem (18), okreslonego
a (Q, F,P) oraz P bedzie miarg prawdopodobienstwa takq, zZe proces sto-
chastyczny {Z;} spelnia jeden z warunkéw
1. {Z} jest procesem o niezaleznym, jednakowym, rozkladzie albo
2. {Z;} jest stacjonarnym procesem mieszanym, spelniajgcym jeden z wa-
runkéw: ¢(k) = ¢opk albo a(k) = aopk, k > 1, dla pewnych stalych
do, ap >0, 0 < pg <1, gdzie

¢(k) = sup sup | P(B| A) - P(B) |,
t {AeF{,BeFy, :P(A)>0}

a(k) = sup sup | P(LAN B — P(A)P(B) |,
t {AeF|,BeFz,}

gdzie Ft = o0(Zy,...,7Z;), jest o — cialem wygenerowanym na (Z1, . . ., Zy)
oraz F° = o(Zy,...), jest o — cialem wygenerowanym na (Zy, Zyy1 - . .).
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Polézmy © = L?(R", u; R?), gdzie p, jest norma w tej przestrzeni. Za-
ktadamy, ze 6y = E(Y; | X;) jest elementem przestrzeni ©.

DEFINICIJA 1. Funkcje ¥ nazywamy funkcja $ciagajaca, jezeli ¥ : R —
[0,1], ¥(a) — 0, gdy a — —o0, ¥(a) — 1, gdy a — oo oraz ¢ jest monoto-
niczna.

DEFINICJA 2. Funkcje ¢ nazywamy [ — skonczona, jezeli ¢ : R — R, jest
[— krotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly (0 <1 < oo) oraz

0< f | D4 (z) | dz < oo,
R

gdzie D"4)(x) oznacza [— ta pochodna funkcji .

DEFINICJA 3. Méwimy, ze f(n) = o(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ¢ > 0 istnieje ng € N, ze dla kazdego n > ng spelniony jest
nastepujacy warunek

0< f(n) <cg(n).

ZALOZENIE 2. On(¢) = T (Y, qn,AN), gdzie ¥ : R — R jest funkcjg
aktywacyi, ktora jest ograniczona, spelnia wrunek Lipschitza oraz jest albo
funkcjq Sciggajacq albo |— skoriczong dla 0 <[ < oo. Ponadto {qn} i {An}
sq ciggami rosngcymi wraz ze wzrostem N w taki sposob, Ze qn — 00,
An — 00, przy N — 0o oraz Ay = o(Ni) 1 spelniony jest jeden z warunkow

1. qnA% log gy An = o(N) albo
2. qnA% log gy A = o(N2).

8. Zbieznosé aproksymacji. W celu udowodnienia zbieznosci aprok-
symacji konieczne jest zastosowanie kilku lematéw i twierdzen.

LEMAT 1. Niech ciggi {qn € N} oraz {Axy € RT} bedg ciggami ro-
sngeymi do nieskoriczonosci przy N dgigcym do nieskonczonosci. Jezeli
Y jest funkcjg Sciggajace lub I— skonczong, dla dowolnego naturalnego I,
0 <1< oo, wowezas | Jy_, On(¢) jest gesta w © = L*(R", u; R?).

TWIERDZENIE 3. Niech dla N = 1,2,..., On — zdefiniowane wczesniej,
bedqg zupetnymi, oSrodkowymi, borelowskimi podprzestrzeniami ©. Niech On:
Q — © bedzie takie, ze wykres grOy € (F ® B(Oy)), gdzie B(Oy) to o
ciato zbiorow borelowskich na © N oraz Ze dla dowolnego w € €2, éN(w) jest
niepusty i zwarty oraz O n(w) C Op.

Niech Qn : Q x © — R bedzie F @ B(©) — mierzalne oraz zalézmy, ze
QN (w,.) jest pélciggle z dotu na ©n dla dowolnego w w Q, N =1,2,....



Przyblizona lokalizacja uszkodzen w zadanym obszarze 73

Wowczas dla kazdego N = 1,2, ... istnieje funkcja Oy : Q — Oy (stad
F/B(©y) — mierzalna) taka, Ze

Qn(w,On(w) = min Qn(w,0).
0O (w)

Dowdd. To twierdzenie jest bezposrednig konsekwencja rezultatow z pa-
ragrafu 2.c pracy [11], strony 501-503. O

TWIERDZENIE 4. Zaldézmy, ze {© y} i {On} sq¢ ciggami rosngcych i zwar-
tych podzbioréw © takich, ze | Jy_, On jest gesta w© i O C On(w) € ONn
dla wszystkich w w Q, N = 1,2,.... Zaldimy, ze istnieje funkcja Q : © — R
taka, Ze dla wszystkich € > 0

Pl sup | Qu(w,0)~ Q) > <] -0

#eON

przy N — 0o oraz dla 6y € ©
inf 2(0) — Q(6p)) > 0,

L nt_(Q(6) - Ql6)

gdzie
n°(6o,e) ={0 € ©: p(0,00) = ¢}

i Q jest ciggly w 0. Wowczas p(éN, 0o) — 0 wzgledem prawdopodobieristwa
P, co oznacza ze dla dowolnego € > 0, Plw € Q: p(On(w),00) > €] — 0 przy
N — 0.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w pracy [14]. 0

DEFINICJA 4. Entropia metryczng domknietego zbioru K nazywamy
logarytm liczby zbioréw o promieniu e, ktére stanowig pokrycie zbioru K
i oznaczamy przez H(e).

TWIERDZENIE 5. Niech {O N} bedzie rosngcym ciggiem osrodkowych pod-
przestrzeni © oraz Hy (€) bedzie entropig metryczng © § oraz poléimy Gy (g)

= exp Hy(e).
Niech

{SN : RT+2 X @N — R,N: 1,2,...}
oraz
{mN : RT+2 X @N — R+,N = 1,2,...}

bedg ciggami funkcji takimi, ze sy(-,0) i mn(-,0) sq ciggle na R™2 dila
kazdego 0 z © . Zaléimy, ze istnieje cigg {dn : On — R} i stala X\ > 0
takie, ze dla kazdego z € R™2 i 0° 2 On

| sn(2,0) — sn(z,0°) |< mn(z,0%p(0,0°)*
dla wszystkich © znn(0°) = {0 € On : p(0,0°) < dn(6°)}.
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Polozimy
5y > sup sup |sn(2,0)],
z€ERT+260€ON
my > sup sup |mp(z,0) |,
z€ERT+260€ON

= inf dy(6)*,

PcON

|
2
I

oraz zalozmy, ze my > d&l.

Niech {Z; : Q — R™2} bedzie procesem stochastycznym na (0, F, P)

oraz E(sy(Z,0)) oznacza wartosé oczekiwang sy(Zy,0).

1.

Jezeli cigg {Z:} jest procesem stochastycznym o niezaleznym, jednako-
wym rozkladzie, wowczas dla dowolnego € > 0 i dla dowolnego, odpo-
wiednio duzego N

Pl %ZN (Z1,6) - E(sn(Z:,0))] |> ¢
< 2GN((——)%) [eap(—6N/T) + exp(—>N/5%, [18 + 4<])] .

6m
Jesli dodatkowo cigg {©O N} jest taki, ze N~1(5)3, — 0 przy N — oo oraz
dla dowolnego € > 0

((3)%/N)Hy ([e/6mn] %) — 0

przy N — 00, wowczas dla dowolnego € > 0

P

N
Sup | %;[SN(Z%) — E(sn(Z:,0)] |> 6] —0

przy N — oo.

. Jezeli cigg {Zi} jest procesem stacjonarnym mieszanym spelniajgcym

(k) = ¢opk albo a(k) = appf, o, 0 >0, 0 < pg < 1, k > 1, wéwczas
istniejg state 0 < c1, ca < oo niezalezne od N takie, Ze dla dowolnego
€ > 0 ¢ dowolnego N odpowiednio duZego

P

N
0 |y Solon(700) ~ Elon(Z,0)] > ]

< e1Gn ([e/6mn] ¥ )[exp(—caN¥) + exp(—cae N # 63y)).

Jesli dodatkowo cigg {ON} jest taki, ze N*1(§)E2 — 0 przy N —
oraz dla dowolnego € > 0

()52 /N)Hn ([e/6mn]>) — 0
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przy N — 00, wowczas dla dowolnego € > 0
N

1
P|sup | — Z[SN(Zt,G) — E(sn(Z4,0))] |>€e| — 0
seoy N =
t=1
przy N — o0.
Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w pracy [14]. 0

LEMAT 2. Niech dane bedg: ¥ : R — R - funkcjg aktywacji, ktora jest
ograniczona, spetnia wrunek Lipschitza ze stalq L oraz jest albo funkcjq Scig-
gajacq albo 1— skoriczong dla 0 < 1 < oo, ¢ € N oraz A € R". Niech poo
bedzie metrykq okreslong nastepujgco: poo(01,62) = supyer- | 01(z)—602(x) |,
gdzie 01,05 € T(1,q,A). Niech ponadto H.(1,q,A) oznacza entropie me-
tryczng T'(Y, q, A) ze wzgledu na ps. Wowczas dla dowolnego € > 0 odpo-
wiednio malego

H.(v,q,A) < plog(8/¢) + plog (\/§(A +L(2+ TA)A2)> + plogp,

gdziep=q(q+7r+3)+2.

LEMAT 3. Niech {qn € N} i {Ay € NT} bedq ciggami takimi, ze {An}
jest ciggiem rosngcym takim, Ze Ay — oo, gdy N — oo. Poldzimy

SN = 4A?V?
my = 4AN,
A=1,

i dla v zdefiniowanej jak powyzej oraz € > 0 poldimy
Hy(e) = He(Y,qn, AN).
1. Jesli
gAY loggnAn = o(N),
wowcezas dla dowolnego € > 0
(5%°/N)HN ([¢/6mn]%) = 0
przy N — oo;
2. Jesli
anAX log gyAy = o(N?),
wowczas dla dowolnego € > 0
(55/N*)Hy([e/6mn]*) — 0
przy N — o0.

Na podstawie powyzszych lematéw i twierdzen mozna udowodnié twier-
dzenie, ktére pokazuje zgodnos¢ stosowane]j aproksymacji odwzorowania 6
z On(X:). Zgodno$é aproksymacji jest na poziomie €. Ponadto pokazana
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jest zbieznos¢ stosowanej metody, ktora jest zbieznoscig wzgledem miary
prawdopodobienstawa.

TWIERDZENIE 6. Zalézmy, Ze spelnione sq ZalozZenia (1), (2), wowczas
istnieje estymator Oy : Q — O taki, zZe

1 1 &

DN EY | X)) - O0n(X)P? = min =Y [E(Y; | X;) - 0(Xy)]?

N;[ (Ve | X¢) — On(Xe)] eeglllvf%w)N;[ (Ve | X2) (Xo)I,
N=1,2.... )

Co wiecej, dla dowolnego € > 0, Plw € Q : p(On(w),0y) > ¢] — 0 przy
N — oo.

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w pracy [14]. 0

9. Podsumowanie. W niniejszej pracy przedstawiona zostal proce-
dura przyblizonego wyznaczania lokalizacji uszkodzenia w zadanym obsza-
rze. Rozwazamy obszar = [0,1] x [0,1], w ktérym definiujemy problem
spektralny (3). Rozwiazaniami tego problemu sa wartosci wlasne odpowia-
dajace obszarowi (). Jest to zadanie wyjsciowe dla prowadzonych rozwazan.

W obszarze 2 wprowadzamy uszkodzenie (znieksztalcenie) D. Dla ob-
szaru z deformacja Qp = Q\ D rozwazamy problem spektralny (4), ktérego
rozwiazaniem jest nieskonczony ciag par (Mg, u) dla k = 1,2,..., gdzie A\
sa wartosciami wlasnymi oraz uy sg funkcjami wlasnymi. Wartosci wlasne
zaleza od potozenia i wielkosci znieksztalcenia D. Dla rozwazan prowadzo-
nych w niniejszej pracy istotna jest relacja miedzy wartosciami wltasnymi
a wielkoscia i lokalizacja znieksztalcenia.

Gléwnym celem postawionym w pracy jest rozwigzanie zadania odwrot-
nego, ktére polega na lokalizowaniu znieksztalcenia obszaru Qp na podsta-
wie wektora wartosci wlasnych. Z uwagi na brak jednoznacznosci rozwia-
zan zadania (4) zostalo zdefiniowane nowe zadanie w innym obszarze, dla
ktorego zagwarantowane jest istnienie przyblizonego rozwigzania zadania
odwrotnego.

W celu wyznaczenia lokalizacji znieksztalcenia definiujemy nowe odwzo-
rowanie, ktérym jest warunkowa warto$¢ oczekiwana polozenia deforma-
cji pod warunkiem, ze znamy skonczony ciag wartosci wtasnych bedacych
rozwiagzaniem zadania (4). Odwzorowanie to jest aproksymowane przez tak
zwany ciag aproskymujacy. Ciagiem tym jest rodzina sieci neuronowych El-
mana. Sie¢ jest budowana w sposéb dynamiczny. Jej wielko$é, rozumiana
tutaj jako liczba neuronéw kontekstowych oraz liczba neuronéw w warstwie
ukrytej, jest zalezna od wielkosci zbioru uczacego. Wraz z postepem proce-
dury aproksymacji zwigksza sie liczba elementéw nalezacych do zbioru ucza-
cego, tym samym rosnie liczba neuronéw w sieci neuronowej. Takie poste-
powanie pozwala wykazaé, ze stosowana metoda aproksymacji jest zbiezna.
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Approximate localisation of imperfections in fixed domain

Abstract. In this paper we present a procedure for determining the approximate location
of imperfection in a fixed domain. We define the spectral problem whose solutions are
eigenvalues. These values depend on the location and the size of the imperfection. The
main aim in this work is to find the solution of the inverse problem. It means that we find
the location of the imperfection in our domain based on the vector of eigenvalues. For the
inverse problem we don’t have the uniqueness of the solutions so we Define a new problem
in new domain.

For the new problem we obtain the existence of the approximate solution of the inverse
problem. In order to determine the location of imperfection we define a new mapping.
This mapping is defined as the conditional expectation of the location of imperfection,
provided that we know the finite number of eigenvalues. The mapping is approximated by
the Elman’s neural networks. The networks are built in a dynamic way. Their size depends
on the size of the learning set. The approximation method is convergent.

Keywords: Neural networks, Eigenvalues, Approximation, Conditonal expectation.
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