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Model hazardéw proporcjonalnych Coxa

Streszczenie. Celem pracy jest prezentacja modelu hazardéw proporcjonalnych Coxa
(ang. Cozx proportional hazards model), charakteryzujacych go wtasnosci oraz metod esty-
magcji jego parametréow. Znajduje on zastosowanie w analizie przezycia przy przewidywaniu
szans przetrwania pewnych obiektéw (najczesciej pacjentéw w badaniach medycznych).
Istotna zaleta modelu jest mozliwosé uwzglednienia w nim danych niepetnych, ktére czesto
pojawiaja sie w przeprowadzanych badaniach — zaréwno w sposéb losowy, jak i celowy.
Model Coxa sprawdza sie szczegblnie dobrze w sytuacji, gdy interesujace jest okreslenie
skutecznosci sposobu leczenia w sensie porownawczym, czyli w odniesieniu do innych te-
rapii. Terminologia i przyklady zaczerpnigte sg na ogdt z medycyny, ale opisany model
stosuje sie¢ réwniez np. w socjologii, kryminalistyce czy inzynierii.

Stowa kluczowe: model Coxa, hazard, analiza przezycia.

1. Wstep. Analiza przezycia jest galezig statystyki obejmujacg metody
badania procesow, w ktorych obiektem zainteresowania jest czas, jaki upty-
nie do wystapienia pewnego zdarzenia. Jako takie zajscie rozpatrywaé¢ mo-
zemy np. $mier¢ pacjenta w badaniach medycznych (stad nazwa dzialu sta-
tystyki), awarie urzadzenia (w inzynierii), popelnienie przestepstwa (w kry-
minalistyce), rozwdd, ukonczenie szkoly czy odejscie pracownika z firmy. Ze
wzgledu na tak duza réznorodnosé tych wydarzen mozna spotkaé sie z in-
nym niz w biostatystyce nazewnictwem — przykladowo, w inzynierii stosuje
sie okreslenie analiza awarii, za§ w socjologii — analiza historii zdarzen.

Gléwne pytania, na jakie analiza przezycia pomaga udzieli¢ nam odpo-
wiedzi, to:

e Jaka czesé populacji przetrwa pewien okres czasu?

e Jak dlugo beda zy¢ ci, ktérzy przetrwaja?

e Czy nalezy bra¢ pod uwage wiecej niz jeden czynnik sprzyjajacy niepo-
wodzeniu?

e Jakie okreslone okolicznosci badz cechy charakterystyczne badanego obie-
ktu wplywaja na szanse przetrwania?

(1
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Jedng z typowych metod analizy przezycia sa modele regresyjne, w tym
model hazardéw proporcjonalnych Coxa [2], na ktérym skupia sie niniejsza
praca.

2. Podstawowe definicje.

DEFINICJA 2.1 (Czas Zycia). Czasem zycia nazywamy taka zmienna

losowa T, dla ktorej
P(T >0)=1,

tzn. przyjmujaca z prawdopodobienstwem 1 wartosci nieujemne.

W dalszych definicjach F' oznacza¢ bedzie dystrybuante czasu zycia T,
za$ f — jego gestosé.

DEFINICJA 2.2 (Funkcja przezycia). Funkcja przezycia jest to funkcja
dana wzorem

(2.1) Sx)=PT >x)=1—F(z").
Zgodnie z powyzsza definicjg funkcja przezycia okreéla prawdopodobien-

stwo, ze badany obiekt bedzie zyt przez co najmniej . W przypadku dyskret-
nego rozktadu prawdopodobienstwa czasu zycia funkcja przezycia wyraza sie

przez

kxp>x

gdzie pp = P(T = zy,), za$ w przypadku rozkladu ciaglego
S()= [ f(t)dt.

DEFINICJA 2.3. (Funkcja hazardu). Funkcja hazardu jest to funkcja dana
wzorem

(2.2) hz) = L&)

7 definicji funkcji przezycia wynika, ze
§'(z) = —F'(x) = —f(x),

zatem funkcja przezycia i funkcja hazardu powiazane sa zalezno$cig

—5'(x) d
2. h(x) = =——1 .
(23) (@) = 73" = a5 0 5E)

Funkcje hazardu definiuje sie rowniez jako

Prit <T <t+AD|(T >t
(2.4) h(t) = lim ST <t+ ADIT > D]
At—0 At
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Nalezy zauwazy¢, ze funkcja hazardu nie jest prawdopodobienstwem warun-
kowym (np. moze przyjmowaé¢ wartosci wieksze od 1), mozna ja natomiast
interpretowaé jako oczekiwana liczbe zdarzen na jednostke badana w jedno-
stce czasu.

DEFINICJA 2.4 (Skumulowana funkcja hazardu). Skumulowana funkcja
hazardu jest to funkcja dana wzorem

(2.5) H(z) = [ h(u)du.
0

Z powyzszej definicji oraz zaleznosci (2.3) wynika, ze

H(z) =—InS(z).

3. Przyktady funkcji hazardu. Majac dang funkcje hazardu dla da-
nego rozkladu, mozna — korzystajac z zaleznosci podanych w poprzednim
rozdziale — tatwo wyznaczy¢ pozostate funkcje opisujace ten rozktad, tzn.
funkcje gestosci, skumulowang funkcje hazardu oraz funkcje przezycia. Kilka
przykladéw prostych funkeji hazardu (okreslajacych uzyteczne i stosowane
w analizie przezycia rozklady) znajduje sie ponizej.

o Funkcja stala.
Dla funkcji hazardu okreslonej wzorem

h(t) = ¢ > 0.
funkcja gestoéci przybiera postaé
f(t) =ce ™,

zatem mamy do czynienia z rozkladem wykladniczym. Skumulowana
funkcja hazardu wyraza sie przez

H(t) = ct,
za$ funkcja przezycia
S(t) = exp(—ct).
o Funkcja liniowa (afiniczna).
Liniowos¢ funkcji hazardu

h(t) = a+ Bt,a,3 >0
pociaga za soba gestos¢
pt?
f(t)=(a+ pt)exp | —at — - )

Skumulowana funkcja hazardu w tym przypadku to
pt?
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funkcja przezycia natomiast

t2
S(t) = exp (—at — %)
o Funkcja wyktadnicza.

Wyktadnicza funkcja hazardu
h(t) = Xexp(at)
determinuje funkcje gestosci bedaca gestosécia rozkltadu Gompertza
A
#(t) = Aexp(at) exp (—(1 - exp(at») ,
o
skumulowang funkcje hazardu

H(t) = 2 (explot) ~ 1)

oraz funkcje przezycia

S(t) = exp <§(1 _ exp(at))) |

e Funkcja potegowa.
Dla funkcji hazardu danej przez

h(t) = vtV !
otrzymujemy rozklad Weibulla o gestosci
f(t) = Avt’ " Lexp(—At"),
skumulowanej funkcji hazardu
H(t) = A\t¥
i funkcji przezycia
exp(—At").

4. Dane niepelne. W praktyce rzadko spotykamy sie z sytuacja, gdy
dane o wszystkich pacjentach bioracych udzial w badaniu s kompletne
— 7z przyczyn niezaleznych lub celowo pewne obserwacje moga by¢ nie-
pelne. W pierwszym przypadku méwimy o danych cenzorowanych, w drugim
— o danych obcietych. Doktadna ich charaktestyka oraz przyklady zostaty
opisane np. w [6].

4.1. Dane cenzorowane. Rozrézniamy trzy podstawowe typy cenzorowa-
nia: prawostronne, lewostronne oraz przedziatowe.

Cenzorowanie prawostronne, ktoére stanowi najczestszy typ cenzorowa-
nia, odnosi sie do sytuacji, gdy obserwacja urywa si¢ w pewnym momencie.
Moze to sta¢ sie w sposéb losowy, gdy dzieje sie przed koncem badania,
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z powoddéw innych niz oczekiwane zdarzenie (np. przeprowadzka, wypadek
samochodowy), bedacych poza kontrola badajacego lub ustalony, gdy prze-
stajemy obserwowaé pacjenta z powodu zakonczenia badania i jego Smieré
w czasie pozniejszym nie zostanie odnotowana.

7 cenzorowaniem lewostronnym spotykamy sie, gdy interesujace nas zda-
rzenie zaszlo zanim rozpoczeliSmy obserwacje. Mamy tutaj do czynienia
z procesem selekcji wystepujacym losowo na poziomie indywidualnym.
W tym przypadku interesujace nas zdarzenie miatlo miejsce we wczesniej-
Szym, nieznanym nam czasie.

Przyktadowo, modelujac wiek rozpoczecia regularnego palenia, mozemy
spotkaé sie z badanym, ktory nie pamieta, kiedy zaczat pali¢ — wiemy wiec
tylko, ze jego aktualny wiek jest wigkszy niz ten, w ktéorym mialo to miejsce.

Mozna powiedzie¢, ze cenzorowanie lewostronne jest przeciwienstwem
cenzorowania prawostronnego, gdzie wiemy, ze zdarzenie nie mialto jeszcze
miejsca i ze czas obserwowany jest mniejszy niz faktyczny czas przezycia.

Mozliwym rozwiazaniem (zaproponowanym w [8]) jest odwrdcenie osi
czasu i traktowanie danych jak cenzorowanych prawostronnie. Metoda ta
dziata jednak tylko, gdy wystepuje samo cenzorowanie lewostronne. W prak-
tyce natomiast, jesli zaobserwujemy lewostronne, do$¢ prawdopodobnym
jest, ze prawostronne rowniez wystapi.

Dane cenzorowane przedziatowo sa forma niekompletnych obserwacji,
ktéra moze obejmowaé zaréwno dane cenzorowane prawostronnie, lewo-
stronnie, jak i obciete (o ktérych bedzie mowa za chwile). Powstaja w sy-
tuacji, gdy o czasie przezycia wiemy tylko tyle, ze lezy pomiedzy dwoma
wartosciami.

Zdarza sie to np. wowczas, gdy kontrola stanu badanych jest przepro-
wadzana co pewien ustalony odstep czasu, np. w sytuacji, gdy pacjenci
nie leza w szpitalu i kontaktujemy sie z nimi oraz sprawdzamy ich stan
co trzy miesiace. Wtedy pacjenci, ktérzy zmarli w ciagu pierwszych trzech
miesiecy stanowia obserwacje cenzorowane lewostronnie. Ci, ktérzy umra
miedzy dwoma kolejnymi kontrolami, beda mieli czas przezycia co najmniej
taki, jak czas przedostatniej kontroli i mniejszy niz ostatniej. Czasy zycia
pacjentow zyjacych w trakcie ostatniej kontroli beda natomiast cenzorowane
prawostronnie, a wiec co najmniej takie, jak czas ostatniego z nimi kontaktu.

W ustalonej chwili ¢ jako obiekty bedace w ryzyku zdarzenia traktujemy
te, ktore w tym momencie znajduja sie pod obserwacja. Dopdki obiekty te
sg reprezentatywne dla calej populacji, mozemy na ich podstawie uzyskaé
nieobciazone estymatory prawdopodobienstwa przetrwania, czasu przezycia
i innych interesujacych nas funkcji. Mechanizm cenzorowania powinien wiec
by¢ niezalezny od czasu przetrwania, méowiac Scislej — rozktad czaséow prze-
trwania obiektéw cenzorowanych w pewnej chwili £ nie powinien réznié sie
od rozktadu czaséw przetrwania obiektéw bedacych w tej chwili pod obser-
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koniec badania
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poczatek od poczatku
badania badania
Rys. 1. Rézne rodzaje cenzorowan: 1 — obserwacja niecenzorowana, 2 — cenzorowanie
prawostronne ustalone, 3 — cenzorowanie prawostronne losowe, 4 — cenzorowanie prze-
dziatowe.

wacja. Jezeli warunek ten jest spelniony, méwimy, ze cenzorowanie nie niesie
informacji i z sytuacja taka spotykamy sie przy cenzorowaniu ustalonym.
Natomiast w przypadku cenzorowania losowego moze si¢ zdarzy¢ (a na-
wet jest dos¢ prawdopodobne), ze czas przetrwania bedzie w pewien sposob
powiazany z mechanizmem cenzorowania. Przykladowo, pacjent w zaawan-
sowanym stadium choroby, ktéry na krétko przed Smiercia moze zechcieé
wycofaé sie z badania (i wéwczas jego Smieré¢ nie zostanie zaobserwowana
i uwzgledniona), zawyzy czas przezycia. Dlatego w badaniach, w ktorych
nie mozemy wykluczy¢é pojawienia sie cenzorowania losowego, w modelu
uwzgledniamy zmienne niezalezne (objasniajace), ktére beda powiazane za-
réwno z cenzorowaniem, jak i z czasem przetrwania (np. stopien zaawanso-
wania choroby na poczatku badania).
t.acznie dla danych cenzorowanych potrzebne nam sg wiec nastepujace
informacje:
e czas przetrwania (badZ cenzorowania),
e czy czas przetrwania jest cenzorowany, czy tez nie,
e na ogdt jedna lub wiecej zmiennych niezaleznych mogacych mieé¢ wptyw
na czas przezycia (by¢ moze zaleznych od czasu).

4.2. Dane obciete. W przypadku, gdy niekompletnosé¢ danych jest po-
chodng projektu badania, méwimy o danych obcietych. Moga to by¢ dane
obciete lewostronnie, gdy obiekty o czasie zycia krotszym niz pewna ustalona
warto$¢ nie sa w ogéle obserwowane (mozemy o nich w ogdle nie wiedzieé,
w przeciwnienstwie do lewostronnego cenzorowania — np. gdy nie obserwu-
jemy dzieci do czasu, az péjda do szkoly), badZz prawostronnie, gdy cala
obserwowana populacja doswiadczyta interesujacego nas zdarzenia przed
rozpoczeciem badania.
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Dane lewostronnie obciete stanowia po cenzorowaniu prawostronnym
najczesciej spotykany rodzaj danych niepetnych.

Mozemy spotkaé sie z nimi np. w sytuacji, gdy zaczynamy obserwowaé
pacjentéw dopiero gdy ukonczg oni pewien wstepny program leczenia, ale
czas przezycia mierzymy od chwili przystapienia do tego programu — mamy
tu wiec do czynienia z procesem selekcji, ktéry kwalifikuje pacjentéw do ba-
dania. Ich minimalnym czasem przetrwania bedzie w zwiazku z tym dlugosé
leczenia wstepnego, co sprawia, ze czasy przezycia dla wszystkich pacjentow
bioracych udzial w badaniu przekraczajg pewna ustalong wartos¢. Pozostate
beda wykluczone.

W tym przypadku méwimy tez o op6éznionym wejéciu do badania (ang.
delayed entry): fakt przetrwania obiektu w badaniu z danymi lewostronnie
obcietymi nie jest poddawany analizie do czasu, gdy tempo hazardu (es-
tymowane przez stosunek liczby zdarzen do liczby bedacych w ryzyku) nie
przekroczy pewnej okreslonej liczby — wejscie do zbioru ryzyka jest zatem
odlozone w czasie (i jesli obiekt zostanie do niego wlaczony, pozostaje w nim
az do czasu wystapienia oczekiwanego zdarzenia badZ np. prawostronnego
cenzorowania).

7 punktu widzenia samego modelu i uzytej w nim struktury danych
kazdy obiekt w badaniu mozna opisaé¢ przez warto$é¢ poczatkowa czasu (nie-
koniecznie 0), czas konca badania oraz zmienna wskazujaca, czy obserwacja
jest prawostronnie cenzorowana. Mozemy w ten sposob otrzymaé wszystkie
mozliwe kombinacje lewostronnego obciecia i prawostronnego cenzorowania.

Dane prawostronnie obciete pojawiaja sie rowniez w kontekscie selekcji
— gdy mamy dane jedynie od obiektéw, ktore doswiadczyly interesujacego
nas zdarzenia. Przyktadem takich danych moga by¢ wszelkie rejestry, zawie-
rajace informacje o udokumentowanych przypadkach choroby.

Dlatego tez jakakolwiek analiza wykorzystujaca potwierdzone przypadki
zachorowan (gdzie taki przypadek jest badanym przez nas wydarzeniem)
bedzie pociagata za soba prawostronne obciecie.

5. Modele hazardu. Modele hazardu — w tym model Coxa — zostaty
dosé szczegblowo opisane np. w [6].

5.1. Wprowadzenie. Wyrdzniajacg na tle innych zmiennych zaleznych
cechg czasu przezycia jest fakt nieodtacznego starzenia sie badanego obiektu
w czasie. Esencje tego procesu najlepiej oddaje funkcja hazardu i to ja be-
dziemy chcieli umiesci¢ w tworzonym modelu regres;ji.

Modelujac czas przezycia mozemy mie¢ dwa cele — opisanie jego pod-
stawowego rozkladu oraz scharakteryzowanie, jak 6w rozklad zmienia sie
jako funkcja zmiennych niezaleznych. Oba powinny by¢ zrealizowane, jezeli
np. badamy czas dzialania dysku twardego jako funkcje temperatury i wil-
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gotnosci powietrza — szukany model ma za zadanie przewidzie¢ czas zycia
urzadzenia w okre$lonych warunkach uzytkowania.

Gdy natomiast chcemy ocenié, czy polaczenie dwoch terapii poprawia
szanse na przezycie pacjentow w stosunku do pojedynczej terapii, bardziej
niz na dokladnym opisie rozktadu czasu przezycia zalezy nam na spraw-
dzeniu skutecznos$ci nowego sposobu leczenia na tle poprzedniego. Modele
stosowane do opisywania czasu zycia w sensie poréwnawczym nosza nazwe
modeli semiparametrycznych.

5.2. Zmienne niezalezne. Zmienne niezalezne (objasniajace) sa to zmien-
ne, na podstawie ktérych wylicza¢ bedziemy wartoéci zmiennych zaleznych
(objasnianych).

W zaleznosci od kierunku dziatania tych zmiennych mozna wyréznié
wsréd nich czynniki ryzyka, czyli zmienne mogace wplywaé na pojawienie
sie dolegliwosci (np. liczba wypalanych dziennie papieroséw), symptomy —
efekty dolegliwosci (np. podwyzszony poziom cukru we krwi u chorych na
cukrzyce), oraz zmienne bedace czynnikami ryzyka i symptomami jedno-
cze$nie (np. wysoki poziom cholesterolu mogacy powodowaé choroby serca
moze byé réwniez symptomem takiego schorzenia).

Zmienne te moga by¢ zaréwno dyskretne (w tym np. wskaznikowe, przy-
porzadkowujace kazdemu obiektowi numer grupy, do ktérej nalezy, jak tez
inne — liczba wczesniejszych atakéw choroby czy hospitalizacji), jak i ciagte
(np. wiek czy poziom choresterolu).

5.3. Modele parametryczne i semiparametryczne. Chcac opisaé rozktad
czasu zycia mozemy wykorzystaé jedng z dwoch funkeji — gestosé tego roz-
ktadu lub jego funkcje hazardu. Zaleta drugiej z nich jest oddawanie wprost
procesu starzenia sie badanego obiektu, dlatego tez w konstruowanym mo-
delu bedziemy starali sie badaé zalezno$¢ miedzy przezyciem wyrazajacym
sie wlasnie przez funkcje hazardu a pewnymi zmiennymi niezaleznymi.

Do najpopularniejszych modeli nalezg log-liniowe modele hazardu. Przy-
ktadem takiego modelu jest (oparty na rozkladzie wykladniczym)

In ]’Ll(t) = o+ ﬁlxil + ...+ kaika

gdzie i — indeks obiektu. Jest to model liniowy dla log-hazardu (badz
multiplikatywny dla samego hazardu) oraz parametryczny, poniewaz majac
wyznaczone parametry regresji o, 3;, jednoznacznie charakteryzujemy nimi
funkcje hazardu. Stata regresji a odpowiada tzw. hazardowi bazowemu, tzn.
sytuacji, gdy wszystkie zmienne x;; sg réwne 0.

Model w pelni parametryczny mozna jednak zastapi¢ modelem, w kté-
rym hazard bazowy «(t) = Inhg(t) pozostaje nieokreslony i moze mieé ja-
kakolwiek forme, za$ zmienne objasniajace wchodza do niego przez liniowy
predyktor n; = Byx;1 + ...+ Brxik, nie zawierajacy stalego czynnika (wchto-
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nietego przez hazard bazowy). Wéwczas mamy do czynienia z modelem se-
miparametrycznym:

Inhi(t) = a(t) + frza + ... + Bz

5.4. Modele proporcjonalne. Model proporcjonalny jest to model, w kto6-

rym funkcja hazardu, okreélona jako funkcja czasu i zmiennych objaéniaja-
cych, przyjmuje postaé
(5.1) h(t,z,B) = ho(t)r(x, ).
Jak widaé, jest ona iloczynem dwéch funkeji: wspomnianego wczesniej ha-
zardu bazowego hg(t) okreslajacego, jak hazard zmienia sie jako funkcja
czasu oraz r(x, 3) méwiacej, jak sie zmienia jako funkcja zmiennych nieza-
leznych. Funkcje te musza by¢ tak dobrane, aby h(t,z,3) > 0.

Stosunek funkcji hazardu dla dwéch obiektéw o zmiennych objaéniaja-
cych z1 i zo w takim modelu wynosi

h(t,$1,ﬁ) — hO(t)T($1>ﬁ) — T(xlaﬁ)
h(taanﬁ) hO(t)T($2>ﬁ) T(l’z,ﬁ)’
zatem wspoOtczynnik hazardu H R zalezy jedynie od funkcji zmiennych nie-

zaleznych. Dlatego — o ile bedzie on tatwy w interpretacji — forma hazardu
bazowego bedzie miata dla nas niewielkie znaczenie.

5.5. Model Cozxa

5.5.1. Posta¢ modelu. David Cox (1972) wprowadzil model, w ktérym
funkcja zmiennych niezaleznych wyraza sie wzorem

(5.2) HR(t,z1,22) =

r(z, 3) = P,
Funkcja hazardu w tym modelu przybiera wiec postaé
(5.3) h(t,z, ) = ho(t)e™”,

za$ wspoOlczynnik hazardu okreslony jest jako
HR(t,x1,x9) = ePlrr—e2)

W literaturze model ten spotyka sie pod nazwami model Coxa (Cox
model), model proporcjonalnych hazardéw Coxa (Cox proportional hazards
model) lub model hazardéw proporcjonalnych (proportional hazards model).

Jest to najczesciej uzywany typ modelu proporcjonalnego semiparame-
trycznego.

5.5.2. Wspoélezynnik hazardu. HR(t,z1,x2) w modelu Coxa interpre-
tuje sie jako wspotczynnik ryzyka wzglednego. Przyktadowo, dla zmiennej
niezaleznej dychotomicznej, jak np. pteé¢, z wartoSciami x; = 1 dla mezczyzn
i x9 = 0 dla kobiet, wspélczynnik hazardu wynosi

HR(t, 1, 29) = €°.
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Dla # = In(2) otrzymujemy stad, ze tempo umieralno$ci mezczyzn w tym
przypadku jest dwukrotnie wieksze od tempa umieralnosci kobiet.
5.5.3. Funkcja przezycia. Ogdlnie funkcja przezycia wyraza sie wzorem
S(t,x,B) = e~ Htz.0)

gdzie H(t,x,[) jest skumulowana funkcja hazardu w chwili ¢ dla obiektu
o zmiennej niezaleznej x. W modelu proporcjonalnym:

H(t,x,8) = [ h(u,z,B8)du =r(x,B) [ ho(u)du=r(z,3)Ho(t),
0

0
zatem lacznie

(5.4) S(t,z,B) = e (@A Ho(t)
Mozemy to inaczej zapisaé jako
S(t,x,ﬂ) _ [e—Ho(t)]r(r,,B) _ [S()(t)]T(I"B),

gdzie Sy(t) = e oM jest bazowq funkcjq przezycia.
W samym modelu Coxa funkcja przezycia okredlona jest wiec wzorem

(55) S(t,, ) = [So(£)] PP
Przyjmuje ona oczywiscie warto$ci miedzy 0 a 1.

Przyktad 5.1 [6]. Niech zmienna niezalezna bedzie wiek badanego pa-
cjenta a. Oznaczmy przez x = a — a. Zalézmy, ze ryzyko zapadniecia na
pewna chorobe jest zwiazane z wiekiem (5 > 0). Wéwczas dla pacjenta
w wieku doktadnie a:

S(t,z,8) = So(t).
Dla pacjenta w wieku powyzej $redniej (a > a) mamy
z >0,
co daje
e’ > 1
i w konsekwencji
S(ta xz, ﬁ) < SO(t)
Oznacza to, ze (zgodnie z intuicja) pacjent w wieku powyzej $redniej bedzie
mial mniejsze szanse na przezycie.
Dla pacjentéw mlodszych natomiast (a < a) mamy

z <0,

a wiec
P <1
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i w zwiazku z tym

S(t,l’,ﬁ) > SO(t))

co wskazuje na wigkszg szanse przezycia.

5.5.4. Zalety modelu. Model Coxa posiada wiele niewatpliwych zalet.
W odréznieniu od klasycznych modeli regresji mozna go stosowaé, gdy
zmienna zalezna nie ma rozkladu normalnego oraz gdy mamy do czynie-
nia z danymi niepelnymi (o czym bedzie mowa pézniej).

Ponadto, poniewaz zawsze

e™P >0,

nie ma potrzeby nakltadania dodatkowych zalozen na wartoéci wyrazenia
0.

Dodatkowo, zatozenie proporcjonalnosci implikuje, ze znajomosé jedynie
wspOtezynnikéw [3;, bez wiedzy o ho(t), pozwala okresli¢ wrazliwo$é funkeji
hazardu na zmiane konkretnej cechy.

6. Estymacja parametréw modelu. Metody estymacji parametréw
modelu Coxa — w réznych przypadkach i przy réznych zalozeniach — zo-
staly opisane m.in. w [3] i [6].

6.1. Przypadek z hazardem bazowym przedzialami statym. Na poczatku
rozwazymy przypadek uproszczony, w ktéorym funkcja hazardu bazowego
jest przedziatami stala.

6.1.1. Oznaczenia. Zakladamy, ze
ho(t) = hy,

gdzie:
tel, = (tk—lytk];
k=1,..., M.

Oznaczmy dalej:

S, — zbidr 0séb bedacych pod obserwacja kiedykolwiek w przedziale I,
Ix; — podprzedzial I, w ktérym osoba [ byta pod obserwacja,

dg; — dlugosé przedziatu I,

dr =t — tp_1 — dlugosé przedziatu Ij.

Jezeli nie znamy doktadnego czasu wycofania sie danej osoby z badania,
mozemy aproksymowaé dy; przez %(tk — tx—1) badz %(tk — tr—1), jesli roz-
poczecie i zakonczenie obserwacji danej osoby miato miejsce w tym samym
przedziale I}.

Calkujac funkcje hazardu otrzymujemy

Hy(x;) = hy, f r(x; B)dt = hidir(z; 8)
Iy
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(funkcja r nie zalezy od czasu t).
Niech ponadto

Sur — 1 jezeli I-ty badany zmart w przedziale [}
710 w przeciwnym przypadku.

6.1.2. Funkcja wiarygodnosci. Wklad obserwacji w przedziale I do
funkcji wiarygodnosci wyraza sie wzorem

Li(hi; 8) = ][ e (w13 B)° expl—hudpar (w13 B)],
IES)

zatem pelna funkcja wiarygodnosci ma postaé:
M

(6.1) L(h, ..., hars B) = [ Li(hi; B)).
k=1

6.1.3. Estymator najwiekszej wiarygodnosci. Estymator najwiekszej
wiarygodnoéci dla hy jest rowny

~ _ Zlesk Okl
(62 hi(F) = Zlesk dkﬂ“(ﬂ%ﬁ)'

Licznik tego wyrazenia jest rowny lacznej liczbie zgonéw w przedziale
I. Jezeli zatem w danym przedziale czasowym nikt nie umiera, wéwczas
hy = 0, niezaleznie od wartosci 3.

Jezeli w modelu nie ma zmiennych objasniajacych (np. r(z;;3) = 1),
wtedy estymator funkcji hazardu wyraza sie po prostu wzorem

— liczba zgonéw

~ liczba wystawionych na ryzyko

Podstawiajac estymator hj do wzoru na Ly (hy; () otrzymujemy maksy-
malna wartos¢ tego czynnika przy danym f:

Zz'esk Okt
Zl’gsk dvr(zy; 8)

-exp | — Zl’ESk Okl
El’esk dvr(zy; 8)

Zl/esk 5kl/ Zzesk Skt
El’esk dvr(zy; 8)

(g -

leSk leSy

Sn1
(6.3)  Li(B) = H[ r(fvz;ﬁ)] :
leSy,

dkz'T(ﬂff;ﬂ)] =
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4
= |7t leesk O ZZGSk kl H T(xl-ﬁ)
Zl/esk dir(x; B) Y

1S

gdzie S} jest zbiorem oséb zmartych w przedziale I,.
Estymator najwiekszej wiarygodnosci dla 8 musi zatem maksymalizowaé
funkcje

M
L) = I Lr(3)
k=1
Na ogolt wartosci B oblicza sie korzystajac z metod numerycznych.

6.1.4. Dobér przedziatéw I,. Warto zwrdcié uwage, ze im krotsze prze-
dzialy, tym blizsza aproksymacja ho(t), ale jednoczesnie liczba obserwacji
w przedziale staje sie mniejsza, co skutkuje mniejsza doktadnosScig estyma-
tora.

Jezeli zalozymy, ze czasy Smierci sa parami rézne, otrzymujemy w gra-
nicy wzor:

. - 1
M=) = S, i B
gdzie d; =t —t’_, jest czasem, ktéry uptynat miedzy (j —1). a j. zgonem,
zas R jest zbiorem os6b Zyjacych tuz przed czasem t;».
Estymator najwiekszej wiarygodnosci dla 8 maksymalizuje wartos¢ wy-

razenia
- n 1(]) ﬁ
d;e"L ,
jI;[l ! HZZE’R r(@; B)

gdzie n jest catkowita liczba zgonéw, za$ i(j) oznacza indeks osoby, ktéra
zmarta jako j—ta.
W powyzszych wzorach mozna jeszcze zastapic ZleRj wygodniejsza

forma. Niech 7; oznacza czas zakonczenia obserwacji (spowodowanej $mier-
cia badZ wycofaniem sie z badania) osoby [-tej. Zdefiniujmy
9. — 0 jezeli m <t
TN jezeli 7 >t
Wtedy
Z $l7 Z 9]17" xh
IER;

6.1.5. Estymacja w modelu Coxa. W modelu Coxa, uwzgledniajac jesz-
cze ostatnie oznaczenia, otrzymujemy ostatecznie estymatory:

1
6.4 h; = h; =
(6.4) i = h;(B) S G esp(7)
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oraz

6.5 Taeri(g - T &p@z)
o ]1_[1 e jHlZfiﬁjleXp(ﬂ’wz)

6.2. Przypadek ogdlny — funkcja wiarygodnosci. W przypadku ogdlnym
([6]) dla kazdego z n obserwowanych obiektéw dysponujemy poczatkowo
trojka

(ti, i, Cl'),
gdzie:

t; — dlugos¢ obserwacji,

x; — zmienna niezalezna (jedna, jej wartosé¢ jest zdeterminowana na po-
czatku obserwacji i pozostaje niezmienna przez caly czas trwania badania),

¢; — informacja, czy obserwacja jest cenzorowana, czy tez nie (¢; = 0, gdy
powodem zakonczenia obserwacji nie byto zdarzenie, krére nas interesuje, 1
w przeciwnym przypadku).

Funkcja wiarygodnosci, za pomoca ktérej bedziemy estymowaé parame-
try modelu, ma przy powyzszych oznaczeniach postaé:

o) =11 {[f(ti,xi,ﬂ)]“ X [S(ti,xi,g)]lfcl}_

i=1
Korzystajac z zaleznosci

(6.6) [z, B) = h(t,z, B)S(t, x, 5)

otrzymujemy, ze

l(ﬁ) = H {[h(ti’xi’ﬂ)s(ti,xi,ﬂ)]ci % [S(ti7xi,/3)]lici}7

i=1
€O po uproszczeniu daje
1) = [T {ln(ts, 20, B x [S(ti, 20, B)]}-
i=1
Estymatorem dla 3 bedzie oczywiscie warto$¢ minimalizujaca te funkcje.
Biorac z niej logarytm i podstawiajac konkretna postaé funkcji hazardu
otrzymujemy
n
(6.7) L(B) = Z {ciln[ho(t:)] + ciwiB + P In [So(t:)]} -

i=1

6.3. Funkcja cze$ciowej wiarygodnosci. Uzycie funkcji czedciowe] wia-
rygodnosci, ktéra bedzie zalezata jedynie od interesujacego nas parametru,
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zostalo zaproponowane przez Coxa ([6]). Przypuszczal on, ze parametry wy-
estymowane w ten sposob beda mialy takie same wtasnosci ,rozktadowe”
jak te otrzymane pelna metoda najwickszej wiarygodnosci. Formalnie udo-
wodniono to pézniej.

Funkcja ta ma postaé

wiﬁ ci
6.8 I — e ’
(6.8) »(8) H [Zjemi) 5]

gdzie R(t;) (od ang. risk set) zawiera wszystkie obiekty o czasie zycia (lub
czasie cenzorowania) wiekszym badz réwnym t;, czyli wystawione w chwili
t; na ryzyko.

Wyrazenie to czesto modyfikuje sie opuszczajac sktadniki z ¢; = 0, co
prowadzi do
e B

(6.9) LB =]

) z; B’
i=1 ZJGR(tm) €

gdzie mnozenie odbywa sie po m réznych, uporzadkowanych czasach przezy-
cia, za$ r(;) oznacza wartos¢ zmiennej niezaleznej dla obiektu z czasem t(;)
(przy zalozeniu, ze nie mamy danych zaokraglanych, o czym bedzie jeszcze
mowa pdzniej).

Wspolezynnik

eﬂviﬁ
ZJ'GR(ti) el

ma interpretacje intuicyjna. Hazard dla obiektu ¢ (ktérego czas przetrwania
jest réwny t;) jest proporcjonalny do e®*. Powyzszy wspotczynnik wyraza
hazard dla obiektu ¢ w stosunku do sumy hazardéw wszystkich obiektow be-
dacych w ryzyku w momencie, w ktorym i-ty doswiadcza zdarzenia. Chcemy;,
aby warto$ci wyestymowanych parametréw byty takie, by hazard byl wy-
soki dla obiektu w chwili, gdy interesujace nas zdarzenie faktycznie mu sie
przytrafia.

Dalej postepujemy jak przy peinej funkcji wiarygodnosci, tzn. bierzemy
logarytm z powyzszego wyrazenia:

i rézniczkujemy:

(6.10) Leld) f: {fm) _ Zientia) :Uje%jﬁ }
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i=1 JER(t())
m
= Z L) = Taw;»

i=1

gdzie
evil
wz‘j(ﬁ)
ZlER(t(l)) exlﬁ

za$

Otrzymane w ten sposéb wyrazenie przyréownujemy do 0 i rozwigzujemy
réwnanie.

Bez opuszczenia sktadnikéw z ¢; = 0 pochodna logarytmu funkcji cze-
$ciowej wiarygodnosci ma postaé

L " Y ieR(t,) Li€’
(6.11) 9Ly (5) =3 g - LD T A
0B i=1 ZJGR(t(i)) e

Otrzymany ta droga estymator — rozwigzanie tych réwnafi — ozna-
czamy przez 3.

Przyktad 6.1. Przypusémy, ze w badaniu brato udzial pieciu pacjen-
téw, ktérych czasy przezycia badz cenzorowania przedstawia wykres na ry-
sunku 2.

a A WO N -~

ty Yo {3)

Rys. 2. Czasy przezycia pacjentéw (kwadrat oznacza obserwacje cenzorowana).
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Wartosci zmiennych objasniajacych okreslone sa w tabelce 6.1.

112 (3 (415
z |10 |10 (20 |20 |10

Tabela 6.1. Wartoéci zmiennych objasniajacych.

Z wykresu na rysunku 2. wynika, ze:

e pacjenci numer 1, 2 i 4 zmarli odpowiednio w chwilach (1), t(2) 1 ¢(3),

e pacjenci numer 3 i 5 opudcili badanie z przyczyn losowych (miedzy (o)
a t(3) i po czasie t(3) odpowiednio), nie jest dla nas istotne, kiedy do-
ktadnie mialo to miejsce.

7 zwiagzku z powyzszym mamy 3 zbiory ryzyka:

R(t(l)) =1{1,2,3,4,5}

R(t)) = {2,3,4,5}

R(t(3)) = {4,5}

Lacznie dane potrzebne do obliczenia funkcji czesciowej wiarygodnosci
przedstawia tabelka 6.2.

i |z |€7P () | Rt ZjeR(t(i))emjﬁ

110 [eT7 [1 [{1,2,3,4,5} | 3¢'97 4 2¢297
2110 |97 | 2 | {2,3,4,5} | 2¢'97 42208
3|20 208 | — - -
420 |28 | 3 {4,5} el08 4 208
510 |08 | — - -

Tabela 6.2. Wartosci zmiennych objasniajacych i odpowiadajace

im sktadniki funkcji czesciowej wiarygodnosci.

Podstawiamy je do wzoru:
3

lp(ﬁ) = <~ 2.8
g Z]GR(t(l)) € Jﬁ

PLIOY

i otrzymujemy:

1083 1068 208

I . (& € (&
p(6) = 30100 1 20208 20108 | 9208 o108 | o208

lub, po zlogarytmowaniu i zrézniczkowaniu:

OL,(p) 30100 4 40e208 20198 4 40208 10e108 + 20298
P =40 + +
op 3el08 4 2208 2108 4- 2208 el08 4 208 )7

co przyréownane do 0 pozwala wyestymowaé (5. Otrzymujemy, ze

B = —0.0564.
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6.4. Estymator wariancyi. Estymator wariancji dla estymatora wspot-
czynnika 3 otrzymujemy postepujac podobnie, jak w wiekszosci zastosowan
metody najwiekszej wiarygodnosci.

Liczymy druga pochodng z funkcji czesciowej wiarygodnosci:
0*Ly(B) _

o3

2
i [EjeR(tm) exjﬁ] [ZjER(t(i))$.?exjﬁ] - [ZjeR(tm)%’e%ﬁ]
o 2

i=1 [ZjER(t(i)) eij’}

Wyrazenie to mozna uprosci¢ stosujac (jak wczedniej) oznaczenie w;;((3)
(6.10):

(6.12)

82L, (B - .
PLO -3 S gty au?

=1 jER(t(s))
Wyrazenie przeciwne do powyzszego (minus druga pochodna) nazywamy
informacjq zaobserwowang i oznaczamy przez [(f3):

(6.13) 1(8) = _85755@.

Estymatorem wariancji estymowanego wspoélczynnika jest odwrotnosé
informacji zaobserwowanej wyliczona w (:
(6.14) Var(3) =1(5) ",

natomiast estymatorem bledu standardowego (ozn. @(B)) jest pierwiastek
kwadratowy z estymatora wariancji:

(6.15) SE(B) = \/Var(B).

6.5. Badanie istotnosci wspotczynnika. Po wyestymowaniu wspélczyn-
nika mozna ocenié jego istotnosé, postugujac sie jednym z ponizszych testow.

6.5.1. Test wspolczynnika czesciowej wiarygodnosci. Wartosé oznacza-
ng przez G obliczamy mnozac przez 2 réznice logarytmu funkcji czeSciowej
wiarygodnoéci dla modelu zawierajacego dana zmienna i nie zawierajacego
jej:

G =2{L,(3) - L0}
gdzie

LP(O) - - Z ln(ni)a

przy czym n; oznacza liczbg obiektéw w zbiorze ryzyka w chwili ¢ ;).
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Przy hipotezie zerowej, ze badany wspélczynnik jest réwny 0, jest to
statystyka o rozkladzie x? o 1 stopniu swobody.

6.5.2. Test Walda. Obliczamy stosunek wyestymowanego wspdtczyn-
nika do jego btedu standardowego:
__B_
SE(B)
Statystyka ta bedzie miata standardowy rozkitad normalny.

6.5.3. Score test. Statystyka testowa jest stosunkiem pochodnej funkcji
cze$ciowej wiarygodnosci do pierwiastka informacji zaobserwowanej, obli-
czonych w punkcie 8 = 0:

AL,
* _ _ 0B

1(8)l g0

Przy hipotezie, ze badany wspdlczynnik jest réwny 0, statystyka ta ma
standardowy rozktad normalny.

Wartosci wszystkich trzech testéw (G,z i 2*) powinny by¢ zblizone i pro-
wadzi¢ do tego samego wniosku. W sytuacji, gdy otrzymane wyniki sa rézne,
preferuje sie test wspoétczynnika czesciowej wiarygodnosci.

6.6. Estymacja przy wiekszej liczbie zmiennych niezaleznych. Opisywany
do tej pory model zawieral tylko jedna zmienna niezalezna. Mozna go jednak
odpowiednio przeformulowaé, aby uwzglednial jednoczesne dzialanie wielu
takich zmiennych.

Rozwazmy zatem p zmiennych, ktérych wartodci sa mierzone dla kaz-
dego obiektu na poczatku badania i nie zmieniajg sie z uplywem czasu.
i-temu obiektowi bedzie wiec odpowiadal p-wymiarowy wektor zmiennych
niezaleznych

' = (i, T2, ..., Tip)

i bedziemy poszukiwali dla niego wektora wspotczynnikow

ﬁ/ = (ﬁlaﬁ?a cee aﬁp)'

Wszystkie obliczenia beda przebiegaé analogicznie do przypadku z jedna
zmienng, z tg réznica, ze w miejsce x podstawimy powyzszy wektor i otrzy-
mamy tym samym uklad p réwnan. Pochodna po k-tej zmiennej bedzie
miala postaé:

m . w, 16 m
OL,(3) ZjER(t o) Tike™? _
6.16 Pl = g Tik — @ ; = g T(ik) — Tk }s
( ) 9B ’ Z:jeR(tu)) e>'i ¢:1{ ) o

=1
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gdzie
Tuk = >, wi;(B)Tjk
JER(L(:))
oraz
e®'if

ZleR(t(i)) e
Przez x(;;) natomiast oznaczamy warto$¢ zmiennej x dla obiektu z (upo-
rzadkowanym) czasem przezycia t ;).

Estymatorem otrzymanym metoda najwigkszej wiarygodnosci bedzie
wektor ﬁ (ﬁl, . ,ﬁp)

Podobnie, elementy macierzy informacyjnej (o wymiarach p x p) otrzy-
mujemy przez wyliczenie pochodnych czastkowych drugiego rzedu:

Wi (ﬁ) =

0*L(B)
na diagonali mamy WiQC
0L, "
aﬁk Z Wi $Jk 'Iwik?)?

jE€R (1))

za$ poza nia;

2Ly ( m ) )
3&:(%; Z Z Wi (Tjk — T,k ) (Tt — Tuw1)-

i=1 ]GR(t(l))

Estymator macierzy kowariancji estymatora najwiekszej czeSciowej wia-
rygodnosci otrzymujemy analogicznie — obliczajac odwrotno$é macierzy in-
formacyjnej w punkcie estymatora, tj.

Var(3) =1(B)!

6.7. Estymacja przy zaokrgglanych danych. Skonstruowana wczesniej
funkcja czesciowej wiarygodnodci jest oparta na zalozeniu, ze nie mamy
danych zaokrgglanych, tzn. dotychczas przyjmowalismy, ze kazdy czas prze-
zycia jest unikalny i w danej chwili ¢ co najwyzej jeden obiekt doswiadcza
interesujacego nas zdarzenia.

Konstruujac nowa funkcje zaktadamy, ze zaokraglenia dla konkretnego
czasu przezycia pojawiaja sie przez brak precyzji w pomiarach czasu przezy-
cia. W zwiazku z tym, gdy mamy d wartosci zaokraglonych do jednej, w rze-
czywistosci mogly one zostaé¢ zaobserwowane w ktorejkolwiek z d! mozliwych
kolejnodci.

Doktadna postaé funkcji czesciowej wiarygodnodci jest uzyskiwana przez
modyfikacje mianownika poprzedniej tak, by zawieral wszystkie mozliwe
uporzadkowania. Wowczas jednak otrzymujemy wyrazenia niewygodne do
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dalszych obliczen, dlatego postugujemy sie przyblizeniami. Aproksymacja
(zar6éwno wprowadzona przez Breslowa (1974), jak i Efrona (1977)) dostar-
cza wyrazen prostszych niz dokladna funkcja, ale wciaz uwzgledniajacych
wplyw zaokraglanych danych.

Dla wygody zapisu rozwazamy model z tylko jedng zmienng niezalezng.

6.7.1. Aproksymacja Breslowa. Funkcje czeSciowej wiarygodnosci mozna
aproksymowacé przez

eT+h

(6.18) () =] T
i=1 [ZjER(t(i)) emjﬁ:|

gdzie d; oznacza liczbg obiektow z czasem przezycia t(;, zas$ (;)4 jest rowne
sumie zmiennych po obiektach d;, tj.

L)+ = Z Ljs

JED(t())
gdzie D(t(;)) jest zbiorem badanych, u ktérych czas Zycia wynosi ¢ ;).

6.7.2. Aproksymacja Efrona. Jest nieco bardziej skomplikowana, ale tez
blizsza rzeczywistosci. Funkcje czesciowej wiarygodnosci przybliza sie wyra-
zeniem:

(6.19) La(8) =[]

d; B k—1 p
i=1 [ [ [EjER(t(i)) evih — 4, ZjeD(tm) ex“ﬂ

Gdy d; = 1, wyrazenia w mianowniku we wszystkich trzech wzorach
(podstawowym i obu przyblizonych) sa sobie réwne.

Wszystkie dalsze obliczenia — estymatora 1 wariancji — przebiegaja
podobnie jak w prostszym przypadku.

er(i)+f8

Przyktad 6.2 (Badanie HMO (Health maintenance organization) pa-
cjentow zakazonych wirusem HIV, [6]). W badaniu bralo udzial 100 pa-
cjentéw, o 31 réznych czasach przezycia. Liczba oséb z tym samym czasem
przezycia wahala sie miedzy 1 a 17. Wyniki estymacji poszczegdlnymi me-
todami przedstawia tabelka 6.3.

WIEK LEK
Metoda |Wspdlczynnik Blad stand. Wspolezynnik Blad stand.
Doktadna 0.0977 0.0187 1.0226 0.2572
Breslow 0.0915 0.0185 0.9414 0.2555
Efron 0.0971 0.0186 1.0167 0.2562

Tabela 6.3. Poréwnanie wynikéw estymacji poszczegélnymi metodami.
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Potwierdzaja one, ze estymacja Efrona dostarcza wynikéw blizszych wy-
nikom doktadnym. Tak naprawde estymatory wyznaczone wszystkimi trze-
ma metodami sg sobie bliskie, a ich btedy standardowe sg niemal identyczne,
wiec uzywajac aproksymacji Breslowa powinni$my otrzymaé te same wnio-
ski.

6.8. Estymacja funkcji przezycia. W modelu Coxa funkcje przezycia wy-
razaliémy np. wzorem

(6.20) S(t,x, B) = [So(t)]*P=7,

gdzie Sy(t) oznaczalo bazowa funkcje przezycia. Korzystajac z powyzszej za-
leznosci, przy znajomosci estymatora wspdélczynnika regresji, do estymacji
funkcji przezycia potrzeba nam juz tylko estymatora bazowej funkcji prze-
zycia.

Aby go otrzymaé, korzystaé¢ bedziemy z estymatora Kaplana-Meiera.
Wprowadzamy oznaczenie

ai =1~ %7
ng
gdzie n; jest liczbg obiektow bedacych w ryzyku zdarzenia w chwili ¢;), zas
d; — zaobserwowana liczbg zdarzen w tej chwili. Jest to estymator warun-
kowego prawdopodobienistwa przetrwania w chwili ¢ ;) (indeksy w nawiasach
oznaczaja, ze czasy sa uporzadkowane).
Estymator Kaplana-Meiera funkcji przetrwania jest iloczynem estyma-
toréow dla indywidualnych prawdopodobienstw warunkowych.
Wprowadzamy oznaczenie na warunkowe prawdopodobienstwo bazowe
przetrwania:

~ Soltw)
Qi = o,
So(ti-1))

prawdopodobienstwo warunkowe mozna woéwczas wyrazi¢ przez

S(tay, @, 8) { [So (tiy))=® 7 }_( Solt») >e"”/ﬁ_awﬁ
) o

S(ti-1),z, ) [So(t(i—1))]e®p s So(t(i-1)

Oznaczamy 97 = exp 2’ #. Estymator warunkowego bazowego prawdopo-
dobienstwa przetrwania otrzymujemy rozwiazujac rownanie

~

(6.21) >t -y

0
leD; 1- Oéil leER;

gdzie R; oznacza obiekty w zbiorze ryzyka w chwili ¢(;) (czasy uporzad-
kowane) a D; — obiekty w zbiorze ryzyka z czasem przetrwania réwnym
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Jesli nie mamy danych niedoktadnych, zbiér D; zawiera dokladnie jeden
obiekt i rozwigzaniem powyzszego réwnania jest

~

—1

~ 0,
0; '
(6.22) Q; = [1 — 7A]
ZleRi 0i

Przy danych niedoktadnych za$ rozwiazanie uzyskujemy iteracyjnie. Es-

tymatorem bazowej funkcji przetrwania jest iloczyn indywidualnych esty-
matoréw bazowych prawdopodobienstw przetrwania

(6.23) Sot) = [] @

ty <t

Estymator funkcji przetrwania (S(t,z, 3)) uzyskujemy podstawiajac do
wzoru (6.20) bazowa funkcje przetrwania i estymatory wspolczynnikéw (.

Niektore pakiety, jako estymator bazowej funkcji przetrwania, przyjmuja
prosta funkcje estymatora warunkowego prawdopodobienstwa przetrwania,
tj.

ho(tm)) = 1 — ay.

Takie estymatory moga czesto by¢ niestabilne lub za mato gladkie, by
ich uzywaé. (Mozna jednak uzy¢ pewnych metod ich wygtadzania).

Estymator skumulowanej bazowej funkcji hazardu jest nieco bardziej
praktyczny niz bazowej funkcji hazardu. Otrzymujemy go wykorzystujac
zaleznosé

Solt) = e~ o0,
stad estymator skumulowanej bazowej funkcji hazardu to
Ho(t) = — nSo(1))-
Dla konkretnych warto$ci wspétczynnikéw mamy wiec
(6.24) Ho(t,2,8) = ~In[So(t, z, )] = "7 In[So (1),

co, jako funkcja czasu, moze dostarczy¢ uzytecznego graficznego opisu ry-
zyka.

7. Model ze zmiennymi zaleznymi od czasu.

7.1. Zmienne zalezne od czasu. 7 punktu widzenia modelu jego uogoélnie-
nie, aby zawieral w sobie ewentualng zaleznos¢ zmiennych objasniajacych od
czasu, nie jest trudne, jednak znacznie go komplikuje. Nalezy wiec ostroznie
i z umiarem uwzgledniaé¢ takie zaleznosci oraz analizowa¢ charakter takich
zmiennych przed wlaczeniem ich do modelu.

Warto$¢ zmiennej zaleznej od czasu moze zalezeé¢ jedynie od czasu trwa-
nia badania, niekoniecznie od czasu kalendarzowego. Nalezy zwroci¢é uwage
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na definicje takiej zmiennej w chwili zero, gdyz dla réznych badanych chwila
ta moze nastapi¢ w innym czasie kalendarzowym.

Zmienne zalezne od czasu na ogét mozemy podzieli¢ na wewnetrzne i ze-
wnetrzne. Zmienna wewnetrzna to taka, ktorej wartosé jest zalezna od ba-
danego obiektu i wymaga, by byl on pod okresowa obserwacja. Przyktadem
moze by¢ nowa terapia w leczeniu raka, z punktem koncowym bedacym
$miercig z powodu nowotworu. Jesli aktualna warto$¢ pomiaru stanu fizjo-
logicznego jest zwiazana z progresja choroby, mierzenie tej zmiennej zalezy
od cigglej obserwacji pacjenta.

Zmienna zewnetrzna natomiast to taka, ktorej wartos¢ w poszczegolnej
chwili nie wymaga bezposredniej obserwacji badanego obiektu. Sa to na
przyktad czynniki zalezne od badania lub od srodowiska, i wptywaja one na
wszystkich bedacych pod obserwacja. Przyktadami takich zmiennych moze
byé np. wiek pacjenta. Jesli obserwujemy go przez do$é¢ dlugi okres czasu,
jego aktualny wiek moze mieé¢ wiekszy wplyw na przetrwanie niz na po-
czatku badania. (Oczywiscie, gdy znamy date urodzenia pacjenta, aktualny
wiek moze byé¢ wyliczony w kazdej chwili, niezaleznie od tego, czy pacjent
znajduje sie weiaz pod obserwacja). Inng wazna zewnetrzna zmienna zalezna
od czasu jest czas sam w sobie.

Aby zmienne zalezne od czasu zostaly uwzglednione w modelu, konieczna
jest zmiana zapisu ([6]). Niech z(t) oznacza warto$¢ zmiennej z w chwili ¢.
(Zakladamy, ze wszystkie obiekty dolaczaja do badania w chwili 0). Niech
x;(t;) oznacza wartos¢ zmiennej x dla obiektu [ w chwili ¢;. Dla wielu zmien-
nych objasniajacych (zx(t;) — wartosé k-tej zmiennej itd.) dostajemy wiec
wektor zmiennych:

x;(t,) = [xll(ti)7 e ,xlp(ti)].
Ten zapis jest catkiem ogdélny, tzn. jesli mamy w modelu zmienng niezalezna
od czasu, przyjmujemy xx(t;) = x5 (t = 0) = xy.
Uogd6lniony model hazardu przedstawia sie wzorem:
(7.1) h(t,z(t), B) = ho(t) exp[z’(t) 5],
uogélniona funkcja czesciowej wiarygodnosci zas:
exfi (t(i) ):3 ]
"t .
ZleR(tm) eTi(t@)B
Waznym zalozeniem poczynionym w tym modelu jest, ze wspdlczynniki
0 nie zmieniajg sie w czasie.
Estymatory otrzymuje sie podobnie jak wczesnie;j.

(7.2) L(8) =11 [

Przyktad 7.1 (Badanie skutecznosci terapii os6b naduzywajacych leki
(UIS), [6]). Badanie obejmowalo dwa jednoczesnie stosowane rodzaje tera-
pii. Jego celem bylo poréwnanie skutecznosci programéw o réznym czasie
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trwania. Czas przezycia okredlamy jako czas, ktory uptynal od rozpoczecia
terapii do momentu powrotu do natogu. Czas leczenia, oznaczany przez LOT
(length of treatment) bedziemy traktowaé jako zmienna zalezna od czasu.
Rozwazamy mozliwo$é, iz efekt leczenia zalezy od czasu, przez ktéry ba-
dany bedzie brat w nim udzial — mimo, ze kazdy mégt wycofaé sie z niego
w dowolnej chwili (i wrécié do naltogu), ci z dluzszym stazem przejawiali
tendencje do pozostawania w nim jeszcze diuzej (i réwniez po zakonczeniu
dluzej nie wracali do natogu).

W celu uwzglednienia takiej ewentualno$ci w modelu definiujemy zmien-
na wskaznikowa zalezna od czasu:

0 jezelit < LOT,

OFF_TRT(t) = { 1 jezeli t > LOT.

Pozostale oznaczenia (w nawiasach jednostki badz dopuszczalne wartosci):

AGE — wiek (lata)

BECKTOTA — ilo$¢ punktéow w skali depresji Becka przy przyjeciu
(0.000-54.000)

NDRUGFPx — liczba wczesniejszych terapii lekiem x (0-40)

IVHX_3 — wczesniejsze przyjmowanie lekoéw droga dozylna (1-nigdy, 2-
wezesniej, 3-ostatnio)

RACE — kolor skéry (0-biaty, 1-inny)

TREAT — randomizowany wybér metody leczenia (0-krétkie, 1-dlugie)

SITE — miejsce leczenia (0 = A, 1 = B)

Wspodlezynniki wyestymowane w modelu bez zmiennej zaleznej od czasu
OFF_TRT(t) przedstawia tabela 7.1.

Zmienna  Wspélczynnik Blad stand.

AGE —0.041 0.010
BECKTOTA 0.009 0.005
NDRUGFP1 —0.574 0.125
NDRUGFP2 —0.215 0.049

IVHX_3 0.228 0.109
RACE —0.467 0.135
TREAT —0.247 0.094

SITE —1.317 0.531
AGEXSITE 0.032 0.016
RACEXSITE 0.850 0.248

Tabela 7.1. Wspdlczynniki wyestymowane bez zmiennej
udziatu zmiennej zaleznej od czasu.

Po uwzglednieniu zmiennej OFF_TRT(¢) i ponownej estymacji okazuje
sie, ze zarowno wspotczynnik dla tej zmiennej jest wysoki, jak i wspotezynnik
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dla TREAT ulegl znacznej zmianie. Inne wartoéci przyjmuja tez zmienne
zawierajace SITE (tabela 7.2).

Zmienna  Wspélczynnik Blad stand.

AGE —0.038 0.010
BECKTOTA 0.008 0.005
NDRUGFP1 —0.609 0.128
NDRUGFP2 —0.226 0.050

IVHX_3 0.275 0.109
RACE —0.517 0.135
TREAT 0.019 0.096
SITE —0.969 0.516
AGExSITE 0.036 0.016
RACEXSITE 0.511 0.257
OFF_TRT 2.571 0.157

Tabela 7.2. Wspotczynniki wyestymowane po uwzglednieniu zmiennej
zaleznej od czasu.

Wspélczynnik hazardu poréwnujacy pacjenta po leczeniu do pacjenta
w trakcie leczenia wynosi

HR(t) = 5™ = 13.08,
co wskazuje, ze osoby nie biorace aktywnego udzialu w terapii sa znacznie

bardziej narazone na powrét do natogu, niezaleznie od metody i miejsca
leczenia.

8. Model z danymi niepelnymi.

8.1. Modyfikacja modelu. Dotychczasowe rozwazania braty pod uwage
dane cenzorowane jedynie prawostronnie, zatem kazda obserwacja zaczynala
sie w chwili 0 i trwala az do wystapienia zdarzenia, zakonczenia badania
badZ wycofania sie pacjenta.

W praktyce czesto spotykamy sie z innymi rodzajami niepelnych danych,
zaréwno cenzorowanych, jak i obcietych; i lewo- (na poczatku obserwacji)
i prawostronnie (na konicu obserwacji). Rzadko zdarza sie jednoczesne cen-
zorowanie i obciecie, spotykamy sie jednak z obserwacjami niekompletnymi
z obu stron (np. lewostronnie obcietymi i réwnoczesnie prawostronnie cen-
zorowanymi).

Aby uwzglednié dane cenzorowane w modelu Coxa, potrzebne beda pew-
ne nowe oznaczenia ([6]).

O i-tym obiekcie wiemy, ze czas jego obserwacji T jest ograniczony
dwiema warto$ciami (a; < T < b;). Ponadto dysponujemy informacja, czy
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interesujace nas zdarzenie zaszlo (¢; = 1 jesli zaszlo, ¢; = 0, jesli nie zaszlo).
I tak dla lewostronnego cenzorowania mamy

a; = 0, C; = 1,
dla prawostronnego natomiast
bi = 00,6 = 0.
Prawdopodobienstwo wpadniecia do przedziatu i-tego obiektu wynosi:
(81) [S(ai7 Ty, ﬂ)]l_Ci [S(ai7 Ly, 5) - S(bla Zi, 5)]01 .
Upraszcza si¢ to do:
s 1 — S(bs, x4, )
dla cenzorowania lewostronnego,
s S(ai,x;, B) — S(bs, i, B)
dla danych niecenzorowanych,
b S(ai7 L, ﬁ)
dla cenzorowania prawostronnego.
W funkcji wiarygodnosci bedziemy mieli zatem iloczyn tych prawdopo-
dobienstw dla wszystkich obiektow:
n
(8.2) 1(B) = H[S(ai,xi,ﬁ)]lfci [S(ai, zi, B) = S(bi, x5, 6)]
i=1

Procedura dopasowywania modelu upraszcza sie, gdy a i b przyjmuja
tylko kilka wartosci — mozna wtedy odnies¢ sie do wartosci cenzorowanych
przez przedzialy czasowe jednakowe dla wszystkich badanych.

Przyjmijmy wiec, ze mamy J + 1 przedziatéw (t;_1,t;] dla j =1,2,...,
J+1,t0=01it;4; = oo ize sy one wspdlne dla wszystkich obiektéw. Dla
wygody zapisu oznaczmy przez I; j-ty przedzial czasowy (t;_1,t;]. Zmienna
wskaznikowa dla okredlonego przedziatu czasowego dla i-tego obiektu defi-
niuje sie nastepujaco:

1 (e b =1
Yii =0 wpp '

Po przeformutowaniu prawdopodobienstwo dla j-tego przedziatu bedzie
wyrazalo sie wzorem:

S(tja Li, ﬁ)
S(tj—la T, ﬁ)
Wyrazenie w nawiasach kwadratowych okreéla prawdopodobienstwo, ze
zdarzenie mialo miejsce w j-tym przedziale przy wiedzy, ze obiekt zyl pod
koniec przedzialu j — 1 (czyli Pr(t,—1 <T < t;|T > t;_1)).

(83) S(tj—la'ziaﬁ) - S(t_]?x’hﬁ) = S(tj—lax’iaﬁ) 1-—
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W modelu hazardéw proporcjonalnych stosunek funkcji przezycia na ko-
lejnych koncach przedzialéw moze zostaé zapisany jako:

S t‘, 79 !
M = exp[—exp(z;/3 + 7)),

Tj—ln{—ln[%”'

Na mocy wzoru (8.4) warunkowe prawdopodobienstwo zapisujemy jako

(8.4)

gdzie

0ij = 1 — exp|— exp(aif + 7;)].
Funkcja wiarygodno$ci moze teraz zostaé wyrazona przez
n J4+1
(85) 1B) = [ T {[St5-1, 24, 8)"1[S(t5-1, 5, 8) = S(t5, 24, B)] }*
i=1j=1
n J+1 Ciy Yij
S(t s Ly ﬁ) ' !
- (1,200 |1 - g2
LTI i ST
n J4+1
= H H {S(tjfl,wi, ﬂ) X 05;}11” .
i=1j=1
Funkcje przetrwania na koncu danego przedzialu wyrazi¢ mozna jako
iloczyn kolejnych warunkowych prawdopodobienstw przetrwania. Po prze-
ksztalceniach algebraicznych otrzymujemy, ze:
j—1
S(tj—1,2i, 8) = H(1 —0i1).
=1

Podstawiajac to do wzoru (8.5), otrzymujemy funkcje wiarygodnosci:

n J+1 [j—1 Yij
W=1I11 [Hu - eil)ef;] .
i=1j=1 Li=1

Oznaczmy teraz przez [, przedziat obserwowany dla i-tego obiektu, tzn.
Iy, = (a;,b;]. W powyzszym wzorze na funkcje wiarygodnos$ci mozna zauwa-
zy¢, ze jedynym przypadkiem, gdy czynniki iloczynu po j réznia sie od 1
jest gdy j = k;. Stad

n k;—1
18) =[]0 T]@-0:.
i=1 j=1

Powyzsza funkcja moze zostaé przeksztalcona tak, aby przypominala
funkcje wiarygodnosci dla binarnego modelu regresji. Definiujemy pseudo-
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binarng zmienng wynikowg z;; = y;; X ¢; i teraz

n ki71+ci
(8.6) B)=11 TI -0
i=1 j=1

Dla kazdego obiektu ¢ jest to wiarygodno$é¢ dla k; — 1 + ¢; niezaleznych
binarnych obserwacji z prawdopodobienstwami ¢;; i wynikami z;;.

Przyktad 5.1 (Badanie skutecznosci terapii os6b naduzywajacych leki
(UIS), model z danymi cenzorowanymi, [6]). Zakladamy, ze czas badania
jest rejestrowany co 6 miesiecy. Czas przetrwania jest wiec okreslony przez
6-miesieczny przedzial czasowy, w ktorym nastapit powrdt do natogu lub
ostatni, w ktérym wiemy, ze pacjent nie naduzywatl lekéw.

W badaniu mamy 7 przedziatéw: I; = (6(j —1),65) dla j = 1,...,6
i I; = (36, 00]. Wzieto w nim udzial 628 pacjentéw, przy czym w przedziale
17 jest tylko jeden badany, w Ig nie ma zadnego, zas w I5 jest ich czterech.
Na dodatek obserwacje wszystkich tych pieciu 0s6b sa cenzorowane. Zeby
natomiast moéc estymowac 7;, kazdy przedzial musi zawiera¢ przynajmniej
jeden obiekt z czasem zycia niecenzorowanym. Dlatego tez dane z przedzia-
Yow Iy, Is, Ig i I; sumujemy.

Przyktadowe dane po podziale na przedzialy przedstawia tabelka 8.1.

ID Miesiac Przedzial Cenzorowanie z Wiek

2 6 1 1 1 30
4 6 1 1 1 29
1 12 1 1 0 36
1 12 2 1 1 36
3 12 1 1 0 30
3 12 2 1 1 30
7 18 1 1 0 36
7 18 2 1 0 36
7 18 3 1 1 36
31 18 1 0 0 36
31 18 2 0 0 36
31 18 3 0 0 36
5 24 1 0 0 21
5 24 2 0 0 21
5 24 3 0 0 21
5 24 4 0 0 21
388 24 1 1 0 40
388 24 2 1 0 40
388 24 3 1 0 40
388 24 4 1 1 40

Tabela 8.1. Przyktadowe dane po pogrupowaniu.
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Pierwszy blok danych zawiera informacje o pacjentach, ktorzy powrdcili
do nalogu w czasie pierwszych 6 miesiecy.

Drugi zawiera po dwie linijki na badanego — pierwsza méwi o tym, ze
nie zaczal on z powrotem naduzywaé lekow w czasie pierwszych 6 miesiecy,
druga — ze zaczal w czasie kolejnych 6 (z = 1).

Kolejny blok sklada sie z 6 linii, po 3 na pacjenta. Pierwszy z nich (o
ID =7) wrécil do nalogu miedzy 12. a 18. miesiacem (dla przedziatu nr 3
ma on z = 1), za$ z drugim (/D = 31) ostatni kontakt mial miejsce w 18.
miesigcu (dlatego dla niego z = 0, gdyz nie zaobserwowaliSmy powrotu do
nalogu).

Podobnie w ostatnim bloku mamy dane o dwbch pacjentach, z ktérych
obserwacja jednego (o ID = 5) jest cenzorowana, za$ drugiego (ID = 338)
nie. Wyestymowane parametry przedstawia tabelka 8.2.

Zmienna  Wspédlczynnik Biad stand.

AGE —0.040 0.010
BECKTOTA 0.006 0.005
NDRUGFP1 —0.531 0.130
NDRUGFP2 -0.197 0.050

IVHX_3 0.236 0.111
RACE —0.444 0.137
TREAT —0.235 0.097
SITE —1.220 0.548
AGEXSITE 0.029 0.017
RACEXSITE 0.825 0.255

INT 1 1.827 0.432

INT_2 1.745 0.446

INT.3 0.904 0.475

INT 4 —0.816 0.728

Tabela 8.2. Wyestymowane wartosci parametrow.

Parametry te nie odbiegaja znacznie od wyestymowanych przy uzyciu
danych doktadnych, znaczy to, ze mozliwe jest uzyskanie do$¢ dobrych es-
tymatoréw mimo danych pogrupowanych w przedzialy.

8.2. Estymacja funkcji przezycia. Estymujac funkcje przezycia zaczy-
namy od estymacji bazowej funkcji przezycia Sy. Interesuja nas jej wartosci
na koncach kazdego z rozwazanych przedzialow.

Z definicji 7; oraz z tego, ze Sp(ty = 0) = 1 na koncu pierwszego prze-
dziatu estymator bazowej funkcji hazardu wynosi:

So(tr) = exp|— exp(#1))],
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na koncu drugiego przedziatu:
Solt2) = So(t1) exp[— exp(72))

i ogdlnie, na koncu j-tego (j =1,2,...,J) przedziatu:

(8.7) So(t;) = So(t;j—1) exp[—exp(7;)].
Podobnie jak wczesniej, estymator funkcji przezycia otrzymujemy z esty-
matora bazowej funkeji przezycia (przy danym estymatorze wspotczynnikéw

regresji):

S(t;,x, 8) = [So(t;)]"P @B,

9. Podsumowanie. W niniejszej pracy przedstawiony zostal model ha-
zardéw proporcjonalnych Coxa oraz estymatory jego parametréw przy roz-
nych zaltozeniach co do zmiennych niezaleznych oraz co do czaséw przezycia
konkretnych obiektéw. Do jego niewatpliwych zalet nalezg stosunkowo nie-
wielkie ograniczenia czy dodatkowe zalozenia w jego wykorzystywaniu, dla-
tego tez ma on szerokie zastosowanie. Szczegdlnie istotng mozliwoécia, jaka
daje jego stosowanie, jest uwzglednienie danych niepelnych, ktére w analizie
przezycia zdarzajg sie do$é¢ czesto.
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Models of Cox’s Proportional Hazards

Abstract. The paper presents Cox proportional hazards model, its properties and me-
thods of its parameters estimation. It is widely applicable in survival analysis — in predic-
tion of survival chances of some objects (usually patients in medical studies). The essential
advantage of the model is allowing of incomplete data, which often appear in studies —
both in random and fixed way. Cox model works especially well when determination of
treatment effectiveness in comparative sense (with reference to other therapies) is needed.
Terminology and examples are usually taken from medicine but the model can be used
also in sociology, crime detection or engineering.
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