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Historia problemu Webera

Streszczenie. W pracy zajmujemy sie zagadnieniem, ktore znane jest powszechnie jako
konstrukcja mediany Webera. Chodzi mianowicie o znalezienie takiego punktu w prze-
strzeni R™, ze suma jego odleglosci od m danych punktéw w tejze przestrzeni jest naj-
mniejsza. Prezentujemy historie¢ badan w tej dziedzinie poczawszy od najprostszej formy
tego problemu, tj. minimalizacji sumy odlegto$ci od wierzchotkéow trdojkata, ktérym zaj-
mowano si¢ w XVII i XVIII wieku az po wspoétczesne wyniki w tym zakresie i jego dalsze
uogblnienia. Wskazujemy takze na mozliwosci jego zastosowan w statystyce i ekonometrii.
Stowa kluczowe: punkt Fermata—Torricellego, mediana Webera.

Wiele kluczowych kierunkéw zastosowan matematyki koncentruje sie
wokoét zagadnien zwigzanych z optymalizacja warto$ci rozmaitych funkcji
rzeczywistych. Jednym z najwazniejszych probleméw tego rodzaju jest wy-
znaczenie punktu minimalizujacego sume jego odleglosci euklidesowych od
pewnej liczby danych punktéw. Formalnie rzecz ujmujac, jesli m i n sa licz-
bami naturalnymi, to majac w przestrzeni R" parami réznych m punk-

tow X; = (x1j,%25,...,%n;), j = 1,2,...,m, nalezy znalezé taki punkt
Ao = (ap1,ap2, - - - ,apy) nalezacy do R™, dla ktérego spelniona jest réwnosé
m n 1/2 m n 1/2
DS w) = 3 (S
j=1 =1 j=1 =1
gdzie A = (ay,...,a,). Zagadnienie to nosi nazwe problemu Webera, a punkt

Ag nazywamy mediang Webera. Mediana Webera w statystyce stanowi wie-
lowymiarowe uogdélnienie klasycznego pojecia mediany obserwacji, zas w sen-
sie geometrycznym nalezy do kategorii tzw. punktow osobliwych w prze-
strzeni R". W prezentowanym artykule przedstawimy rys historyczny tego
problemu oraz wspotczesne mozliwosci jego rozwiazania i zastosowan. Wy-
jasnimy takze geneze wskazanych wyzej okreslen.

Na prostej rzeczywistej. W najbardziej trywialnym przypadku, gdy
mamy do czynienia z punktami na prostej, tj. jesli n = 1, optymalizacyjna

(3]
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réwnos¢ (1) przybiera postaé

2) >l = aol = min (Y [z, — al).
j=1 j=1

Poniewaz funkcja |x| jest r6zniczkowalna na zbiorze R\ {0}, zatem z réw-
noéci (2) wynika, ze

m
ngn(wj —ap) =0.
j=1

Stad wnioskujemy, ze punkt ag jest tak usytuowany, iz jest tyle samo
liczb x; mniejszych i wigkszych od ag. Jesli m jest liczba nieparzysty, to
a0 = T((m+1)/2), tzn. jest to (m + 1)/2 kolejna liczba w ciggu liczb x; usze-
regowanych monotonicznie. Gdy zas m jest liczba parzysta, to ag moze by¢
dowolng liczba nalezaca do przedziatu (2(m /2, T((m/2)+1))- Jak si¢ pézniej
okaze, mamy tu do czynienia z jedynym przypadkiem, w ktérym rozwiazanie
zagadnienia (1) nie jest jednoznaczne.

Problem Fermata—Torricellego dla tréjkata i innych figur pta-
skich. Znacznie ciekawsze niz przypadek jednowymiarowy jest rozwigzanie
zagadnienia (1) na plaszczyznie (czyli, gdy n = 2). Najstawniejsza z histo-
rycznego punktu widzenia jego opcje stanowi zadanie polegajace na wyzna-
czeniu punktu minimalizujacego sume odlegtosci od trzech wierzchotkdéw nie-
zdegenerowanego tréjkata (gdy w (1) m = 3). Problem ten zostal sformuto-
wany w XVII w. przez Pierre’a Fermata (1601-1665), francuskiego prawnika
i poete, znanego z wielu znakomitych osiagnie¢ matematycznych — przede
wszystkim ze stawnego Wielkiego Twierdzenia jego nazwiska, ktore dopiero
pod koniec lat 90. XX wieku udowodnit Andrew Wiles. Omawiana kwestia
pojawita sie wlasciwie nieco przez przypadek, na koncu wydanego w 1637 r.
stawnego dzieta o maksimach i minimach zatytutowanego ,,De maximis et
minimis, et de inventione tangentium curvarum” (w ktérym Fermat zapre-
zentowal reguly wyznaczania stycznych do réznych krzywych), przybierajac
postaé nastepujacego wyzwania rzuconego wspotczesnym: . Jesli ktos nie po-
chwala moich metod, niech sprébuje rozwigzaé nastepujgcy problem: majgc
dane na plaszczyinie trzy punkty, znajdzie czwarty, taki, Ze suma jego odle-
gloéci od trzech punktow danych osigga minimum?’. Za sprawg francuskiego
franciszkanina Marina Mersenne’a (1588-1648), ktéry oprocz uzdolnieh ma-
tematycznych znany byl z tego, ze gromadzit i szeroko upowszechnial in-
formacje o zastyszanych zagadnieniach i osiggnieciach naukowych, problem
Fermata trafit do Wtoch. Tam ok. roku 1640 pierwsze jego rozwigzanie podat
stynny uczen Galileusza i wynalazca termometru rteciowego — Evangelista
Torricelli (1598-1647). Wykazal on, ze okregi opisane na trdjkatach réw-
nobocznych skonstruowanych zewnetrznie na bokach danego tréjkata maja
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jeden punkt wspélny, ktory jest rozwigzaniem zagadnienia Fermata. Od jego
nazwiska punkt ten nazywany jest punktem Torricellego(?). Rozwiazanie E.
Torricellego opublikowal jego wychowanek i wspotpracownik, inzynier i ma-
tematyk, Vincenzo Viviani (1622-1703) w swym dziele z 1659 r. pt. ,De
maximis et minimis, geometrica divinatio: in quintum Conicorum Apollo-
nii Pergaei”. Inny uczen Galileusza — Bonawentura Cavalieri (1598-1647)
w wydanej w 1647 r. pracy ,Exercitationes geometricae”, wykazal, ze kazdy
z bokoéw tréjkata jest widoczny z punktu Torricelliego pod katem 120°. Ko-
lejny wazny rezultat w tej dziedzinie osiagnat angielski matematyk Thomas
Simpson (1710-1761) — w opublikowanej w Londynie w 1750 r. rozprawie
,Doctrine and Application of Fluxions” udowodnil on, ze trzy proste 1a-
czace zewnetrzne (tzn. rézne od wierzchotkéw danego tréjkata) wierzchotki
opisanych przez Torricellego tréjkatow réwnobocznych i odpowiednie prze-
ciwlegle wierzchotki rozwazanego tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie,
ktérym jest wlasnie punkt Torricellego. Linie te znane sa odtad jako proste
Simpsona. Problem minimalizacji sumy odlegtoéci od trzech punktéw ptasz-
czyzny znany jest réwniez pod nazwa problemu Steinera na czeSé szwajcar-
skiego uczonego Jacoba Steinera (1796-1863), profesora katedry matematyki
uniwersytetu w Berlinie, ktory usystematyzowal wiedze z tego zakresu oraz
badal pewne szczegdlne aspekty zagadnienia Fermata.

Ponizej prezentujemy klasyczne rozwigzanie problemu Fermata za punkt
wyjscia przyjmujac konstrukcje i wlasnoéci prostych Simpsona.

Rys. 1.

We wnetrzu tréojkata AABC wybieramy dowolny punkt P i taczymy go
z wierzchotkami A, B, C. Nastepnie obracamy tréjkat AAPC o kat 60°
wzgledem punktu A (p. rys. 1.). Niech C’ i P’ beda obrazami odpowied-
nio punktéw C' i P w tym przeksztalceniu. Trojkat AC'AC jest réwno-
boczny. Wowczas |AP| = |AP’| oraz <P'AP = 60°, czyli trojkat AP'AP
jest réwnoboczny, a wiec |PP’| = |AP|. Ponadto jest |P'C’| = |PC|. Zatem

(2) Cho¢ w wielu opracowaniach nazywa sie¢ go takze punktem Fermata lub Fermata—
Torricellego.
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|PA|+|PB|+|PC| = |PP'|+|PB|+ |P'C’|. Poniewaz punkt C’ jest obra-
zem punktu C' powstalym w wyniku obrotu tego punktu o kat 60°, zatem
polozenie punktu C’ nie zalezy od polozenia punktu P. Stad wnioskujemy,
ze |PA|+ |PB| + |PC| > |BC'|, poniewaz lamana BPP’'C’ nie jest krétsza
niz odcinek |BC’|. Suma |PA|+|PB|+|PC| osiaga wigc minimalna wartosé
woéwezas, gdy punkt P znajduje sie na prostej |BC'|. Wtedy <APC’ = 60°.
Ponadto, obracajac trojkat AAPC wokét punktu C o kat 60° i przeprowa-
dzajac analogiczne rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze <C’'PC = 60°,
zatem <APC = <APC’' + <C'PC = 120°.

c’ C

.........................................................

NS
¥

A/
Rys. 2.

Konstruujac analogiczne tréojkaty réwnoboczne ABCB’ oraz NABA’
(p. rys. 2) dochodzimy do wniosku, ze punkt P lezy na przecieciu prostych
Simpsona BC’, AB’, CA’. Mamy wiec <APC = <APB = <BPC = 120°.
Ta ostatnia réwnos$é zachodzi jednak tylko wowczas, gdy wszystkie katy
trojkata AABC sa mniejsze niz 120°(3).

7 powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli AABC posiada kat rozwarty
o mierze co najmniej 120°, to punktem Torricellego P jest wierzchotek tego
kata.

Jak wspomniano wczeéniej, dla tréjkata z katami mniejszymi od 120°
punkt Torricellego mozna tez zgrabnie skonstruowaé za pomoca okregdw

(3) Jesli trojkaty réwnoboczne zostang zbudowane na bokach rzeczonego trdjkata nie
po jego zewnetrznych stronach, a do wewnatrz, to odpowiednie proste Simpsona réowniez
przecinaja si¢ w jednym punkcie, zwanym drugim punktem Fermata.
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AV
Rys. 3.

opisanych na tréjkatach réwnobocznych AACC’, ABCB’, ABAA', jako ich
punkt wspélny (p. rys. 3). Zalézmy bowiem, ze P jest punktem wspdlnym
okregéw opisanych na tréojkatach AACC’ i ABAA’ réznym od punktu A.
Wowczas z twierdzenia o czworokacie wpisanym w okrag wnioskujemy, ze
JAPC = 180° — <AC'C = 180° — 60° = 120° oraz <APB = 180° —
<JAA'B =180° — 60° = 120°. Tym samym <BPC = 120°, a zatem czworo-
kat PBB’'C jest wpisany w okrag opisany na tréjkacie ABB’C, czyli punkt
P nalezy réwniez i do tego okregu.

Pewne zagadnienia pokrewne zwigzane z pojeciem punktu Torricellego
oraz niektére uogdlnienia jego konstrukcji mozna znalezé¢ w ksigzce H. Stein-
hausa ([18]) oraz opracowaniu A. Bogomolnego ([3]). H. Steinhaus odwotuje
sie przy tym do zastosowan rozpatrywanego problemu w fizyce, wykorzystu-
jac wlasnosci réwnowazacych sie sit.

Nadmienmy jeszcze, ze jezeli ABC' D jest czworokatem, to szukanym roz-
wigzaniem analizowanego zagadnienia jest wéwczas punkt przeciecia jego
przekatnych. Istotnie, mamy bowiem |PA| + |PC| > |AC| oraz |PB| +
|PD| > |BD|. Stad |PA| + |PB| + |PC| + |PD| > |AC| + |BD|, zatem
punkt przeciecia prostych AC' i BD jest tym, w ktérym suma odleglosci od
wierzchotkéw figury osiaga warto$é najnizsza.

Warto zauwazyé¢, ze jesli srodek ciezkosci trojkata pokrywa sie z jego
punktem Torricelliego, to trojkat ten jest rGwnoboczny oraz, ze jezeli srodek
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ciezkosci czworokata pokrywa sie z jego punktem Torricellego, to czworo-
kat ten jest rownoleglobokiem. Fakty te mozna wykorzysta¢ w szkolnym
nauczaniu geometrii (zob. A. Mlodak ([15])).

Przypadek wielowymiarowy. Znacznie trudniejsze jest wyznaczenie
punktu minimalizujacego sume odlegtosci od punktéw danych w najbardziej
ogblnym przypadku analizowanego zagadnienia, czyli rozwiazanie réwnania
optymalizacyjnego (1) dla dowolnych liczb naturalnych m, n, gdzie m >
3 oraz n > 2. Dlatego tez bylo ono rozpatrywane stosunkowo pdzno, bo
dopiero w XX stuleciu.

Jako pierwszy taksg postaé problemu Fermata sformutowal wybitny nie-
miecki socjolog, teoretyk kultury i ekonomista, profesor Uniwersytetu w He-
idelbergu, Alfred Weber (1868-1958). W opublikowanej w 1909 r. monografii
,2Industriellen Standortlehre” zawierajacej wyktad teorii lokalizacji przedsie-
biorstw, jako rozwiazanie problemu minimalizacji kosztow transportowych,
zaproponowal on punkt bedacy rozwiazaniem zagadnienia (1). Jednakze ani
sam A. Weber ani zaden z jego kolegéw-naukowcéw nie potrafili podaé kon-
kretnych wynikow na temat tego rozwigzania. Tym niemniej punkt ten od
tamtego czasu nosi po dzié dzien nazwe wtasnie mediany Webera(*). Pierw-
szy przyblizony algorytm obliczeniowy wyszedl w 1937 roku spod pidra
amerykanskiego matematyka wegierskiego pochodzenia Endre Weiszfelda
(1916-2003), wspolzalozyciela stynnego Institute of Management Science
w USA(®). Procedura ta, opisana w pracy [20], polegata na okregleniu zbioru
wag odwrotnie proporcjonalnych do odleglosci danego punktu od punk-
téw danych, a nastepnie skonstruowaniu nowego oszacowania jako wazo-
nej $redniej wspélrzednych danych punktéw z tym wagami. Mdwiac bar-
dziej formalnie, iteracje E. Weiszfelda rozpoczynamy od dowolnego punktu
Ay = (ay1,a(0)2,---5a0)n) € R, a k-te przyblizenie szukanej mediany
Webera punktem Ay = (a1, a2, - - - Gryn) € R wyznaczamy jako

Akyi = <]z:1 \/Zﬁl(xzii G(kl)i)2>/<jzl \/E?l(ﬂfig‘l— a<k1>i)2>’

k =1,2,.... Procedura konczy sie, gdy odlegtosci pomiedzy punktami ko-
lejnych iteracji sa dostatecznie mate.

Blizsze spojrzenie na problem oraz kilka interesujacych faktéw z tego
zakresu stanowi dopiero tres¢ artykutu J. B. S. Haldane z 1948 r. ([7]).

(4) Inne nazwy spotykane w literaturze to m.in. mediana geometryczna, mediana L1
lub medianocentrum.

(5) Naukowiec ten jest bardziej znany jako Andrew Vazsonyi. Stalo si¢ tak na skutek
zmiany nazwiska, ktérej dokonal on w 1938 r. z obawy przed przesladowaniami, jakie
woéwcezas spotykaty na Wegrzech mieszkajaca tam ludno$é o zydowskich korzeniach.
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Wprawdzie autor powyzszej publikacji rozpatrywal nieco uproszczona wer-
sje zagadnienia (1), mianowicie punkty na plaszczyznie (n = 2), ale przed-
stawione fakty mozna uogdélni¢ dla dowolnej przestrzeni n-wymiarowej, co
ponizej czynimy.

TWIERDZENIE 1. Jezeli m > 3 oraz n > 2, to mediana Webera jest
wyznaczona jednoznacznie.

Dowod. Zalézmy, ze co najmniej trzy sposréd punktéw X, Xo, ..., X,
sa niewspolliniowe. Poniewaz izometria, jak np. przesuniecie réwnolegle,
zachowuje wzajemne polozenie punktéw X;, zatem mozemy przyjac bez
zmniejszania ogdlno$ci, ze punkt minimalizujacy odlegtoé¢ od punktéw X; =
(15, %25,...,%n;), 7 = 1,2,...,m znajduje sie w poczatku uktadu wspol-
rzednych (gdyz dokonujac izometrycznych przeksztalcen ukladu punktéw
X1,Xo,...,X,,, np. translacji czy rotacji, mozemy taka pozycje uzyskaé —
mediana Webera jest bowiem afinicznie niezmiennicza). Zalézmy, ze zaden
z punktow X;, Xo, ..., X, nie pokrywa sie z rzeczonym poczatkiem uktadu
wspotrzednych. Niech

(3) flay,az,...,a, i(i (2 — i)z)%

bedzie suma euklidesowych odleglosci punktu A = (ay,as,...,a,) € R" od
punktéw X1, Xo, ..., X,,. Wéwczas dla dowolnego punktu (z,0,...,0) € R”
mamy

m n 1
def 2
o(2) E £2,0,.,0) =D (@ -2+ Y a%)").
j=1 i=2

a pierwsza pochodna tej funkcji

(4) dfliz) = zm:(z - $1j)<<($1j -2+ iffj)_%)
j =2

J=1

Wobec zalozenia, pochodna ta musi osiaga¢ wartosé 0 dla z = 0. Ponadto
druga pochodna funkcji ¢(z) dana jest wzorem:

o S () (o) )

Tym samym druga pochodna funkcji ¢(z) przyjmuje wylacznie wartosci
dodatnie (wyrazenie w potedze utamkowej jest szescianem odleglodci, czyli
liczba dodatnia), a zatem innego ekstremum oprécz poczatku ukladu nie
ma.
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Jezeli za$ rozpatrywanym punktem jest jeden z punktow Xi, Xo, ...,
X, np. X3, to

m

o) =11+ 3 (G - 27+ 3°02) )
=2

i=2
i pochodne sa postaci:
a) lewostronna:

dcfl(zz) _ 14 f:(z —a;lj)<<(3?1j — 2)? —i—i:x?j)%),

=2 i=2

b) prawostronna:

dsCOl_(ZZ) 1 é(z —$1j)<<($1j — 224 gx?j)_%).

Drugie pochodne funkeji ¢(z) na obu pétosiach przyjmuja réwniez warto-
$ci dodatnie, natomiast pierwsza pochodna lewostronna tejze funkcji osiaga
w punkcie z = 0 warto$¢ —1, zas prawostronna 1. Wobec tego funkcja ¢(z)
posiada tylko to jedno, ostre minimum. Tym samym dowo6d twierdzenia zo-
stal zakonczony. a

TWIERDZENIE 2. Jezeli w przestrzeni R™ ustalono pewien kierunek, P
jest mediang Webera dla ukladu punktow X1, Xo, ..., X,, réing od kazdego
z nich, za$ oy jest kgtem, jaki tworzy wektor PX; z tym ustalonym kierun-
kiem, 7 =1,2,...,m, to

m

ZCOS a; =0.

Jj=1

Dowdd. Wykorzystamy podejscie zastosowane w dowodzie twierdze-
nia 1. Jedli P spelnia zalozenia twierdzenia 2. oraz uklad punktéow X, Xo,
.., Xim zostal przesuniety réwnolegle lub obrécony w taki sposéb, ze P
znajduje sie w srodku uktadu wspélrzednych, to pierwsza pochodna funkcji
celu (3) dla (z,0,...,0) € R" (a wiec postaci (4)) musi si¢ zerowaé przy
z = 0. Niech p; bedzie dtugoscia wektora P—X;, za$ 0; — katem pomiedzy
tym wektorem a osig odpowiadajaca pierwszej wspoélrzednej punktu w roz-
patrywanej przestrzeni. Wobec tego x1; = pjcosf;, j = 1,2,...,m. Zatem
z (4) wnioskujemy, ze

i - -3 " 0;cosf "
L A A
Jj=1 i=2 j=1 J j=1

Poniewaz ani numer wybranej wspolrzednej, ani potozenie osi nie zmniej-
szaja ogdlnodci rozwazan, zatem twierdzenie zostato udowodnione. a
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W przypadku ukladu punktéw na plaszczyznie mozna udowodnié wie-
cej, a mianowicie, ze réwniez (zachowujac zalozenia i oznaczenia z twierdze-
nia 2.)

m
Z sina; = 0.
j=1

W tym celu w dowodzie twierdzenia 2. ktadziemy n = 2, a rozumowa-
nie przeprowadzamy ze wzgledu na rzedne, tzn. rozwazamy sume odlegtosci
punktu (0, z) € R* od punktéw X1, Xo, ..., X,,. Wéwczas wobec faktu(®),

ze Toj = p;jsinb;, j =1,2,...,m otrzymujemy
" " 0:sinf "
_1 ‘ j .
O:Z$2j(($%j+$§j) 2)22730 J :Zsmﬁj.
=1 j=1 =7 =1

7 twierdzenia 2. wynika bardzo ciekawy wniosek. Ot6z, jezeli zmienimy
uklad punktéow X, Xo, ..., X, w ten sposob, iz pewien punkt X; zasta-
pimy X]', lezacym na poétprostej PX; i réznym od P to polozenie punktu P
nie ulegnie zmianie. Niech bowiem ,0;- oznacza dtugo$é¢ odcinka P—X]’ Wow-
czas kat pomiedzy wektorem P—X; oraz osia odpowiadajaca pierwszej wspot-
rzednej] w R"™ pozostanie bez zmian, a zatem warto$¢ pochodnej funkcji
celu (por. (6)) dla uktadu punktéw X1, Xo, ..., Xj_1, X}, Xjp1, .., X
w poczatku uktadu wyniesie réwniez 0, co przy dodatniosci drugiej pochod-
nej (por. (5)) daje nam wniosek, ze P jest réwniez mediana Webera i dla
tego zmodyfikowanego ukladu punktéw. Tak wiec, np. obierajac w tréjkacie
AABC (rys. 2.) punkt A’ nalezacy do odcinka AP i rézny od P, stwier-
dzamy na mocy powyzszego rozumowania, ze punktem Torricellego trojkata
ANA'BC jest rowniez 6w punkt P. W ostatniej czesci artykulu wykazemy,
ze wlasno$¢ ta, podobnie jak jednoznaczno$é¢ mediany Webera, przenosi sie
na dowolng przestrzen metryczna.

Oprécz badania wlasnosci mediany Webera z powodu jej licznych zasto-
sowan w statystyce (np. badanie zréznicowania obiektéw na danym obszarze
i w ustalonej dziedzinie) oraz ekonomii konieczne stalo si¢ podanie metod
jej wyznaczania. Zadanie to okazalo sie¢ bardzo trudne, o czym Swiadczy
fakt, ze znane sg jak dotad jedynie dwa algorytmy numeryczne wyznaczania
owego punktu. Pierwszy podany przez J. C. Gowera w 1974 r. ([6]) opieral
sie na skomplikowanych meandrach fizycznej interpretacji mediany Webera.
Jednak pie¢ lat péiniej F. K. Bedall i H. Zimmermann ([2]) zaproponowali
zgrabng metode obliczeniowa, ktérej istote stanowi umiejetne stosowanie ra-
chunku rézniczkowego. Wykorzystuje sie w niej mianowicie funkcje celu (3)

(6) Postugujemy sie¢ tutaj de facto wspdéirzednymi biegunowymi punktu na ptaszczyz-
nie.
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oraz wektor jej pochodnych czastkowych pierwszego rzedu (tzw. gradient
funkcji):

of of of

Oa;’ Oay’ " Oay,

(7) g{{ = Em:(x” — ai)<§:(xij - ai)Q)_%, 1=1,2,...,n,
i O

i=1

Vf(A) = ( ), gdzie

a takze macierz pochodnych rzedu drugiego (hesjan):
- 1

®) B/ (4) = 0 (4) ~1( 3 (= )
D S E—wE T

gdzie I jest macierza identyczno$ciowa rozmiaru n X n, za$ Qf to macierz
tego samego rozmiaru, ktérej elementy sa postaci

- (@ng —an) (@ — i) o
qp f(A) = Z (Z;il(xpj — ;p)2)3/2, h,i=1,2,...,n.

Woweczas przyrost wspolrzednych mediany Webera A(A) = (6(aq),0(az),
.,0(ay)) jest rozwiazaniem nastepujacego ukladu réwnan liniowych:

Jj=1

(9) Hf(A) - A(A) = Vf(A).
Postepowanie iteracyjne(”) jest nastepujace. Wybieramy dowolny punkt
startowy A = (a1,as2,...,a,) przestrzeni R, obliczamy pierwsze i drugie

pochodne czastkowe funkcji celu w punkcie A wedlug wzoréw (7) i (8). Je-
$li wartosci wspotrzednych gradientu nie przekraczaja przyjetego poziomu
doktadnosci szacunku € > 0, to przyjmujemy wyjsciowy wektor za rozwigza-
nie. W przeciwnym razie rozwiazujemy uktad (9) i do odpowiednich wspot-
rzednych punktu wyjsciowego dodajemy odpowiednie wartosci przyrostow,
podstawiajac A := A+ A(A). Uzyskujemy w ten sposéb nowy punkt, dla
ktorego wyznaczamy wartosci gradientu oraz drugich pochodnych czastko-
wych i sprawdzamy, czy wartosci wspoétrzednych gradientu nie przekraczaja
przyjetego poziomu precyzji. Procedure te powtarzamy tak dlugo, az osia-
gniemy zakladang doktadnosé gradientu funkcji celu dla oszacowania me-
diany Webera.

Jak zauwazyliémy w czedci drugiej, immanentng cechg punktu Torricel-
lego w tréjkacie jest réwnosc katow, jakie tworza odcinki taczace go z wierz-
chotkami tréjkata, jesli tylko wszystkie katy tegoz tréjkata sa mniejsze od
120°. Powstaje zatem naturalne pytanie, czy owa wtasnosé rownokatnosci da
si¢ uogélni¢. Problem ten badali m.in. Y. S. Kupitz i H. Martini ([8]). Udo-
wodnili oni, iz jedli w R® punkt Torricellego dla danych czterech punktéw

(7) Postepowanie to wykorzystuje pewien ogdélniejszy model iteracji zwany metodg
Newtona—Raphsona.
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znajduje sie wewnatrz utworzonego przez nie czworoscianu, ktérego Sciany
maja wszystkie katy ptaskie mniejsze od 120°, to katy przestrzenne wyzna-
czone przez odcinki taczace te punkty z wierzchotkami owego czworoscianu
sa réwne. Ponadto wykazali, iz punkt Fermata—Torricellego pokrywa sie ze
srodkiem sfery opisanej na danym czworoscianie lub z jego srodkiem ciezko-
$ci jedynie woéwczas, gdy czworoscian ten jest foremny.

Najbardziej ogélnie do tego zagadnienia podeszia jednak L. Dalla ([4]),
rozwazajac n-wymiarowy sympleks w R”, rozpiety na afinicznie niezaleznych
punktach X;, X5,..., X, 1. Dla danego wypuklego (n — 1)-wymiarowego
zbioru K oraz a € R",| a ¢ aff (K), autorka cytowanej pracy definiuje stozek
generowany przez K o wierzchotku « jako

sta K & U{a—}—)\(ﬁ—a):)\ZO},

BEK

za$ kgtem przestrzennym tego stozka s(K,«) nazywa stosunek (n — 1)-
wymiarowej miary zbioru U Nst, K do (n — 1)-wymiarowej miary U, gdzie
U oznacza powierzchnie kuli o srodku «, tzn.

s(K,a) =c(n) f e l=1” gz,
sta K

gdzie || - || to norma euklidesowa, zas ¢(n) oznacza stala zalezna tylko od n.
L. Dalla ([4]) udowodnita nastepujace twierdzenie i ciekawy wniosek ply-
nacy z jego dowodu.

TWIERDZENIE 3. Niech S = conv{ Xy, Xo,..., X,,11} bedzie n-wymiaro-
wym sympleksem w R™, zas Ag € int(S) bedzie punktem Torricellego tego
sympleksu. Jesli K; = conv{X; : j # i}, i = 1,2,...,n+1 s¢ (n — 1)-
wymiarowyms Scianami tego sympleksu, to:

a) dlan =2, 3 katy s(K;, Ap), i =1,2,...,n+ 1 sa réwne,
b) dla n > 4 katy s(K;, Ap), i =1,2,...,n+ 1 nie musza by¢ réwne.

WNIOSEK 1. Niech Ay € int(S), za§ B(Ao,r) bedzie sferq opisang na

sympleksie S o srodku Ag. Wtedy nastepujgce stwierdzenia s¢ réwnowazne:
(i) Ao jest punktem Torricellego sympleksu S,
(id) S0y S5 11X = X112 = 2(n + 1),
(iii) z’g} z?; 1X; — X2 = 2(n2 — 1)r2 dla kazdego p=1,2,...,n+ 1.
1FP JFP

A zatem wlasnosé rownokatnosci spojrzenia z punktu Torricellego (me-
diany Webera) na $ciany okreslonej figury plaskiej czy przestrzennej nie da
sie uogolni¢ na dowolny wymiar. Natomiast teza wniosku umozliwia dos¢ ta-
twe wyznaczenie owego szczegdlnego punktu. Bez trudu bowiem obliczymy
r, a nastepnie, rozwigzujac stosowny uktad réwnan, wspélrzedne mediany
Webera. Jednak te rozwazania majg zastosowanie tylko w sytuacji, gdy
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m = n + 1. W najbardziej ogélnym przypadku trzeba postuzyé sie obli-
czeniami aproksymacyjnymi.

Warto zauwazy¢, ze z wniosku 1. wynika ciekawa relacja pomiedzy pro-
mieniami sfery n — 1-wymiarowej opisanej na sympleksie S o érodku w jego
punkcie Torricellego a promieniami sfer (n — 2)-wymiarowych opisanych na
(n — 1)-wymiarowych sympleksach bedacych $cianami sympleksu S, o érod-
kach w ich punktach Torricellego. Niech r’ bedzie promieniem takiej (n— 2)-
wymiarowej sfery opisanej na Scianie sympleksu S. Mamy wtedy z (ii) i (iii):

2
, n
n2—1

A zatem promienie odpowiednich sfer wymiaru nizszego sa réwne. Po-
stepujac indukcyjnie wstecz az do wymiaru 2, otrzymujemy

r=r

n p2
T:T[Z]H p—z—l’
p=2

gdzie 79 oznacza stosowny promiefi okregu opisanego na trojkacie w R2.
Rozwazmy kompleks sktadajacy sie z wyjsciowego sympleksu S traktowa-
nego jako sympleks glowny i wszystkich k-wymiarowych Scian tegoz sym-
pleksu, 1 < k < n — 1. Wobec powyzszych wnioskéw, gdyby dla kazdego ze
yScianowych” symplekséow w kazdym z wymiaréw 2, 3, ..., n — 1, istnialy
opisane na nich sfery odpowiednich wymiaréw o $rodkach w stosownych
punktach Torricellego, to doszlibySmy do wniosku, ze sympleksy najniz-
szego mozliwego poziomu, czyli tréjkaty, musza byé przystajace(®). A to
oznacza, iz takie sfery dla wszystkich wymiaréw i wszystkich $cian istnieja
tylko w przypadku symplekséw o $cianach przystajacych.
Z drugiej strony, zachodzi tez nastepujacy lemat.

LEMAT 1. Niech S bedzie sympleksem rozpietym na n + 1-elementowym
podzbiorze zbioru { X1, Xo,... Xy, }. Jesli wszystkie kqtowe parametry wspdl-
rzednych sferycznych punktow takiego podzbioru w odniesieniu do sfery (n—
2)-wymiarowej opisanej na (n — 1)-wymiarowej Scianie sympleksu S rozpie-
tego na punktach owego podzbioru i o Srodku w jego punkcie Torricellego
sqg rowne, to punkt Torricellego sympleksu utworzonego przez punkty Tor-
ricellego Scian pokrywa sie z punktem Torricellego Ay sympleksu S (o ile
istnieje sfera opisana na tym sympleksie o srodku w punkcie Torricellego
sympleksu S).

(8) Nietrudno przy tym zauwazy¢, ze trojkaty te w istocie sa tréjkatami réwnobocz-
nymi (albowiem $rodek okregu opisanego pokrywa si¢ z punktem Torricellego i katy $rod-
kowe oparte na bokach tréjkata maja po 120°).
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Dowdd. Zaltézmy bez zmniejszania ogdlnosci, ze punkt Ag lezy w po-
czatku uktadu wspétrzednych, za$ punkt X; nalezy do (n — 1)-wymiarowej
sfery opisanej na odpowiedniej $cianie, ktorej srodkiem jest punkt Torricel-
lego A; = (ai1, @2, - - . , ain) tej Sciany, a promieniem 7*. Niech t;; beda para-
metrami katowymi wspélrzednych sferycznych punktéw ze zbioru { X, Xo,

X, } nalezacych do danej sfery (n — 2)-wymiarowej, w odpowiedniej hi-
perplaszczyznie o réwnaniu i, = fi(Zi1, Ti2, . ., Ti(n—1)) (Przy czym f; jest
funkcja liniowa), i = 1,2,...,n+1, 7 = 1,2,...,n. Wtedy mamy

Ti1 = a;1 + 17 cost;; costya ... coStiy,
Tio = Qo + 177 CcOSt;1 COStia ... COS Ly,
Ti(n—2) = Qi(n—2) + 77 sint;(_2) COS L,
Ti(n—1) = Gi(n—1) T 7" sint;e 1.

Jedli Sciany sympleksu S sg przystajace, to t;, = tj,, dla kazdego i,j =
1,2,...,n+ 1, u = 1,2,...,n. Niech r,, oznacza promien sfery o érodku
w Ag i opisanej na sympleksie rozpietym na punktach A, As, ..., Api1.

Zatem, biorac pod uwage wniosek 1. oraz obliczajac kwadrat réznicy n-tych
sktadowych przy wykorzystaniu twierdzenia Pitagorasa, mamy

n+1n+1 n+ln+l n-—1
DDA =A== (Z (e — z51)° + (ain _ajn)2)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=
n+ln+1 n—1
= Z Z (Z zik — k) + (fi(ain, @iz, - - Qiin—1))
=1 j=1 k=1

—filai, a, . .. 7%‘(”71)))2)
n+ln+l n—1

=S (b o 207 13)

i=1 j=1 k=1
=2(n+1)%r? —2(n+ 1)*(r* —r2) =2(n + 1)*2

co zgodnie z tymze wnioskiem implikuje prawdziwo$¢ naszej hipotezy. O

Uogoélnienia i zastosowania. Przedstawimy obecnie istniejgce i ory-
ginalne uogdlnienia koncepcji mediany Webera. Rozpoczniemy od generali-
zacji topologicznej. Zastapmy w zagadnieniu (1) klasyczna odlegtosé eukli-
desowg przez metryke d w R", taka, ze nieréwnos¢ tréjkata

d(X,Y)+d(Y,Z) > d(X, ),
staje sie rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy punkty X, Y, Z sa wspotliniowe.



16 A. Mlodak

Wowezas mediane Webera okreslamy jako punkt Ag € R™, taki, ze dla
kazdego punktu A € R” mamy

D d(Ag, X;) <> d(AX;).
j=1 j=1

Woéwezas, podobnie jak w przypadku klasycznym, punkt Ay ma naste-
pujaca wlasnosc.

TWIERDZENIE 4. Punkt Aq jest réowniez mediang Webera uktadu punktow
X1, X5,..., X, takiego, Ze dla kaidego j € {1,2,...,m} punkt X} nalezy
do pélprostej Ao X;™.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze punkt Ay jest takze mediang Webera
dla uktadu punktéw Xy, X5,..., X}, w ktérym punkt X} nalezy do odcinka

ApX;. Istotnie, gdyby istnial punkt A taki, ze
j=1 j=1
to dodajac do obu stron tej nieréwnosci
m
> (X, X;)
j=1

i stosujac nieréwnosé tréjkata oraz zwigzane z nig przyjete zalozenie, otrzy-
mujemy

id(A,Xj) < i(d(A,X]‘) +d(X}, X;))
j=1 Jj=1
< Z(d(Ao,Xg) +d(X}, X)) = Zd(Ao,Xj>-

To przeczy temu, ze Ag jest mediang Webera ukladu punktéw Xq, Xo, ..
X

Przeksztatémy obecnie uktad punktow X1, X, ..., X,, przez jednoktad-
nosé¢ o srodku w Ag w taki uktad punktéw X7, X%, ..., X/ | by kazdy punkt
X lezal wewnatrz odcinka AOX]‘, 7 =1,2,...,m. 7 wczesniejszego spo-
strzezenia wnioskujemy, ze punkt A, jest takze mediang Webera dla uktadu
X1, X5, ..., X! | co kohczy dowdd twierdzenia 4. O

Takze i w tym ogdélnym przypadku zachodzi jednoznaczno$é¢ mediany
Webera (poza wyjatkiem wspétliniowosci punktéw Xq, Xo, ..., X).

Przypusémy bowiem, ze A # Ag jest réwniez mediang Webera dla uktadu
punktéw Xi, Xo, ..., X,,. Wowczas istnieje takie k € {1,2,...,m}, ze
punkt X nie lezy na prostej AAg. Niech punkt X, bedzie polozony na

e
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poélprostej Ag X}~ poza odcinkiem Ay Xj. Wtedy punkty A, Xj, X, tworza
niezdegenerowany trojkat, czyli ma miejsce nieréwnosé

A(A, X}) < d(A, Xy) + d(Xe, X}).
Przyjmujac X]’- =X;dlaj=1,2,...,m, j # k, mamy

D d(A X)) <D d(A X))+ d(Xp, X)) =) d(Ao, X;) + d( X, X7)
j=1 j=1 j=1
j=1

To oznacza, ze punkt Ay nie jest mediang Webera ukladu punktéow

X1, X5, ..., X],, whrew twierdzeniu 4. Zauwazmy, ze w obu dowodach nie
korzystaliSmy z faktu, ze X1, Xo, ..., X,, sa rozne i rézne od Ag.

Warto takze nadmienié, ze wlasno$é opisana w twierdzeniu 2. stanowi
natomiast uzasadnienie wektorowej réwnosci

Przyjrzymy sie obecnie statystycznym generalizacjom i zastosowaniom
koncepcji mediany Webera. Najbardziej ogblna probabilistyczng jej postaé
podali P. Milasevic i G. R. Ducharme ([12]). Jesli przez || - || tradycyjnie
oznaczymy norme euklidesowa, a P — miare probabilistyczna na rozpatry-
wanej przestrzeni, to mediang przestrzenng okreélaja oni wektor © € R"
taki, ze

(10) /(IIX = O = [[XI)PdX) = ;réiﬂgn/(HX = Y| = [X])P(dX).

Wykazali oni, ze jezeli miara P nie wykazuje koncentracji na prostej,
to mediana przestrzenna jest jednoznaczna. Réwnoczesnie w innej pracy
(G. R. Ducharme i P. Milasevic ([5])) autorzy ci badali asymptotyczne wia-
snosci jej znormalizowanej wersji.

Korzystajac z tej definicji mozna zauwazy¢ takze wlasnosé zachowywania
normalnego asymptotyzmu tej mediany. R. Serfling ([17]) udowodnil bowiem
twierdzenie, iz jesli ciag wielowymiarowych niezaleznych wektoréw losowych
{X,}j=12,.. jest asymptotycznie normalny z warto$cia oczekiwana 1, a g
jest funkcja wektorowa, taka, ze kazda jej sktadowa jest funkcja rzeczywista
oraz wszystkie rézniczki w punkcie p sa niezerowe, to ciag {g(X;)}=12,..
jest asymptotycznie normalny z warto$cia oczekiwana g(u). Poniewaz me-
diana Webera wedlug definicji (10) spelnia zalozenia tego twierdzenia, zatem
mediany Webera rozpatrywanych zmiennych sg asymptotycznie normalne,
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a wartos¢ oczekiwana ich rozkladu granicznego to mediana Webera z war-
todci oczekiwanej p.

Ciekawy i czysto statystyczny wynik osiagnal S. Lardjane ([9]). Defi-
niujac przez M = {1,2,...,m} badana populacje jednostek statystycznych
(m > 1), a © — rozpatrywana zmienna na M z wartoSciami w R, rozwaza

sie funkcje
0 jesli u = 0,
b(u) = { i jesliu # 0,

zwang ,wielowymiarowa funkcja znakéw”. Niech

Ua(y) = vy — )
ieN
oraz
foly) =Y (@i — ),
ieN
przy czym ¢ jest indykatorem zbioru {0} (tzn. d(z) = 1, gdy = 0 oraz
d(z) = 0 w przeciwnym razie). Funkcja f, jest w istocie dystrybuanta cze-
stosci zmiennej x. Autor cytowanej pracy wykazal, ze punkt p € R™ jest
mediana Webera wtedy i tylko wtedy, gdy ||, (u)| < fe(u).

Medina Webera jest w statystyce dobrym narzedziem normalizacji cech.
Niech zatem punkty Xi, Xo,...,X,, € R" reprezentuja obiekty (np. jed-
nostki przestrzenne) opisane za pomoca n cech statystycznych, zas © =
(01,04,...,60,) bedzie mediana Webera rozpatrywanego ukladu n cech.
J. Lira i in. ([10]) proponuja nastepujaca ich normalizacje:

xij — 9]‘
Rij = =
1,4826 - mad(C})

i=1,2,...,m, j = 1,2,...,n, gdzie mad(C;) to medianowe odchylenie
bezwzgledne, w ktérym, zamiast odleglosci cech od mediany rozumianej
standardowo, bada sie ich odlegtosci w stosunku do wektora Webera, tzn.

mad(C;) = med;=1 2, m|Tij — 0;].

Rozktad zestandaryzowanych w ten sposob zmiennych jest zblizony do
rozktadu o zerowej wartosci oczekiwanej i odchyleniu standardowym réw-
nym 1. Probabilistyczna przestanke przemawiajaca za stosowaniem stalej
1,4826 (réwnej w przyblizeniu 1/(p~1(3/4)), gdzie ¢ to dystrybuanta roz-
ktadu normalnego o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 1) stanowi fakt, ze
jesli Xy, Xo, ..., Xi sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie normalnym z wartoscia oczekiwana p i wariancja o (o > 0), to
E(1,4826 - mad(Xy, X, ..., Xy)) = o, dla dostatecznie duzych k, co zapew-
nia asymptotyczna zgodnos$é¢ tak skorygowanego medianowego odchylenia
bezwzglednego z odchyleniem standardowym préby. Wykorzystujac zapre-
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zentowana normalizacje mozna konstruowaé¢ taksonomiczne mierniki rozwo-
jowe (zob. np. A. Mtodak ([13], [14])).

D. L. Vandev ([19]) rozwazal ucietq mediane Webera, tzn. taka, ze dla
pewnego ustalonego 1 < k < m funkcja celu (1) jest suma nie wszystkich m,
ale tylko k najmniejszych odleglosci euklidesowych. A. Zachos i G. Zouzoulas
([21]) badali takze problem odwrotny w stosunku do zagadnienia Webera,
polegajacy na wyznaczeniu punktow zréodtowych majac dany punkt bedacy
ta mediang oraz jego odlegtoéci od danych punktéw i pewne ich wagi.

Pojawilo sie tez jeszcze inne uogdlnienie pojecia mediany Webera, tzw.
mediana Oja (np. H. Oja ([16]), G. Aloupis ([1])). Zaktadajac, ze m > n, dla
dowolnego punktu © € R"™ konstruuje sie mianowicie sympleks rozpiety na
punkcie © oraz dowolnych n spoéréd punktéow Xi, Xo, ..., X,,. Nastepnie
sumuje sie objetosci wszystkich takich sympleksow. Wielko$¢ ta nazywana
bywa glebig Oja punktu ©. Punkt ©® € R", dla ktérego owa suma okazuje
sie najmniejsza, jest wlasnie mediang Oja. Na przyktad dla trzech danych
punktéw (p. rys. 4) mediang Oja bedzie taki punkt ©, ze suma pdl tréjkatow
S1, S2, S3 osigga minimum.

A

Rys. 4.

W odréznieniu od mediany Webera, mediana Oja nie zawsze jest wyzna-
czona jednoznacznie. Tak jest i w powyzszym szczegdlnym przypadku.

Do innych ciekawych wynikow powstalych wokoét rozpatrywanego poje-
cia nalezy zaliczy¢ takze prace H. Martiniego, K. J. Swanepoela i G. We-
issa ([11]), ktérzy badali wlasciwosci punktu Fermata—Torricellego w wielo-
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wymiarowych rzeczywistych przestrzeniach unormowanych (zwanych takze
przestrzeniami Minkowskiego).

Widzimy wiec, ze mediana Webera, to istotne bardzo efektywne narze-
dzie statystyczno-ekonometryczne o wszechstronnych zastosowaniach. Moz-
na przypuszczaé, ze badania nad wlasnosciami i metodami wyznaczania za-
réwno jej samej, jak i jej matematycznych ,krewniakéw” w najblizszych
latach beda rozwijaé sie jeszcze intensywniej.
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History of the Weber problem

Abstract. The paper is devoted to a problem, which is commonly known as a construction
of the Weber median. A point in R", such that the sum of its Euclidean distances from
the m given points in this space achieves its minimum, has to be found. We present the
history of research concerning this question, starting from the simplest form of it, i.e. the
minimization of sum of distances from the vertices of triangle, which was investigated in
the 17" and 18" centuries and finishing at the modern results in this matter and its
further generalizations. We indicate also possibilities of its applications in statistics and
econometrics.
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