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dla operatora Lasoty

Professor Andrzej Lasota in Memoriam

Streszczenie. W pracy pokazano, ze stochastyczne réwnanie ewolucyjne z operatorem
Lasoty jako infinitezymalnym generatorem silnie ciagtej pétgrupy odwzorowan i z opera-
torem Hammersteina wystepujacym przy zaburzeniu bedacym procesem Wienera, spel-
nia twierdzenie aproksymacyjne typu Wonga—Zakai. Idea wprowadzenia operatora Lasoty
zwigzana jest z matematycznym modelem powstawania i réznicowania sie komérek.
Stowa kluczowe: aproksymacja Wonga—Zakai, réwnanie Lasoty.

1. Wstep. Pokazemy, ze stochastyczne rownanie ewolucyjne z infinite-
zymalnym generatorem bedacym operatorem Lasoty i z operatorem Ham-
mersteina wystepujacym przy zaburzeniu bedacym procesem Wienera, spel-
nia twierdzenie aproksymacyjne typu Wonga—Zakai. Operator Lasoty zostat
wprowadzony w pracy [5], a poczatkowe badania na ten temat znajduja sie
we wspdlnej pracy A. Lasoty i J. Yorka [6]. W pracy [5] podany jest nowy
warunek wystarczajacy istnienia ciagtych, niezmienniczych i ergodycznych
miar oraz turbulentnych trajektorii dla semi-dynamicznych uktadéw w prze-
strzeniach topologicznych. Ruch opisany przez takie uktady jest turbulentny,
gdy ich trajektorie sg nieregularne i skomplikowane. Jedno z podejs¢ do opisu
takich uktadéw znajduje sie w pracy Prodiego [9], gdzie stacjonarne turbu-
lencje pojawiaja sie wtedy, gdy dopuszcza sie nietrywialna niezmiennicza
ergodyczng miare. Istnienie turbulentnych trajektorii implikuje twierdzenie
Krylowa—Bogolubowa o istnieniu miar niezmienniczych, i odwrotnie, z ist-
nienia niezmienniczej ergodycznej miary wynika na podstawie indywidual-
nego ergodycznego twierdzenia Birkhoffa, ze prawie wszystkie trajektorie
sa skomplikowane i nieregularne. Nastepnie, w pracy [5] A. Lasota stosuje
powyzszy rezultat do liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego pierw-
szego rzedu. Réwnanie to zalezy od pewnego parametru A, grajacego role
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liczby Reynoldsa. Dla A wystarczajaco maltych (A < 1) rozwiazanie zbiega do
laminarnego rozwiazania. Dla duzych wartosci A (A > 2) réwnanie dopuszcza
nieskonczenie wiele turbulentnych rozwigzan. Jest to dosé zaskakujace, gdyz
zazwyczaj turbulencje pojawiaja sie dla nieliniowych rownan rézniczkowych
czastkowych wyzszego rzedu.

Zdefiniowanie operatora Lasoty byto podyktowane biologiczng motywa-
cja opisu powstawania i réznicowania sie komérek. Ma ono duze zastosowa-
nie w biologii i medycynie. Badania te zostaly zapoczatkowane przez A. La-
sote 1 M. Wazewska-Czyzewska w pracy [7].

Operator ten byl pézniej badany na przyklad przez A. L. Dawidowicza
i Z. Brzezniaka [1], A. L. Dawidowicza [2], A. L. Dawidowicza i A. Poskrobko
[4], K. Loskota [8] oraz R. Rudnickiego [10]. Operator Lasoty uogélnia ope-
rator von Foerstera, badany na przyklad przez A. L. Dawidowicza i N. Hari-
basha w pracy [3], jednak w przypadku operatora von Foerstera nie réznicuje
sie komérek pod wzgledem wieku.

Sprawdzimy, ze operator Lasoty spelnia twierdzenie aproksymacyjne ty-
pu Wonga i Zakai, ktérzy po raz pierwszy udowodnili to twierdzenie dla przy-
padku jednowymiarowego w pracy [14]. Uogélnienia tego twierdzenia dla
stochastycznych réwnan ewolucyjnych znajduja sie na przyktad w pracach
K. Twardowskiej [11] i [12]. Twierdzenie aproksymacyjne typu Wonga—Zakai
ma ogromne znaczenie, stanowi bowiem podstawe dowodow twierdzen o no-
$niku miary zwiazanej z rozwiagzaniem danego réwnania stochastycznego, co
na przyklad pokazano w pracy K. Twardowskiej [13], a takze do twierdzen
0 niezmienniczo$ci rozwiazan réwnania stochastycznego oraz w metodach
numerycznych rozwiazywania stochastycznych rownan rézniczkowych, gdyz
pojawiajacy sie przy aproksymacji tak zwany czton korekcyjny, poprawia
zbieznos¢ metod numerycznych.

2. Turbulencje i miary niezmiennicze. Najciekawsze wyniki w od-
niesieniu do réwnania z operatorem Lasoty dotycza jego chaotycznych za-
chowan. Dla przyktadu przytoczymy wyniki pracy [5] dotyczace tego wlasnie
zagadnienia.

Niech X bedzie topologiczng przestrzenia Hausdorffa oraz S; : X — X,
t > 0, bedzie pétgrupa takich przeksztalcen, ze

So = I (identyczno$é),
St+S:StOSS, dlasZO, tZO
Pélgrupe {S;} nazywamy uktadem semi-dynamicznym, gdy odwzorowanie
Rt x X 3 (t,z) — Sir € X

jest ciagle wzgledem (¢, ).
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Wprowadzimy kolejno nastepujace oznaczenia dla trajektorii startujacej
z x i dla zbioru granicznego:

O(x) = {Sz : t > 0},
L(z) = ﬂtzo O(S,x).

Punkt x € X nazywany jest punktem okresowym, gdy istnieje takie
t >0, ze S;x = x, czyli kazdy punkt staly przeksztalcenia S; jest okresowy.

DEFINICJA 1. Méwimy, ze trajektoria O(z) jest silnie turbulentna, gdy
(i) L(z) jest zbiorem zwartym i niepustym,
(ii) L(z) nie zawiera punktéw okresowych.

W pracy [5] A. Lasota udowodnil nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2 [5]. Zalézmy, Ze {S;} jest ukladem semi-dynamicznym
na przestrzeni Hausdorffa X i istniejq: taka liczba v > 0 oraz dwa niepuste
zwarte rozigezne zbiory A, B C X, Ze

AUB C 8,(A) N S,(B).

Wowczas istnieje taki punkt xo € X, Ze trajektoria O(zg) jest silnie turbu-
lentna.

Nastepnie, w pracy [5] zostala udowodniona wersja Twierdzenia 2, ktéra
stosuje sie takze do uktadéw dynamicznych. Przyktadem moze byé uktad
opisany za pomoca operatora Lasoty, ktéry przedstawimy w paragrafie 3.

Tak wiec mamy

TWIERDZENIE 3 [5]. Zaldzmy, ze {S;} i {T;} sq ukladami semi-dyna-
micznymi odpowiednio na przestrzeniach Hausdorffa X iY . Niech F : X —
Y bedzie odwzorowaniem cigglym. Zalozimy, Ze dla kazdego t > 0 nastepujgcy
diagram jest przemienny:

St

X - X
F F
Y ?Y

Przypusémy takze, Ze istniejq: taka liczba r > 0 oraz dwa niepuste zwarte
rozigezne zbiory A, B C X, Ze

AUBCT.(A)NT.(B).
Wowczas istnieje taki punkt xo € X, Ze trajektoria O(xg) = {Sixo : t > 0}
jest silnie turbulentna.

DEFINICJA 4. Méwimy, ze miara p jest niezmiennicza wzgledem {S;},
jezeli w(E) = pn(S; Y(E)) dla kazdego t oraz dla kazdego podzbioru borelow-
skiego E zbioru X.
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DEFINICJA 5. Mowimy, ze miara p jest ergodyczna, gdy dla kazdego
zbioru borelowskiego F, z warunku
E=SYE) dat>0
wynika, ze

W(E)(1 = p(B)) = 0.

TWIERDZENIE 6 [5]. Jesli dla {S;}, t > 0, istnieje trajektoria silnie tur-
bulentna, to istnieje dla {Si}, t > 0, nietrywialna ergodyczna miara nie-
2ZMIENNICZA.

3. Operator Lasoty. Rozwazmy nastepujace liniowe rownanie réznicz-
kowe czastkowe rzedu pierwszego

0 0
(1) 8_::—1_3:8—;:)\“’ t <0, 0<z <o
z warunkami poczatkowymi i brzegowymi
(2) u(t,0) =0,
u(0,z) = v(x), 0<z< oo,

gdzie A > 0 jest statla.

Przez rozwiazanie rozumiemy funkcje wu(t, x) — ciagla i rézniczkowalna,
ktora spelnia to réwnanie dla wszystkich ¢ > 0 oraz 0 < z < oco.

Oznaczmy przez V unormowana przestrzen funkcji cigglych i réznicz-
kowalnych v : [0, 1] — R takich, ze v(0) = 0.

Wiadomo, ze dla kazdego v € V istnieje dokladnie jedno rozwiazanie
powyzszego rownania i dane jest ono wzorem:

(3) u(t,z) = eMo(ze™), t>0, z€[0,1].

Ewolucja rozwiazan problemu (1)—(2) w czasie wyznacza pélgrupe, ktora
oznaczamy przez {S;}i>o, czyli

(4) (Sv)(z) = eMo(xze™), t >0, z€[0,1].
Zachodzi nastepujace
TWIERDZENIE 7 [5]. Jesli A < 1, to dla kazdego v € V. mamy
Jim 110 =0
oraz jedyna miara niezmiennicza dla {S;}i>o jest skoncentrowana na punk-
cie stalym v = 0. Jesli X > 2, to uklad semi-dynamiczny {S;}i>0 posiada

silnie turbulentne trajektorie i w konsekwencji dla {S;}i>0 istnieje nietry-
wialna ergodyczna miara niezmiennicza.
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Operator infinitezymalny dla pétgrupy {S;}, t > 0, definiujemy jako
ou
Au= Mu — x—
(5) U= A= ao

okreslony na V.
DEFINICJA 8. Méwimy, ze silnie ciagla pétgrupa {S; }+>0 jest typu kontr-
akcji, jezeli istnieje taka stala M € R*, ze dla kazdego t > 0 :
1Se]] < e*.

STWIERDZENIE 1. Pdlgrupa {S;}, t > 0, jest silnie ciggle polgrupg typu
kontrakcji na przestrzeni L*([0,1], R).

Dowod. Mamy

1 1
f | Spv(z) |? do = f e | v(ze™) |? da
0 0

I1S¢vl?

— et — ot e’
— {z - $edx’: etdz - } = f e | w(z) |? eldz
0
< 6(2>\+1)t||1}||2.

Tak wiec
1S < et 2,

czyli {S¢}i>0 jest polgrupa typu kontrakcji dla M = A+ %, co konczy dowdd.

4. Stochastyczne réwnania ewolucyjne. Rozwazmy nastepujace
stochastyczne réwnanie ewolucyjne w przestrzeni Hilberta H :

(6) du(t) = Au(t)dt + B(u(t))dw(t),
u(0) = uy.

Roéwnanie to dopuszcza zaburzenia modelu przez zewnetrzne losowe zda-
rzenia, ktore nie sa ujete w czedci deterministycznej modelu. Réwnanie La-
soty opisuje bowiem w przyblizeniu dynamike populacji. Btad przyblizenia
ujmujemy w czton stochastyczny dany za pomoca pewnego operatora dzia-
tajacego na proces Wienera.

Niech H i H; beda osrodkowymi przestrzeniami Hilberta z normami
|||z 1 |||z, oraz iloczynami skalarnymi < -,- >gi < -, - >p,, odpowiednio.
Niech Lo(H, Hy) oznacza przestrzen Hilberta—Schmidta operatoréw z norma
I s

Niech (2, F,(Ft)tepo,r), P) bedzie przestrzenia prawdopodobienstwa
z filtracja, ktora jest rosnaca i prawostronnie ciagta rodzina zupelnych pod-
o-algebr algebry F. Rozwazmy proces Wienera w(t) o wartosciach w H,
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z operatorem kowariancji @Q € L(H,H) = L(H). Mozna go wiec przedsta-
wi¢ w postaci

w(t) =Y wi(t)e;
=0

prawie wszedzie wzgledem (t,w) € [0,T] x Q, gdzie {e;}5°, jest baza or-
tonormalng wektoréw witasnych operatora ), odpowiadajacych wartosciom
wlasnym {\;}52, gdzie Y ;2 A; < 0o, oraz
E[szAw]] = (t — S))\Z(s”
dla Aw; = w;(t) —w;(t), s <t (;; jest delta Kroneckera).
Wprowadzmy n-ta aproksymacje procesu Wienera (w(t)):e(o, 1) :

(7) w'(t) = wy(t)e;,
j=0

gdzie 0 =t < ... <t} =T oraz dla t ; <t <t definiujemy

L) + o

Y() = — L — " wi ().
w] ( ) t? _ t;l;l J t:b _ t,?;le( ’L—l)

Whprowadzmy nastepujace zalozenia:

(A1) (u(t))efo,) jest procesem stochastycznym o wartosciach w Hy, A :
D(A) C Hy — Hj jest infinitezymalnym generatorem pétgrupy {S(t)}icio, 1),
B : Hy — L(H, H;) jest nieliniowym operatorem, {S(t) }.c[0,] jest pétgrupa
typu kontrakcji;

(A2) ug € D(A) jest zmienng losowa Fp-mierzalna, calkowalna z kwa-
dratem, o wartosciach w H7, stanowiaca warunek poczatkowy;

(A3) istnieje stala K > 0 oraz dodatnio okre$lony symetryczny operator
nuklearny R, przemienny z S, taki ze P(R™ 'z € H;) = 1 oraz zachodza
warunki

(i) IR B(h)Q? [} + R tr(@DB(h)B(h))|3, < K(1+ [Ihallf,),
(i7) tr((B(h1) — B())Q(B(h) — B(h1)*)) < K|y — ha /3,
dla hl,ﬁl € Hq, gdzie ,x” oznacza operator sprzezony;

(A4) operator B € C}, to znaczy jest klasy C'! z ograniczona pochodna,
ktora jest globalnie Lipschitzowska;

(A5) operator DB(hy)A: D(A) C Hy — L(H, Hy) moze by¢ jednoznacz-
nie przediuzony do ograniczonego operatora z Hy do L(H, Hy), to znaczy
ze istnieje dodatnia stata k, taka ze dla h; € H; mamy

|DB(h1)Ah || Loe,myy < Ellha |,



62 A. L. Dawidowicz, K. Twardowska

Oprécz réwnania (6) rozwazmy réwnanie
(8)  du(t) = Au(t)dt + B(u(t))dw(t) + %ﬁ“(QDB(ﬂ(t))B(ﬂ(t)))dt,

u(0) = uo,

gdzie 3tr(QDDB(u(t))B(u(t))) jest tak zwanym czlonem korekcyjnym wyni-
kajacym z twierdzenia aproksymacyjnego typu Wonga—Zakai. Jest on zdefi-
niowany w pracach K. Twardowskiej [11], [12].

DEFINICJA 10. Méwimy, Ze proces (u(t)):cjo, 1) jest ostabionym rozwia-
zaniem réwnania (6), jezeli:
(1) (u(t))eepo,r) jest procesem progresywnie mierzalnym:;
(11) B(u()) € AT(wa H, Hl)v gdZie

Ap(w, H, H) = {\IJ L [0,T] % Q — L(H, Hy),

U jest procesem progresywnie mierzalnym,

00 T
= w3, =Y _E| [ ||\If<s,w>ei||%{lds] < oo;
0

=0

E

T 1
[ 19Q} |3 5ds
0

(iii) dla kazdego t € [0,T] istnieje Q; spelniajace warunek P(€2;) = 1, takie
ze réwnanie (6) jest spelnione dla kazdego w € Q.
Rozwazmy cigg rownan aproksymacyjnych
(9) du(t) = Au™(t)dt + B(u"(t))dw"(t),
u"(0) = uyp,
gdzie (w"(t))se[o0,7] jest ciagiem aproksymacyjnym dla procesu Wienera, da-
nym réwnaniem (7).
Wiadomo z teorii stochastycznych réownan rézniczkowych czastkowych,

ze problemy (6), (8) i (9) maja jednoznaczne rozwiazania.
Mamy nastepujace

TWIERDZENIE 11 [12]. Zalozmy, Ze (w" (t))ielo,1) Jest n-tq aproksymacjq
procesu Wienera (w(t))iejo,r], dang wzorem (7). Niech (u™(t))icjo,r) beda
rozwigzaniami ciggu réwnan aproksymacyjnych (9) i u(t) niech bedzie roz-
wigzaniem réwnania (8). Zalézmy, Ze spelnione sq zalozZenia (A1)—(AH)
oraz E||R ||, < oo. Wéwczas, dla kazdego T, 0 < T < oo oraz dla
danego € > 0 mamy

(10) lim P( sup |u"(t,w)—u(t,w)||m, >¢€)=0.
n—o00 0<t<T

5. Przyklad. Wezmy teraz H = H; = L?([0,1]) z baza ortonormalng
{€;}22,. Niech A bedzie infinitezymalnym generatorem poélgrupy dla opera-
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tora Lasoty. Zdefiniujmy operator catlkowy Hammersteina na H; jako ope-
rator B : Hy — L(H, H;) postaci:

= [ Ki(s,t)f (¢, h(t))dt,
0

gdzie Ki(S,t) = Kil(S)KiQ(t) oraz Kil(S) S 04([0, 1}), Kig(t) € C([O, 1]),
f € CY([0,1]) x R). Ponadto mamy | f(t,z) |< a(t)+b| x| Niech A =
bedzie operatorem Laplace’a z jednorodnymi warunkami brzegowymi typu
Dirichleta lub Neumanna. Zdefiniujmy operator

R=(I-A)"!

Oczywiscie R jest operatorem dodatnio okreslonym, symetrycznym i nukle-
arnym.

Pokazemy, ze woéwczas sa spelnione zalozenia Twierdzenia 11, tak wiec
zachodzi twierdzenie aproksymacyjne typu Wonga—Zakai dla probleméw
z infinitezymalnym generatorem okredlonym przez operator Lasoty, przy od-
powiednim doborze operatora B.

Zauwazmy najpierw, ze

DB, (h fl K;(s,t) (£, 2o (£))h(t)dt.
0

Z przyjetych definicji i wlasnosci operatoréw wynika [11], Ze sa spelnione
zalozenia (A1)—(A4).
Sprawdzimy teraz zalozenie (A5). Mamy najpierw z definicji operatora A:

1 1
=\ [ Ki(s,O)fo(t, i @)ha(t)dt — [ Ki(s, £)f5(t b ()] (¢)dt
0
=1 — 5.

Oszacujmy I. Calkujac przez czesci dostajemy:

Iy = [ [ (s, 0) f1 (B ()] (D)t = Ki(s, 1 (LI (1) 1ha (1)
0
K 0)£L00,mO)0R (0) — [ [, 82 ()l ()
0

= Ki(s,1)f,(1,ha(1))ha (1 f Kip(s,t) fo(t, ha (8))th (t)dt
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1
— [ Ki(s.t) £ (¢, ha(£))tha (t)dt — f Ki(s,t) " (t, by (8))1, (£)thy (t)dt
0 0

- fK (s,0)f1(t, ha(t))thy (t)dt.

Mozemy napisaé

Iy = Iy — Ing — In3 — Iog — Ios.
Przy stosownym wyborze funkcji f(¢, x), na przyklad tak, aby f. (¢, hi(t)) =
afl (t,hy(t)h}(t), a > 0, dodaja si¢ do siebie wyrazenia I oraz Iy, tak
wiec znikaja pochodne b (t) przy oszacowaniach. Mamy wiec

DB(h1)Ah1(e;)(s) = A f Ki(s,t) fo.(t, ha () ha (t)dt

0
(1-a) fl K;(s,t)fL(t, hq(t))thy (t)dt = X fl K;(s,t)f1(t, hq(t))hy(t)dt
0 0
— [ Ki(s,t) £ (¢, ha(0)thi ()dt — Ki(s, 1) f2.(1,ha (1) (1)
0

1 1
+ [ Ki(s, ) fo(t ha(D))tha ()dt + [ Ki(s, 8) f1;,(t b (£))tha (t)dt
0 0

1
+ [ Ki(s, ) ot ha(t)tha (1),
0
a stad otrzymujemy oszacowanie ||DB(hy)Ahy| nim, ) < kb1l a, -
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On the approximation theorem of Wong-Zakai type for A. Lasota operator

Abstract. We consider in the paper a stochastic evolution equation with Professor A. La-
sota operator as the infinitesimal generator of a strongly continuous semigroup of transfor-
mations and with Hammerstein operator connected with a noise being the Wiener process.
We show that such an evolution equation satisfies the Wong—Zakai type approximation
theorem. The idea of the definition of A. Lasota operator has the origin in the mathema-
tical model of the creation and differentiation of cells in biology and medicine.

Key words: Wong—Zakai approximation, Lasota equation.
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