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Tozsamosci wyznacznikowe i przyklady ich zastosowan

Streszczenie. W pracy podano i udowodniono kilka mniej znanych tozsamosci wyznacz-
nikowych: Jacobiego (§4), wyrazenia dla wyznacznika iloczynu macierzy, w tym wzér
Bineta—Cauchy’ego (§5), tozsamosci Sylvestera (§6) i Schweinsa (§ 7). Centralng, role od-
grywaja rézne warianty tozsamosci Sylvestera. Przytoczono kilka przykladow jej zastoso-
wan w analizie numerycznej. W niektérych dowodach korzysta si¢ z dopelnienia Schura
(§3) — pojecia ostatnio szeroko badanego i stosowanego.

Stowa kluczowe: tozsamosci wyznacznikowe Jacobiego, Sylvestera i Schweinsa, wzor
Bineta—Cauchy’ego, dopetnienie Schura.

1. Wstep. W podreczniku Mostowskiego i Starka [16], z ktérego przed
potwieczem korzystali studenci, rozdzial IV jest poswiecony wyznacznikom.
Gléwne wyniki tam podane to ogdlne twierdzenie Laplace’a i twierdzenie
Cauchy’ego. To pierwsze orzeka, ze wyznacznik macierzy kwadratowej jest
réwny sumie wszystkich iloczynéw M M*, gdzie dla ustalonych wierszy (lub
kolumn) M jest dowolnym minorem utworzonym z ich elementéw, a M*
jego dopekieniem algebraicznym. Tamze mozna znalez¢ wzdér Cramera wy-
razajacy sktadowe rozwigzania ukladu réwnan liniowych w postaci ilorazu
wyznacznikéw, ale i ostrzezenie, ze dla duzych uktadéw ten wzor jest skrajnie
nieefektywny, bo to samo mozna powiedzie¢ o zastosowaniu wzoru Laplace’a,
nawet w najprostszej wersji opisujacej rozwiniecie wyznacznika wzgledem
elementéw jego wiersza lub kolumny.

Jak sie wydaje, i teraz student ktoregolwiek z kierunkdéw Scistych i tech-
nicznych dowiaduje sie o wyznacznikach niewiele wiecej, wobec czego moze
watpi¢, czy sa one potrzebne. Okazuje si¢ jednak, ze juz w XIX wieku udo-
wodniono takie wlasnosci wyznacznikéw — niestety pomijane w progra-
mach studiéw — ktore pozwalaja budowaé efektywne metody numeryczne
lub otrzymywa¢ wazne wyniki teoretyczne. Historie tych odkry¢ opisat Muir
w czterotomowej monografii [18] uzupelnionej w [19] o lata 1900-1920. Lek-
tura tych ksigzek nie jest tatwa, gdyz autor cytuje in extenso duze fragmenty
oryginalnych prac, oczywiscie w jezyku oryginatu i zachowujac stosowana
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tam symbolike, czesto bardzo osobliwa. Mozna tam jednak znalezé wiele
ciekawostek, w tym polonica. Oto przyklad: M. A. Baraniecki w 1878 r.
wydal w Paryzu 600-stronicowy podrecznik Teorya wyznacznikéw (determi-
nantow). Kurs uniwersytecki. Muir chwali te ksiazke i pisze, ze ,for Polish
students unfamiliar with other languages the handsome volume must be
a most useful repository” ([18], t. III, s. 75). Wielokrotnie jest cytowany
Hoene-Wronski; o osobliwosciach jego stylu $wiadczy choéby takie zdanie
Muira: ,,In 1810 Wronski presented to the Institute of France a memoir on
the so-called Technie de I’Algorithmie, which with his usual sanguine enthu-
siasm he viewed as the essential part of a new branch of Mathematics”.
Celem tej pracy jest przypomnienie kilku mniej popularnych tozsamosci
wyznacznikowych. Ich wybér byl nieco subiektywny, ale nie moglo w tym
wyborze zabraknaé¢ tozsamosci Sylvestera — a wlasciwie calej rodziny jego
wynikéow — bo te sg najczesciej cytowane. Podano wiec przyklady ich zasto-
sowan. W innych przypadkach interesujace jest powiazanie podanych toz-
samos$ci z bardziej znanymi. Praca [8], z ktérej zaczerpnieto pewne istotne
informacje, zawiera inne jeszcze klasyczne twierdzenia, w tym Muira; ich
sformutlowanie wymagaloby jednak wprowadzenia wielu dodatkowych pojec.

2. Oznaczenia. Aby ulatwié¢ lekture dalszego ciggu pracy, warto wy-
jasnié, jakie oznaczenia beda tam uzywane. Macierz prostokatna A roz-
miary m X n ma z definicji m wierszy i n kolumn. Jej elementy, ktorymi
sa liczby zespolone badz rzeczywiste, oznaczamy (A);;. Jesli m = n, to
jest to macierz kwadratowa stopnia n. Wyznacznik macierzy kwadrato-
wej A oznaczamy symbolem |A| (nie bedzie on nigdzie oznaczal wartosci
bezwzglednej liczby). Dla danej macierzy bedziemy czesto rozwazaé jej frag-
menty. Symbol A[p1,...,p;|S1,...,Sm] 0znacza macierz rozmiaru [ x m zlo-
zong z elementéw znajdujacych sie w macierzy A na przecieciu jej wierszy
o wskaznikach p1, ..., p; i kolumn o wskaznikach sy, ..., s,,. Natomiast sym-
bol Ay, pi:si,...s, & W pEWNYID Sensie przeciwne znaczenie: jest to podma-
cierz powstala z A przez wykreslenie z niej wierszy o wskaznikach py,...,p;
i kolumn o wskaznikach s1, ..., s,,. Ta symbolika pozwala wyrazi¢ w zwarty
spos6b wazny wzor Laplace’a (potrzebny rowniez w tej pracy), ktéry opisuje
rozwiniecie wyznacznika macierzy A stopnia n wzgledem k wybranych wier-

szy (1 < k < n) o wskaznikach i1, 9, ..., i, gdzie 1 < i1 <ig < ... <ip <
(2.1) |A| = Z (_1)Zh(ih+jh)

1<j1<ga<...<jp<n

NAfir, i, ik | G J2y - Tk A insin: 1 d2sedi |-

Wzor dla rozwiniecia wzgledem k& wybranych kolumn o wskaznikach jp, rézni
sie od powyzszego tylko tym, ze w sumie uwzgledniamy wszystkie iy, takie,
zel <11 <ig<...<i<n.
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Innym waznym pojeciem (ktére pojawia sie juz w pracy Sylvestera z roku
1851) jest macierz blokowa. Scislej, jest to zwykla macierz podzielona liniami
poziomymi i pionowymi na podmacierze (bloki):

A A oo A

A A Ao,
A o1 Ago 2

Apn Ap A,

Bloki o tym samym pierwszym (drugim) wskazniku maja te sama liczbe
wierszy (kolumn). Jesli [ = m, a bloki A;; sa kwadratowe, to macierz A jest
kwadratowa. Jesli dodatkowo wszystkie bloki A;; dla i < j (i > j) sa macie-
rzami zerowymi, czyli A jest macierza blokowq tréjkatng dolng (gdrnag), to

(2.2) |A] = |A11] |A22] - - - [Amm].
Ta wlasnoé¢ wynika latwo ze wspomnianego juz twierdzenia Laplace’a.

Wiele dzialan na macierzach blokowych wykonuje sie tak, jakby bloki byty
liczbami.

3. Dopelnienie Schura. Rozwazmy najpierw uktad dwoch réwnan

liniowych

br +cy = f,

dr+ey=g.
Standardowa metoda jego rozwigzania moze zaczynac si¢ od eliminacji nie-
wiadomej = z drugiego réwnania (co pozwoli wyznaczyé¢ y). W tym celu
odejmujemy od niego pierwsze réwnanie pomnozone przez db~':
(3.1) (e—dbleyy=g—db'f.

Rozwazmy z kolei macierz A stopnia n podzielong na bloki:
B C
(32) A= l ] |

D FE
Zaktadamy, ze blok B jest macierza kwadratowsg nieosobliwa stopnia k, gdzie
1 <k < n (co juz wyznacza rozmiary pozostalych trzech blokéw). Wtedy

(33 I, o|[B c] [B C
' -DB! I, .||D E| |0 E-DB'C|’

I jest tu macierza jednostkowa stopnia podanego we wskazniku, a 0 — macie-
rz3 zerowa. Zauwazmy podobiehstwo bloku kwadratowego E — DB~1C do
wspbétezynnika e —db~!c w (3.1). Nie jest ono czysto formalne, bo mnozenie
w (3.3) wiaze sie z eliminacja Gaussa stosowana w rozwiazywaniu uktadéw
roéwnan liniowych.
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Macierz E — DB~'C nazywamy dopelnieniem Schura bloku B macie-
rzy A ioznaczamy symbolem [A/B] (jest tez stosowany symbol A/B). Mamy
prawo uzy¢ tu wzoru (2.2), ktéry daje wazna rownosé

(3-4) | Al = | B[ [[A/B]].

Definicja dopelnienia Schura pozostaje poprawna, gdy macierz A nie jest
kwadratowa. W ten sam sposéb mozna okresli¢ to dopelnienie dla kazdego
z blokow C, D, E, jesli tylko jest on kwadratowy i nieosobliwy. W kazdym
przypadku otrzymujemy réwnosé podobna do (3.4):

[A/C] == D~ EC™'B, |A|=—|C||[4/C]],
[A/D]:= C~BD'E, || =—|D||[4/D]|,
[A/E] = B~ CE™'D, |A|=|E||[A/E]|.

Okreslone wyzej pojecie pochodzi z pracy Schura [23], a przyjeta teraz
nazwe wprowadzil dopiero w 1968 r. Haynsworth; jeszcze np. Gantmacher
w [12], s. 45, pisze nieco enigmatycznie o wzorach Schura (typu (3.4)), ale
nie cytuje jego prac. Jak przypuszczaja autorzy pracy [8], tytul artykulu
Schura niezwigzany z wyznacznikami byl powodem pominiecia go przez
Muira w [19] i [20] (oni tez pisza, ze to samo pojecie pojawilo sie w pracy
Banachiewicza [2], ktory najpewniej nie znal wynikéw Schura).

Dopelnienie Schura jest coraz czesciej i szerzej stosowane. W [8] sa za-
cytowane trzy prace z obszerna bibliografia dotyczaca tych zastosowan (np.
w statystyce), a w druku jest ksiazka, ktorej rozdzial 7 autorstwa Brezin-
skiego [6] dotyczy zastosowan numerycznych. Tu jednak dopelnienie Schura
okreslono tylko ze wzgledu na tozsamos¢ (3.4), ktéra — jak pokazano w [8]
— pozwala udowodni¢ w stosunkowo prosty i jednolity sposéb wiele znale-
zionych wczesniej tozsamosci wyznacznikowych. Nizej podane dowody toz-
samosdci Jacobiego, Bineta—Cauchy’ego i Sylvestera sa w ogdlnych zarysach
takie jak w [8]. Te trzy tozsamosci, a takze tozsamosé Schweinsa, pochodza
z epoki ,,przedschurowskiej” i oczywiscie ich autorzy stosowali inne metody
dowodu. Dla wygody czytelnikéw uwzgledniono w bibliografii m.in. te dawne
prace (cytowane w [8], najpewniej za [18], i kilka innych), do ktérych i tu
wypada si¢ odwolaé.

4. Tozsamo§¢ Jacobiego. Wr6émy do réwnosci (3.3), w ktérej po lewej
stronie drugim czynnikiem jest macierz A kwadratowa, stopnia n. Zatézmy
dodatkowo, ze jest ona nieosobliwa. Wobec (3.4) jest to réwnowazne nie-
osobliwosci dopelnienia Schura [A/B]. Pomn6zmy obie strony (3.3) z lewej
przez macierz blokowsg

B~! —B~'C[A/B]™!
0 [A/B]™
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Latwo sprawdzié, ze daje to réwnosé

B~'4+ B~'C[A/B)"'DB~! —-B~'C[A/B]™!

A=1.
—[A/B]"' DB~ [A/B]™

Wobec tego macierz [...] po lewej stronie jest macierza odwrotna A1, a jej
fragmentem jest [A/B]~!:
[A/B ' = Ak +1,k+2,...,n|k+1,k+2,...,n]
Jest tez oczywiste, ze B = A[1,2,...,k|1,2,...,k]. Pamietajmy tez, ze dla
dowolnej macierzy nieosobliwej G' zachodzi réwnoéé |G| |G~ = 1 (twier-
dzenie Cauchy’ego). Biorac to wszystko pod uwage, mozemy napisaé (3.4)
w postaci
Al = |A[L,2,...,k[1,2,... k]|
AR+ L k2, n|k+ L E+2,..,0]|

Wyréznienie poczatkowych k wierszy i kolumn macierzy A nie jest tu istotne.
Przestawiajac odpowiednio wiersze i kolumny, wykazujemy, ze — ogdlniej —

N _(‘1)Z(ih+jh)\x4[i1,i2,---JkU17j27---,jk]\
’(A )11,127--~,lk;j1,]2,-~~,Jk|_ ‘A’ )

gdzie 1 <41 <9 < ...<ip <n, 1 <J1 < Jo<...<Jr <n. Jest to wla-
$nie tozsamosé Jacobiego z 1841 r.; zob. [15]. Warto jeszcze zauwazy¢é, ze
w szczegbdlnym przypadku k = n — 1 jest ona dobrze znana. Istotnie, niech [
(odpowiednio, m) bedzie jedyna z liczb 1,2,...,n nieobecna w ukladzie
i1,12,...,in—1 (odpowiednio, w ji,j2,...,Jn—1). Wtedy lewa strona tozsa-
moséci Jacobiego jest po prostu elementem (A~1);,, macierzy A~!, a prawa
strona jest réwna (—1)"*™|A;.,,| /| A|, czyli mamy tu dobrze znane wyrazenie
elementéw macierzy odwrotnej (zob. np. [16], s. 197).

5. Wyznacznik iloczynu macierzy. Jesli w (3.2) przy zalozeniach
z §3 mamy dodatkowo B = —Ii, E = 0, to dopelnienie Schura [A/B] jest
réwne DC' iz (3.4) wynika, ze |A| = (—1)"|DC|. Pamigtajmy, ze C'i D sa
macierzami prostokatnymi, odpowiednio rozmiaru k x [ i [ x k, gdzie [ :=
n—k, a zarazem blokami macierzy A. Iloczyn DC jest macierzg kwadratowa
stopnia [. Dzieki szczegdlnej postaci blokéw B i E wzér Laplace’a (2.1) dla
|A| upraszcza sie tak, ze wystepuja w nim wylacznie macierze C' i D oraz
ich fragmenty. Aby podkresli¢ analogie do nastepnego wzoru, zmieniamy
symbole D, k, | odpowiednio na B, m, n:

|BC| = > |B[1,2,...,n]i1,i2,...,0,]|

1<i1<i2<... <in <M
< |Clityd2y .-y in | 1,2,...,n0]|  (m = n).
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Autorzy pracy [8] nazywaja te réwnos¢ wzorem Bineta—Cauchy’ego i cytuja
oryginalne prace [4] z 1812 r. 1 [9] z 1815 r. W [16], s. 124, uzyto okreslenia
uwogolnienie twierdzenia Cauchy’ego; samo twierdzenie dotyczy przypadku
m = n, gdy wzér upraszcza si¢ do postaci |BC| = |B||C]|.

Inny wzér dla wyznacznika iloczynu macierzy kwadratowych B i C' podat
Sylvester w [27], a wczesniej, w szczegdlnym przypadku, w [25]. Ten iloczyn
wyraza sie przez wyznaczniki ,mieszane”, tj. takie, ze w kazdym wystepuja
elementy obu macierzy. Zaczynamy od macierzy A rozmiaru n x (2n), o ele-
mentach a;;. Niech B i C' bedg jej blokami kwadratowymi stopnia n, ztozo-
nymi z elementéw a;; takich, ze odpowiednio 1 < j<nin+1<j < 2n.
Niech liczba naturalna p spelnia warunek p < n. Wedlug Muira ([20], s. 120)
najprostsza metodg dowodu zapowiedzianego wzoru jest rozwazenie naste-
pujacego wyznacznika stopnia 2n:

ai;p ... Qln Aln+1 .- al,nﬂ, 0 ... 0

(5 1) Gn1 Gnn  Ann+l Ann+p 0 0
ail ay, 0 0 a1 ntp+1 a1,2n
apl .. Gpp O ... 0 pntptl --- QAp2n

(wyzej go nieco zmodyfikowano). Jesli od jego wierszy od (n + 1)-go do 2n-
tego odejmiemy odpowiednio wiersze od pierwszego do n-tego, to otrzymamy
wyznacznik majacy w lewym dolnym rogu blok n x n zer, a po jego prawej
stronie blok n x p o elementach —a;; (1 <i<n,n+1<j<n+p). Z(2.2)
wynika, ze powyzszy wyznacznik jest réwny

(5.2) (=1)P|A[1,2,...,n]|1,2,...,n]|

< JA[L2,...,n|n+1,n+2,...,2n]| = (=1)?|B||C]|.

Inne wyrazenie otrzymamy, stosujac do tegoz wyznacznika twierdzenie La-
place’a. Minory utworzone z elementéw jego poczatkowych n wierszy mno-
zymy przez odpowiednie dopelnienia algebraiczne. Poniewaz wyznacznik
(5.1) zawiera dwa bloki zer, wiec te minory nie znikaja co najwyzej wtedy,
gdy nie zawieraja elementéw ostatnich n — p kolumn, a dopelnienia algebra-
iczne — gdy nie zawieraja elementéw kolumn od (n + 1)-szej do (n + p)-tej.
Dlatego wystarczy uwzgledni¢ minory

|A[1727"'>n|j17j25'--ajnfp7n+17n+27"'>n+p”

dla dowolnych j; takich, ze 1 < j1 < j2 < ... < jn—p < n. Niech dla
ustalonych jj, wskazniki 71,142, ...,%, bedg takie, ze i1 <io < ... <1, oraz

{1,2,...,71} = {il,ig,...,’ip}U{jl,jQ,...,jn_p}.
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Wtedy na mocy twierdzenia Laplace’a wartoscia wyznacznika (5.1) jest
suma

(5.3) Z (_1)1+2+...+(n+p)+2jh

1<j1<G2< . <jn—p<n.
AL 2, o n g1, J2s s dneps F Ln+ 2,0 0+ p)
AL, 2. n i, i, . i+ p+Ln+p+2,...,2n]],
ktora — jak juz wspomniano — jest réwna (5.2). Jesli By jest k-ta ko-

lumng macierzy B i podobne znaczenie ma Cy, to w tej sumie wystepuja
wyznaczniki o kolumnach

Bj,Bjys .-, Bj, ,,C1,Ca,...,Cp, Bi;,Biy, ..., Bi,,Cp1,Cpiay - -, Con.

Dla konkretnych, niewielkich n i p tozsamos$¢ wynikajaca z przyréwnania
dwéch wyrazen wyznacznika (5.1) byla znana wczesniej. W szczegdlnosei
w 1779 r. Bézout [3] udowodnil tozsamos$¢é majaca w oryginalnych oznacze-
niach postaé

’a/b/C”’ ’de/f//‘ _ ‘ab/d//‘ ‘Ce/f//’ + ’acld//’ ’be/f//‘ _ ‘bcld//’ ‘ae/f//’ — 0
Twierdzenie Sylvestera daje to samo dla n = 3 i p = 1. Nalezy przyjac,
ze w (5.3) pierwszy iloczyn zawiera wyznaczniki macierzy B i C stopnia

trzeciego. Wtedy w trzech nastepnych iloczynach pierwszy czynnik zawiera
dwie kolumny z B i jedna z C, a drugi odwrotnie.

In—p)

6. Tozsamos$é Sylvestera. Powr6¢émy do przeksztalcen macierzy kwa-
dratowej

B C
A= [D E] (B — blok kwadratowy stopnia k)

opisanych w § 3. Jej zmiana na prawa strone tozsamosci (3.3), czyli na

B C
0 E-DB'C|’

polega na dodaniu do n — k koncowych wierszy macierzy A kombinacji k po-
czatkowych wierszy. Takie przeksztalcenie nie zmienia wyznacznika podma-
cierzy

AL 2, .0 ki 1,2, .0k, j] (k<i<n, k<j<n).

Jest on zatem réowny wyznacznikowi macierzy

o wrmssa)
0 ([A/B])i-kj—t
Stad
‘A[lv"'7k7i‘1a”'7k7j”:‘B’([A/B})i—j,k—j'
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Niech F' bedzie macierza stopnia n — k o elementach wystepujacych tu po
lewej stronie. Mamy zatem

F=|B|[A/B],
skad |F| = |B|""*|[A/B]|. Uwzgledniajac jeszcze (3.4), wnioskujemy, ze
(6.1) |[F| = |A[|B]"*

Jest to tozsamosé Sylvestera z 1851 r.; zob. [26], [8], skad pochodzi powyzszy
dowdd, a takze [12], s. 34. Jednak Muir w [20], s. 189-190, formuluje wynik
Sylvestera ogdlniej. Niech mianowicie dla k i [ naturalnych i takich, ze k41 <

n, macierz F' stopnia ("?k) ma elementy

’AD:Q:"'7k7i17i27"-7il ‘ 17" '7k7j17.j27' . '7jl”7
gdziek < i1 <ig<...<yy<n, k<j1 <jo<...<j <mn;takim uktadom
(i1,12,...,11), (j1,72,---,41) branym w porzadku leksykograficznym odpo-
wiadaja kolejne wiersze i kolumny macierzy F'. W (6.1) jest oczywiscie [ = 1.
Teraz za$ zamiast (6.1) zachodzi réwnosé
17| = [A]E) p (i)

(jedlinp.n >4, k=n—-31l=2, to |F|=|A]?|B|).

Tozsamosé Sylvestera mozna uogdlniaé¢ na wiele sposobéw; zob. [5], [13]
i [17], gdzie opisano zastosowania tych uogdélnien. Z drugiej strony, w wielu
pracach tozsamodcia Sylvestera nazywa sie tylko jej najprostszy przypadek
(6.2) wynikajacy z (6.1) dla k = n—2 i latwiejszy do udowodnienia (zob. np.
[1], cz. I, s. 23-24). Wtedy

_ ‘An;n’ ’An;n—l‘
|An—1;n| |An—l;n—1|
iz (6.1) wynika, ze
|An—1;n—1| |An;n| - ’An—l;n| |An;n—1’ = ’An—l,n;n—l,n’ |A’

Sa tu wyréznione dwa ostatnie wiersze i dwie ostatnie kolumny macierzy A.
Nie jest to jednak konieczne. Dla dowolnych liczb naturalnych p, g, s, t takich,
zep<q<nis<t<n,jest prawdziwa tozsamosé

(6'2) ‘Ap;5| ‘Aq;t‘ - ’A ;t’ |Aq;5‘ = ’Ap,q;s,t’ |A’

Wynika ona z poprzedniej przez odpowiednie przestawienia wierszy i kolumn
dzieki znanej elementarnej wlasnoéci wyznacznikéw.

Tozsamosé Sylvestera (6.2) jest uzyteczna wtedy, gdy wszystkie wyste-
pujace w niej wyznaczniki maja (dla pewnych p,q, s,t) te sama strukture.
Dotyczy to w szczegdlnosci wyznacznikéw Toeplitza, a takze wyznacznikow
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Hankela
Cl-m+1 Cl—m+2 --- C
Cl—m+2 Cl—-m+3 --- Ci+1
Cl/m):=| " mt - (m > 0).
q Cl+1 <o Cl4m—1

Dodatkowo przyjmuje sie, ze C(l/0) := 1. Niech ¢ dla k > 0 bedzie tu
wspdlezynnikiem szeregu potegowego

(6.3) f(z):= i cp2”
k=0

i przyjmijmy ¢ := 0 dla k < 0. Wtedy wyznacznik C(l / m) odgrywa istotna
role w aproksymacji Padégo ([1], cz. 111I). Jest to dzial teorii aproksymacji
zajmujacy sie metodami konstrukeji i wltasnosciami przyblizen Padégo
_ Pml(2)
[/ mlp(2) : Q)
Dla danych liczb catkowitych nieujemnych [ i m takie przyblizenie jest z de-
finicji funkcja wymierng o nastepujacych wtasnosciach:

0P, <1, 0Qpm <m (0 — stopien wielomianu),

Prn(2) oy o mt
Qun(0) 20, 570 — 1(2) = O )-

Ta funkcja istnieje i jest taka, ze 0Py, = 1 0Qu, = m, wtedy i tylko wtedy,
gdy C(I /m) # 0; juz to pokazuje znaczenie tych wyznacznikéw. Spelniaja
one pewna tozsamos$¢ wynikajaca z (6.2). Istotnie, niech A bedzie macierza
stopnia m + 1 o wyznaczniku C(I /m + 1) i niech w (6.2) bedzie p = s = 1,
q =t =m+1. Latwo zauwazy¢, ze skreslenie w A pierwszego lub ostatniego
wiersza i pierwszej lub ostatniej kolumny daje macierz tego samego typu.
Scislej, tozsamo$é Sylvestera ma wtedy taka postad:

6.4) CU—1/m)CI+1/m)—[C(L/m)2=C(/m+1)C{/m—1).

Ta tozsamos¢ pozwala m.in. udowodni¢ pewna wlasnosé przyblizen
Padégo szeregu Stieltjesa. Nazywamy tak szereg potegowy (6.3) wynikajacy
z definicji

£(2) = OSO dplu)
5 1+ zu
@ jest tu funkcja ograniczona niemalejaca, ktora przyjmuje nieskonczenie
wiele rézmych wartosci i ma skofczone momenty §°u? do(u) dla j > 0.
Korzystajac z (6.4), udowodniono, ze dla takiego szeregu bieguny dowolnego
przyblizenia Padégo [l /m|¢, gdzie m > 1,1 > m — 1, sa pojedyncze, leza na
ujemnej pélosi rzeczywistej i maja residua dodatnie ([1], cz. I, s. 166).
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W zastosowaniach sg czesto znane jedynie poczatkowe wspdtezynniki cg
szeregu (6.3). Tylko od nich zalezy pewien fragment tablicy C, z definicji
zawierajacej wyznaczniki C'(I /m). Mozemy je obliczaé, stosujac tozsamosé
(6.4). Wystepuje w niej pie¢ wyznacznikéw, ktére w tablicy C' sa rozmiesz-
czone tak:

C(l—1/m)
Cll/m-1) C/m) C(/m+1)
Cl+1/m)
Poniewaz C(1/0) =11 C(l /1) := ¢, wiec za pomoca (6.4) mozna rekuren-
cyjnie oblicza¢ C'(I /m + 1) dla m = 1,2,..., oczywiscie dopoki wezesniej

wyznaczone C(I/m — 1) sa rézne od 0. Della Dora [10] zastosowal toz-
samo$¢ Sylvestera takze w ogdlniejszej teorii, mianowicie w aproksymacji
Padégo—Hermite’a (jej podstawowe pojecia mozna znalezé w [21]).

W zwiazku z aproksymacja Padégo warto wspomnieé¢, ze uzupelnieniem
tozsamosci (6.4) potrzebnym wtedy, gdy pewne C(I /m) znikaja, jest toZsa-
mos$é Gilewicza—Froissarta ([14], s. 374), ktérej w [22] nadano bardzo prosta
posta¢ i ktéra — jak sie wydaje — nie wynika z klasycznych tozsamodci
wyznacznikowych. Trzeba wiedzieé, ze w tablicy C' wszystkie zera tworza
roztaczne kwadraty. Przypusémy dla przyktadu, ze jeden z nich ma rozmiar
4 x 4. Pewne elementy tablicy otaczajace taki kwadrat i oznaczone nizej
symbolami N’, ... S

Nl
° N+
00 0 O °
W= 00 0 0 E'
(6.5)
w’ 00 0 O .
Wt 00 0 0
° S
Sl
spelniaja tozsamosé
N Nt F
W= 0 S~ | =0.
w wt 9

Z tej réwnosci mozna wyznaczy¢ E'; jedli juz znaleziono (takze za pomoca
(6.4)) wyznaczniki C(I / m) lezace na lewo od E'. Zauwazmy, ze wyzej wiel-
kosci N, ..., S’ i zero sg rozmieszczone tak samo, z doktadnoscia do obrotu
0 45°, jak w (6.5).
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Obliczanie ciggu lub tablicy tych przyblizen Padégo [l /m]¢, ktére ist-
nieja, moze si¢ oby¢ bez konstrukcji tablicy C. Wtedy jednak ominiecie
»pustych” pozycji (I, m) wymaga pewnych szczegdlnych zabiegéw. Jak wspo-
mniano w [6], Beckermann, Neuber i Miihlbach zbudowali odpowiedni algo-
rytm, korzystajac z dopelnien Schura.

Inne zastosowanie tozsamosci Sylvestera wiaze sie z przyspieszaniem
zbieznosci ciggdéw. W praktyce spotykamy czesto ciagi, ktére do interesuja-
cej nas granicy sa zbiezne bardzo wolno. Jesli ciag {s,} (n > 0) jest wlasnie
taki, to chcielibySmy przeksztalcié go na ciag {t,}, zbiezny do tej samej gra-
nicy s, ale znacznie szybciej. Wiadomo, ze nie istnieje uniwersalna metoda
takiego przeksztalcenia. Znaleziono jednak metody skuteczne w szerokiej
klasie ciagéow. Jedna z nich wynika z aproksymacji Padégo. Jesli

f(2):= 50+ Aspz + As122 + ...,

to dla z = 1 sumy czesSciowe tego szeregu sa rowne sg, S1, S, - . . Zbadane
wlasnosci aproksymacji Padégo i praktyka obliczen sugeruja, aby za ele-
menty ciagu {t,} uzna¢ wartosci [n /n|¢(1). W 1955 r. Shanks znalazl takie
dla nich wyrazenie:

S0 AS() AnSQ
ASO A2SO An+150
Anso AN+l S0 A2”80
[n/n](1) =
ASQ AnSQ
AnJrlSO A2n80

([1], cz. I, s. 17). Mamy wiec tu znéw wyznaczniki Hankela i mozna sadzié¢,
ze tozsamosé Sylvestera utatwi ich obliczanie. Warto tez przypomnie¢ o do-
petnieniu Schura: wyzej mianownik jest podwyznacznikiem licznika, czyli
iloraz mozna wyrazié¢, korzystajac z (3.4).

W bardzo obszernej rodzinie tzw. E-algorytmow przyspieszania zbiez-
nosci, autorstwa Brezinskiego i Havie ([7]), wyr6zniaja sie prostota metody
Levina (tamze; dokladny opis znajduje sie w [28]). Opieraja si¢ one na za-
lozeniu, ze dla pewnego ciggu pomocniczego {wy,} zbieznego do 0 istnieja
takie wspotczynniki cj, ze

o0
(6.6) Sp = s+wanj(n+ 1),
=0

Ciag pomocniczy zwiazany z {s,} (i okre$lajacy konkretna metode Levina)
jest znany, ale wspotczynniki ¢; — nie. Przypuszczajac, ze powyzszy szereg
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jest dosé¢ szybko zbiezny, obcinamy go do sumy k poczatkowych skladni-
kéw. Znieksztalcone w ten sposéb réwnosci (6.6) nie sa juz spelnione przez
(k)

granice s, ale pewne jej przyblizenie. Sciglej, definiujemy wielkosé sy za
pomoca warunkéw

k—1
smzsglk)—}—wmz:cj(m—}—l)_j (m=n,n+1,...,n+k).
=0

7 wzoru Cramera wynika, ze

Sn Sn+1 Sn+k
Wn Wn+1 Wn+k
1 1 1
(n+1)7" (n+2)7! (n+k+1)7"
- ® _ (n—l— 1) k+1 (n—l— 2)—k+1 (n—|— k4 1)—k+1
(6.7) 8,7 = 1 1 1
Wn, Wn41 Wn+k
1 1 1
(n+1)~" (n+2)7! (n+k+1)7"
(TL + 1)—k+1 (TL + 2)—k+1 (TL 4+ k4 1)—k+1

W ten spos6b okreslamy calg rodzine, z parametrem k, ciagéw {s%k)}. Dla
k = 0 ten ciag jest identyczny z {sy,}. Im wieksze jest k, tym szybciej ciag
{s,(lk)} dazy do s; przynajmniej tego sie spodziewamy.

Wz6r (6.7) nie mialby praktycznego znaczenia, gdyby trzeba bylo obli-
czaé kazde sq(lk) oddzielnie, jako iloraz wyznacznikéw stopnia k + 1. Stosujac
tozsamos¢ Sylvestera, dowodzi sie, ze te wyznaczniki mozna obliczaé reku-
rencyjnie wedlug bardzo prostego wzoru (istnieja tez inne metody dowodu).

Licznik i mianownik w (6.7) réznia sie tylko pierwszym wierszem. Przyj-
mijmy ogdlniej

Pn Pn+1 Pn+k
1 1 1
PP = (n+1)t (n+2)! (n+k+1)""
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Okreslmy tez wyznaczniki Vandermonde’a: VTSO) =1,

1 1 1
V) — n+1)"t  (n+2)7! (n+k)~? (k> 0).
(n+ 1)7kFL (4 2)7k+1 (n 4 k)~F+1

Z tozsamosci (6.2) zastosowanej do wyznacznika PT(Lk) stopnia k + 1 wynika,
ze

k - n k—1 k—1 n
V’V§+)1P1’(Lk Y- k( )P7§+1 )= Vn(+1 )Plg )'

Wyrazenia dla Vn(k) sg dos¢ ztozone. Nie interesujg nas jednak same wyznacz-

niki Plg"), tylko ilorazy dwoch takich wyznacznikdéw wystepujace w (6.7).
Dlatego mozemy wprowadzié¢ wielkosci Q%k) takie, ze P,gk) = goglk)Qng), gdzie
czynniki gogc) (niezalezne od py,) dobieramy tak, aby zwiazek rekurencyjny
wzgledem tych nowych wielkosci byt jak najprostszy. Daje to ostatecznie

wzor

Ly
S%k) = W (k,n:O,l,...),
gdzie
(0. _ 5n 0. _ 1

: MYy = —
" (n+ Dw,’ " (n+ 1wy,

L¥ = (n+k+1)L% D — (n 1)L,
MP = (n+ k+1)MED — (4 1) MY,

n

7. Tozsamo$é Schweinsa. W tozsamosci Sylvestera (6.2) wystepuja
po lewej stronie cztery wyznaczniki stopnia n — 1, a po prawej — dwa wy-
znaczniki, odpowiednio stopnia n — 2 i n. Mozna z niej otrzymac tozsamosé
Schweinsa w wersji wiazacej rowniez sze$¢ wyznacznikéw, ale tylko dwéch
réznych stopni. Te wyznaczniki powstaja z macierzy A rozmiaru (n+1) X n.
Niech liczby naturalne p, ¢, r, s,t beda takie,zep < g <r < n+lis <t < n.
Tozsamos¢ (6.2) zastosowana do macierzy A, (czyli do A bez p-tego wier-
sza), Ag; 1 Ar; ma odpowiednio postaé

(7-1) ’Ap,q;8| |Ap,7";t| - |Ap,q;t| |Ap,T;S| = ’Ap,qﬂ";S,t| |Ap;’a
(7'2) ‘Ap,q;s, ’Aq,r;t’ - ’A/p,q;t’ ’Aq,r;S‘ - ’Ap,q,r;s,t‘ ‘Aq;’7
(7.3) |Apr sl [Agrstl = [Apritl [ A sl = [Apgrssitl [Ar].

Pewne wyznaczniki, ktore wystepuja tu parokrotnie, mozna wyeliminowac.
Utwoérzmy mianowicie réznice tozsamosci (7.2) pomnozonej stronami przez
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|Ap . 5| 1 tozsamosci (7.1) pomnozonej przez |Ag .. of:
| Apg;s| [[Apr: sl [Agryel — [Agr;s| | Apr;l]
= [Apgr; st [| Aprs s| | Ag; | — [Agr; o] [Aps]]-
Wobec (7.3) lewa strona tej tozsamodci jest réwna
‘qu;s” ’qur;st‘ ‘Ar;"

Prawa strona tejze tozsamogdci i powyzszy iloczyn zawieraja ten sam czynnik
| Apgr: st|. Jesli zatem jest on rézny od zera, to

(7'4) |APT§S‘ ’Aq;| - ‘Aqr;8| ‘Ap;’ = |qu;5‘ ’Ar; |

Jest to zapowiedziana toZsamosé Schweinsa. Powyzszy dowdd jest wzoro-
wany na pracy [5], gdzie jednak te tozsamosé (a takze tozsamosé Sylvestera)
podano w nieco ogdlniejszej postaci: elementy pewnego wiersza macierzy A
wystepujacego dokladnie w jednym z czynnikéow kazdego iloczynu w (6.2)
i (7.4) naleza do przestrzeni wektorowej nad cialem zawierajacym elementy
pozostalych wierszy.

Tozsamosé (7.4) jest rzadko cytowana, w [8] nawet o niej nie wspo-
mniano. Muir w I tomie historii [18] referuje wyniki Schweinsa z cz. 3 (The-
orie der Producte mit Versetzungen) ksiazki [24] z 1825 r. na s. 159-175;
w szczegllnosci pisze, ze Schweins rozwaza na koncu bardzo elementarny
przypadek, gdy tozsamosé zawiera tylko trzy iloczyny (jak w (7.4)) i ze
wtedy jego twierdzenie jest ,nothing more than one of the extensionals so
lengthily dwelt upon by Desnanot”. Prace [11] tego ostatniego z 1819 r. om6-
wiono tamze na s. 136-148. Mozna sadzi¢, ze udowodnil on (7.4) dlan =2
in = 3. Wynik Schweinsa jest jednak znacznie bardziej ogdlny. Warto go po-
zna¢ takze dlatego, ze pokazuje wielo$¢ zastosowan metody, ktérej wariantu
uzyto juz w §5.

Wedlug Muira ([20], s. 124-125) najprostszy dowdd twierdzenia
Schweinsa wynika z przyréwnania dwoch rozwinie¢ Laplace’a wyznacznika
q-tego stopnia

a1l a1n 0 0
(7.5) ap1 ce. Qpy 0 ... 0
. b
ap+1,1 ap+1,n  Ap+1,n+1 ap+1,q
Gq1 <o Ggn Ogn+1 co. Ggq

gdzie 1 < p < n < q. Pierwsze z nich zawiera iloczyny minoréw o elementach
z p poczatkowych wierszy wyznacznika przez ich dopelnienia algebraiczne.
Poniewaz elementy tych wierszy nalezace zarazem do kolumn od (n+ 1)-szej
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do g-tej sa zerami, wiec rozwiniecie zawiera co najwyzej (Z) niezerowych
sktadnikéw, a w nich minory

IA[L,2,...,p| 1, g2, dp)l,  gdzie 1< 1 <jo<...<jp<n.

Drugie rozwiniecie zawiera iloczyny minoréw o elementach z n poczatko-
wych kolumn wyznacznika (7.5). Dopelnienia algebraiczne tych minoréw
nie znikaja co najwyzej wtedy, gdy zawieraja tylko elementy z wierszy od
(p + 1)-szego do g¢-tego, a jest tak w ((q]:z ) przypadkach. Oba rozwiniecia
daja wartos¢ tego samego wyznacznika. Daje to ogblna, do$¢ skomplikowang
tozsamosé Schweinsa. Muir nie wyjasnia, kiedy ona sie upraszcza do postaci
(7.4). Mozna udowodnié, ze tak jest, gdy wyznacznik (7.5) ma nastepujaca
szczegblng postac:

ai a1n 0 0

an—1,1 an—1,n 0 0

an1 Ann Gnl Gn.n—1
An+1,1 Gn+1n  Gn+1,1 An+1,n—1
all a1n a1 a1,n—1
an—-2,1 an—2n ap-21 Gn—2,n—1

(p =n—1, ¢ = 2n —1). Wyznacznik zalezy od (n + 1)n elementéw a;;
macierzy A okreslonej jak na poczatku tego paragrafu. Poniewaz poczatkowe
fragmenty wierszy i konicowe fragmenty kolumn powtarzaja sie, wiec w tym
przypadku rozwiniecia sa znacznie prostsze. Pierwsze z nich zawiera tylko
jeden iloczyn, ktéry moze by¢ rézny od 0:

+[A[1,2,...,n—1]1,2,...,n—1]||A[n,n+1,1,2,...,n—2|n,1,2,...,n—1]|.
W drugim rozwinieciu nie znikaja co najwyzej sktadniki

+[A[1,2,...,n]1,2,...,n]||[A[n+1,1,2,...,n—2|1,2,...,n—1]],
+[A[1,2,...,n—1,n+1|1,2,...,n][|4A[n,1,2,...,n —2]1,2,...,n—1]].

Pozostaje ustali¢ znaki tych iloczynéw i uporzadkowaé sensownie wiersze
i kolumny wyznacznikéw. Daje to tozsamos¢ (7.4) dlap = n — 1, ¢ = n,
r=n+411is=n, ale to nie ogranicza ogdlnosci wyniku.

Podobny pomyst pozwala udowodni¢ rodzine tozsamosci innego typu.
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Okreslmy
ajl ai2 AT
a1 a2 ... Qon
A= (r<n)
an+r1 Antr2 .- Gpirn

Dla p takiego, ze n < p < n + r, z elementéw tej macierzy tworzymy wy-
znacznik

aii a1np  A11 a1r

apl Qpn  Apl Ay
(76) P P P P

0 0 ap+1a ap41,r

0 ... 0 an4r1 .- Qniyryr

Odejmijmy od jego wierszy od (n + 1)-szego do (n + r)-tego odpowiednio
wiersze od pierwszego do r-tego. W ten sposob zerujemy w wyznaczniku
prawy gérny blok zlozony z p wierszy i r kolumn. Wartos¢ nowego wyznacz-
nika (a wiec i poprzedniego) jest réwna 0. Istotnie, kazdy minor zlozony
z elementéw r ostatnich kolumn zawiera co najwyzej n + r — p wierszy
z liczbami a;j, czyli co najmniej p —n > 0 wierszy zlozonych z samych zer.
Rozwinmy teraz wyznacznik (7.6) wzgledem jego n poczatkowych kolumn.
Z wzoru Laplace’a (2.1) wynika, ze

(7.7) S DS AL s |12 ]l [Aj gy il = 0.
151 <2< <jn<p

Dlan =r =3 1ip =4 daje to wspomniana juz w §5 tozsamos$¢ Bézout.

Zauwazmy tez istotna réznice miedzy relacja (7.7) a tozsamoscia Schweinsa

(7.4): tam wyznaczniki w kazdym iloczynie maja wiele elementéw wspodl-

nych, a tu (bez dodatkowych zalozen o A) nie maja ich wcale.
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Abstract. Some rather unfamiliar determinantal identities are given and proved. These
are: the Jacobi identity, expression for the determinant of a matrix product (including the
Binet—Cauchy formula), Sylvester’s and Schweins’s identities. Different versions of Sylve-
ster’s identity play here a crucial role. Some examples of its applications are mentioned.
The proofs are based in part on the Schur complement.
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