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Algebra liczb rozmytych

Streszczenie. Okreslono algebre skierowanych liczb rozmytych (ordered
fuzzy numbers (OFN)), ktéra umozliwia postugiwanie si¢ pojeciami rozmy-
tymi, iloSciowo nieostrymi, w sposob podobny do rachunku na liczbach rze-
czywistych. Zbiér skierowanych liczb rozmytych, izomorficzny z kwadratem
kartezjanskim przestrzeni funkcji ciaglych na odcinku jednostkowym, ma
strukture przestrzeni liniowo-topologicznej oraz algebry Banacha z jedynka.
Algebre te mozna wyposazy¢ w relacje pre-porzadku i posiada ona dzielniki
zera oraz nietrywialne idealy. Podstawowe, w zastosowaniach praktycznych
przy budowaniu rozmytych systeméw wnioskujacych, operacje wyostrzania
(defuzzyfication) moga sie pojawi¢ w tej przestrzeni Banacha jako liniowe
i ciagle funkcjonaly, reprezentowane przez pary miar Radona (tutaj dwie
catki w sensie Stieltjesa wzgledem funkcji o wahaniu skonczonym). Dal-
sze uogdblnienie prowadzi do pojecia skierowanych zbioréw rozmytych i od-
powiadajacej algebry Banacha. Przedstawione podstawy algebry skierowa-
nych liczb (zbioréw) rozmytych daja mozliwosé budowy odpowiednikéw zna-
nych pojeé z teorii réwnan rézniczkowych, wzbogacajac metody sterowania
o nowe modele rozmyte. Z powodzeniem dokonana w $rodowisku Windows,
w kalkulatorze rozmytym zCalc, programowa implementacja wprowadzonych
operacji na liczbach rozmytych pozwala mie¢ nadzieje na szybki rozwdj za-
stosowan przedstawionych tutaj poje¢ i modeli.

1. Idea zbior6éw rozmytych. Przy probie opisywania $wiata napo-
tyka sie sytuacje, ktére dosé tatwo okresli¢ stowami potocznymi, np. ,duzy
deszcz”, ,bardzo ciepto” itp. Gdy jednak trzeba stowa potoczne zamienié
na odpowiadajace im konkretne wartosci liczbowe, zaczynaja sie problemy.
,Wolny” samochdéd ma przeciez taka szybkosé, ktora okreslilibysmy jako
Jbardzo duza”, gdyby odnosila sie do poruszajacego sie czlowieka. Zyjemy
w $wiecie, gdzie takich zaleznosci jest bardzo wiele, i w zyciu codziennym,
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w mowie potocznej, nie mamy z tym wiekszych probleméw. Problemy po-
jawiaja sie, gdy potrzebny jest formalny opis. Dos¢ skuteczng metode opisu
takich nieprecyzyjnych zjawisk znaleziono poprzez wykorzystanie logiki roz-
mytej, ktéra jest jedna z logik wielowartosciowych.

Logika wielowarto$ciowa, ktérej tworca jest J. fLukasiewicz, dzieki swoim
publikacjom na przetomie lat dwudziestych i trzydziestych ubieglego stule-
cia [1], dopiero chyba na poczatku lat 60-tych jednoczesnie z pojawieniem sie
koncepcji zbioréw rozmytych otrzymata kontynualny zbiér wartosci i odpo-
wiadajaca mu nazwe logiki rozmytej. Za date poczatkowa dla teorii zbioréw
rozmytych uznaje sie rok 1965, w ktérym w czasopismie ,,Information and
Control” ukazala sie praca Zadeha pod tytulem ,Fuzzy sets” [34].

Zbiory rozmyte wraz z logika rozmyta sa szeroko stosowane w proble-
mach zwiazanych ze sterowaniem. Coraz czeSciej i coraz to nowymi dro-
gami logika rozmyta wkracza w codzienne zycie. Wszelkiego rodzaju podze-
spoly sprzetu komputerowego, samochodéw czy elementy wyposazenia domu
(AGD, RTV) opisywane sa stowami ,Fuzzy logic inside”, oznaczajacymi
wykorzystanie elementéw teorii zbioréw rozmytych w sterowaniu procesami
dziatajacymi w tych urzadzeniach.

Ciekawe jest, ze uklady sterujace z wykorzystaniem logiki rozmytej sa
stosowane z sukcesem w sytuacjach, ktérymi mogtby sterowaé doswiadczony
w swej dziedzinie czlowiek. On jednak nie bylby czesto w stanie w sposéb for-
malny i jednoznaczny okresli¢ motywéw swoich decyzji, uzywatby do oceny
sytuacji typowo ludzkich nieprecyzyjnych sformutowan.

Rozwéj teorii zbioréw rozmytych wg Zadeha trwa juz blisko 40 lat. Nie-
stety nie wszyscy tworcy podstaw matematycznych systeméw wnioskujacych
(decyzyjnych) sa przekonani do ich mozliwosci aplikacyjnych. Czesto styszy
sie: kolejne operacje dokonane na wielkoéciach rozmytych zmniejszaja ich
konkretng zawartos¢, zwiekszajac ich rozmyto$é. Tym samym korzystanie
z tych pojeé i klasycznych operacji, bazujacych na zasadzie rozszerzenia Za-
deha (por. zaleznosci (7) oraz (8) w punkcie 1.1) [35, 6, 36], jest obarczone
duza niedoskonatoscia [10].

Klasycznie zbior rozmyty jest pojeciem uogdlniajacym koncepcje zbioru,
czy podzbioru pewnego niepustego zbioru (przestrzeni, uniwersum) X'. W je-
zyku funkcji zbiér A C X jest utozsamiany z jego funkcja charakterystyczna
X4 @ X — {0,1} C R, rozumiana jako funkcja rzeczywista o wartosciach
binarnych 0 lub 1, gdzie R oznacza zbiér liczb rzeczywistych. Rachunek
na zbiorach, algebra Boole’a podzbioréw przestrzeni X', maja swoje prze-
tozenie na rachunek na odpowiadajacych im funkcjach charakterystycznych
zbioréw. Zauwazmy, ze gdy jako przestrzen X wybierzemy zbior liczby rze-
czywistych i jednocze$nie ograniczymy na moment nasze zainteresowanie
do funkcji charakterystycznych podzbioréw jednoelementowych, to mozemy
zaproponowac inny rachunek na tych funkcjach, zgodny z algebrg liczb rze-
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czywistych, typu
(1) (X + xs)(@) = Xr4s(z)  dla kazdego z,7, s € R,

gdzie x,(x) = 1 dla * = r oraz x,(x) = 0 w przeciwnym razie. W tym
podzbiorze mnozenie przez skalar mozna utozsamic¢ z mnozeniem elementéw,
gdyz dla dowolnych a,r € R iloczyn funkcji charakterystycznej x, przez
skalar a € R spelnia zaleznosci

(2) (axr)(x) = Xar () = (Xa - Xr)(2)-

Rozszerzmy nasze zainteresowanie na wiekszy zbior funkcji F: niech do F na-
leza wszystkie funkcje rzeczywiste na X, ale o wartosciach w przedziale [0, 1].
W ten sposéb pojawia si¢ jeden z wariantéw pojecia zbioru rozmytego, jako
elementu zbioru F. Wida¢é, ze funkcje charakterystyczne podzbioréw w X
tworzg podzbiér wiadciwy zbioru F. A co mozna powiedzie¢ o operacjach
na tych nowych obiektach? Zwykte dziatania na funkcjach, okreslone punk-
towo i prowadzace do standardowej algebry funkcji, nie wchodza w rachube,
gdyz wartosci funkeji wynikowych musza leze¢ w odcinku [0, 1]. Nawet gdy
ograniczymy sie do X = R, nietatwo odpowiedzie¢ na pytanie, czy mozna
okresli¢ dzialania w taki sposob, aby byly zgodne z dzialaniami na liczbach
rzeczywistych (por. réwnosci (1) i (2)).

Celem, jaki przy$wiecal autorom serii publikacji [23, 9, 24], [26, 25, 29],
[30, 28], bylo przezwycigzenie gléwnych niedoskonalosci klasycznego, opar-
tego na zasadzie rozszerzenia Zadeha, rachunku na liczbach rozmytych i ta-
kie zdefiniowanie modelu liczb rozmytych, by liczby rzeczywiste mozna byto
traktowaé jako szczegdlny przypadek liczb rozmytych. Dodatkowo dzialania
algebraiczne w takim modelu powinny by¢ zgodne z dziataniami na zwyktych
liczbach rzeczywistych i posiadaé¢ wlasnosé rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania, a jednoczes$nie dawaé poprawne wyniki dla liczb rozmytych.

Rezultaty maja uzupelni¢ istniejace modele o prosty sposéb potacze-
nia dziatan na liczbach rozmytych z liczbami rzeczywistymi z zachowaniem
wlasnosci algebry liczb rzeczywistych, a w szczegdlnosci zapewnienia istnie-
nia elementéw neutralnych wzgledem dodawania i mnozenia, przemiennosci
dodawania oraz mozliwosci rozwiazania dowolnego réwnania w arytmetyce
nowego modelu liczb rozmytych.

Jak sie p6zniej okaze, zaproponowane uogdlnienie liczby rozmytej prowa-
dzi do istnienia wymaganych elementéw neutralnych oraz rozwiazan réwnan
i daje mozliwos¢ kontrolowania rozmycia wynikéw dziatan na liczbach roz-
mytych. Nowy model spelnia nie tylko aksjomaty pierscienia, ale i algebry,
czego nie mozna powiedzie¢ o liczbach rozmytych zdefiniowanych z uzy-
ciem pojecia zbioréw rozmytych wedlug Zadeha [3]. Wazna wlasnoscia tego
modelu jest prostota implementacji, co zostato zrealizowane miedzy innymi
w aplikacji Fuzzy Calculator o nazwie roboczej zCalc, por. [28].
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Troche historii. Ogdlnie akceptowalna teoria liczb rozmytych (por. pierw-
sza pozycje polska na ten temat przedwczesnie zmartego profesora Ernesta
Czogaly i jego wspolpracownika Witolda Pedrycza [2]) zostala zapropono-
wana w 1978 r. przez Dubois i Prade’a w [3]. Autorzy ci dla ulatwienia
rachunkéw zaproponowali ograniczong klase funkcji przynalezno$ci, umiej-
scawiajac w niej tzw. liczby typu (L, R), z dwoma funkcjami ksztaltu L
iR.

Rachunek na tych liczbach byt zbudowany na zasadzie rozszerzenia Za-
deha. W szczegdlnosci, gdy funkcje ksztaltu miaty wykresy liniowe, mozna
bylo odtworzy¢ trojkatne funkcje przynaleznosci. Ale juz po kilku opera-
cjach mnozenia funkcji wynikowych nie odtwarzano zgodnie z ta zasada, ale
przyjmowano pewng ich aproksymacje. Prowadzito to w naturalny sposéb
do bledéw zaokraglen, ktére w miare obliczen kumulowaly sie, czasem bez
mozliwosci kontroli (por. uwagi w pracach [22, 33]).

Niezadowoleni z tego stanu rzeczy prébowali zaproponowaé pewne mo-
dyfikacje, por. [2, 21, 7, 14, 12, 22, 11]. Pierwszy autor tego artykutu, wspol-
nie ze swoim doktorantem P. Styszem, prébowali w 1993 r. przedefiniowaé
dzialania i pojecie liczby rozmytej w [23]. Tak wiec tam nalezy szukaé po-
czatkéw podejscia, jakie prezentujemy w tym artykule. Nie bytoby jednak
koncowego efektu i naszej definicji skierowanej liczby rozmytej bez $cistej
wspolpracy calej tréjki autoréw podstawowych publikacji [9, 24, 26, 25],
tj. piszacych tutaj W.K., P.P. oraz Dominika Slezaka. Do pierwszej z tych
publikacji wniedli tez swéj wktad K. Piechér i K. Tyburek. Zapewne nie by-
loby tez prezentowanych wynikéw bez stymulujacych dyskusji z kolegami,
wsréd ktérych chcemy wymienié prof. J. Leskiego, bliskiego wspdtpracow-
nika nieodzalowanego profesora Czogaly, a takze prof. J. Skrzypczyka i dra
Z. Kulpe.

1.1. Zbiory rozmyte

DEFINICIJA. Zbiorem rozmytym A na pewnej przestrzeni X nazywamy
zbiér par

(3) A={(z.1a) 7 € XY,
gdzie pa € [0, 1] nosi nazwe stopnia przynaleznosci x do zbioru rozmytego A.

Jak wida¢, przy tak ogdélnym sformulowaniu zbiér rozmyty jest relacja
w X x [0,1]. Z tak ogélnego sformulowania bedziemy w dalszej czesci pracy
korzystali. Przypomnijmy jednak dla porzadku, ze w swojej fundamentalnej
pracy [34] z 1965 r. Zadeh prawie natychmiast przyjal, ze drugi element
kazdej pary jest funkcja, ktéra przypisuje kazdemu elementowi x € X jego
stopien przynaleznosci (membership level) do zbioru A, przy czym

pa X —[0,1], zatem pa(z) € |0,1].
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Funkcja pa nazywana jest funkcjg przynalezno$ci i jest prostym uogdlnie-
niem funkcji charakterystycznej zbioru, skoro wartosci tej funkcji moga nale-
ze¢ do calego przedzialu jednostkowego [0, 1]. Liczby rozmyte to szczegdlny
przypadek zbioréw rozmytych okreslonych na X = R (zbiorze liczb rzeczy-
wistych).

Do reprezentacji funkcji przynaleznosci z powodzeniem uzywa sie wy-
kresow. Rys. 1 przedstawia termin: CIEPLA POGODA. Dziedzina p 4 jest tu-
taj zbiér wartosci temperatur mozliwych do zmierzenia dostepnymi przy-
rzadami. Nalezy dodaé, ze jest to przyktadowy zbiér zgodny z odczuciami
wiekszoéci oséb zamieszkujacych Polske lub kraje o podobnym klimacie.
Osoby zamieszkujace miejsca, gdzie wystepuje klimat arktyczny, stwierdzi-
lyby, Zze CIEPLA POGODA to termin okres$lajacy chwile, gdy temperatura jest
w okolicach 0°C.

[N
1 Zbioér rozmyty
reprezentujacy okreslenie
“ciepta pogoda”

Rys. 1

Do$¢ czesto w literaturze przedmiotu, por. [21, 22], [33, 3, 5, 12, 2], [6],
okreélenie LICZBA ROZMYTA jest przypisywane zbiorom rozmytym okreslo-
nym na osi liczb rzeczywistych R, o ile spelniajg warunki:

1. zbiér jest normalny,

— czyli istnieje argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosé 1;
2. zbidr jest wypukly,

— zbidér rozmyty A jest wypukty, gdy

Voyex Vacoa):  Ha(A-z+(1—A) y) > min(pa(z), pay));
3. nosnik funkcji pa jest przedziatem;
4. pa jest funkcja przedzialami ciagla.

Zbiory rozmyte spelniajace powyzsze cztery warunki w wielu pracach
nazywane sa rozmytymi liczbami wypuklymi [2, 14, 21, 7, 12, 22]. Czesto
warunek ostatni (4) zastepuje si¢ badz pelna ciagloscia (ale wtedy zbiory
jednopunktowe, np. liczby rzeczywiste reprezentowane przez funkcje charak-
terystyczne, sa wylaczone z tej definicji), badz pélciagtoscia z dotu. Ponadto,
skoro (istotny) no$nik supp(A) := {z € X' : pa(x) > 0} jest przedzialem,
warunek wypuktosci (2) zbioru mozna zastapi¢ warunkiem (quasi) wklesto-
Sci funkcji przynaleznosci (por. Drewniak [21]).
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W pierwszych pracach autoréw (por. [9, 24]) warunek wypuklosci zbioru
A zostal zamieniony na warunek Scistej quasi-wypuklosci funkeji —p 4 (zwra-
camy uwage na minus) na jej no$niku. Przypomnijmy, ze funkcja f : R — R
jest scisle quasi-wypukla, jesli dla dowolnej tréjkiliczb x,y, 2z e R,z <y < z,
mamy

(4)  flx) < f(2) = fly) < f(z) oraz f(z) < f(2) = [(y) < f(2).

Jedli funkcja przynaleznosci g jest Scidle quasi-wklesta na swoim nosniku,
to na podstawie podstawowego twierdzenia teorii funkcji wypuklych (por.
np. [31]) funkcja ta jest przedzialami odwracalna. Zacytujmy wiec

TWIERDZENIE 1. Funkcja skalarna f(x) jest $cisle quasi-wypukla w zbio-
rze wypuklym Y wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny odcinek [z1,xz2] C Y
mozna podzieli¢ na trzy odcinki (kazdy punkt podzialu jest koricem przynaj-
mniej jednego z tych odcinkow) w taki sposdb, ze f(x) jest malejgca w pierw-
szym, stata w drugim i rosngca w trzecim. Jeden lub dwa dowolne z tych
odcinkdow mogq byé puste lub zdegenerowane do punktéow x1 i (lub) xa.

Latwo zauwazy¢, iz w przypadku $Scistej quasi-wklestosci zmienia sie je-
dynie kolejnos¢ cech monotonicznosci poszczegdlnych odcinkéw przedziatu
[1, 22]. Dzieki warunkowi $cislej quasi-wkleslosci mozna stwierdzié, ze jesli
mamy liczbe rozmyta A o funkcji przynaleznosci 4, to jej nosnik supp A =:
(la,pa) C R mozna rozlozy¢ na trzy podprzedzialy:

(5) supp(A) = rosn(A) Ustala(A4) U malej(A);

na pierwszym funkcja jest rosnaca, na drugim stala, a na trzecim malejaca,
tzn. istnieja dwie liczby rzeczywiste 1,15 € [la,pa] (por. [24]) takie, ze
rosn(A) := (Ia,15), malej(A) := (1},pa) oraz stala(A) = [1,17}]. Warunek
ten mozna by nazwadé quasi-odwracalnoscig.

Dzieki quasi-odwracalnoéci uzyskujemy mozliwos¢ zdefiniowania dziatan
na odwrotnoéciach czesci funkcji przynaleznosci liczb rozmytych. Wtasnosé
ta pozwala na catkiem efektywne dodanie dwoch liczb rozmytych A = pg
i B = pup w taki sposéb, ze dodajemy do siebie odwrotnosci czesci rosnacych
funkcji pa i up, a nastepnie czedci malejacych. Po ponownym odwréceniu
sum poszczegdlnych czesci uzyskujemy w wyniku pc, ktéra traktujemy jako
funkcje przynaleznosci liczby C' bedacej wynikiem dodawania A + B, tj.

(C|rosn(C))~ = (A|rosn(A))~! + (BJrosn(B)) 1,

(6) (Clmalej(C))~t = (A|malej(A))~! + (B|malej(B))~ 1.

Oczywistym wnioskiem jest, iz noénik jest przedziatem rzeczywistym, co
prowadzi do propozycji, by w dzialaniach na liczbach rozmytych wykorzy-
staé¢ rachunek przedzialowy ([4]). Tak okreslone dzialania sa tatwo algorytmi-
zowalne, na co zwrécili uwage juz wezesniej autorzy prac [21, 13,7, 9, 14, 24].
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Warto jednak w tym miejscu przytoczyé¢ zasade rozszerzenia Zadeha,
ktora ma zastosowanie do dowolnego typu zbioréw rozmytych i operacji
okreslonych na (podstawowej) przestrzeni X'. Ogélniej, jesli mamy zbiory
rozmyte okreslone na dwdch przestrzeniach X i Y oraz funkcje f: & — Y,
za$ A jest zbiorem rozmytym w X', to A wyznacza poprzez f zbior rozmyty
B w Y, dany przez
(7) pp(y) = sup pa(r) dlayed.

zef~1({y})
W przypadku operacji (funkeji) dwuargumentowej, gdy F': X x Y — Z, to
zbior C' w Z jest dany przez

(8) pue(z) = sup min(pa(x), up(y)) dla z € Z.
{zy:F(z,y)==2}

Powyzsze zaleznosci nie sg tatwo algorytmizowalne, nawet gdy przepisze sie
je w jezyku a-cieé¢ (ang. a-cuts) funkcji przynaleznosci, tj. podzioréw S,
w X okreslonych dla funkcji przynaleznosci pg w X przez
9) Sa ={xeX:pa(zr)) >a} dlaae(0,1] CR.
Natomiast jest oczywiste, ze definicja wypuktych liczb rozmytych wprowa-
dzana poprzez zadanie wypukloéci kazdego a-ciecia jest réwnowazna po-
przedniej (por. [21, 8]).

1.2. Niedoskonato$ci. Typowym przykladem modelu wykorzystujacego
rachunek przedzialowy sa liczby trdjkatne (Drewniak [21]). Otrzymywane

wyniki ktéca sie jednak z dotychczasowym do$wiadczeniem zdobytym przy
operowaniu liczbami rzeczywistymi, gdzie

Vape €ER a+b=c=c—-b=aNc—a=D.

Ponizsze wykresy (rys.2) ilustruja poruszony tu problem dla liczb roz-
mytych.

%A B %CA+B
:.M::»:.:A»

Rys. 2. Suma liczb rozmytych i przyktad nieodwracalnosci dziatan

Braki, w poréwnaniu z operacjami na liczbach rzeczywistych, wlasnosci
operacji na liczbach wypuklych zwigzane sg z ktopotem, jaki stanowi element
neutralny dodawania. Jest nim funkcja xg, czyli zero rzeczywiste. Cho¢ dla
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dowolnej wypuklej liczby A zachodzi réwnosé
(10) A+ x0 =4,

to jednak nie zachodzi podstawowy warunek, jaki dzialania dodawania
i mnozenia winny spetnia¢, aby zbiér F byl pierscieniem: dla dowolnej liczby
A istnieje element (liczba wypukla) T spelniajacy réwno$é A+T = xg. Przy
sprawdzaniu réwnosci (10) korzystamy z nastepujacego przepisu na doda-
wanie do wypuklej liczby rozmytej, reprezentowanej przez jej funkcje przy-
naleznosci w4, liczby rzeczywistej r € R, reprezentowanej przez jej funkcje
charakterystyczna x,:

(11) (xr + pa)(x) = pa(x —7r) dla kazdego z € R,

ktory jest zgodny z nasza intuicja i z dodawaniem w zbiorze liczb rzeczywi-
stych, por. (1).

Jedli dla wykonania dzialania odejmowania przyjmiemy, zgodnie z kla-
syczna teoria zbioréw (liczb) rozmytych Zadeha, ze funkcja przynaleznosci
1_4 zbioru —A jest okreslona jako zwierciadlane odbicie funkcji w4, tj.
punktowo przez relacje

(12) p—a(x) = pa(—x)  dla wszystkich z € R,

oraz liczba rozmyta ma nosnik niejednopunktowy, to w wyniku odejmowania
tej samej liczby uzyskujemy zero rozmyte, a nie zero rzeczywiste (rys. 3).

Rys. 3. Wynik odejmowania liczby rozmytej od niej samej

Przedstawiony model ma pewna wlasno$é, ktéra w przypadku obliczen
na wypuklych liczbach rozmytych stwarza pare ograniczen. Chodzi o to,
ze bez wzgledu na to, czy dodajemy liczby rozmyte, czy tez je odejmujemy,
nosnik sie powieksza i tym samym powiekszajg sie nosniki liczb wynikowych.
Nosniki nazywane sg czasem przedzialami nieprecyzyjnosci. W konsekwencji
ich powigkszanie sie nazywane jest niekiedy zwiekszaniem nieprecyzyjnosci
lub zwiekszaniem rozmytosci liczby rozmytej. W efekcie moze sie okazad, ze
po wykonaniu wielu dziatan no$nik wynikowej liczby bedzie tak szeroki, ze
informacja, ktérag dana liczba bedzie przenosié, stanie sie mniej uzyteczna.

Do powyzszej niedoskonatodci dziatan w zbiorze F dochodzi nastepna:

(13) A+ B=C, alenaogél C—B+# A,

gdzie A, B i C s3 liczbami rozmytymi. Cecha ta, niezgodna z intuicja i z dzia-
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taniami na liczbach rzeczywistych, ma swoje konsekwencje w obserwowanym
powiekszaniu sie nieprecyzyjnosci liczb rozmytych i w ogélnym braku moz-
liwosci rozwiazania prostego rownania

(14) A+X=C

z danymi liczbami rozmytymi A i C' (por. rys.4). W szczegélnosci brak ta-

X? C

| | | | >
Ll

| I I I I 1 I I

Rys. 4. Pytanie, czy dla danych A i C' istnieje liczba X taka, ze A+ X = C

kiego rozwigzania jest konsekwencja spostrzezenia, ze kazda operacja zwiek-
sza nosnik. Tym samym nie istnieje liczba rozmyta X, ktora bylaby rozwia-
zaniem tego réwnania, gdy noénik A jest wiekszy od nosnika liczby C.
Zauwazmy, ze je$li nawet wskazemy rozwiazanie réwnania (14), nie ist-
nieje prosta metoda obliczeniowa (jak w przypadku liczb rzeczywistych) jego
wyznaczenia. Przyktad liczb rozmytych przedstawionych na rys. 4 prezen-
tuje te niedoskonatoéé. Chociaz wiemy, ze rozwigzanie istnieje (rys. 5), nie
okreslimy go poprzez wykonanie prostego wyliczenia (rys. 5), gdyz

(15) C-A=X,, zs$ X,#X.

Rys. 6

Na rysunku 6 widaé¢ réznice miedzy wyliczonym rozwiazaniem X, a fak-
tycznym rozwigzaniem X réwnania A + X = C.

Roéwnanie (14) mozna rozwiazaé¢ bez klopotu klasycznymi dzialaniami
na wypuktych liczbach rozmytych jedynie w przypadku, gdy liczba A jest
zbiorem jednoelementowym, czyli liczba rzeczywista (por. przepis (11)).
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Zalozenie w klasycznym (wg Zadeha) rachunku na liczbach rozmytych,
ze relacja (3) jest funkcja, to podstawowe ograniczenie dla poszukiwania
rozwiazania réwnania (14) w ogélnym przypadku. Zaraz potem pojawia sie
niedoskonato$é w okresleniu operacji odejmowania jako przeciwnej do doda-
wania.

1.3. Dalsze motywacje. Jesli ograniczy¢ sie do tréjkatnych czy ogdlniej
trapezoidalnych funkcji przynaleznosci, to — majac na uwadze, ze liczby
rzeczywiste reprezentowane przez ich funkcje charakterystyczne nalezg do
tak wydzielonego zbioru wypuktych liczb rozmytych, a mnozenie przez ska-
lary jest dane przez (2) — arytmetyka przedzialowa jest do zaakceptowania
do realizacji dodawania. Jest ona przeciez zgodna z dodawaniem poszcze-
gblnych odwrotnosci czesci monotonicznych funkeji przynaleznosci: osobno
rosnacych, osobno malejacych; nastepnie wyniki tych dzialan nalezy od-
wrécié. Przedzialy statosci funkcji przynaleznosci, gdzie jej warto$¢ wynosi
jeden, dodaje sie tez w sposéb naturalny. Dopdki dodajemy funkcje o nosni-
kach dodatnich, tzn. zawartych w dodatniej potosi R, wszystko jest w po-
rzadku. Gorzej, gdy chcemy wykonaé¢ operacje odejmowania, rozumiang,
zgodnie z wprowadzong przez (2) struktura liniowa, jako dodawanie elemen-
tow przeciwnych. Wykonanie takich operacji przy zastosowaniu powyzszego
algorytmu moze prowadzi¢ do obiektow, ktére moga by¢ takie jak na rys. 7.
Roéznica C' = B — A nie jest juz funkcja zmiennej z. W pozycji [24] uzyto
terminu improper fuzzy number dla takich obiektéw. One jednak daja nam
rozwiazanie réwnania (14). W sytuacji poszukiwania liczby X spelniajacej
réwnanie A + X = B, kiedy rozmycie (inaczej nosnik) liczby B, tj. prawej
strony réwnania, jest mniejsze niz rozmycie pierwszego sktadnika, tj. liczby
A, rozwiazaniem jest wtasnie liczba X = C' z rys. 7.

C=B-A

v

Rys. 7. Wynik odejmowania liczb wypuklych z zastosowaniem rachunku na funkcjach
odwrotnych

Trzecig wskazéwke dla dalszego postepowania zmierzajacego do nowego
ujecia liczb rozmytych przynosi rys. 3. Odejmowanie liczby rozmytej od niej
samej bedzie prowadzi¢ do zera rzeczywistego (ktére z kolei powinno byé
elementem naturalnym dodawania), jesli wlasnie w tej sytuacji wzboga-
cimy przedstawiony powyzej algorytm arytmetyki przedziatowej o dodat-
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kowsg, informacje. Wykonanie operacji odejmowania zgodnej z zalozong li-
niowg struktura

A—A=A+(-1)-A

wymaga wiecej niz prostego rachunku przedzialowego, tym bardziej ze ra-
chunek ten, przy prébie zastosowania do ewentualnej operacji mnozenia wy-
puklych liczb rozmytych, okaze si¢ niepozbawiony defektow (1).

Sygnalizujac zwienczenie drogi naszych poszukiwan, postawmy jeszcze
jeden problem: zaproponowane uzycie, dla wypuklej liczby rozmytej, praw
operacyjnych z (11) odnoszacych sie do kolejnych przedzialéw monotonicz-
nosci funkcji przynaleznosci, wykorzystywalo naturalng (rosnaca) orientacje
osi x. A jesli kolejnos¢ tych przedzialow zmienimy przy zmianie znaku liczby
rozmytej?

Czy okresleniu liczby o znaku przeciwnym nie powinna towarzyszyc¢,
oprécz zastosowania przepisu (12) dla funkcji przynaleznosci, zmiana od-
powiadajacych przedzialéw monotonicznosci tej funkcji; doktadniej, czy nie
powinno sie uwzgledni¢ wewnetrznej orientacji wykresu funkcji przynalez-
nosci, niekoniecznie pokrywajacej sie z wymuszona orientacja osi x?

2. Skierowane liczby rozmyte. Skierowana liczba rozmyta definio-
wana jest nastepujaco:

DEFINICIA. Skierowang liczbg rozmyte A nazywamy uporzadkowana pa-
re funkcji

A= ('rupv mdoum)v
gdzie Typ, Tdown : [0, 1] — R sa funkcjami ciaglymi.

Poszczegdlne funkcje nazywamy odpowiednio: czescig up i czescig down
skierowanej liczby rozmytej A. Z ciaglosci obu cze$ci wynika, ze ich obrazy
sg ograniczonymi przedziatami, ktérym przypisujemy nazwy UP i DOWN
(rys.8). Ustalamy tez odpowiednie symbole dla oznaczenia granic tych prze-
dzialéw: UP = (l4,1,) oraz DOWN = (1},pa). Granice te sa liczbami
rzeczywistymi. Wystepujace tutaj oznaczenia granic przedzialow UP oraz
DOWN nie musza byé¢ wlasciwe (2), tzn. nie musza speliaé warunkéw
la <1, oraz 11? < pa. W przypadku, gdy obydwie funkcje (czesci liczby

rozmytej) sa $cisle monotoniczne, istnieja dla nich funkcje odwrotne :L‘;I}

i m;olwn okreslone na odpowiednich przedziatach UP oraz DOWN, a po-

(1) W operacjach na przedzialach mamy na ogét nieréwnosé Z(W +V) £ ZW + ZV.

(2) Wprowadzajac pojecie skierowanych liczb rozmytych w jednej z naszych poprzed-
nich prac [26], nie byliSmy $wiadomi istnienia dobrze juz eksploatowanego terminu prze-
dzialow skierowanych i zwigzanej z nimi arytmetyki, zapoczatkowanej przez Kauchera
[19, 20]. Zwrdcil nam na to uwage dr Zenon Kulpa z IPPT PAN.
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nadto prawdziwe jest przyporzadkowanie

(16)  la = 2yp(0), 15 :=xup(1), 1% = Zaown(l), PaA = Zdown(0).
Jesli dodamy teraz funkcje stala i réwna 1 na przedziale [1,1%], to otrzy-
mamy razem z UP i DOWN jeden przedzial. Dzigki temu mozemy zdefinio-

waé funkcje przynaleznosci g zbioru rozmytego okreslonego na R (ozna-
czenia Udown 1 fup Da rys. 8 odpowiadaja Taewn 1 Tup) Poprzez réwnosci:

a7 pa(z) =0 dlaz&[la,pal, pa(z)=z,, (=) daze UP,
pa(z) =z, (r) dlaze DOWN.

Tak zdefiniowany zbiér rozmyty mozna odnies¢ do modelu liczb rozmytych
definiowanych w klasycznym sensie, z tym ze obecnie dysponujemy dodat-
kowa wlasno$é nazywana skierowaniem; przedzial UP U [1%},1,] U DOWN
mozna potraktowaé jako nosnik (por. relacje (5) z poprzedniej czesci arty-
kutu).

Idea skierowanych liczb rozmytych ewoluowala, dlatego tez naturalne
jest podobiefistwo miedzy funkcjami Zyp, Tgown 1 0dpowiednimi czedciami
odwrotnymi liczb rozmytych z quasi-wklesta funkcja przynaleznosci.

a)

Hdown

4 )
DOWN 1 -1
T Mo U down
+ m >

Hup UP DOWN
UP Dotaczony

przedziat

Rys. 8. a) Przykladowa skierowana liczba rozmyta, b) skierowana liczba rozmyta przed-
stawiona w spos6b nawigzujacy do liczb rozmytych w klasycznym podejsciu.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze bez wzgledu na ksztalt czedci up
i czesci down skierowanej liczby rozmytej, wartosci dla granic wyznaczaja-
cych UP i DOWN beda:
pa(la) =0, pa(1y) =1, pa(l}) =1, pa(pa) = 0.

Tak zdefiniowany model skierowanych liczb rozmytych ma wiele ciekawych
wlasnosci, ktérych szczegdlowe opisanie wymaga znacznie wiecej miejsca niz
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objetos¢ tej pracy. Najwazniejsze z nich zostana przedstawione w kolejnych
punktach. Warto moze na chwile zatrzymac¢ si¢ nad interpretacja i wska-
za¢ zrédlo pochodzenia w zyciu codziennym skierowanych liczb rozmytych.
Kazda wielkos¢, z jaka bedziemy mieli do czynienia w sterowaniu rozmytym,
odpowiada jakiej$ wartosci opisujacej wybrany proces, zjawisko, parametr
fizyczny itp. otaczajacego nas $wiata. Jako proces ustalania tej wartosci
wyobrazmy sobie obserwacje, w naszym przypadku intuicyjnie nazwiemy
ja obserwacjq rozmytg. Skierowana liczba rozmyta opisuje pewna wlasnosé
takiej obserwacji rozmytej, co zostanie przedstawione w dalszej czesci.

2.1. Rozmyta obserwacja (fuzzy observation). Wracajac do uogdlnionego
podejscia do zbioréw rozmytych, a tym samym i liczb, mozna potraktowaé
zbidr stopni przynaleznosci jako wynik pewnej obserwacji rozmytej opisuja-
cej jakis proces zachodzacy w Swiecie rzeczywistym, np. deszcz padajacy na
wyznaczonym terytorium. Kazdy proces w otaczajacym nas Swiecie jest po-
strzegany jako trwajacy (dziejacy sie) w jakims przedziale czasowym. Stad
tez mozemy staraé sie opisa¢ go, bez wzgledu na inne parametry, jako za-
lezny od jakiego$ parametru ¢, ktéry mozemy sobie wyobrazi¢ najprosciej
jako uptywajacy czas. Ponizej przedstawiona jest formalna definicja obser-
wacji rozmyte;j.

DEFINICJA. Funkcje ciagla f : R — R x [0, 1] nazywamy rozmytq obser-
wacjq, jesli spelnia nastepujace warunki:

1. dla kazdego t € R, f(t) = (xf(t), pus(t)),

2. istnieja takie tg, ¢ € R, dla ktérych {t € R : ps(t) > 0} = (to, 1),

3. istnieje t € (to,t1), dla ktérego pg(t) =1,

4. funkcja —py|[to, t1] : R — [—1,0] jest Scisle quasi-wypukta.

Dzigki temu istnieja t—,tT € (to,t1) takie, ze us jest stale i réwne 1 na
[t7,t"] oraz rosnace na [to, ] i malejace na [tT,¢1]. Istnieja réwniez ciagle
funkcje x},x; : [0,1] — R takie, ze

Flto) = (}(0),0),  F(t7) = (x}(1),1),
f(t) = (@40),0), f(t*) = (zh(1),1)
Vte(to,t*) E”ye(o,l) Ft) = (N}(y)a Y),

Yiewr ) Fyeon £ = (up®),y)-
Funkcja f moze by¢ zdefiniowana takze jako f : [to,t1] — [zo,21] x [0, 1],
gdzie f(to) = (x0,0) oraz f(t1) = (x1,0). Wartosci to,t;1 € R moga byé
interpretowane jako poczatek i koniec pewnej obserwacji (eksperymentu),
ktorej wyniki wraz ze stopniami przynaleznosci sa zapisywane w postaci
funkcji f.
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Jak juz wspomniano, bez wzgledu na inne parametry, kazdy proces trwa
w czasie. Rozpatrujac procesy w ten sposéb, nie mozna pominaé¢ pewnego
narzuconego porzadku (skierowania), zwiazanego z uplywajacym czasem.
Funkcja f moze by¢ identyfikowana takze z uporzadkowana para (x},x;),
gdzie z wezesniejszych zaleznosci wynika, ze porzadek zalezy od parametru
t (ktéry mozna identyfikowaé z czasem lub pewnym parametrem porzadku).

Warto w tym miejscu podaé pewne warunki na istnienie pary funkcji
okreslajacych skierowana liczbe rozmyta.

TWIERDZENIE 2. Niech bedzie dana ciggla funkcja f : R — Rx[0,1]. Dla
kazdego t € R napiszmy f(t) = (x(t), ps(t)). Funkcja ta ma nastepujgce
wiasnosci:

L. {t e R:pug(t) >0} = (to,t1) dla pewnych to,t1 € R,

2. pug(t) =1 dla pewnego t € (to,t1),

3. —usllto, t1] : R — [=1,0] jest scisle quasi-wypukla wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg t—,t+ € (to, t1) takie, zZe gy jest stala i réwna 1l na [t=,¢7],
a takze rosngca na [to,t”] @ malejaca na [tT,t1], tzn. wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejq ciggle funkcje x}, .CC; :[0,1] — R takie, ze:

Fto) = (24(0),0),  f(t7) = (x}(1), 1),

(18)
Ft) = (25(0),0),  f(t) = (z5(1),1)
19) Yicor) Ayen) F) = (@h@).y),
Vi) Myeony FE) = (@hy),y).

Dowéd tego twierdzenia jest prostym zastosowaniem definicji i wiasno-
sci funkeji $cisle quasi-wypuklych, zebranych za Martosem [31] w postaci
twierdzenia 1.

2.2. Operacje na skierowanych liczb rozmytych. Jako narzedzia do gra-
ficznego przedstawiania skierowanych liczb rozmytych uzyjemy standardo-
wych wykreséw z dodaniem drobnego szczegdétu — odpowiednio zwrdconej
strzalki; jej zwrot od osi x oznacza cze$é¢ up skierowanej liczby rozmytej. Jak
wynika z definicji i z reprezentacji A = (Zup, Tdown), Wykresy obu funkcji
pozwalaja jedynie stwierdzié, ze skierowana liczba rozmyta jest opisywana
relacja. Jedynie monotoniczno$é obu funkcji pozwala ze wspomnianej relacji
wyprowadzi¢ zaleznos¢ funkcyjna. Wtedy wykres bedzie funkcja zmiennej x.

Jako przyktad reprezentacji graficznej spéjrzmy na rys.9. Rysunek ten
przedstawia intuicyjnie rozumiane dwie liczby rozmyte o przeciwnych zna-
kach A i —A oraz liczbe rzeczywista xo. W obecnym (uogélnionym) modelu
liczby rzeczywiste bedziemy utozsamiaé z parg funkcji stalych, tzn. jesli
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Rys. 9

r € R, to bedziemy ja zapisywaé jako skierowang liczbe rozmyta r = (rf, rT),
gdzie r(s) = r dla s € [0, 1] reprezentuje funkcje stala.

Skoro ustaliliémy sposob reprezentacji graficznej skierowanych liczb roz-
mytych, mozemy teraz przedstawi¢ definicje operacji algebraicznych na skie-
rowanych liczbach rozmytych wraz z przykladami graficznymi.

DEFINICJA. Niech beda dane trzy skierowane liczby rozmyte A =
(xh, x4), B = (), xp) oraz C = (g, 20).

Liczba C jest suma A i B (piszemy C = A + B), jesli
(200 VYyepy [eh(y) +p(y) = 2b(y) ATh(y) + 2py) = 26(y))-
Liczba C' jest wynikiem mnozenia A przez skalar r (piszemy C = rA), jesli
(21) Vyeo]  [rzh(y) = 2b(y) Aral(y) = z6(y)).
Liczba C' jest wynikiem mnozenia A i B (piszemy C = A - B), jesli

(22)  Vyeoq [wh(y) - 2h) = 2b@) Adh)  ahy) = 2b ).

Liczba C' jest wynikiem dzielenia A przez B (piszemy C' = A/B), jesli
yeoa) [wp) # 0 Aap(y) # 0

. ahy) 4 oh(y)
Vye AT g A g .
(23) y€[0,1] x]g(:l/) C(y) A leg(y) C(y)

Na rys. 10 widzimy przyktadowy wynik dodawania dwdéch skierowanych
liczb rozmytych.
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C=B-A

Rys. 12

Wykonujac operacje na liczbach o réznej orientacji, mozemy podzielié¢
wyniki na dwa rodzaje: takie, ktérych interpretacja nie odbiega od liczb
rozmytych wypuklych (rys.11), oraz takie, ktére naleza do skierowanych
liczb rozmytych, lecz nie do liczb rozmytych wypuktych (rys.12).

Odejmowanie od liczby B liczby A jest tym samym, co dodanie do liczby
B liczby —A. W szczegdblnodei, jesli od liczby A odejmiemy A, tzn. dodamy

—A= (—xk, —xi), to uzyskamy C' = (l‘g, mg) takie, ze

zo(y) = ah(y) —zh(y) =0,  zh(y) = 2h(y) — 2 (y) = 0.

Wobec tego wynikiem operacji A — A jest liczba rzeczywista » = 0 jak na
rys. 13.

Rys. 13

Ogdlnie, rozwazajac rézne mozliwe wyniki dzialan na skierowanych licz-
bach rozmytych, mozna przyjaé¢, ze na poziomie definicji dzialan nie ana-
lizujemy mozliwoéci interpretacji otrzymanych rezultatéw. Mimo ze wynik
moze nie mie¢ jasnej interpretacji w klasycznym modelu liczb rozmytych, to
wcigz przechowuje on pewna informacje o rozmytej przynaleznosci jak na
rys. 14.
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Rys. 14
A C=B*A
m
| | | | >
[ | i [ [ [ [ [ [ [ lig
C=B*A B

Rys. 15

Orientacja danej liczby rozmytej A ilustruje tylko potozenie czesci up xL

wzgledem czesci down xi.

Mnozenie dwoéch skierowanych liczb rozmytych przedstawiaja powyzsze
przyktady na rys.15. Dzielenie jest pomnozeniem przez liczbe odwrotna.
Liczbe odwrotng do danej skierowanej liczby rozmytej A = ($j4,$1l4) okre-

slamy w nastepujacy sposéb:

1 1
_]__
4 _<1‘T7£L‘l>.
A A

Dzielenie skierowanych liczb rozmytych ilustruja rys. 16 oraz 17.

B
Tl N /\‘\‘
l | | | Q
[ [ [ [ ligl
1

Rys. 16

C=A*1/B=A/B

Rys. 17
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Okreslajac liczbe odwrotng do B, zwréémy uwage na to, ze liczba ta
ma przeciwne skierowanie niz B. O ile zero rzeczywiste jest reprezentowane
w naszym modelu przez pare funkcji stalych réwnych zeru, to elementem
neutralnym wzgledem mnozenia jest jedynka rzeczywista reprezentowana
przez x1, czyli pare funkcji stalych rownych jeden.

Istotng wiasciwoscia prezentowanego tutaj modelu jest to, ze pomnoze-
nie liczb wzajemnie odwrotnych pozwala uzyskaé¢ dokladnie element neu-
tralny mnozenia (patrz rys. 18).

ﬁl 1/B B*1/B=1
/l\« ‘
|

7 powyzszych przyktadow wynika, ze dla danej skierowanej liczby rozmy-
tej A = (f,g) mozemy okresli¢ jej tak zwana liczbe komplementarna (ang.
complementary number) A = (—g, —f); wtedy suma A+ A =: D daje w wy-
niku (na ogdét) liczbe okoto zera (rozmyte zero) D = (f — g, —(f — g)). Przez
analogie z klasycznym rachunkiem na (wypuktych) liczbach rozmytych mo-
zemy powiedzie¢, ze liczba komplementarna gra role liczby przeciwnej do
danej liczby w sensie Zadeha.

Na koniec tego punktu zwréémy uwage, ze oprocz powyzszych algebraicz-
nych dziatan na skierowanych liczbach rozmytych mozna wprowadzi¢ pewna
liczbe dziatan zblizonych do operacji teoriomnogosciowych czy logicznych,
np. max(A, B) = AV B i min(A, B) = A A B, poprzez

C=AvB, jeli foly) =max{fa(y), [5(v)} i gc(y) = max{ga(y), g5(y)},
C=ANB, jesli fc(y) = min{fa(y), fB(y)} i go(y) = min{ga(y), 95(v)}-

Powyzsze dwie operacje logiczne zastepuja te znane w teorii zbioréw roz-
mytych i realizowane przez funkcje przynaleznosci tych zbioréw. Podobnie
mozna zdefiniowaé¢ wiele innych dzialan, pamietajac o reprezentacji skiero-
wanych liczb rozmytych w postaci pary rzeczywistych funkcji ciagtych na
odcinku jednostkowym.

|
I I 1

v

Rys. 18

Co zyskujemy dzieki skierowanym liczbom rozmytym? Dzialania na licz-
bach rozmytych niekoniecznie powoduja rozszerzanie sie nieprecyzyjnosci,
co wiaze sie¢ z kilkoma istotnymi elementami:

1) otrzymujemy algebre przemienna skierowanych liczb rozmytych z ele-
mentami neutralnymi dodawania i mnozenia,

2) uzyskujemy mozliwo$¢ rozwiazywania réwnan z udzialem liczb roz-
mytych reprezentowanych przez skierowane liczby rozmyte.
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Dodatkowo, charakter skierowanych liczb rozmytych i dziatlan na nich
pozwala na w miare prosta algorytmizacje, co stwarza wiele nowych mozli-
wosci zwigzanych z praktycznym wykorzystaniem nowego modelu w stero-
waniu. Ponadto swoboda obliczen inspiruje do poszukiwania nowych propo-
zycji zwiazanych z agregacja, wnioskowaniem i wyostrzaniem w sterowaniu
rozmytym. Otwieraja sie nowe obszary, ktére do tej pory byly trudne do
osiagniecia.

2.3. Algebra Banacha. Punktowe mnozenie przez skalary (liczby rzeczy-
wiste) oraz operacja dodawania, okreslone przez (20), (21), prowadza do
struktury przestrzeni liniowej R. Ponadto zachodzi nastepujacy fakt:

LEMAT 1. Przestrzen skierowanych liczb rozmytych R jest izomorficzna
z liniowq przestrzeniq rzeczywistych, 2-wymiarowych wektorowych funkcji
okreslonych na odcinku I = [0,1]. Ponadto, jest to przestrzer unormowana
przez norme

[A]] = max(sup [zup(s)], sup |Zdown (s)])-
sel sel

Stad przestrzen R moze by¢ identyfikowana z produktem C/([0,1]) x
C(]0,1]). Dowdd wynika bezposrednio z definicji dziatan i zbioru R.

Mnozenie elementéw (por. (22)) w R, ktére jest przemienne, w oczywi-
sty sposéb spelnia warunek rozdzielnoéci wzgledem dodawania i wprowadza
w zbiorze R strukture pierécienia przemiennego. W konsekwencji przestrzen
R jest algebrg Banacha z jednoscig e = (17, 11), para statych funkcji réwnych
jeden.

Nalezy w tym miejscu wspomnie¢ o artykule Goetschela i Voxmana [13],
w ktérym zostala wprowadzona struktura przestrzeni Banacha w rozszerzo-
nym zbiorze wypuklych liczb rozmytych. Jednakze autorzy [13] byli zain-
teresowani tylko w liniowej strukturze tego rozszerzenia, bez wprowadzania
struktury pierscienia.

2.4. Operacje wyostrzania w R. Operacje wyostrzania sg podstawowymi
operacjami wystepujacymi w rozmytych systemach wnioskujacych i rozmy-
tych sterownikach [2, 11, 30], gdy wystepuja rozmyte reguly wnioskowania,
postaci

Jesli x1 jest Ly i xg jest Lo, to z jest M.

W tej regule zmienne x1, x2 i 2 moga przyjmowaé wartosci rozmyte, scha-
rakteryzowane tutaj przez termy Ly, Lo, M. Jesli regula ma mieé¢ swoje zna-
czenie praktyczne, to cze$¢ skutkowa winna prowadzié¢ do wartosci liczbowej
(w zbiorze R). Mozna to uzyskaé, stosujac odpowiedni operator wyostrzania
(ang. defuzzyfication), ktéry warto$ciom rozmytej zmiennej z przyporzad-
kuje liczbe rzeczywista (zwana z angielska crisp value). Siggajac po litera-
ture dotyczaca zbioréw i logiki rozmytej, napotkamy na duza liczbe takich
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operacji (por. [11]). Jesli wynikiem (wyjsciem) powyzszej reguly jest skiero-
wana liczba rozmyta, to klasyczne operacje wyostrzania mogg juz nie mie¢
swojego zastosowania; potrzebne sa nowe.

Okazuje sie, ze do pomocy staje nam aparat analizy funkcjonalnej, a do-
ktadnie twierdzenia o reprezentacji ciagtych i liniowych funkcjonaléw na
przestrzeniach Banacha funkcji ciaglych. Skoro przestrzen R jest kwadra-
tem kartezjanskim znanej przestrzeni Banacha funkcji cigglych na kompak-
cie, korzystamy z twierdzenia Banacha-Kakutaniego—Riesza o reprezentacji
ciaglego, liniowego funkcjonatu ¢ na C([0, 1)), tj.

1 1
(24) (b(mupv xdown) = qup(s) 141 (dS) + X xdown<3> V2(d3>7
0 0

gdzie para ciaglych funkcji (Zyp, Taown) € R reprezentuje skierowang liczbe
rozmyta, za$ vy, vy sa dwoma miarami Radona na [0, 1].

Korzystajac z tej formuly, mozna okreéli¢ praktycznie nieskonczenie wie-
le przepis6w na wyostrzanie, w szczegdlnosci odpowiedniki wszystkich zna-
nych i stosowanych w systemach wnioskujacych czy sterownikach typu Mam-
daniego (por. [11, 15, 30, 8]). W szczegblnosci znana metoda wyostrzania po-
przez wyznaczanie pola powierzchni pod funkcja przynaleznoéci jest tutaj
realizowana przez liniowa kombinacje pary miar Lebesgue’a na [0, 1]. Nalezy
zwrocié uwage, ze funkcjonaty liniowe nie ograniczaja nas do liniowych me-
tod wyostrzania, gdyz zlozenie nieliniowej funkcji jednej czy wielu zmiennych
rzeczywistych, np. ¥ : R Xx R — R, z jednym czy wieloma liniowymi funk-
cjonatlami na R prowadzi do kolejnych (juz nieliniowych) operatoréw wy-
ostrzania. Na przyklad, jedli funkcjonal ¢; realizuje wyznaczanie pierwszego
momentu, zas ¢o wyznacza wspomniane juz pole powierzchni, to stosunkowo
prosta nieliniowa funkcja ¥ dw6ch zmiennych, postaci ¥(s,t) = s/t zlozona
z tymi funkcjonatami, czyli W(¢1, ¢2), realizuje klasyczng metode wyostrza-
nia (por. np. [8]) poprzez wyznaczania $rodka ciezkosci pola pod wykresem
funkcji przynaleznosci. W obecnym przypadku bedzie to érodek ciezkosci
pod wykresem relacji przynaleznosci.

Dla podkreslenia mozliwosci okre$lania nowych operacji wyostrzania
przytoczmy podstawowa reprezentacje maiary Radona na przedziale [0, 1]
w postaci calki Stieltjesa wzgledem funkcji o wahaniu ograniczonym. Dla
miary Radona v na [0, 1] istnieje funkcja o wahaniu ograniczonym g : [0, 1] —
R taka, ze

1 1
(25) Yiecqor | F(s)v(ds) ={F(s)dg(s),
0 0

gdzie po prawej stronie stoi tzw. caltka Stieltjesa. O kazdej funkcji g o waha-
niu skonczonym wiadomo, z drugiej strony, ze ma reprezentacje w postaci
réznicy dwoch funkcji rzeczywistych rosngcych i ograniczonych. Dalsza uzy-
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teczna reprezentacja catki w (25), a tym samym pomocna przy okreslaniu
operacji wyostrzania, jest nastepujaca [32].

Jedli funkcja g ma wahanie skonczone na [0, 1], to ma przeliczalna liczbe
punktéw niecigglodci pierwszego rodzaju (3) i mozna ja przedstawié w po-
staci (*) sumy dwéch funkcji g(s) = ge(s) + g;(s), gdzie g. jest funkcja
cigglta o wahaniu skofczonym, a g; jest funkcja skokéw funkcji g. Wtedy
prawa catke w (25) mozna zapisa¢ w tzw. postaci kanonicznej [32]

1 1
(26) | £(s)dg(s) = £(s)dge(s) + f(0)[g(+0) — g(0)]
0 0

t i f(sw)lg(sk +0) = g(sp)] + F(D)][g(1) — g(1 = 0)],
k=1

gdzie {si} sa punktami, w ktérych nastepuje skok funkcji g, za$ istnienie
calki po lewej stronie gwarantuje zbieznos¢ szeregu po prawej stronie.

SPOSTRZEZENIE. Zauwazmy, ze jesli g jest iloczynem pewnej stalej cq
i funkcji Heaviside’a przesunietej powiedzmy do punktu so € [0, 1], tzn. g
ma skok tylko w jednym punkcie sg réwny cp, to catka prawej strony (26)

bedzie réwna
1

J/(s)dg(s) = f(s0).

0
To wazne spostrzezenie oznacza, ze w reprezentacji funkcjonatéw liniowych,
a tym samym operacji wyostrzania, jest mozliwos¢ wykorzystania miar ato-
mowych i okreslenia wartosci operatora na przyktad w punkcie, gdzie relacja
przynalezno$ci przechodzi przez punkty typu (x,1). W jezyku funkcji przy-
nalezno$ci oznacza to wyostrzanie wypuktej liczby rozmytej A w jej punkcie
normalnosci, tzn. takim x, dla ktérego pa(x) = 1.

2.5. Wychylenie. Dla analizy struktury algebraicznej skierowanych liczb
rozmytych wprowadzimy pojecie wychylenia.

DEFINICJA. Funkcje W (A) dana przez

W(A) = ZTup + Tdown

nazywamy wychyleniem skierowanej liczby rozmytej A = (Zup, Tdown)-

Méwimy, ze liczba A jest nie mniejsza niz liczba B i piszemy A > B,
gdy
(27) W(A) >W(B)< W(A-B)>0

(3) W kazdym punkcie nieciagtosci istnieja granice jednostronne funkcji.

(4) Przypomnijmy, ze kazda funkcje rosngcg mozna przedstawi¢ w postaci sumy funkcji
ciagtej rosnacej i funkcji skokéw [32].
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tzn. gdy funkcja W(A — B) jest nieujemna. Liczba C' jest nieujemna, gdy
jej wychylenie jest nie mniejsze niz zero, tzn.

w(C) > 0.
Podobnie C jest niedodatnie, gdy W (C') < 0.

Istnieja liczby nieporéwnywalne z zerem.

Liczbe D nazwiemy okolo zera (rozmyte zero), gdy dla niej W (D) = 0,
tzn. wychylenie jest funkcja stata réwna zeru (poprawniej nalezaloby napisaé
W(D) =0") .

Skierowang liczbe rozmyta R nazywamy symetryczng okolo r, gdy ist-
nieje taka liczba rzeczywista r € R, ze W(R —r) = 0.

LEMAT 2. Wprowadzona przepisem (27) relacja > w algebrze R jest
pre-porzgdkiem; nie jest ona czesciowym porzqgdkiem.

Dowod. Relacja zwrotna i przechodnia jest czeSciowym porzadkiem, jesli
jest antysymetryczna, tj. z warunkéw A = B oraz B >~ A wynika, ze A = B.
Jest oczywiste, ze pierwsze dwie wlasnosci relacja > posiada. Natomiast
antysymetria nie zachodzi, gdyz istnieja rézne liczby A i B, ktérych réznica
C = A — B moze mie¢ wychylenie zero, tzn. W(C) = W(A — B) = 0,
cho¢ sama liczba C jest rézna od zera. Przykladami takich C sa liczby
symetryczne okolo zera, tj. postaci C = (f,—f), z dowolna funkcja f €
c([0, 1).

Zauwazmy, ze przedstawione w dowodzie lematu 2 liczby symetryczne
okoto zera, dla ktérych zero rzeczywiste nie nalezy do obrazu funkcji f, nie
sa dzielnikami zera, a wiec sg odwracalne, tzn. posiadaja swoje odwrotnosci
w pierscieniu R.

Okreslmy teraz dwa idealy w naszej algebrze.

DEFINICJA. Podzbidr liczb rozmytych dany przez

(28) L= {A = (xupa $down) : W(A) = xdown}
nazywamy lewym idealem, zas podzbidr
(29) P :={A = (Tup, Tdown) : W(A) = zyp}

nazywamy prawym idealem.

Sprawdzenie, ze oba podzbiory sa domknigte ze wzgledu na dodawanie,
jest natychmiastowe. Drugi warunek bycia idealem, tj. z warunku (°) A €
L oraz Z € R wynika, ze A - Z € L, nie nastrecza tez klopotow, jesli
skorzystamy z definicji operacji mnozenia w pierscieniu K.

LEMAT 3. Oba idealy nie sq trywialne i zawierajg wiasciwe dzielniki
zera.

(5) Dla prawego ideatu wstawiamy oczywiscie w miejsce L litere P.



Algebra liczb rozmytych 59

Dowdd. Przeprowadzimy go dla ideatu lewego, gdyz dowdd dla ideatu
prawego jest podobny. Niech A € £. Nalezy wskazaé taki element B algebry
R, rézny od zera (tj. rézny od pary funkcji statych (0f,07)), ze A- B = 0.
Skoro A € L, wiec jest postaci A = (07, g), gdzie g € C([0,1]); stad biorac
dowolng niezerowa funkcje f € C([0,1]), okreslamy skierowana liczbe B =
(f,01). Z definicji mnozenia w pierécieniu R wynika, ze A- B = (0f,07) = 0.

Jedna z podstawowych wtasnosci pierécieni jest, ze kazdy ideal jest ja-
drem pewnego homomorfizmu pierscieni. Jak tatwo widaé, powyzej okre-
Slone dwa idealy sa jadrami homomorfizméw hy,hp pierscienia R w pier-
scien C([0,1]), gdzie homomorfizm hr : R — C([0, 1]) jest okreslony przez
hr(f,g) = f. Symetrycznie okreslamy drugi homomorfizm. Wtedy oczywi-
Scie
(30) £=hg'(0"),
gdzie 0T jest zerem piercienia C(]0, 1]).

2.6. Skierowane zbiory rozmyte. 1dea skierowanych liczb rozmytych moze
by¢ rozszerzona na dowolng przestrzen liniowa X.

DEFINICIA. Skierowany zbior rozmyty C na przestrzeni liniowo-topolo-
gicznej X' to dowolna uporzadkowana para funkcji ciagtych f,g:[0,1] — X,
tzn. C' = (f,g), gdzie f,g € C([0,1], X).

Tutaj przez C([0,1],X) oznaczyliSmy przestrzen funkcji ciaglych okre-
Slonych na przedziale domknietym [0, 1] o warto$ciach w przestrzeni X'.

FLatwo sprawdzié, ze rodzina skierowanych zbioréw rozmytych, oznaczana
dalej przez FX, ma strukture przestrzeni liniowej, gdzie dzialania liniowe
sg okreslone przez

(31) A+ B=(fa+[B,9a+9B), A= (Afa,2g4),
gdZie (6) A= (fAng)a B = (fB7gB)7 AeR.

Jesli X jest przestrzeniag Banacha to,

FX={(f.9): f,9€C([0,1],x)}
ze strukturg liniowa (31) oraz norma
1/, 9)ll = max( sup [[f(s)]lx, sup |lg(s)]x)
s€[0,1] s€[0,1]

jest przestrzenia Banacha, zwang przestrzenia skierowanych zbioréw rozmy-
tych na X'. Tutaj przez || - || x oznaczyliémy norme w przestrzeni X'.

Jesli X jest algebra Banacha z jedynka e, tzn. takim elementem e € X,
dla ktorego e - z = z dla kazdego z € X, gdzie - to mnozenie w algebrze X,

(6) Jedli przestrzen liniowa X nie jest rzeczywista, to w miejsce R winnismy wstawié
odpowiednie ciato.
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to FX jest algebra Banacha z jedynka, gdzie mnozenie jest okreslone przez

(32) A-B:=(fa"fB,94-98), gdzie A= (fa,94), B=(f5,98)
Jedynka tej algebry jest para funkcji (eT, eT) statych o wartodci e,

el 0,1 = X, el(s)=e, sel0,1].

Jak latwo zauwazyé, strukture algebraiczna zbioru FX (ktory wtedy
tez jest pierscieniem) mozna badaé poprzez pierscien X. Jak w przypadku
skierowanych liczb rozmytych, mozna wprowadzié¢ pojecie wychylenia skie-
rowanego zbioru rozmytego. Przy jego pomocy mozna okresli¢ co najmniej
dwa nietrywialne idealy. Jesli pierscien X ma nietrywialne idealy, to w FX
mozna odnalez¢é nastepne nietrywialne ideaty.

2.7. Pewne zastosowania i rozmyty kalkulator. Budowane uogolnienie
pojecia liczby rozmytej ma na celu dostarczenie odpowiednich narzedzi do
zastosowan logiki rozmytej. Pierwszym dzialem matematyki, ktéry w na-
turalny sposob juz korzysta z logiki i teorii zbioréw rozmytych, jest teoria
sterowania. Odpowiednio wyposazeni w aparat algebraiczny (strukture al-
gebraiczna), w ktérym rachunek na liczbach rozmytych niewiele sie r6zni od
klasycznego rachunku na liczbach rzeczywistych, mamy potencjalnie duzo
wieksze pole do zastosowan niz z poprzednig struktura, bazujaca na niedo-
skonalym rachunku przedzialowym wypuktych liczb rozmytych. Juz nawet
elementarny problem Cauchy’ego dla zwyczajnego réwnania rézniczkowego
w R™:

(33) z(t) = F(x,t), z warunkiem poczatkowym x(0) = x,

ma swoje bezpoérednie przelozenie na réwnanie rézniczkowe w algebrze liczb
rozmytych. W miejsce zmiennej zaleznej x z R™ poszukuje si¢ zmiennej
o wartoéciach w R™, co oznacza, ze réwnanie (33) rozpatrujemy w 2n-
krotnym produkcie przestrzeni Banacha C([0,1]). Pierwsze zastosowania
tego podejscia do sterowania obiektami fizycznymi sa wlasnie opracowy-
wane w przygotowywanej rozprawie doktorskiej drugiego autora.

Na koniec wypada wspomnie¢ o stworzonych uzytecznych narzedziach li-
czenia poshugujacych sie algebrg skierowanych liczb rozmytych. Ostatnio zo-
stala zaimplementowana, przez jednego z naszych wspétpracownikow R. Ko-
lesnika, w $rodowisku Windows i w jezyku C++4, programowa platforma
w postaci tzw. kalkulatora rozmytego zCalc. W [18], [28] zaprezentowano
jej gtowne moduly i mozliwosci. Platforma jest wyposazona w modul gra-
ficzny o nazwie zWinCalc. Implementacja daje mozliwo$é¢ bezposredniego
wyznaczania i $§ledzenia na wykresach wynikéw podstawowych czterech ope-
racji algebraicznych na skierowanych liczbach rozmytych. Liczby te moga
byé¢ podane w postaci przepiséw na ksztalt relacji przynaleznosci, a takze
w sposOb graficzny, przez zaznaczenie w prostokatnym uktadzie wspoétrzed-
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nych (na ekranie) punktéw, przez ktére krzywa relacji winna przechodzié.
Odpowiedni modut dokonuje interpolacji wielomianami Lagrange’a. Same
wyliczenia odbywajg sie bez interpolacji czy aproksymacji: wykonuje sie je
na funkcjach, tj. przepisach okreslajacych ksztatty odpowiednich krzywych.
W ten sposéb jesteSmy na tym etapie uniezaleznieni od jakiegokolwiek btedu
aproksymacji (czy dokladnosci obliczeniowej sprzetu, na ktérym wyznacza
sie wyniki operacji). Dopiero do wyswietlenia na ekranie wynikéw obliczen
stosuje sie narzedzia aproksymacyjne.

Programowa implementacja zCalc zostala dokonana w ten sposéb, ze
moze by¢ uzyta przez programiste tworzacego oprogramowanie aplikacyjne
jako zewnetrzny modul obliczeniowy: komunikacja miedzy kalkulatorem
a gléwnym programem aplikacji odbywa sie na zasadzie przesytania plikow
tekstowych.

Jednoczesnie w odpowiednim module, korzystajac z prostego jezyka
i jego interpretera, uzytkownik moze zdefiniowaé wtasne operacje, funkcje
na zmiennych, jakimi sa skierowane liczby rozmyte. Daje to dodatkowe wia-
snosci aplikacyjne tego narzedzia programistycznego.

Podziekowanie. Praca nad tym artykulem bylta przeprowadzona w ra-
mach relizacji projektu badawczego KBN No. 4 T11C 038 25.

English summary. An algebra of ordered fuzzy numbers (OFN) is defined. It enables
handling fuzzy inputs in a quantitative way, exactly in the same way as for real numbers.
Additional two structures: algebraic and normed (topological) are introduced, which makes
it possible to define a general form of defuzzyfication operators if fuzzy rules are used in
a decision process. A useful implementation of a Fuzzy Calculator is given which allows
counting with OFNs of general type membership relations.
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