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MATEMATYKA STOSOWANA 5, 2004

JERZY MUszYNSKI (Warszawa)

O pewnej zunifikowanej metodzie rozwigzywania
rownan liniowych o stalych wspélczynnikach

1. Wstep. Celem pracy jest omowienie zunifikowanej metody rozwia-
zywania wybranych zagadnien analizy i algebry. Sa to te zagadnienia, przy
ktorych korzystamy z rownan charakterystycznych. Zajmiemy sie tu zagad-
nieniami poczatkowymi dla rownan réznicowych

Yntp + Qp—1Yn+p-1 + ++ + Q1Ynt1 + aoyn = b(n),
réwnan rézniczkowych
y P 4+ a, 1y®P Y 4t ary + agy = b(x),
uktadéw réwnan rézniczkowych
y' = Ay +b(),

jak rowniez zadaniami, w ktérych dla danej macierzy A poszukujemy pew-
nych jej funkeji, na przyktad wielomianu, e?, sin A lub funkcji typu = — 47,
sin Ax.

W pracy zaklada sie, ze Czytelnikowi znane sg podstawowe wiadomosci
z analizy i algebry, a w szczegdlnosci twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno-
$ci rozwigzan zagadnien poczatkowych dla réwnan réznicowych, rézniczko-
wych i ich uktadéw (por. np. [1]) oraz pewne twierdzenia z algebry liniowej
(por. np. [2]).

Na zakonczenie pracy w uwagach dydaktycznych zasugerujemy, jak bez
siegania do ogdlnej teorii réwnan réznicowych i rézniczkowych mozna wy-
kaza¢ istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan rozpatrywanych zagadnien oraz
zbada¢ pewne inne ich wtasnosci.

W pracy zajmowaé sie bedziemy zaréwno réwnaniami o zmiennych ze-
spolonych, jak i rzeczywistych. Przez K bedziemy oznaczaé zbidr liczb ze-
spolonych C badz rzeczywistych R.

Rozpoczniemy od réwnan jednorodnych.

(7]
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1.1. Rownanie roznicowe. Niech dane bedzie jednorodne rownanie réz-
nicowe liniowe o stalych wspélczynnikach (z K)

Yn+p + Op—1Yntp—1 + -+ + A1Ynt+1 + GoYn = 0.

Niech X bedzie przestrzenia wektorowa ciagéw (o wartosciach z K), a Xy C
X zbiorem rozwiazan podanego rownania réznicowego.

W przestrzeni X rozwazmy operator D, ktéry elementowi y, danego
ciagu (y,) € X przypisuje nastepny element tego ciagu:

Dyy, = yg+1-
Jezeli (y,) jest rozwiazaniem réwnania réznicowego, to
DPyp + ap 1 DP "'y + -+ + a1 Dyn + agyn = 0,
lub
(Dp+ap_1Dp_1+- -~+a1D + apE)y, =0,

gdzie F jest operatorem tozsamosciowym.
Jezeli (yy) jest rozwigzaniem réwnania réznicowego ((y,) € Xo), to na
jego elementach spetnione jest zatem réwnanie operatorowe

(1) DP +a, 1DP' ...+ a1 D + agE = O,
gdzie O jest operatorem zerowym (Oy, = 0 dla dowolnych y,, € K).
1.2. Réwnanie rézniczkowe. Niech ag,...,a,—1 € K. Rozwazmy réwna-
nie
y(P) 4 ap_ly(p—l) + -4 a1y +agy =0.

Niech funkcja y(x), x € R, bedzie jego rozwiazaniem (y(z) € K dla x € R).
Oznacza to, ze funkcja y jest klasy CP(R) i

y P (z) + ap_1y® V(@) + -+ a1y (x) + agy(z) = 0
dla z € R.

Wykazemy, ze funkcja ta jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna
(y € C*(R)). Z podanego wyzej réwnania mamy dla z € R

YP (@) = —ap 1y (@) - - — ary/(z) - aoy(x).
Funkcja y jest klasy CP(R). Prawa strona tej tozsamosci jest r6zniczkowalna,
a stad i lewa, zatem y jest klasy CPT1(R). Po zrézniczkowaniu ostatniego
wzoru otrzymujemy

Y (2) = —ap-1yP (@) — - — ary/(2) — agy ().
Prawa strona jest znéw rézniczkowalna, taka tez jest wiec i lewa. Oznacza
to, ze funkcja y jest klasy CPT2(R). Kontynuujac te procedure, dowodzimy,
ze rozwigzanie y jest klasy C*°(R).
Oznaczmy przez X przestrzen C*°(R), a przez X zbiér rozwiazan roz-
patrywanego réwnania; mamy wiec Xo C X. Niech D bedzie operatorem
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rozniczkowania w przestrzeni X
Dy =1y
Wtedy rozwiazanie y € X spelnia rownosé
DPy(x) 4+ ap-1DP~'y(x) + - - - + a1 Dy(x) + agy(z) = 0,
czyli
(DP +ap,_1DP' + -+ a1 D + agE)y(z) = 0.

Stad na rozwigzaniach réwnania rézniczkowego (w zbiorze X() spelnione
jest réwnanie operatorowe (1).

1.3. Macierze. Niech dana bedzie macierz kwadratowa A = (a;;), gdzie
a;j € Kdlai,j=1,...,n. Réwnanie det(AE—A) = 0 nazywa sie¢ réwnaniem
charakterystycznym. Ma ono postaé

A"+ by g AT 4+ b A+ by = 0.
Wobec twierdzenia Cayleya—Hamiltona macierz A spelnia to réwnanie,
a wiec
A"+ b, A"+ b A+ b E =0,

gdzie F jest macierza jednostkowa, a 0 jest macierza zerowa.

Macierz A moze tez spelnia¢ inne réwnanie niz réwnanie charaktery-
styczne, na przyktad tzw. réwnanie minimalne.

Na przyktad réwnanie A? — E = 0 spetnia macierz jednostkowa E dowol-
nego skonczonego stopnia lub przeliczalna. Podobnie spelniaja je macierze:

-1-10
[\/5/2 \/5/2] 0 10
2/2 —\2/2]’ ’
V2/2 V2 2 11
czy tez macierz nieskonczona
(Y2 Y2 0 0 ... 0 ...]
2 2
2 Y2 g 0 ... 0 .
0 0 1 0 ...0.
0 0 0 1 ...0.

W pracy rozwazaé¢ bedziemy macierze spetniajace réwnanie skonczonego
stopnia, a wiec skonczone, oraz wybrane nieskonczone.
Niech wiec macierz A spelnia réwnanie

AP ta, (AP 4 A+ agE = 0.

Roéwnanie takie bedziemy nazywadé zerujgcym.
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Niech X bedzie przestrzenia wektorows macierzy kwadratowych pew-
nego stopnia n lub nieskonczonych, a Xg C X zbiorem macierzy spetniaja-
cych podane wyzej réwnanie zerujace.

Macierz A mozna traktowaé jako odwzorowanie liniowe D w przestrzeni
wektorowej X (gdy x € X, to Az € X), a wtedy D = A i dla macierzy A
spelniajacych réwnanie zerujace (A € Xy) réwnanie to przybiera postaé (1).

1.4. Uklad rownarn rézniczkowych. Niech dany bedzie skonczony lub
przeliczalny uktad réownan rézniczkowych

(2) y' = Ay,
w ktérym macierz A spetnia rownanie zerujace
AP +ap, 1 AP 4 p A+ agE = 0.

Jezeli funkcja wektorowa y(z), x € R, jest rozwiazaniem réwnania (2), to
rozumujac podobnie jak dla réwnania rézniczkowego, dowodzi sie, ze funkcja
ta jest klasy C*°(R).

W przestrzeni wektorowej funkcji X = C°°(R) wprowadzmy operator D
jako operator rézniczkowania

_d
Cdx’
Wtedy rozpatrywany uktad zapiszemy w postaci
Dy = Ay.

Jezeli X jest zbiorem rozwiazan tego uktadu (Xy C X), to dla y € X
mamy

D=A,

a wtedy na zbiorze Xy réwnanie zerujace przybiera postaé (1).

2. Rozwazania ogdlne

2.1. Wyprowadzenie wzoru na operator D™. Niech X bedzie przestrzenia
wektorowa nad cialem K i niech D bedzie operatorem liniowym w X. Przez
FE oznaczaé bedziemy operator tozsamosciowy w X, a przez aD + bE dla
a,b € K taki operator w X, ze dla kazdego ¢ € X

(aD + bE)p = aDp + bep.
Przez D* bedziemy oznaczaé k-krotne ztozenie operatora D. Wtedy zlozenia
operatorow podlegaja prostym regulom mnozenia, na przyktad

D(aD + bE) = aD* 4 bD.

Niech w pewnym podzbiorze Xy C X operator D spetnia dla pewnego
p € N, pewnych statych a,_1,...,a1,a0 € K i dowolnych y € Xy réwnanie

(3) DPy +a,_1DP 'y + -+ a1 Dy + agEy = Ox,
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gdzie Ox jest elementem zerowym w X. Wtedy operator D spetnia w X
rownanie operatorowe

(4) Dp—l-aplep_l 4+ -4 ayF = @,
gdzie O jest operatorem zerowym w X (Oy = 0x dla kazdego y € X).
Odpowiadajace réwnaniu (4) réwnanie algebraiczne (dla A € C)
Nt a, N 4 ag=0
bedziemy nazywaé zerujgcym, a jego pierwiastki zerujgcymi.
Ze wzoru (4) wynika, ze w X
DP — —ap_le_l — . —aoFE,
a wiec DP mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa operatoréw DP~L, ... D, E.
Mnozac ostatnia rownosé przez D, otrzymamy

DPYt = —q, \DP — ... —qgD,
a wiec DPT! mozna wyrazié¢ jako kombinacje liniowa DP,..., D. Ale DP
mozna wyrazié¢ jako kombinacje liniowa DP~! ... D, E, a zatem réwniez
DP*1 mozna wyrazié¢ jako kombinacje DP~L ... D, E. Powtarzajac to ro-
zumowanie, dowodzimy, ze dla dowolnego n € N operator D" w Xy mozna
wyrazié¢ jako kombinacje liniowa DP~! ... D, E. Znajdzmy wspolczynniki

tej kombinacji.

Dzielac, jak to sie czyni w algebrze, w przestrzeni X ,wielomian” D"
przez ,wielomian” DP —|—ap_1Dp’1 +---+aoF, otrzymamy dla pewnej funkcji
@ i statych gp,l, .. ,31,30 e K
(5) D" = o(D)(D? +a,_1DP™' + -+ aoE)

+ap 1D 4+ 4 a1D + aoE
lub zastepujac D przez A
A" = (AN 4 ap 1 WP 4 -+ ag)
+gp_l)\p—1 +--+ 31)\ + 30.

Niech A1, ..., As beda pierwiastkami zerujacymi o krotnosciach odpowiednio
ki,...,, ks, a wiec

N ofap, (NPT ag = (A= A)R (= )R
Podane wyzej rownanie mozna zatem przedstawi¢ w postaci
(6) A= o)A = A (A= A"
+ap NPT @+ ap.

Do réwnosci tej i jej odpowiednich pochodnych bedziemy podstawiac¢
w miejsce A liczby A1, ..., As w sposOb nastepujacy: jezeli \; jest jedna z tych
liczb krotnosci k;, to do réwnania (6) i pochodnych tego réwnania do rzedu



12 J. Muszynski

k; — 1 podstawimy A = A;. PostqpuJ@c W ten sposob, otrzymujemy uktad p

réwnan z p niewiadomymi ap 1y al, ao
AT = ap g N —%'-‘4—31A{+—3A%
AL = G AT+ a (M) +ao(A))

(ry QDB = 8B - G (D E T+ G * Y,
A = A N AL+ ap)?,

8D = Gy () e Gy (W) D) o Gy (M) e,

w ktérym (A7)F) oznacza (A")F)|\_,,.
Oznaczmy macierz wspélczynnikéw tego uktadu przez I
-1 —2
A N e A1 MY
(MY O RN O W0 (A

)0 (20D ()= (A=)

=)D (g2l () kemD (30D,

przez A, wektor

A= {,(){)’,...7()\7{)’“1 ! ...,/\g,,...,(Ag)’“rl]T,
a przez a wektor
n n n o n.r
a=ap—1,...a1,a0]" .

Wtedy
I'=[Ap_,,Ap—o,..., A1, A

i uktad réwnan (7) przybiera postaé

9) A, = Ia.
Wobec zwigzku (5) i réwnania (4), na elementach zbioru Xy mamy
(10) D" =a, D"t + ...+ @D + apE.

2.2. TWIERDZENIE.
det I # 0.

Dowdéd. Niech r(\) bedzie wektorem-wierszem
) = [NTENPTE N
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Wtedy macierz I' mozna zapisa¢ w postaci

(A1)
(A1)

plk1=1) ()\1)

_r(ksfl)(/\S)

Aby wykazaé, ze macierz I jest nieosobliwa, wystarczy pokazaé, ze wektory
r(A), 7 (M) r BT, (), T (Ns), -, B TD ()

sa liniowo niezalezne.
Niech istniejg takie stale a;; € K, i=1,...,s5,7=0,1,...,k — 1, ze

s ki—1

Z Z ailir(li)()\i) = 0,

i=1 ;=0

gdzie r(© = r. Ostatnie skladowe wektoréw r(A;) sa réwne 1, gdy ostatnie
sktadowe wektoréw () ()\;) dla I; > 0 sa réwne 0, zatem >5_; ajor(\;) = 0.
Gdyby nie wszystkie state a;9 byty réwne 0, to wektory

T<)\1) = [)\117_17 )\11)_27 o 7)\17 1]7

T(AS) = [)\g_la )‘g_2a e 7)‘55 ]-]
bytyby liniowo zalezne, a wtedy wektory

INSTE T2,

ASTE N2 0, 1]
bylyby rowniez liniowo zalezne, co nie jest mozliwe, gdyz wyznacznik
—1 ys—2
ATTATT o]

jest wyznacznikiem Vandermonde’a, réznym od zera przy naszych zaloze-
niach (pierwiastki \; sa rézne). Zatem wszystkie stale a;o sa réwne 0.
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Podobnie dowodzi sie, ze stale a;1, stale a;o itd. sa wszystkie réwne zeru.
Otrzymane w tych dowodach wyznaczniki sa wyznacznikami Vandermonde’a
mnozonymi przez pewne stale rézne od zera.

2.3. TWIERDZENIE. JeZeli wspolczynniki réwnania zerujgcego a,, r =
p—1,...,1,0, sq¢ rzeczywiste, to liczby Zi, 1 =p—1,...,1,0, n € N, sq
rzeczywiste.

Dowéd. Wobec wzoru (9) many A, = I a, gdzie
I'=[A,1,Apo,..., A1, Agl.
Stosujac metode Cramera, mamy tu a; = det I} /det I', gdzie macierz I;

otrzymujemy z macierzy I, zastepujac jej ¢ + 1-sza kolumne A; przez A,.
Wtedy

n det Tz
a; = = .
det I
Jezeli ktéras liczba A;, i € {1,..., s}, ma niezerowa czes¢ urojong, to wéréd

pozostatych \;, j € {1,...,s}, istnieje do niej sprzezona \; = X;. Wynika
stad, ze gdy w pewnych wierszach wyznacznikéw det I'; i det I wystepuja
wyrazy z niezerowa cze$cia urojong, to w tych wyznacznikach wystepuja
wiersze do nich sprzezone. Zamieniajac miedzy soba jednoczesnie wszystkie
takie pary wierszy w det I'; i det I, otrzymamy

- detT; det I
a; = — =
‘ det I det I

n
= Q;.

2.4. LEMAT. Niech A = (a;j) bedzie macierzq kwadratowq nieosobliwg

stopnia n i niech x = [x1,...,2.)", ¥y = [y1,..,ualt 5 v = Y15+, Yl
Jezeli y = Ax, to

ail ... Qin U1

(11) ......... —o.
Gnpl - .. Ann Yn

Y1 o--- Y YM1ITLF o+ nTn
Dowdd. Niech ¢ oznacza k-ta kolumne macierzy A i niech

€l ... Ck—1Ck Chkt1 ---Cn Y

Ay, = .
0O... 01 0 ...0 x

Rozkladajac ten wyznacznik wzgledem ostatniego wiersza, otrzymujemy



O pewnej metodzie rozwigzywania réwnan liniowych 15

(_1)n+k+1| Cl .--Cg—1Ckgt1 --. Cp y|
+ (=1)?""2 det Az,

=(—1)]cy ... o1 Y Chy1 --- Cn | +det Axy,

lcr ... ch1 Y Chpr ~~-Cn|>

= detA(xk — ot A

ostatnia réwnosé¢ wynika ze wzoru Cramera na k-ta wspolrzedna xy wektora
x takiego, ze Ax = y. Ale wtedy

n
Z ’YkAk =0,
k=1

co nalezalo wykazaé.

Zauwazmy, ze wzor (11) mozna zapisa¢ w symbolicznej postaci
Y1
A
Yn
Moo Yn VITLF s InTn

2.5. Wzdr na operator D™. Jak wiemy, det I' # 0. Ze wzoréw (9), (10)
i lematu 2.4 wynika, ze w X (zapis symboliczny)

r Ay,
pr-t ...DE D"

)

gdzie @ jest operatorem zerowym w X, lub doktadniej

At DL | m
O N O e N N O
(HIED (D0 ™Y
Ap—1 =2 A7
O N O N 0o

(12) det

()\g—l)(kzl—l) ()\g—?)(kl—l) .0 ()\n)(ks—l)
Dr—1 Dpr—2 ... F D"
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Podang wyzej rownosé mozna zapisaé w postaci
n
AT
n\/
(A1)

(13) (D= | = 6.
(A7)t
Dr- . ..DE D"

2.6. Umowa ogdlna. W nastepnych punktach Aq,..., A\s beda pierwiast-
kami rownania,

N tap, NPt ad+ap =0

o krotnosciach ki, ..., ks, a I' — macierza okreslona wzorem (8).

3. Réwnanie réznicowe
3.1. Zagadnienie jednorodne

TWIERDZENIE. Niech dane bedzie zagadnienie poczgtkowe: réwnanie 102-
nicowe jednorodne

Yntp + Qp—1Ynip-1 + -+ @1Yny1 + aoyn =0

z danymi poczgtkowymi yo,y1, ..., Yp—1. Rozwigzanie y, tego zagadnienia
znajdujemy ze wzoru

AT
(A1)

(14) (A?)'(.kllfl) =0.

(A k=)
Yp—1 -+ Y1 Yo Yn

Korzystamy tu z oznaczen podanych w punkcie 2.6.

Dowdd. Korzystajac ze wzoru (13) i definicji operatora D danej wzorem
Dy, = yry1 oraz dzialajac operatorami ostatniego wiersza na element yj,
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otrzymujemy wzor
AT
(AT’

(D | =0

(A (k=)
DPlys ... Dyoyo  D"yo

czyli wzér (14).
3.2. PrzZYKLAD. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
Ynt2 =Ynt1—Yn =0, wo =1, y=1
Réwnaniem charakterystycznym jest tu
M—-A-1=0

o pierwiastkach jednokrotnych

Rozwiazanie znajdujemy ze wzoru (14):

A1 1A
det | A 1 A5 | =0.
1 1yn
Mamy tu
Yn(A1 — A2) — (A1Ay — X2 A]) + (A5 — A7) =0,
a stad

(5 -(5)7)
=" 2 2 ‘
Uzyskalismy tzw. ciag Fibonacciego.
3.3. Rownanie niejednorodne

TWIERDZENIE. Niech dane bedzie rownanie niejednorodne

Yntp + Qp-1Yntp—1 + - + @1Yn+1 + aoyn = b(n)

17
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z zerowymi danymi poczgtkowymsi. Rozwigzanie y, tego zagadnienia znajdu-
jemy ze wzoru

n—1
YA b(k)
k=0

n—1

r Y opEn) S

=0 =0.

n—1
DOy 105
k=0

10...0 Yn

Korzystamy tu z oznaczen podanych w punkcie 2.6.

Dowdd. Rozwigzanie réwnania niejednorodnego, takie, ze yg = y; =
...=1yp—1 = 0, opisane jest wzorem

n—1
(16) Yn = Y Un—k—1b(k),
k=0

gdzie y,, jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego

Yntp + Gp—1Yntp—1 + -+ + A1Yn+1 + aoYn =0

z warunkami poczatkowymi yo = y1 = --- = yp—2 = 0, yp—1 = 1. Rozwigza-
nie to mozna znalezé ze wzoru
AL
F )\n (k1—1)
D
(!
10...0 Un

Wobec wzoru (16) rozwiazanie y, réwnania niejednorodnego mozna wiec
znalezé z (15).

UWAGA. Przypominamy, ze rozwiazaniem zagadnienia niejednorodnego
z danymi warunkami poczatkowymi jest suma zlozona z rozwiazania odpo-
wiedniego réwnania jednorodnego z danymi warunkami poczatkowymi i roz-
wigzania rownania niejednorodnego z zerowymi warunkami poczatkowymi.

Podobnie jest dla rozpatrywanych dalej réwnan rézniczkowych (por.
przytoczony w tym punkcie przyklad) i ich uktadéw.
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4. Réwnanie rézniczkowe
4.1. Zagadnienie jednorodne
TWIERDZENIE. Niech dane bedzie zagadnienie poczgtkowe:
y®) 4+ ap_ly(p_l) + - a1y + agy =0,
y(@o) =y, ¥(x0) =y, ¥ V(o) = yp1.
Rozwigzanie y tego zagadnienia znajdujemy ze wzoru
M (z—0)
(x — x)eM(z=20)

(z — @) M (e=0)

e}\S (ac—cco)

(l‘ . xo)ks—le)\s(a:—xo)

Yp—1 --- Y1 Yo y(z)
Korzystamy tu z oznaczen podanych w punkcie 2.6.

Dowdd. Korzystajac ze wzoru (13) i definicji operatora D danej wzorem
Dy = 3/ oraz dzialajac operatorami ostatniego wiersza na element y(x),
otrzymujemy wzor

r 1A
(18) . —0.

d/fs—l "
vkt (AS)

y" (@) (@) y(x) Y ™(a)

Jak wiemy, rozwiazanie y(x) jest klasy C*°(R), zatem wedlug wzoru Taylora

n-l., (m) (n) (%

y(z) =

m=0
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dla pewnego Z polozonego miedzy x a x(. Poniewaz rozwiazanie y(x) jest
klasy C*°(R), wiec na dowolnym zwartym przedziale I C R funkcje y(z),
Y (x),...,y? Y (x) sa ograniczone. Rozwijajac we wzorze (18) wyznacznik
wzgledem ostatniego wiersza, wyznaczajac stad y(")(:c) i odpowiednio sza-
cujac, stwierdzamy, ze dla x € I i pewnego K € R mamy

ly™ (z)| < KnF~16m,

gdzie k = max(ki,...,ks), 8 = max(|\1],...,|As|). Stad na przedziale I
e | peene s
n! n!
a wiec dla pewnego r € R mamy
") (% _ n 7,1
e e a2
n! n!

Z nieréwnosci tej wynika, ze reszta we wzorze Taylora dazy do zera (gdyz

(n)
KnF=18%7 /nl — 0 dla n — o0), a zatem szereg Y oo, yT(,ro)(a: — z)"

jest na I jednostajnie zbiezny. Jest wiec niemal jednostajnie zbiezny i na R,
a stad na R

dks_l .
T (AS)

Yp1 - vy Y™ (20)



Mnozac ostatnig kolumne wyznacznika we wzorze (19) przez ~—

mujemy
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AT (z —xo)"
n!
0 AN(x —xo)"

o\ n!

k-1 AT (x — 2)"
I ONk1-1 nl

n!

Az —xo)"

n!
Hks—1 A (x — )"
ONks—1 n!

y ™ (o) (x — @o)"
n!

Yp—1 --- Y1 Yo

(x—x0)™

, otrzy-

Sumujac takie wyznaczniki od n = 0 do nieskonczonosci (réznia sie one tylko
ostatnia kolumna) i biorac pod uwage zbiezno$¢ wszystkich otrzymanych
szeregdw, otrzymujemy wzor

r ONk1—1 n
n=0
i Az — o)™
o n!

2 R A (3 — z0)"

ks—1 |
n=0 2 n:

= Y™ (o) (x — )"

Yp—1 --- Y1 Yo
n=0
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czyli

e)\l (z—z0)
0 N
e

T—x0)

ke —
O o)
r ONk1—1

6)\5 (z—20)

ks—1
% 6)\‘9 (r—mo)
ONks—

Yp—1 ... Y1 Yo y(z)

a wiec wzor (17).
4.2. PrRZYKEAD. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
y' =2 +y=0, y(0)=1, y(0)=2.
Réwnaniem charakterystycznym jest tu
AN —2XA+1=0

o pierwiastku dwukrotnym
A=1

Rozwiazanie znajdujemy ze wzoru (17):

A1 M
det | 1 0 ze? | = 0;

21 y(x)
mamy tu 2ze*® — (Azer® — e ) — y(x) = 0iprzy A = 1
y(x) = ze + e”.
4.3. Rownanie niejednorodne
TWIERDZENIE. Niech dane bedzie rownanie niejednorodne
y®) 4+ ap1yP Y + -+ ary + agy = b(x).
Rozwigzanie tego rownania z warunkami poczgtkowymsi

y(zo) =y (x0) = - = yr-1 () = 0
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opisane jest wzorem
Smo eM(z— u)b( )du
a@ S )\1(;10 ) )du

r —88;,:1111 io e)‘l(m*”)b(u)du

{7 er@=wp(y)du

o

Oks—1 cx N\ (z—u
k=T Ioe ( )b(u)du

10...00 y(x)

Korzystamy tu z oznaczen podanych w punkcie 2.6.

Dowdéd. Rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia poczatkowego dane
jest wzorem

x
(21) y= | §le+z0 —u)b(u) du,

Zo
gdzie y jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego

y® +ap, 1y® Y 4 fary +agy =0
z warunkami poczatkowymi
y(x0) = ¢/ (wo) = ... =y P(wo) =0, yP V(wo) = 1.

Rozwiazanie y mozna wiec opisa¢ wzorem

6)‘1 (z—z0)

0 Ai(z—mx0)
ane

I 88)5“11111 e)\l(mix())

e/\s(:pfxo)

ks—1 _
88)\/7:5—1 ets(@=%0)

10...00 y(x)

Wobec wzoru (21) rozwiazanie y réwnania niejednorodnego mozna znalezé
ze wzoru (20).

4.4. PRZYKLAD. ZnajdZmy rozwiazanie zagadnienia
y' =2y +y=e y(0)=0, ¢(0)=0.
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Wobec wzoru (20) i poprzedniego przykladu mamy tu

Al Sg eMz—u) e2uy,
10 8% Sg eMa—w)2ugy | = (.

10 y()
Poniewaz
T 1
Sek(x—u)e2u du = (€2z o ekz)’
0 2—A
9 0 AMz—u) 2u _ 9 [ 1 2z Az
8A§)e v = la=a e e
_ 1 2x Az 1 Az
—(2_)\)2(6 e™”) 5 e
wiec dla A =1

ez\(ar—u)62u du = 2% —

9
O

e/\(:c—u)eQU du = e?z T — xex’

Ol 8 O e &

a wtedy rozwiazanie znajdujemy ze wzoru

11 e _ ot

10e% —e® —xe® | =0.
10 y(x)

Mamy tu
y(x) = ¥ — &% — e,

Rozwiazanie zagadnienia
y' =2 +y=€", y(0)=1, y(0)=2
jest suma rozwigzan poprzedniego przyktadu i biezacego, a wiec

y = ze” + €% + ¥ — % — ze® = 7.

5. Uklad réwnan rézniczkowych
5.1. Zagadnienie jednorodne
TWIERDZENIE. Niech dane bedzie zagadnienie jednorodne

y = Ay, y(zo) = vo.
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Jego rozwigzanie mozna znaleZé ze wzoru
eAl(x—mo)

(x — xo)eh(w—xo)

(l’ _ xo)kl—lez\l(x—xo)
(22) » 0.

e)\s (x—zo)

(ZE _ l,o)ks—lex\s(z—aso)

A" yo o Ayo o y(z)

Korzystamy tu z oznaczen podanych w punkcie 2.6.

UwAcA. We wzorze tym (i podobnych) w miejsce I" nalezy podstawic¢
elementy tej macierzy (ze wzoru (8)). Natomiast A jest dana macierza i wzor
nalezy rozumie¢ w tym sensie, ze po formalnym obliczeniu wyznacznika znaj-
dziemy rozwiazanie — funkcje wektorowa y(z) zalezna w szczegélnosci od
macierzy A.

Dowdd. Korzystajac ze wzoru (13) i definicji operatora D danej wzorem
Dy = Ay oraz dzialajac operatorami ostatniego wiersza na rozwiazanie y(z),
otrzymujemy wzor

r A,
DP~ly(z) ... Dy(x) y(x) D"y(x)

postepujac tak jak w przypadku zagadnienia jednorodnego dla réwnania
rézniczkowego, otrzymujemy

9

6)\1 (z—x0)
0 Ai(z—zo)
ane

gk1-1 Al (I*.’EO)
e
1—1 ONF1—1

e)\s(:vfrpo)

ks—1 _
Z?Aki—l ets(@=0)

Ay o Ayo o y(z)

czyli wzér (22).
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Znajdzmy jeszcze wzor opisujacy dla ukladu 3y’ = Ay macierz fundamen-
talng W (x), podstawowa dla x = ¢, to znaczy taka, ze W(zg) = E. Wtedy
y(z) = W(x)yo, a zatem wobec ostatniego wzoru

e)\l(m—ro)

e/\l (z—z0)

Sl

k171 Ny (z—x0)
(&
F ONF1—1

(23) = 0.

e)\s (x—zo)

s =1 Ao(z—
ONFs—1€ (e=0)

A" AE W (x)

5.2. PRZYKLAD. Rozwazmy zagadnienie

{yi=2y1+yg, {y1(0)=27
Y = Y1 + 2y2, y2(0) = 1.
Mamy tu
21 2
a=[1a) w=[l]
12 T 1
i
5
Ayo = [ }
Yo 4
Roéwnaniem charakterystycznym jest
‘ 2—X 1 ‘ B
1 2-x 7

czyli A2 —4X\+3 = 0, o pierwiastkach \; = 1, Ay = 3. Mamy tu symbolicznie

1 1 €
31 &7 |=0,
Ayo yo y(z)
czyli —2y(z) — yo(e3® — 3e%) + Ayo(e3* — ), a wiec
1 1
Y(r) = (e — 36 )+ 3 (e — ) Ayo)
3,3z 1 x
1 2 1 ) 5e” + g€
= ——(631—36x)|: ] —i——(egw—e‘”){ } =12 2
2 1 2 4 §e3x o lem
2 2
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Mamy wiec
3 1
1 = 56396 + 56967
3 1
Yo = 563:6 — §€x.

5.3. Rownanie niejednorodne. Niech dane bedzie réwnanie niejedno-
rodne

y' = Ay + b(z).
Rozwigzanie tego réwnania z warunkiem poczatkowym
y(zo) =0

mozna znalezé ze wzoru

(24) y= | W(z+ o —u)b(u) du,

gdzie W jest macierza fundamentalng, podstawows dla x = z¢ ukladu ¢’ =
Ay. Macierz ta opisana jest wzorem (23). Po znalezieniu z tego wzoru macie-
rzy W rozwiazanie y réwnania niejednorodnego mozna znalezé ze wzoru (24).

6. Macierze

6.1. Wielomian. Niech dana bedzie macierz kwadratowa A = (a;;) o ele-
mentach a;; € K. Niech macierz ta spelnia réwnanie zerujace

(25) AP +ap, 1 AP 4+ A+ agE = 0.
Korzystajac ze wzoru (13) w przypadku D = A, otrzymujemy wzor
AT
(A7)

(26) apY | =e.
()
AP~ AFE A"
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Stad dla kazdego wielomianu ¢ mozna znalezé¢ wielomian ¢(A) ze wzoru

Al AE p(A)

A(

6.2. Szeregi. Zdefiniujmy funkcje z — eA(#=%0) z R w przestrzen wekto-

rowa macierzy przez szereg

A(z—mo) _ — (x_xo)n n
e 0 —;) ] A"

Szereg ten jest zbiezny dla dowolnego = € R i dowolnej macierzy A. Funkcje
eA@=20) mozna znalezé ze wzoru

eM (z—z0)

(x — 20)eM (@=20)

kl—le)\l(x—mo)

r (x — x)

= 0.

eAs(x—mo)

(z — @)™ eNol@—0)
A" AE eAle—20)
Podobnie definiujac funkcje

. . - n (T —$0)2n+1 2n+1
Sin A(l' — .'EO) = ngo(—l) W s
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mamy
sin Ay (x — xg)

% sin A1 (x — xp)

akl—l

F W SiIl )\1(1’ — CC[))

sin A\g(z — o)

ks—1 .
St sin \y(z — o)

A" AE sin A(x — x0)

Analogicznie mozna zdefiniowaé funkcje cos A(z — x¢) i znalezé odpowiedni
wzOr.

6.3. Macierz odwrotna. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to wobec wzoru
(25) mamy
APy a, (APTP 4 @ E 4 agAT! =0,
skad wynika, ze macierz A~! mozna wyrazi¢ przez E, A, ..., AP~! a wtedy
dziatajac tak jak w paragrafie 2, uzyskamy wzoér

AP L AE AL

6.4. Pierwiastki. Pierwiastkiem n-tego stopnia z macierzy A nazywamy
kazda macierz B taka, ze B" = A.
Macierz moze:

01
e nie mie¢ pierwiastkow, na przyklad macierz lo 01 nie ma pierwiast-

kéw drugiego stopnia,
e mie¢ skonczong liczbe pierwiastkéw, np. pierwiastkami kwadratowymi

. 10 . +1 0
7 macierzy sa macierze ,
[ 0 4] l 0 +2 ]
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e mie¢ nieskonczenie wiele pierwiastkéw, np. pierwiastkami kwadrato-

10 q =2t
wymi macierzy 0 1] s macierze lb b ] dla dowolnych a ib # 0

—a
. +1 0
oraz macierz .
+1
W ostatnich dwdch przypadkach czesé pierwiastkow z macierzy (w szczegdl-
noéci te, ktére mozna opisaé jako wielomian od E, 4, ..., AP~1) znajdujemy
ze Wzoru
01
Zo1
k1—1
I %Ql
pu— 07
Os
ks—1
&?Qs
Al .UAE B

gdzie liczby gy sa takie, ze o)} = A, macierz B jest szukang, tzn. taka, ze
B" = A.

6.5. PRZYKLAD. Znajdzmy pierwiastki drugiego stopnia z macierzy
21
A= [ ]
42

2—-X 1
4 2-A

Mamy tu

‘:)\2—4/\

o pierwiastkach A\; = 0, Ay = 4. Pierwiastki B z macierzy A znajdziemy ze
wzoru
010

41 o|=0,
AEB

gdzie o jest takie, ze p? = 4. Mamy tu

Bzngzzglﬂ]:[%@%@],
4 4742 0 30
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7. Uwagi dydaktyczne. W przypadku malej liczby godzin przeznaczo-
nej na wyktad, w ktérym musimy opisaé rozwiazywanie rozpatrywanych tu
zagadnien z elementami teorii ograniczonej do zagadnien liniowych o statych
wspotczynnikach, opisane rozwazania mozna traktowaé jako dowody jedy-
noéci, a dowody istnienia otrzymaé bezposrednio z uzyskanych wzoréw. Na
ich podstawie mozna uzyskaé¢ pelna teorie dla zagadnien liniowych o stalych
wspotczynnikach, rozpatrywaé¢ pewng klase zagadnien brzegowych dla réw-
nan rézniczkowych itd. Jesli Czytelnicy beda zainteresowani ta tematyka,
bedziemy ja kontynuowaé w nastepnym numerze czasopisma.

Zauwazmy, ze opisana w pracy metoda mozna w prosty sposéb opisaé
rozwigzanie zagadnienia poczatkowego dla uktadu réwnan réznicowych po-
staci yn+1 = Ayn + b(n), gdzie A jest macierza kwadratowa stopnia n,
a Yn, b(n) sa wektorami z R".

Na zakonczenie autor sktada serdecznie podzickowania doktor Katarzy-
nie Litewskiej za pomoc w wykonaniu tej pracy.
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